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هاي چندگانهانتگرال: چهارم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  دوگانه انتگرالدر تغيير متغير  :2درسنامه
  

  

fياين مشكل ممكن است بـه خـاطر ضـابطه   كند. ترتيب متغيرها نيز كمكي به حل انتگرال نمي تعويضهاي دوگانه، در برخي از انتگرال (x , y)    يـا شـكل
  هاي زير دقت كنيد:نمونهبه به وجود آمده باشد.  Dيخاصِ ناحيه

xeاگر تابع زير انتگرال،: 1نمونه 
xباشد، ترتيب 2

D
e dydx

yeمناسب است. اگر 2
yباشد، ترتيب 2

D
e dxdy

xخوب اسـت. امـا انتگـرالِ    2 y
D

e dA
2 2  

xيانتگـرال دوگانـه   ،به همين ترتيـب . ها قابل حل نيستكدام از اين ترتيبچبا هي x
I x y dydx


  

22 2 2 2
 

 dxdyهـاي بـا هيچكـدام از ترتيـب    
  شود.به سادگي حل نمي dydxو

)xcosتابع گيري ازبراي انتگرال: 2نمونه  )
y

يعني فرم ؛بياوريم بيرونيكسر است به انتگرال  مخرجرا كه در  yبايد متغير 
D

xcos( )dxdy
y مناسب است. 

)ycosگيري ازبراي انتگرال )
x

)ycosي فرميعن ؛بياوريم بيرونيرا به انتگرال  xمتغير بايد  )dydx
x    ،مناسب است. حالا تصور كنيد كه تـابع زيـر انتگـرال 

xf (x , y) cos( )
x y


 قابل حل نيستند. براي حل  dydxوdxdyهايكدام از فرماند. بنابراين هيچظاهر شده yو xهر دو متغيردر مخرج كسر باشد.  2

  جايي متغيرها نياز داريم.هايي به چيزي بيشتر از جابهچنين انتگرال
fيضابطه دهند كه پيچيده بودنِهاي فوق نشان مينمونه (x , y) هـا،  ايـن، در برخـي از مثـال   اثر كند. عـلاوه بـر   ممكن است تعويض ترتيب متغيرها را بي
را به سـادگي بيـان    هاكرانتوان نمي dydxو dxdyهايكدام از ترتيبكدام از محورها منظم نيست. در نتيجه با هيچگيري در راستاي هيچي انتگرالناحيه
  هاي زير دقت كنيد.گون بناميم. به نمونهرا نواحي لوزي هاآنتوانيم ه يك لوزي دارند، ميجا كه اين نواحي معمولاً شكلي شبيه باز آن كرد.

xهايكه به منحني Dيناحيه: 3نمونه  y2 2،x y2 4،y x2 وy x2   در نظر بگيريد.محصور شده است را  3
   

  
  
  
  
  
  

از پايين بـه بـالا مرزهـاي ورودي و خروجـي را      هاyدر راستاي محور كدام از محورها منظم نيست. اگر بخواهيمگون است و در راستاي هيچاين ناحيه لوزي
ها از چپ به راسـت  x. به همين ترتيب اگر در راستاي محور(شكل وسط) بشكنيم D3و D1،D2يرا به سه ناحيه Dيشويم ناحيهتعيين كنيم مجبور مي

. بنابراين عوض كردن ترتيب متغيرها كمكـي بـه حـل انتگـرال     (شكل سمت راست) را ايجاد كنيم D3و D1،D2يحركت كنيم باز هم مجبوريم سه ناحيه
 دوگانه روي اين ناحيه نخواهد كرد.

|يكه با نامعادله Dيناحيه :4نمونه  x | | y | 1 ا در نظر بگيريد.مشخص شده ر  
كدام از محورها منظم نيست. اگر بخـواهيم ترتيـب  اين ناحيه هم نسبت به هيچ

D
f (x , y)dydx سـيم  را بنوي

xي سمت چپ داريمدر نيمه مجبوريم به اين شكل عمل كنيم:  1  و براي متغيرy بالا مـرز  ، از پايين به
yورودي x  1 و مرز خروجيy x 1 ي سمت راست داريماست. اما در نيمهx 1 و براي متغيرy 

yاز پايين به بالا، مرز ورودي x 1  مرز خروجيوy x 1  .با عوض كردن ترتيب متغيرها نيز مشكل است
  را جداگانه تعيين كنيم. هاكرانشود. باز هم مجبوريم براي نيمه بالايي و پاييني حل نمي

كنـيم  ، تلاش مـي vو uحل آن را هم شرح دهيم. در چنين مواردي با معرفي متغيرهاي جديداكنون كه مشكل را توضيح داديم، بايد راهحل چيست؟ راه
. بـراي انجـام ايـن    تري داشته باشـيم طوري كه در دستگاه جديد انتگرال ساده ببريم uovگاه محورهايدست به xoyانتگرال دوگانه را از دستگاه محورهاي

  ، مراحل زير بايد طي شوند:كار
    شود. گيريي انتگراليا ناحيه انتگرالتابع زير تر شدن كه باعث سادهباشد به شكلي  vو uانتخابالف) 
  .uovجديد در دستگاه Dت نياز، رسمِ شكل ناحيهو در صور vو uيهاكرانتعيين ب) 
fاست. بايد ديد به جاي vو uي كه بر حسبااست به انتگرال دوگانه yو xي كه بر حسبادوگانهتبديل انتگرال ج)  (x , y) وdxdy گيرندچه عباراتي قرار مي.  

  دهيم.مراحل را گام به گام شرح مياكنون اين 
  گيرند:دسته قرار مي سهدر يكي از اين دارند  vو uهايي كه نياز به تغيير متغيري انتگرالهمه

x

y

D
2y 3x

2y x
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را با توجـه   vو uدر اين حالت انتگرال گرفت. yياxتوان از آن نسبت بهتابع زير انتگرال پيچيده است و نمي هاآنهايي كه در دسته اول: انتگرال

fيبه ضابطه (x , y) كنيم. در توابعانتخاب ميax bysin( )
cx dy




،ax bycos( )
cx dy




يا 
ax by
cx dye

 با انتخـاب ،u ax by  وv cx dy   يم بـه توابـع   تـوان مـي

usinترِساده
v

)ucosيا  )
v

يا 
u
ve .بـراي مثـال در انتگـرال    .تري از انتگرال دوگانه خواهيم رسيدبا رعايت اين نكته به شكل ساده برسيم 

x y
x x ye dydx


  

1 1
 

 

uتغيير متغير x y  ،v x y  واضح است كه اين تغيير متغير را براي هر تابعي كه به صورت شود.تر شدن انتگرال ميباعث سادهax byf ( )
cx dy




باشد  
  توان به كار برد.مي

fيبا توجه به عبارات به كار رفته در ضابطهآن است كه  تري كليشوند اما قاعدهبا همين ايده حل مي ي زياديهااگرچه مثال (x , y) متغيرهـاي ،u وv را 

يكنيم. براي مثال در انتگرال دوگانه انتخاب
D

y( xy )dydx
x

 اگر نياز به تغيير متغير داشتيم، انتخابu xy وyv
x

 .مناسب است  
fها، تابعدر برخي از مثالدسته دوم:  (x ,y) ياما ناحيه ،پيچيدگي نداردD گون معمولاً نامنظم هستند. حتي اگر نواحي لوزي .استگون لوزي

گون نواحي لوزي شود.انجام مي Dي مرزهايبا توجه به معادله vو uدر اين صورت انتخاب ها ساده نيست.در آن yو xمنظم باشند، نوشتن حدود
,h(xشويم دو تا از مرزها به صورتكنيم متوجه ميها را مرتب ميي آنه وقتي معادلهداراي چهار مرز هستند ك y) c ,h(xو 1 y) c و دو مرز ديگر به  2

g(xشكل , y) c ,g(xو 3 y) c yمـثلاً بـه جـاي    ر سمت راست عددي ثابـت بـاقي بمانـد.   ي مرزها را طوري بنويسيد كه دابتدا معادله هستند. 4
x


2 

xyبنويسيد  yيا به جاي 2 x 1 بنويسيدy x 1. وقتيh(x, y) وg(x, y) تغيير متغير مناسبرا تشخيص داديم ،u h(x, y) وv g(x, y) 
  ي زير توجه كنيد:به دو نمونهاست. 
yبه خطوط Dيفرض كنيد ناحيه: 1نمونه  x 2 2 ،y x 4 2،y x  yو 3 x نويسيم:محدود شده باشد. اين چهار معادله را به اين شكل مي  

y x , y x , y x , y x       2 4 2 2 3   
,h(xها عباراتدر سمت چپ تساوي y) y x  وg(x, y) y x 2 را داريم. يكي راu و ديگري راv واضح است كـه بـا انتخـاب    ناميم.ميu y x  

vو y x  uمرزهاي داده شده تبديل به خطـوط  2  ،u  3،v  vو 2     انـد تبـديل شـده  بـه اعـداد ثابـت     vو uيهـا كـران  پـس وند. ش ـمـي  4
  ديد يك مستطيل است.در دستگاه ج Dيناحيهو 
  
  
  
  
  
  

uجايگذاري كنـيم. اگـر روابـط    vو uرا برحسب yو xل هم بايدانتگرا زيردر دستگاه جديد، در تابع  Dيپس از تعيين ناحيه y x  وv y x  2   
vخواهيم داشت: ،را از هم كم كنيم u x  x. بنابراين3 (v u) 

1
y،است و با جايگذاري آن در روابط 3 (v u) 

1 توانيم شود. حالا ميحاصل مي 23
fتابع (x , y) را برحسبu وv .بنويسيم  

xهايبه منحني Dيكنيم ناحيه فرض: 2نمونه  y2 2 ،x y2 4،y x2 وy x2  يگون اسـت. معادلـه  ايد كه اين ناحيه لوزيديده قبلاًمحدود شده باشد.  3

x  ها عدد ثابت داشته باشيم. به اين صورت:نويسيم كه سمت راست تساويرا طوري مي Dمرزهاي x y y, , ,
y y x x
   

2 2 2 2
2 4 1 3  

,yh(xها عباراتدر سمت چپ تساوي y)
x


2

,xg(xو  y)
y


2

yuتغيير متغيـر  را داريم.  x y
x

 
2

1 xvو 2 x y
y

 
2

2  ي مرزهـا را بـه شـكل   معادلـه  1
u 1،u  3،v  vو 4  uصورتبه vو uيهاكرانضمن آن كه  ساده خواهد كرد. 2 1 vو 3 2    Dيتبـديل يافتـه   شـكل  آمدنـد.  دسـت بـه  4

  .يك مستطيل است uovدر دستگاه
  
  
  
  
  
  

  
fدر اين نمونه هم اگر (x , y) ا برحسب متغيرهايرا داشتيم بايد آن رu وv نوشتيم.مي  

  

x

y

D
2y 3x

2y x

2x 4y2x 2y

u

v

D
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D
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h(x)گون است كه به محورهاي مختصات و منحنيي مثلثيك ناحيه Dياوقات ناحيه گاهيدسته سوم:  g(y) c     محدود شـده اسـت. در
uتخابچنين مواردي با ان h(x) وv g(y) يتوانيم ناحيهميD يرا به يك مثلث ساده در صفحهuov  و انتگرال دوگانه را حل  كردهتبديل

ها عبارت زير انتگرال معمولاً نامنظم است، در اين دسته از انتگرال Dيچيده است يا ناحيهتابع زير انتگرال پي هاآني قبلي كه در بر خلاف دو دسته كنيم.
  ر متغير ضروري است.انجام تغيي ندارند و ايي سادهمعادله Dمرزهاي ،ولي با اين حال .هم منظم است Dيساده است و ناحيه

 يهرگاه ناحيه  :1مثالD  و منحنيبه محورهاي مختصاتx y  در دسـتگاه   vو uيهـا كـران محدود شده باشد، تغيير متغير مناسـب و   2
  جديد را بيابيد.

 خ:پاس    
  
  
  

  
xبه محورهاي مختصات ( Dيناحيه   وy  و منحني (x y  uكنـيم محدود شده است. فرض مـي  2 x وv y     باشـد. حـالا بايـد

  بنويسيم: uovرا در دستگاه جديد Dي مرزهايعادلهم
y v
x u

x y u v

   


  
      2 2

 
   

uطمثلثي داريم كه به خطو uovيبنابراين در صفحه  ،v   وu v  uبه شـكل  uيهاكرانمحدود است.  2  2   و بـراي هسـتندv   اگـر از
vپايين به بالا حركت كنيم، خط   خط مرز ورودي وv u 2  است. يعنيمرز خروجيv u  2 است.  

xيمرزي با معادله Dيناحيه xoyيدر صفحهتوضيح:  y  كـرد. بـا   را مشـكل مـي   xبر حسـب  yيا نوشتن yبر حسب xداشت كه نوشتن 2
uياين مرز به خطي با معادله ،انجام تغيير متغير v    تري دارد.ي بسيار سادهتبديل شد كه معادله 2

ژاكوبين   
  

fآن است كه معادل، نوبت هاآني هاكرانهمچنين مشخص كردن  وvو uپس از انتخاب متغيرهاي (x , y) وdxdy  واضـح  بنويسيمدر دستگاه جديد را .
fبايد ،vو uياست كه با توجه به ضابطه (x , y)  بـراي مثـال اگـر   يافته و در انتگرال قرار دهـيم.   هاآنرا برحسبu x vو 2 x y 2    باشـند نتيجـه

uxگيريم كهمي  yو2 v u  بنابراين در تابع .استf (x , y) به جايxها،u
تـر، جـايگزين   امـا موضـوع مهـم   دهـيم.  قـرار مـي   vou،هـا yو به جاي 2

  ست.با معادل آن در دستگاه جديد اdxdyكردن
xتغيير متغير مثلاً در انتگرال يگانه وقتي u  گـرفتن بـا  . در انتگرال قرار دهـيم  آورده و دستبهرا برحسب متغير جديد  dxلازم است ،دهيمرا انجام مي 2

xاز تساويديفرانسيل  u dxداشتيم 2 udu   شد.ير متغير انجام ميدر انتگرال، تغيو با جايگذاري آن  2
جـايگزين   uovدسـتگاه  را بـا معـادل آن در   dxdyدهيم، لازم اسـت را انجام مي vو uوقتي تغيير متغيرهايهم هاي دوگانه به همين ترتيب، در انتگرال

  شود:تعريف مي زير به صورت vو uنسبت به yو xنشود. ژاكوبيانجام مي نكنيم. اين كار با استفاده از مفهوم ژاكوبي

uv

x x
(x , y) x y x yu vJ

y y(u , v) u v v u
u v

 
          

     
 

  

xy  برابر است با: yو xنسبت به  vو u نبه همين ترتيب، ژاكوبيِ

u u
x y(u , v) u v u vJ
v v(x , y) x y y x
x y

 
     

     
     
 

  

  دهد:را نشان مي dudvبه dxdyي انجام تغيير متغير ازي زير، شيوهرابطه
uvdxdy | J | dudv 

 مطابق روابط فوق واضح است كه :1تذكرxyJ وuvJ :وارون يكديگر هستند  uv
xy

(x , y)J
(u , v) J


 


1  

در فرمول بالا، uvJنيم به جايتوابنابراين مي
xyJ
  را قرار دهيم:1

xy
dxdy dudv

| J |


1 

4

4

x y 2 
D

y

x
2

2

u v 2 

D

v

u
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بـراي مـا    yو xنسـبت بـه متغيرهـاي    vو uهاي جزئـي ي مشتقكنيم. بنابراين محاسبهانتخاب مي yو xرا برحسب vو uدر حقيقت، اغلب اوقات ما

uvكنيم و سپس با استفاده از تساويا حساب مير xyJبه همين دليل ابتدا تر است.ساده
xy

J
J


  رسيم.مي vو uبه ژاكوبين 1

يدانيــد كــه انتگــرال دوگانــهبــراي مثــال مــي
D

x y( ) dxdy
x y

 32

uبــا تغييــر متغيــر 2 x y 2 وv x y   قابــل حــل اســت. در ايــن صــورت داريــم 2

x y u( ) ( )
x y v





3 32
 را برحسـب  vو uنـداريم بلكـه   vو uرا برحسب yو xولي مادستگاه جديد را حساب كنيم.  نبايد ژاكوبي dxdyو براي جانشانيِ 2

x وy :داريم  u x y
v x y
 

  

2
2  

x  را حساب كنيم: xyJگرفته و yو xرا نسبت به vو uهايپس بهتر است مشتق y
xy

x y

u u
J

v v


  
1 2 41 2  

uvداريم: در نتيجه
xy

J
J

 
1 1

dx  و از اينجا خواهيم داشت: 4 dy du dv
1
4  

   ي مراحل انجام تغيير متغير در انتگرال دوگانه را مرور كرديم.همه تا اينجا

 يحاصل انتگرال دوگانه  :2مثال
y

x x yI e dydx
   

1 1
 

  كدام است؟ 

1( e 1  2( e1
2  3( 

e


11  4( (e )
1 12  

 :در تابع » 4«گزينه   پاسخ
y

x yf (x , y) e  هر دو متغيرx وy هاياند پس اين انتگرال با هيچكدام از ترتيبدر مخرج كسر آمدهdxdy وdydx 
طـور كـه در مـتن درس    تر باشد. همـان ساده uovرا پيدا كنيم طوري كه حل اين انتگرال در دستگاه vو uشود. بنابراين بايد متغيرهاي مناسبحل نمي

axگفتيم، وقتي كسر by
cx dy




fير ضابطهد  (x , y) به كار رفته باشد، تغيير متغيرهايv ax by  وu cx dy  تر شـدن انتگـرال   توانند باعث سادهمي

يشوند. از ضابطه
y

x yf (x , y) e  شويم كه انتخابمتوجه ميu x y  وv y كنيم.مناسب است. ژاكوبين دستگاه جديد را محاسبه مي  
x y

xy uv xy
x y

u u
J J J

v v
     11 1 1 11

  

تشـخيص دهـيم و سـپس تبـديل      xoyيرا در صـفحه  Dيحالا بايد ناحيه
به حـدود   Dيناحيه براي تشخيصپيدا كنيم.  uovدر دستگاهرا ي آن شده

ي داده شـده، ايـن   هـا كرانكنيم. با توجه به انتگرال در صورت سؤال دقت مي
ــين خطــوط yناحيــه ب   وy x 1 يعنــي)y x 1ــرار دارد و در  ) ق

xآن 1     ــوط ــه خط ــت ك ــي اس ــابراين مثلث ــت. بن xاس   ،y   
xو y 1  يمرزهــاي آن هســتند. در شــكل ســمت چــپ ناحيــهD  را در

  كنيد.  مشاهده مي xoyيصفحه
xداراي سه مرز است كه عبارتند از xoyيدر صفحه Dيناحيه y 1،y   وx   .  يهـا در ضـابطه  با قرار دادن ايـن معادلـهu x y  وv y   

xكنيم. از مرزتبديل مي vو uاي بر حسبهر كدام از اين مرزها را به معادله y 1 يبه وضوح به معادلهu 1 نـين از رسـيم. همچ ميy      بـه ايـن
v رسيم كهنتيجه مي   است. حالا به مرزx   دقت كنيم. با قرار دادنx   يدر ضابطهu وv شتخواهيم داu y وv y، مـا بـه دنبـال     ولي

vگيريم كهباشد. از اين دو تساوي به سادگي نتيجه مي vو uاي هستيم كه فقط بر حسبرابطه u ر كدام از مرزهاي قديمي بـه  است. به طور خلاصه ه
  اند:تبديل شده uovيكي از مرزهاي جديد در دستگاه

x y u
y v
x v y , u y v u

   
  
     

1 1
 


  

vدر دستگاه جديد، مثلثي با خطوط Dيبنابراين ناحيه   ،u 1 وv u  .يهاكراناستu عبارتند ازu 1    و اگـر در امتـداد محـورv     از پـايين بـه بـالا
v،حركت كنيم   مرز ورودي وv u وجي است. پسمرز خرv u  است. تابع زير انتگرال را درuv| J |1 ضرب كرده و آن را برحسبu وv نويسيممي:  

(e )
1 12

u
y v v

x ux y u u uI e dydx e dvdu I [ue ] du [ue u]du (e )u du (e )
   

           
  

      
121 1 1 1 1 1 1 1 2      


  

  

x y 1 

D

y

x

u 1
v u

D

v

u

 )xoyيدر صفحه Dي(ناحيه )uovيدر صفحه Dي(ناحيه

y  v 

x 
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 حاصل  :3مثالx y
|x| |y| a

I e dA
 

 كدام است؟ ،  

1 (a aa(e e )4  2 (a aa(e e )  3 (a aa(e e )2  4 (a aa (e e )2  

 :ناحيه»  2«گزينه  پاسخ| x | | y | a   طرا با رسم خطـوx y a    در
نـواحي لـوزي شـكل    لوزي شكل است.  اين ناحيه كنيم.ربع صفحه مشخص مي 4

بـراي حـل انتگـرال     نامنظم هستند. به همين دليـل  yو xنسبت به هر دو محور
u)اي از تغيير دستگاهروي چنين ناحيه , v) مطابق مـتن درس  كنيم.استفاده مي، 

نويسيم كه سمت راست تسـاوي،  ي مرزها را طوري ميمعادله vو uبراي انتخاب
yهاي مرزها توجه كنيد دو تا از آناگر به معادله عدد ثابت باشد. x a    و دو

yتاي ديگر x a   هستند. پس با معرفيu y x  وv y x   ي معادلـه
uبه خطوط uovيمرزها در صفحه a  وv a  در  شـوند. يعنـي  تبديل مي

  يك مربع است. Dيدستگاه جديد ناحيه

xy  كنيم:دستگاه جديد را حساب مي ژاكوبين uv
xy

(u, v)J J
(x, y) J


     

1 1 1 121 1 2  

  aa a ax y u u u a a a a
aR a a a

e dydx e dvdu ae du a e a(e e ) a(e e )  
  

         
1 1 1 12 2 22 2 2 2

  

  
 انتگرال دوگانه  :4مثال

S
I f (xy)dxdy كه در آن ،S هـاي ي محـدود بـه منحنـي   ناحيهy x 4،y x،xy  xyو 2  xبـراي  1  ،y   

  شد، برابر كدام انتگرال زير است؟بامي
1 (Ln f (u)du

2
12 2  2 (Ln f (u)du

2
12  3 (Ln f (u)du

4
12 2  4 (Ln f (u)du

4
12  

   :ز تغيير بهتر است ا مطابق متن درس، گوييم.گون ميگيري داراي چهار مرز است. اين نوع از نواحي را نواحي لوزيي انتگرالناحيه»  2«گزينه پاسخ
  كـه سـمت راسـت تسـاوي،      نويسيمميي مرزها را طوري ابتدا معادله vو uبراي انتخابتر كردن اين ناحيه استفاده كنيم. براي ساده vو uمتغير مناسب

yبه صورت مرزهادو تا از بينيم كه شد. ميعدد ثابت با
x
 yو 4

x
1، صورتو دو تاي ديگر بهxy  xyو2 1     اسـت، بنـابراين از تغييـر متغيـرu xy 

yvو
x

 صورتي مرزها در دستگاه جديد بهكنيم. معادلهاستفاده ميv 1،v  4،u  uو2 1 كنيم:را حساب مي ژاكوبينآيند. در مي  

xy uv
xy

y x
(u , v) yJ v Jy
(x , y) x J v

xx


      

 2

1 12 21 2  

vدر اين ناحيه 1 uvJاست. پس 4
v


1

    شود:خواهد. بنابراين انتگرال دوگانه به صورت زير تبديل ميمثبت است و قدرمطلق نمي 2

I f (u) dvdu
v

  
2 4

1 1
1

2  

I [Lnv] f (u)du Ln f (u)du Ln f (u)du    
42 2 2

1 1 11
1 1 4 22 2  

 
 اگر  :5مثالS سطح محدود به خطوطx  ،y   و منحنيx y 3 3 واقع در ربع اول باشد، حاصل 1

S
I x y x y dxdy   2 2 3   كدام است؟ 31

1 (4
135  2 (1

28  3 (8
135  4 (3

28  

 :هرگـاه   بينيـد. اي از دسته سـوم تغييـر متغيرهـا را مـي    نمونه » 1«گزينه  پاسخ
fمرزي به صورت Sيناحيه (x) g(y) c      داشته باشد و بـه محورهـاي مختصـات

تـر شـدن انتگـرال از تغييـر     سـت و مـا بـراي سـاده    گون ااي مثلثمحدود باشد، ناحيه
uمتغير f (x) وv g(y) كنيم.استفاده مي  

u x
x y u v

v y

      


3
3 3

31 1  

D

y x a 

y x a  y x a  

y x a 

a

aa

a

x

y

a

aa

a

u

v

D


1

1

u v 1 

u

v

S

 uovيدر صفحه Sيناحيه

y

1

1
S

3 3x y 1 

x

 xoyيفحهدر ص Sيناحيه
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uاي داريم كه به محورهاي مختصـات و خـط  در اين صورت در دستگاه جديد ناحيه v 1   سـت. پـس  محـدود شـده اu 1 وv u  1   .اسـت

x  كنيم:دستگاه جديد را حساب مي ژاكوبين y
xy uv

x y xy

u u x
J x y J

v v J x yy
     

2
2 2

2 22
3 1 19

93



  

xدر تابع زير انتگرال، عامل ژاكوبينبا ضرب كردن قدرمطلق  y2   شود.از اين تابع حذف مي 2
u u

S
I x y x y dxdy u vdvdu [ ( u v) ] du [ ( u) ]du

                  
3 3

1 1 1 112 2 3 3 2 21 1 2 21 1 1 19 9 3 27   
  

[ ( u) ] [ ]      
5

122 2 2 2 4127 5 27 5 135
  

  

 حاصل  :6مثال
|x| |y|

I x dxdy
 

  2
  ، برابر كدام گزينه است؟1

1 (5
3  2 (1

3  3 (1  4 (2  

   :است، با توجه به اينكه مـرز ناحيـه يعنـي نمـودار     گيري به صورت زير ناحيه انتگرال»  2«گزينه پاسخ
| x | | y | 1 از چهار خطx y  1 وx y  1 ،دانيـد ايـن نـوع    طور كه ميهمان تشكيل شده است

از تغييـر متغيـر   ي مرزهـا  نـامنظم هسـتند پـس بـا توجـه بـه معادلـه        yو xنواحي نسبت بـه هـر دو محـور   
v x y وu x y  كنيم. در اين صورت داريم:استفاده مي          u , v     1 1 1 1  

xy         شود:به صورت مقابل محاسبه مي ژاكوبين uv
xy

(u, v)J | J |
(x, y) | J |


      


1 1 1 121 1 2  

uبنويسيم.      vو uرا برحسب x2در تابع زير انتگرال بايد x y u vu v x x
v x y
  

      
2 2  

u)بنابراين v)x 


2
2

  است. 4

(u v) (u v)I dvdu (u v) dvdu I [ ] du [(u ) (u ) ]du
     

 
              1

2 31 1 1 1 1 112 3 3
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 14 2 8 8 3 24  

(u ) (u )[ ] [ ]


 
      

1

4 4 1 4 41 1 1 1 12 224 4 4 96 3   

تغيير متغير قطبي   
  

ي بـين دو دايـره باشـد، تـرجيح     ي از يـك دايـره يـا ناحيـه    ش، بخدر انتگرال دوگانه گيريانتگرال يهرگاه ناحيه
r)هايدر دستگاه قطبي، مختصات هر نقطه با مؤلفه تغير قطبي (دايروي) استفاده كنيم.دهيم از تغيير ممي , ) 

  دهد. ي هر نقطه تا مبدأ را ميفاصله rهاست وxزاويه با جهت مثبت محور شود.مشخص مي
در يك دور كامل حول مبدأ داريم   2 يا    مهم . مقادير اند.در شكل زير داده شده  

  
  
  
  
  
  
  
  

rدر شكل سمت راست مشخص شده است. در مبدأ rچگونگي افزايش مقدار    هاي به مركز مبدأ، مقدارو با افزايش شعاع دايرهاستr يابد.افزايش مي  
xدر اغلب موارد، وجود عبارت :1نكته  y2 يك نشانه براي ما است كه از تغيير متغير قطبي براي حل انتگرال دوگانـه اسـتفاده كنـيم. بنـابراين      2

xعاملِ و وجودD يدايروي بودنِ ناحيه y2   هاي معمولِ استفاده از دستگاه قطبي هستند.، نشانهتابع زير انتگرالدر  2

x)يهاي دوگانهمثلاً در انتگرال y )
D

e dA 
2 و 2

D
dA

x y 
 2 24

و 
D

xy x y dydx 2   تواند مفيد باشد.، استفاده از دستگاه قطبي مي2

  كنـيم.  اسـتفاده مـي   و rاز متغيرهـاي  vو uاستفاده از مختصات قطبي، در واقع نوعي تغيير متغير است كه در آن بـه جـاي  : دستگاه قطبي نكوبيژا
ي را در دستگاه قطب ـ و rاز دستگاه دكارتي و متغيرهاي yو xروابط بين متغيرهاي ببريم. roگاهدستبه xoyرا از دستگاهخواهيم انتگرال در واقع مي

1

1
x y 1 y x 1 

11
x y 1   x y 1 

y

x

r 2
r 1

r

y

x

y

x

r


A(x , y)


 

4


 2


 3
4


 

  

5
4


 
7
4


 
3
2


 

y

x
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xتوان به شكلمي r cos  وy r sin  .ني ژاكوبيدر اين صورت با محاسبه نوشتrJ  :داريم  

  r

x x
cos r sin(x , y) rJ r (cos sin ) r

y y sin r cos(r , )
r



 
          

    
 

2 2  

  به همين دليل در تغيير دستگاه از دكارتي به قطبي خواهيم داشت:

D D
f(x,y)dxdy f (rcos ,rsin )rdrd     

yx  كنيم:از اين روابط استفاده مي و rده برحسب متغيرهايدر نوشتن انتگرال r cos , y r sin , x y r , tg ( )
x

       2 2 2 1  
  در دستگاه قطبي هاكرانيافتن 

 معمـولاً باشند. به همـين دليـل    ممكن است ثابت يا توابعي برحسب rيهاكرانآيند و مي دستبهبت دو عدد ثا صورتبه يهاكران، در دستگاه قطبي
  بنابراين ترتيب زير را خواهيم داشت: نويسيم.ميرا در انتگرال مياني  rيهاكرانرا در انتگرال بيروني و  يهاكران

D D
f (x , y)dxdy f (r cos , r sin ) r dr d       

  
در جهت مثلثاتي حركت كنيد. اولـين   .شوندكه از مبدأ به اطراف رسم مي هايي را تصور كنيدشعاعشود. معمولاً به سادگي انجام مي يهاكرانپيدا كردن 

  دهند.را تشكيل مي يهاكران Dيدر ناحيه را در نظر بگيريد. كمترين و بيشترين مقدارتماس دارند  Dيناحيهكه با  ييهاشعاعو آخرين 
xهــايبــين دايــره Dيدر شــكل مقابــل، ناحيــه y 2 2 xو 1 y 2 2 هــا و y، محــور4

yخط x   يهـا كـران خـواهيم  قرار گرفته اسـت. مـي   .مطـابق شـكل از    را مشـخص كنـيم
خطنيم   خط نيم كنيم.در جهت مثلثاتي حركت مي   يناحيـه  هيچ برخوردي باD 

خطنيمندارد. 
  كند. امارا قطع نمي Dينيز ناحيه 6

  اسـت كـه از    شـعاعي ولـين  ا 4
كنيـد  ملاحظـه مـي  . رويـم پـيش مـي  گذرد. به همين ترتيب در جهت مثلثـاتي  مي Dيناحيه

كه
   ناحيـه  ايـن  از آن ازبعـد  و در تمـاس اسـت    Dيناحيه اي است كه باآخرين زاويه 2

  شويم.يخارج م

صورتبهدر اين ناحيه  حدود بنابراين 
  4  rهستند. حـالا نوبـت بـه تعيـين حـدود      2

نيـد. در  گـذرد را رسـم ك  مـي  Dيهايي كه از مبدأ آغاز شده و از ناحيـه رسد. يكي از شعاعمي
xي، از دايـره شـعاع ايـن  بينيـد كـه   شكل مقابـل مـي   y 2 2 شـده و از   Dيوارد ناحيـه  1

xيدايره y 2 2 rشود. روي مرز ورودي داريـم از آن خارج مي 4 1    و روي مـرز خروجـي
r  rبه شكل rبنابراين حدود. است 2 1   هستند. 2
 ياگر ناحيه :2تذكرD يدرون دايرهx y a 2 2 rصـورت به rيهاكرانباشد،  2 a    يي بـين دو دايـره  هسـتند. در ناحيـهx y a 2 2 2 

xو y b 2 2 aخواهيم داشت 2 r b  يو در خارج از دايرهx y a 2 2 aصورتبه rحدود 2 r   .هستند  
 يهاكرانمقابل در نواحي   :7مثال وr .را مشخص كنيد  
 :پاسخ    

است. اين ناحيه از xoyيربع اول صفحه D1يناحيه   تا
  رسـم   شـعاعي از مبـدأ  ادامه دارد و اگـر   2

r، از همانكنيم   وارد ناحيه شده و تاr   :ادامه خواهد يافت. پس داريم
   2 وr   .  

xهايدايرهبين  D2يناحيه y 2 2 xو 4 y 2 2 يك قرار دارد. در اين ناحيه  9
دور كامـل حـول مبـدأ داريـم پـس        2  .توانيـد حـدود  البتـه مـي   اسـت  را

صورتبه     حالا شعاعي را تصور كنيد كه از مبدأ آغاز شـده و   يد.هم بنويس
rاي به شعاعكند. اين شعاع از دايرهعبور مي Dياز ناحيه  شـود و  مي وارد ناحيه 2
rاي به شعاعاز دايره  rشود. بنابراينخارج مي 3 2   است. 3

  

y

r 1

x

r 22 2x y 4 

2 2x y 1 

2 2x y 9 

x

y

32

2D

2 2x y 4  3

r 3

r 2

D

2


 

3


 

4
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3
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  گانههاي سهانتگرال :4درسنامه 
  

  

آن را بيـان   yو xي تغييـرات توانيم فقط بـا نوشـتن محـدوده   بعدي باشد كه توپر و داراي حجم است، ديگر نميي سهگيري يك ناحيهي انتگرالاگر ناحيه
ي گانـه ي موردنظر نشان دهند. شكل كلـي انتگـرال سـه   را در ناحيه zو x،yيش حدود تغييراتهاكراني داريم كه اهناگكنيم. بنابراين نياز به انتگرال سه

fتابع (x , y , z) يدر ناحيهD ن است:چني  
b h (x) g (x,y)
a h (x) g (x,y)

f (x, y, z) dz dy dx  2 2
1 1

  
  

 xتـوابعي برحسـب   yيهـا كـران دهنـد.  نشان مـي  Dيرا در ناحيهxاند و كمترين و بيشترين مقداراند، دو عدد ثابتكه در انتگرال بيروني آمده xحدود
fي تابعگانهانتگرال سه البته خواهند بود. yو xبرحسب متغيرهاي دو متغيره توابعي zيهاكرانهستند و  (x, y, z)  ا بـه شـش ترتيـب    ناحيه ر يكروي

  توان نوشت: مختلف مي
dzdydx      ،dydxdz       ،dxdydz  
dzdxdy      ،dydzdx       ،dxdzdy  

fوقتي از تابع كنيم.را انتخاب مي dzdydxبه طور معمول، ترتيب كه (x , y , z) نسبت بهz گيريم و حدودانتگرال ميz دهيم تـابع  را به جاي آن قرار مي
F(xيدو متغيره , y) گيري نسبت بهس با انتگرالآيد. سپمي دستبهy و قرار دادن حدودy يدر آن به تابع يك متغيرهG(x)  رسـيم. در نهايـت بـا    مـي

  ي انتگرال است.آيد كه پاسخ نهايمي دستبهعددي حقيقي  xگيري نسبت بهانتگرال
 يگانهحاصل انتگرال سه  :1مثالx x y

x
z(x y)I dzdydx

x y







  
1
 

  را بيابيد. 

 :انتگرال مياني را نسبت به متغيرابتدا  پاسخz خواهيم گرفت. از آنجا كهxوy عبارت كنيمرا ثابت فرض ميx y
x y



  ضريبي ثابت است و داريم: 

x y x yz(x y) x y z x y x ydz (x y)
x y x y x y

    
    

  
2 1
2 2 2 

  

F(xيحاصل اين انتگرال، تابع دو متغيره , y) (x y) 
1
 xگيـريم. در ايـن انتگـرال،   مي yآمده، انتگرال دوم را نسبت به دستبهاست. اكنون از عبارت  2

x  متغير است. yو ثابت يعدد
x

xy x x(x y)dy (xy ) (x x ) x
x

       


2 2 2
2 2 21 1 1

2 2 2 2 2 2  

G(x)يبه تابع يك متغيره تا اينجا yو zگيري نسبت بهبا انتگرال x xI  كنيم:رين انتگرال را محاسبه ميايم. آخرسيده 2 x dx  
31 2 1 1

3 3 
  

 انتگرال دوگانه مشاهده كرديد، اين عدد ممكن است مفهوم فيزيكي يا هندسي داشته باشد.طور كه در گانه، يك عدد حقيقي است. همانجواب نهايي انتگرال سه
  

 حاصل :2مثالz y
sin(x y z)dxdydz



   2
  

  كدام است؟ 

1 (1
3  2 (2

3  3 (3
2  4 (2  

  : 1«گزينه پاسخ«              yz y z
I sin(x y z)dxdydz [ cos(x y z)] dydz

 
          2 2

    
   

zz
[ cos( y z) cos(y z)]dydz [ sin( y z) sin(y z)] dz

 
           2 2 12 22   

  

 ( sin z sin z sin z sin z)dz cos z cos z cos z cos z




         
2

2 1 1 1 1 1 13 2 3 22 2 6 2 2 3
  

ترتيب متغيرها در انتگرال سه گانه   
  

گانه تغيير نخواهد كرد. همين مطلب براي انتگرال سهدوگانه گيري، مقدار انتگرال با تعويض ترتيب انتگرال ،پذيربراي توابع انتگرال ي فوبينيمطابق قضيه
در تعويض ترتيب نكات مطرح شده ا ام ،گانه خيلي مورد سؤال نيستهاي سهتعويض ترتيب متغيرها در انتگرالتوجه داشته باشيد كه نيز برقرار است. 

  انتگرال دوگانه را رعايت خواهيم كرد.

براي مثال اگر
x
zf (x, y, z) e  متغير اشدر ضابطهچون باشد، زير انتگرالy  ،بهتر استپس وجود نداردdy  امه با توجه به در اددر انتگرال مياني باشد و

آن كه در
x
ze متغيرz در مخرج كسر وx در صورت كسر آمده است، ابتدا نسبت بهx و در پايان نسبت بهz راين ترتيبگيريم. بنابانتگرال مي

x
z

D
I e dydxdz  

  است. ين راه براي حل اين انتگرالبهتر
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 ترتيب مناسب براي حل انتگرال  :3مثالz
D

ye dzdydx
  را بنويسيد. 2

 :در تابع  پاسخzye
zeدر انتگرال مياني باشد. در ضمن به علت وجـود  dxدهيمميبنابراين ترجيح  ،حضور ندارد xمتغير 2

گيـري نسـبت   انتگـرال  2
zصورتبهتگرال پس بهترين ترتيب براي اين ان .آوريمرا به انتگرال بيروني مي dzمشكل است، بنابراين zبه

D
ye dxdydz

  است. 2
  

معمولاً بـا ترتيـب   در دستگاه دكارتيگانه هاي سهانتگرال طور كه اشاره كرديم،البته همان
D

f (x , y , z)dzdydx   در انتگـرال   آنچـه  و شـوند حـل مـي
  ي داده شده است.ال با توجه به ناحيهاهميت دارد، تشخيص صحيح حدود انتگر گانهسه

تعيين حدود انتگرال سه گانه   
  

اگـر   توانـد باشـد.)  هـم مـي   zoyو zox(البته اين تصوير در صفحات دارد. xoyي(سايه) بر صفحه بعديدو يك تصوير ،Dبعدي مانندي سههر ناحيه
را  zشوند. اما حدودمانند انتگرال دوگانه نوشته مي xoyيدر صفحه Rيبا توجه به ناحيه yو xنشان دهيم، حدود Rرا با xoyيدر صفحهتصوير 

ي آن بـر  و سـايه  Dيدر شـكل سـمت چـپ ناحيـه     كنـيم. هاي پاييني و بالايي تعيين مـي تشخيص رويه ها وzدر امتداد محور Dيبا عبور از ناحيه
  رسم شده است. xoyيبر صفحه Dيبينيد. در شكل سمت راست فقط سايهرا مي xoyيصفحه

R

a b

y

x

a x b 

1y=h (x)

2y=h (x)

 

y

z

x

D

z=g (x,y)1

z=g (x,y)2

  

 xoyيبر صفحه Dيسايه Rروبرو هستيم كه Rي دوبعدي به نامو يك ناحيه Dامبعدي به ني توپر و سهگانه با يك ناحيهي انتگرال سهبنابراين در هر مسأله
يا حداقل  Dيگانه را تعيين كنيم. البته اگر بتوانيد ناحيهي انتگرال سههاكرانتوانيم رسم شكل، چطور ميدهيم كه بدون نياز به ه نشان مياست. در ادام

  تر خواهد شد.تعيين حدود انتگرال ساده را رسم كنيد، xoyيي آن بر صفحهسايه
  Dي گانه بدون رسم ناحيهتعيين حدود انتگرال سه

fي تابعگانهسه انتگرالحدود خواهيم كنيد مي فرض (x, y, z) يرا روي ناحيهD  ي زير مرحله 3توان در يند را مي. اين فرآبنويسيمبدون رسم اين ناحيه
  شرح داد:
طور كه شرح داديم اغلب اوقات ترتيبكنيم. همانل انتگرال انتخاب مييك ترتيب مناسب براي حبه تابع زير انتگرال دقت كرده و  :اول مرحله

D
f (x, y, z)dzdydx 

   مناسب است. مگر آن كه به دليل خاصي بخواهيم ترتيب متغيرها عوض شود.
  شود. ها انجام ميآوريم. اين كار بسيار ساده و بدون نياز به ترسيم رويه دستبه yو xرا برحسب zيهاكرانخواهيم در اين مرحله مي مرحله دوم:

آورده و  دستبه yو xحسببررا zتوانيمداده شده است. از اين معادلات مي ،اندرا محدود كرده Dيكه ناحيههايي رويه يمعادله در صورت سؤال
z صورتبهي يهاكران g (x, y) zو 1 g (x, y) ك كران بالا و كدام ي هاآنشود كه كدام يك از سؤال مشخص مي صورتبهمعمولاً با دقت  .پيدا كنيم 2

يك مشخص شوند. سپس  yو xصبر كنيد تا حدودست، كران پايين و كدام كران بالا هاآنكران پايين است اما اگر ترديد داريد كه كدام يك از 
,x)ينقطه y) از اين ناحيه انتخاب كرده و درg (x, y)1 وg (x, y)2 يبراي مثال اگر ناحيه ست.بود، كران بالا مقدارش بيشتر. هر كدام كه قرار دهيدD 

zهايبه رويه x y  2 وz x y 2 xيدر ناحيهمحدود باشد و  22 y 2 2 ,x)يقرار داشته باشد، نقطه 1 y) ( , )    انتخاب از اين ناحيه را

داريم zيهاكرانكنيم و با قرار دادن آن در مي
x y

x y

    


   
2 2

2 2 2
2



  
zبنابراين . x y  2 كران بالا وz x y 2   كران پايين است. 22

zبا سه تابع g2و g1در اين مرحله ممكن است به جاي دو تابع g (x, y) 1،z g (x, y) zو 2 g (x, y) در اين صورت بايد با دقت به  ؛روبرو شويم 3
  تشخيص دهيم.  هاآنرا از بين zيهاكران ،سؤال صورت و ساير اطلاعات داده شده در zعلامت

xياز بالا به كره Dيمثلاً فرض كنيد ناحيه y z  2 2 2 zو از پايين به مخروط 1 x y 2 zي مخروط داريماز معادلهمحدود شده باشد،  2 x y 2 2 
zيي كره دو رابطهو از معادله x y  2 zو 21 x y   2 كه  انتخاب كنيم. از آنجا zآيند. از ميان اين سه، بايد دو كران برايمي دستبه 21

zشود كهمعلوم مي ،يكي از مرزها مخروط و ديگري كره است x y 2 ست. در صورت سؤال تأكيد شده كه مخروط كران پايين هاكرانيكي از  2
zاست. چون Dبراي x y 2 zكران بالا يعني ،ران بالا هم بايد مثبت باشدمثبت است، ك 2 x y  2   است. 21
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هاي داده شده دقت رويه يرا پيدا كنيم. به ضابطهxoyيدر صفحهDيرا پيدا كنيم. ابتدا بايد تصوير ناحيهyوxيهاكرانخواهيم حالا مي مرحله سوم:
xيداشته باشند، مثلاً استوانه yوxاي برحسبها معادلهكنيم. اگر برخي از اين رويهمي y 2 2 را  xoyدر صفحهDتواند تصويرهمين معادله مي 4

 هاآنرا مشخص كنند، بايد  xoyيي بسته در صفحهنتوانند يك ناحيه هاآنوجود داشته باشد و  zها متغيري رويهي همهاما اگر در معادلهمشخص كند. 
  آوريم. دستبه yو xاي برحسباز اين معادلات رابطه zرا با هم برخورد داده و با حذف
zبه مخروطDيبراي نمونه فرض كنيد ناحيه x y 2 2 xيكره و 2 y z  2 2 2 حضور دارد. بنابراين  zمعادله، متغيرمحدود شده باشد، در هر دو  4

xدهيم و خواهيم داشترا برخورد مي هاآن y x y   2 2 2 2 xبه عبارتي 4 y 2 2 و مركز مبدأ است. از اين دايره،  2اي به شعاعكه دايره 2
  را بنويسيم.yو xتوانيم حدودمي

 يناحيه  :4مثالD   يك جسم توپر است كه بـه سـطوحz xy،y x xو 2 y zيو صـفحه  2       .انتگـرال  يهـا كـران محـدود شـده اسـت 

D
f (x,y ,z)dzdydx .را روي اين ناحيه بنويسيد  

 :ابتدا دقت كنيد كه از معـادلات داده شـده، دو مقـدار بـراي      پاسخz  آيـد: مـي  دسـت بـهz  
zو xy يهاكرانين بنابراz كران پايين است هاآنيك از ها هستند. اگر ترديد داريد كه كدامهمين ،

yبهتر مشخص شوند. معادلات yو xتا حدود بايد كمي حوصله كنيد x xو 2 y يك ناحيـه در   2
)كنند. محل برخورد اين دو منحني دررا مشخص مي xoyيصفحه , )  و( , )1   است. 1

xداريم xبراي  1 و برايy با حركت از پايين به بالا مرز وروديy x yو مرز خروجي 2 x است. در نتيجه حدودy  به شـكلx y x 2 
بـا   zيهـا كـران بنـابراين در مـورد    ؛نـامنفي هسـتند   yوxرا فهميديم، مشخص شد كه در اين ناحيه yو xي تغييرات. حالا كه محدودهآيندمي دستبه

zتوان گفت كهاطمينان مي xy كران بالا وz  در نتيجه كران پايين استz xy    شوند:نوشته مي زير صورتبهحدود انتگرال و  
x xy

x
I f (x , y , z)dzdydx

 
   2

1  

  
 يناحيه: 5مثالD هايتوسط رويهz x y 2 zو 23 x y  2 يگانهي انتگرالِ سههاكرانمحصور شده است.  28

D
f (x,y ,z)dzdydx .را مشخص كنيد  

 :هاي داده شده، واضح است كه حدودبا توجه به رويه  پاسخz عبارتند ازz x y  2 zو 28 x y 2 . اگر شكل را رسم نكرده باشيم، در حال 23
جـا كـه   آن از yو xيهـا كرانست. اين مشكل را در ادامه حل خواهيم كرد. براي نوشتن يك كران بالاكران پايين و كدام هاآنيك از دانيم كدامحاضر نمي

  پيدا كنيم. yو xاي بين، رابطهzدهند، بايد آن دو را برخورد دهيم و با حذفبه ما نمي xoyياي در صفحهناحيهها كدام از رويههيچ
z x y

x y x y x y
z x y

          
  

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
3 3 8 2 4

8
  

xيمعادله y 2 22 هاي افقي و عمودي اين بيضـي را  يك بيضي است. شعاعي دهندهنشان 4
xكنيم. به ازايتعيين مي  داريمy   yو به ازاي 2  داريمx  2  در نتيجه يـك .

xصورتبه xيهاكرانداريم.  2و شعاع افقي  2ديبيضي با شعاع عمو  2 هسـتند و   2

xي بيضـي از معادلـه  yيهـا كـران براي  y 2 22 xyخـواهيم داشـت:   4 
 

24
بـه  ، 2

x                                                            عبارتي داريم:    xy 
  

2 24 4
2 2  

را بهتر بشناسيم. يـك نقطـه از درون    zي بالا و پايينهاكراناكنون وقت آن رسيده است كه 
x)ياين بيضي انتخاب كنيد. مثلاً نقطه , y) ( , )      در اين ناحيه قـرار دارد. بـا جايگـذاري

z                                                     داريم: zيهاكرانآن در  x y

z x y

    


  

2 2

2 2
8 8

3 
 

zپس x y  2 zكران بالا و 28 x y 2  ران پايين است:ك 23
x

x y
x yx

I f (x , y , z)dzdydz


 

 


   
2

2 2
2 22

4
2 82
2 34

2

  

  

1

1

y

x

2y=x

2x=y
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dz

dy

dx

x

y

z

  :ناحيهبراي يك هشتم اول يك  هاكراننوشتن 
ما چهار ربـع   xoyيي منفي هستند. به همين خاطر در صفحهي مثبت و يك نيمهداراي يك نيمه zو x،yهر كدام از محورهايدانيم؛ طور كه ميهمان

xمختلف داريم كه حالت   ،y   در فضاي بنابرايناست. آن ي ربع اول دهندهنشان(x , y , z) ما  2 2 2 حالت مختلف از نظر علامت داريم كه  8

xمربوط به حالت يك هشتمِ اول آن , y , z   1است. در برخي از سؤالات مقدار انتگرال را براي
توانيـد  د. در اين صورت شما مـي خواهنمي Dيناحيه اول از 8

  د صفر را قرار دهيم.يبه جاي آن با بوداز متغيرها منفي  برخيپايين  ندست آوريد و در پايان اگر كرابه Dيرا روي ناحيه هاكرانعادي مانند حالت 

 يگانهانتگرال سه  :6مثال
D

f (x ,y ,z)dzdydx يروي ناحيهD يكه به استوانهx y 2 2 zو صـفحات  1 y  zو 2     ، شـود محـدود مـي   1
  داده شده است.

  الف) حدود انتگرال را روي اين ناحيه مشخص كنيد. 
1ب) حدود انتگرال را براي

  آمده در حالت (الف) مقايسه كنيد. دستبهاول از اين ناحيه تعيين كرده و با حدود  8

 :كنيم:هر كدام از دو قسمت را جداگانه بررسي مي  پاسخ  
zهايبه رويه Dيناحيهالف)  1،z y 2 وx y 2 2 zعبارتند از zيهاكرانمحدود شده است. بنابراين  1 1 وz y 2.  

xياز آنجا كه معادله yو xنوشتن كرانبراي  y 2 2 هاي ديگر نداريم. در ايـن  نيازي به برخورد دادن رويه ،دهدرا به ما مي xoyياي در صفحهدايره 1
xدايره   1 yي دايره به روابطو از معادلهاست  1 x    zيهـا كـران من اگر ترديد داريم كـه ترتيـب   در ض هستند. yيهاكرانرسيم كه مي 21

x)يچگونه است كافيست يك نقطه از درون اين دايره مثلاً نقطه , y) ( , )    قرار دهيم: هاآنرا در  z
z y


   

1
2 2  

yبينيم كهمي 2 zاست. پس 1 1 كران پايين وz y 2 ست.كران بالا  x y
D x

f (x , y, z)dzdydx f (x , y , z)dzdydx
 

  
   

2

2
1 1 2
1 11

  

1در هاكرانبراي نوشتن  ب)
  را قرار دهيم: صفر هاآني پايين دقت كنيم و اگر منفي هستند، به جاي هاكرانبه  در حالت (الف) اول، كافيست 8

x y
I f (x , y , z)dzdydx

 
   

21 1 2
1 

  
بـه   yو xيهـا كراناما  ،هستند مثبتزيرا  .اندتغييري نكرده zيهاكرانبينيد كه ميآمده در حالات (الف) و (ب) را مقايسه كنيد،  دستبههاي اگر جواب

xجاي مقادير منفي از   وy   اند.آغاز شده  
  

 ضربحاصل  :1تذكرdzdydx يي كـوچكي از ناحيـه  حجم قطعهD  را
اسـت. بـه همـين علـت ايـن       dzو dx،dyدهد كه مكعبـي بـا ابعـاد   نشان مي

دهيم و به آن المانِ حجم در دسـتگاه  نشان مي dvضرب را گاه با علامتحاصل
    گوييم.دكارتي مي

  
  
  
  

zصورتبههايي رويه Dيمعمولاً براي معرفي ناحيه :1نكته  g(x , y) وz h(x , y) ي پـايين و بـالاي  هـا كـران شود كه در مسأله داده ميz 
yهاياي رويههستند. حالا اگر در مسأله g(x , z) وy h(x , z) يعني ،آمده باشندy برحسبx وz صريح داده شده باشد، يكـي از ايـن دو    صورتبه

  توانيم انجام دهيم:كار را مي
حل  dzdydxيعني با ترتيب عادي صورتبهقرار دهيم. سپس آن را  y ،هاzيقرار دهيم و به جاي همه z،هاyيتوانيم در آن مسأله به جاي همهـ مي1

  تجربه دارد.قت و نياز به د استفاده از اين روش كنيم.
yعبارتند از yرا در انتگرال مياني قرار دهيم، حدود dyتوانيمداريم مي zو xرا برحسب yـ از آنجا كه حدود2 g(x , z) وy h(x , z).  براي تعيين

آوريم. بديهي است كه مشابه همين نكته را وقتي كه مي دستبه zو xاي برحسب، رابطهyنيز از برخورد دادن اين دو معادله، و حذف متغير zو xحدود
xهايرويه g(y, z) وx h(y , z) بنديم. در اين حالتداده شده باشند به كار ميdx .را به انتگرال مياني خواهيم آورد  
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  گانههاي سهانتگرالتغيير متغير در  :5درسنامه 
  

يا حل انتگرال در دستگاه مختصات دكارتي مشـكل يـا نـاممكن     هاكرانممكن است نوشتن  ،ناحيهيك گانه روي در حل انتگرال سه همانند انتگرال دوگانه،
. شودتر سادهو حل انتگرال  هاكراننوشتن  كنيم كهكاري يير متغيرهاي مناسب با استفاده از تغ توانيمگاهي اوقات ميكه  اين درسنامه خواهيد ديدباشد. در 

كنـيم  تلاش مـي  wوu،vصورتبه هاآنهاي داده شده، برخي از عبارات تكرار شده باشند، با نامگذاري ي رويهيا در معادله زير انتگرالفرض كنيد در تابع 
ــه ــد، ســاده بر Dي مرزهــايعبــارت زيــر انتگــرال و معادل  يدرونِ رويــه ي داده شــدهناحيــه اگــر تــر از قبــل شــوند. مــثلاًحســب ايــن متغيرهــاي جدي

(x y z) (x y z) (z x)       2 2 22 ــاب   1 ــا انتخ ــد، ب uباش x y z  ،v x y z  2 وw z x  ــه ــه  معادل ــن روي ــهي اي ــورتب  ص
u v w  2 2 2 ,u)ي واحد در دستگاهي كرهشود كه معادلهتبديل مي 1 v, w) .بـه شـكل   زيـر انتگـرال  تـابع   ي ديگـر، وقتـي  به عنوان يك نمونه است 

y x
x zf (x , y , z) (x y z) e

   uبا انتخاب ،باشد 2 x y z  ،v y x  وw x z     تـر بـه تـابع سـاده

v
wf (u, v, w) u e  شـود. تبـديل مـي   2

  شود.انتگرال انجام مي هاي داده شده يا با توجه به تابع زيري رويهبا توجه به معادله wوu،vبنابراين انتخاب متغيرهاي
  زير انجام داد: صورتبهتوان در چهار گام رعايت ترتيب در انجام كارها بسيار اهميت دارد. اين كار را مي ،براي انجام تغيير متغير

fي تابعهاي داده شده، يا با توجه به ضابطهي رويهدلهبا توجه به معاگام اول:  (x , y , z) متغيرهاي جديدu،vوw ي كنيم. مثلاً اگر ناحيـه را انتخاب مي
x)يگيري به رويهانتگرال y) (y z) (z x)    2 2 uمحدود شده باشد، انتخاب 2 z x ،v y z  وw x y  .مناسب است  

را محاسبه كرده و ژاكوبين دستگاه جديـد را   هاآنهاي جزئي توانيم مشتقداريم مي zو x،yرا برحسب متغيرهاي wوu،vيحالا كه ضابطهگام دوم: 
  ند:شوتعريف مي زير به صورت xyzJو uvwJنمادهايآوريم.  دستبه

x y zu v w

uvw u v w xyz x y z

u v w x y z

u u ux x x
(x , y , z) (u , v , w)J y y y , J v v v
(u , v , w) (x , y , z)

z z z w w w

 
   
 

  

 دسـت بـه را  xyzJابتـدا بنـابراين  داريـم.   zو x،yرا برحسـب متغيرهـاي   wوvوuيتر است. زيرا معمولاً ما ضابطهساده xyzJيالبته در عمل محاسبه

uvwآوريم و سپس با معكـوس كـردن آن  مي
xyz

J
J


x)در هـر صـورت وقتـي از دسـتگاه مختصـات دكـارتي       شـود. مشـخص مـي   1 , y , z)  گاه دسـت  بـه

,u)جديد v, w) رويم، جايگذاري زير لازم است:مي  

uvw
xyz

dzdydx J dwdvdu dwdvdu
J

 
1 

x)هاي داده شده در دستگاهي رويهبه معادلهگام سوم:  , y , z)  را به معـادلاتي برحسـب   هاآنتوجه كنيد. بايدu،vوw      ،تبـديل كنيـد. در ايـن مرحلـه
u)مرزهاي قديمي به مرزهاي جديد در دستگاه , v , w) يشوند. اگر توانستيم، ناحيهتبديل ميD كنيم اما ايـن كـار ضـروري    را در دستگاه جديد رسم مي

  شوند.ي بالا و پايين انتگرال نيز مشخص ميهاكرانرحله نيست. در اين م
fقدرمطلق ژاكوبين را در تابعگام چهارم:  (x , y , z) كنيم. حالا اين تابع را برحسب متغيرهاي جديدضرب ميu،vوw يسيم. تنها كاري كـه بـاقي   نومي

  ايم.هاي زير اين مراحل چهارگانه را به شكل عملي توضيح دادهماند، حل انتگرال است. در مثالمي
 ــال ــه  :1مث ــاي Dيناحي x)در فض ,y ,z) ــيله ــه وس ــادلات يب xنامع  1،y 1 yzو 2  2 ــت،  مشــخص ــده اس ــرالش ــل انتگ  حاص

y
D

xz y e dydxdz
  آوريد. دستبهرا روي اين ناحيه  23
 :يكردن ناحيهبه نامعادلات داده شده براي مشخصگام اول:  پاسخD   توجه كنيد. اگر فـرض كنـيمu x ،v y وw yz يناحيـه  گـاه آنD   

u)در دستگاه , v , w) با نامعادلاتu 1 ،v 1 wو 2  2  شود.مستطيل تبديل مييعني به يك مكعب  ،شودميمشخص   

  
  كنيم.آوريم و سپس آن را وارونه ميمي دستبهرا  xyzJدستگاه جديد را محاسبه كنيم. ابتدا نكوبيژاحالا بايد گام دوم: 

x y z

xyz x y z uvw
xyz

x y z

u u u

J v v v y J
J y

z yw w w

     
1

1 11
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xبا نامعادلات گيريي انتگرالناحيهشوند. به سادگي مشخص مي wوu،vيهاكراندر اين مثال گام سوم:  1،y 1 yzو 2  2 شده  داده
uانتخاباست. با توجه به  x،v y وw yz  يهاكرانواضح است كهu،vوw صورتبهu 1،v 1 wو 2  2 .هستند  

|uvwخواهيم قدرمطلق ژاكوبين را در تابع زير انتگرال ضرب كنيم. ديديم كهميگام چهارم:  J | | |
y


 پـس مثبـت اسـت    yمقـدار  Dيدر ناحيـه اسـت.   1

| |
y y


1 u)، آن را برحسب متغيرهاي جديدزير انتگرالدر تابع  ژاكوبينكردن قدرمطلق ضرب پس از. بود دخواه 1 , v , w) نويسيم:مي    

y y yf (x , y , z)dzdydx xzy e dzdydx xzy e dwdvdu xzy e dwdvdu
y

    
2 2 23 3 21  

uحالا با توجه به آن كه x،v y وw yz :است داريم  vf (x , y , z)dzdydx (wuve )dwdvdu
2  

  ماند حلِ انتگرال در دستگاه جديد:. فقط ميشده استتر با اين تغيير متغير كمي ساده زير انتگرال همتابع  بنابراين

v v v vwI (wuve )dwdvdu uve dvdu ( uve )dvdu u e du
            

       
2 2 2 2

2 221 2 2 1 2 1 2 1
1 1 1 1

22    


  

uI (e e)u du (e e) (e e)
 

      
  


121 4 4 41

2 2


  

ورتي داشت؟ اگر بخواهيم اين انتگرال را در همان دستگاه دكارتي حل كنيم، در اولـين  در پايان به اين موضوع توجه كنيم كه انجام اين تغيير متغير چه ضر
yxzyگام بايد انتگرال e dy

تر شد و هـم حـدود انتگـرال بـه     ها سادهگيريبود. اما با انجام تغيير متغير، هم انتگرال يكرديم كه انتگرال مشكلرا حل مي 23
  ند.اعداد ثابتي تبديل شد

  

 يگانهحاصلِ انتگرالِ سه: (سخت) 2مثال
D

(x y z)
I dzdydx

(x y) (x y z)

 


     2 2
2

1 2
yيكه محـدود بـه صـفحه    Dيروي ناحيه  z 2 و  1

yي رويه z (x y z) (x y)     2 22 xبا شرط 2 y z  2  ست را بيابيد.ا  
 :پاسخ    

xسـه عبـارت   هاآنشويم كه در متوجه مي ،هاي داده شده دقت كنيماگر به تابع انتگرالده و رويهگام اول:  y،x y z  yو 2 z2    انـد.  بـه كـار رفتـه
uدر دستگاه دكارتي مشكل است. امـا بـا نامگـذاري    هانكرابديهي است كه حل انتگرال و نوشتن  x y z   2،v x y  وw y z 2  هـاي  عبـارت

  تري خواهيم داشت. ساده

  دهيم:ادامه ميدستگاه جديد  ژاكوبيني با محاسبهگام دوم: 
x y z

xyz x y z

x y z

u u u

J v v v ( )

w w w

          
1 1 2
1 1 1 4 1 2

2 1
   


  

uvwنبنابراي xyzJ J 1 1
  است. 2

wيمحدود به صفحه Dيناحيهسؤال،  صورتبهبا توجه گام سوم:  1 يو رويهw u v 2 uبا شرط 2   .يهاكراناستw ه مربوط به انتگـرال  ك
wمياني هستند، عبارتند از 1وw u v 2 ص مشـخ  uovاي دراز آنجـا كـه هيچكـدام از معـادلات داده شـده ناحيـه       vو uيهـا كران. براي يافتن 2

uيبه دايره هاآناز  wكنند دو معادله را برخورد داده و با حذفنمي v 2 2 uرسيم. واضح است كه در اين دايره مي 1  1 uاست. اما شـرط  1   
uبه شكل uشود كه حدوددر مسأله باعث مي  1  يهاكرانباشند وv يدايرهاز نيمv u   vيدايـره تا نيم 21 u  هسـتند. در نتيجـه    21

u  خواهيم داشت: هاكرانبراي   1،u v u    2 21 1، u v w  2 2 1  
  نويسيم:حسب متغيرهاي جديد ميم و سپس تابع جلوي انتگرال را بركنيدستگاه جديد را در انتگرالده ضرب مي ژاكوبينحالا گام چهارم: 

u
u vu

(x y z) u udzdydx ( ) dwdvdu I ( ) dwdvdu
(x y) (x y z) u v u v



 

 
  

          
2

2 22
1 1 1

2 2 2 2 2 21
2 1 1

2 21 2 1 1
  

  ثابت است و داريم: wانتگرال مياني انتگرالده نسبت بهدر 
u v

u v

u uw u( u v )( )dw u
u v u v u v



   
    

         
 2 2

2 2

1 2 21
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
2 2 2 21 1 1

  

u  شود:ثابت است. بنابراين دومين انتگرال نيز خيلي راحت گرفته مي vاين عبارت نسبت به

u

u
udv uv u u

u



 


  

 


2

2

21 2
21

11 1 12 2 1
  

u  بنابراين داريم:
u vu

uI dwdvdu u u du ( u )
u v



 
      

    
2

2 22

3
1 1 1 1 2 2 2

2 21

11 1 11 12 3 31  
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 يگانهحاصلِ انتگرال سه  :3مثال
y z

( )

y
x y x y

I [ ( ) ( ) ]e dxdydz
  

   
213 4 3 22 3

2

2 24 32 2 
   كدام است؟ 

1(   2( e
6  3( e

12  4( 1
6  

 :هايدر تابع انتگرالده عبارت  »1«گزينه   پاسخx y2
zو 2

yي انتگرال نيز عبارتهاكراناند. در به كار رفته 3
تكرار شـده اسـت. بنـابراين بـه نظـر       2

xرسد با تغيير متغيرمي y yu x
  

2
2 2،yv  zwو2    كنيم:دستگاه جديد را محاسبه مي نتري خواهيم رسيد. ژاكوبيبه انتگرال ساده 3

x y z

xyz x y z uvw
xyz

x y z

u u u

J v v v J
J

w w w



     

11 2
1 1 1 62 6

1
3



 

 

  

ي فعلـيِ آن دقـت كنـيم. هـر كـدام از      هـا كـران ضرب خواهد شد. براي تشخيص حدود انتگرال در دستگاه جديد بايـد بـه    6در  عبارت زير انتگرالبنابراين 
x)دستگاه ي انتگرال درهاكران , y , z) در دستگاه هاكران ي ازرا به يك(u , v , w) كنيم:تبديل مي  

 يمرزهاي قديم ارتباط بين متغيرهاي جديد و قديم مرزهاي جديد

w    z
w  3  z    

w  1  z
w  3  z  3  

v    y
v  2  y    

v  2  y
v  2  y  4  

u    y
u x  2  y

x  2  

u  1  y
u x  2  y

x  1 2  

uصورتبهپس حدود انتگرال در اين دستگاه  1،v  2 وw 1 ضـرب كـرده و    ژاكـوبين را در قـدرمطلق   زيـر انتگـرال  . اكنون تـابع  هستند
w  نويسيم:حسب متغيرهاي جديد ميبر w

D
I [ u u ]e ( )dudvdw [ u u ]e dudvdw      

2 21 2 13 2 3 24 3 6 6 4 3
  

  
ضـرب سـه انتگـرال    گانه را به حاصـل توانيم انتگرال سهميپس  ،توابع يك متغيره استضرب زير انتگرال هم حاصلثابت هستند و تابع  اعداد هاكران يهمه

wI  يگانه تبديل كنيم: ( dv)( e dw)( ( u u )du)   
21 2 1 3 26 4 3

  
  

)مقدار آخرين انتگرال صفر است: u u )du [u u ]   
1 13 2 4 34 3


دو انتگرال اول نيست (هـر چنـد انتگـرال دوم قابـل      ينيازي به محاسبه . بنابراين

I:پس محاسبه هم نيست!)   .  
  

 اگر  :4مثالT ي محدود به صفحاتناحيه
x y z

x y z

x y z

   
    
    

2
3
1

حاصل گاهآنباشد،  
T

yzdvكدام است؟ ،  

1(4 2(8 3(16 4 (32  
 :با معرفي»  1«گزينه  پاسخu x y z   وv x y z   وw x y z   :داريم  

xyz uvw
xyz

J ( ) J
J

          


1 1 1
1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 4 41 1 1

t»nIw  

uسؤال در دستگاه جديد صورتبهجه با تو  2 وv  3 وw  1 .ضمن در معادلات مرزهاي انتگرال هستندu vy 
 uو 2 wz 

   پس داريم: 2

T
u v u wI yz dzdydx ( )( )( )dwdudv (u uw vu vw)dwdudv

     

 
           

3 2 1 3 2 1 2
3 2 1 3 2 1

1 1
2 2 4 16  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

x y z

xyz x y z

x y z

X X X

J Y Y Y

Z Z Z

   
3 4

2 3 15
1 3






)بـه عبـارتي   ،شودفرد هستند، انتگرالشان صفر مي wجملاتي كه نسبت به، wگيري نسبت بهي انتگرالبا توجه به متقارن بودن بازه uw vw)dw


  
1
1  

I  پس خواهيم داشت: (u vu)dwdudv (u vu)dudv
    

       
3 2 1 3 22 2
3 2 1 3 2

1 1 216 16  

vuduدر اينجا هم



2
2  است زيراvu نسبت بهu :فرد است. پس داريم  I u dudv dv ( )( )( )

  
      

3 2 32
3 2 3

1 1 16 1 16 122 6 416 8 3 8 3 3  
  

 فرض كنيد  :(سخت) 5مثالg(x,y,z) ( y z , x z , x y)   3 4 2 3 Sو 3 {(x,y,z); x , y , z }      1 1 1   در اين صورت از تساوي ،
  كدام است؟ زير، مقدار

g(S) S
( x y z)dxdydz zdxdydz    2 2  

1(85 2(8  3(75 4 (3   
 :دقت كنيد كه  »3«گزينه  پاسخS ي مكعب داده شده وناحيهg(S) تصوير اين ناحيه توسط نگاشتg  است. در واقع بهتر است مختصات نقاط را در
,x)با Sيناحيه y, z) يو در ناحيهg(S) با(X , Y, Z) ينشان دهيم. به عبارتي در ناحيهg(S) :داريم  (X ,Y , Z) ( y z , x z , x y)   3 4 2 3 3  

,F(X  داريم: g(S)بنابراين در انتگرال روي Y, Z) X Y Z ( y z) ( x z) (x y) z         2 2 2 3 4 2 3 2 3 5  
X)(يعنـي دسـتگاه   g(S)گيري را ازي انتگرالاگر بخواهيم ناحيه , Y, Z) بـه (S   يعنـي دسـتگاه)(x , y , z)      تبـديل كنـيم لازم اسـت ژاكـوبين دسـتگاه (

(x , y , z) :را در انتگرالده ضرب كنيم  
  

  
  

پس داريم
g(S) S S

F(X, Y , Z)dZdYdX z( )dzdydx zdzdydx   5 15 بنابراين .75    است. 75

دستگاه مختصات استوانه اي   
  

 را در اين ناحيه بنويسيم. به عبارتي به جاي وrحدود yوxيهاكرانتوانيم به جاي قطاعي از دايره يا بين دو دايره باشد، مي xoyبر صفحه Dاگر تصوير
,x)هايمؤلفه y, z) هاياز مؤلفه(r, , z)  .ي متغيرهايرابطهاستفاده كنيمrو متغيرهاي باxوy ي مطالعه كرديم. بنابراين قطبمختصات كه در  همان است
ytgداريم: , r x y

x
   1 2 ,r)دستگاه نژاكوبي يداه قطبي براي انتگرال دوگانه ديدطور كه در دستگهمان و 2 , z) برابر باr zJ r  است.  

D D
f (x,y,z)dzdydx f (rcos ,rsin ,z)rdzdrd     

در جهـت مثلثـاتي بـا چـرخش حـول مبـدأ        xoyيكنيد. در صفحهميرا مشاهده  اياستوانهامتداد متغيرهاي دستگاه ي حركت در هاي زير نحوهدر شكل
  شود.مي zباعث افزايش مقداراز پايين به بالا ها zوردر امتداد محشود. حركت افزوده مي rيابد و با دور شدن از مبدأ مقدارافزايش مي مقدار

x

y

z

z=1

z=2

 
x

y

z

r=1 r=2

  

π
2θ=0

θ=

z

y

x
  

 بر صفحه Dيطور كه در ابتداي متن گفته شد، اگر تصوير ناحيهترين مسأله در اينجا، چگونگي تشخيص استفاده از اين دستگاه است. همانالبته مهم
xoy  مناسب است. همچنين وجود عبارت اياستوانهبخشي از يك دايره يا بين دو دايره باشد، استفاده از مختصاتx y2 تواند ، ميزير انتگرالدر تابع  2

  باشد.  اياستوانهيك نشانه براي به كار بستن دستگاه 
 يرگاه ناحيهه  :1تذكرD شود. توصيه مي اياستوانهاستفاده از دستگاه  معمولاً باشد،هاي زير رويه، محدود به  

  كره و صفحه د ـ                   مخروط و صفحهج ـ استوانه و صفحه                   ب ـاستوانه و كره                  الف ـ 
 يگاه ناحيههر  :2تذكرD يآمده باشد، با اين كه تصوير آن بر صفحه دستبهي قائم و يك استوانه افقي از برخورد يك استوانهxoy  ،دايره است

xهايدرون استوانه Dيبراي مثال اگر ناحيهباشد.  اياستوانهتر از و حل انتگرال در همان دستگاه دكارتي ساده هاكرانممكن است نوشتن  y a 2 2 2 
xو z a 2 2    است. بهتر است مراقب اين حالت خاص باشيد! اياستوانهتر از قرار داشته باشد، حل انتگرال در دستگاه دكارتي ساده 2
xياستوانهدرون  Dيناحيه مثلاً اگر اما y 2 2 xيو كره 2 y z  2 2 2   . استفاده كنيم اياستوانهقرار داشته باشد، بهتر است از دستگاه مختصات  4
 شباهت زيادي شوند. اين دو دستگاه گانه به كار گرفته ميهاي دوگانه و دستگاه قطبي براي انتگرالهاي سهبراي انتگرال اياستوانهدستگاه   :3تذكر

دايره يا بخشي از دايره باشد.  xoyيدر صفحهي مورد نظر كنيم كه ناحيهرا وقتي استفاده مي هاآناست و هر دوي  rهاآنهر دوي  نبه هم دارند. ژاكوبي
r)ر اين است كه در دستگاه قطبي فقط متغيرهايد هاآنتفاوت  , )  علاوه بر اياستوانهرا داريم اما در دستگاهr ومتغير ،z .نيز حضور دارد  

(x , y) (r , ) (x , y , z) (r , , z)   ÂL‰¤ ½I«Twj ÁH¾ºH¼TwH ½I«Twj  
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