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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   تحليل مدارهاي الكتريكي

 

  فـرم نمـايش برحسـب راديـان     درگذاشـتن علامـت درجـه     ازتوانيم مي ،در روابط اگر قرار شد زاويه فازها برحسب درجه بيان گردد :3نكته 
  به مثال زير توجه كنيد. كنيم. نظرصرف           

   sin ( t ) sin ( t )       
92
  

  

 اند را بنويسيد.ي توابع زير كه برحسب زمان بيان شدهفازورفرم  :2مثال  
1) V(t) cos t V  2 4 2   

2) V(t) cos( t ) V   3 2 45 3 45  

3) V(t) sin t 5 1 cos ( t ) V   5 1 9 5 9     

4) V(t) sin( t )  5 377 15  cos( t ) cos( t )    5 377 15 9 5 377 6     V  5 6   

  فركانسهم موج سينوسي چندجمع 

را نوشته (چون جمع دو عدد مختلط  ي نمايش داده و سپس فرم دكارتي آنهافازورتوانيم معادلات را به صورت مي فركانسجمع چند موج سينوسي همبراي 
و سـپس نوشـتن    قطبيدر نهايت مجدداً با استفاده از تبديل فرم دكارتي به فرم  .) و جمع را به راحتي انجام دهيمگيرددر فرم دكارتي به راحتي صورت مي

هـا را در دسـتگاه   تـوانيم آن (مـي  با يكديگر برابر باشد. ازورفبايد فركانس دو  ،فازوردقت كنيد براي جمع دو  .ي را بدست آوريميمان جواب نهاآن در حوزه ز
  مختصات قطبي هم رسم كنيم و سپس بردارها را با هم جمع برداري كنيم.)

 اگر :3مثالI (t) sin( t) 1 Iو 25 (t) cos( t )  2 25 3  وI (t) cos( t )  3 25 3  ،حاصلباشدI(t) I (t) I (t) I (t)  1 2   .دست آوريدرا ب 3
 :باشد، لذا لازم است آن را به فرم كسينوسي تبديل كنيم:ها سينوسي ميچون يكي از موج پاسخ  

I (t) sin( t) cos( t ) I       1 125 25 9 25 9 
   

I , I   2 325 3 25 3  
   

I I I I j cos( ) j sin( ) cos( ) j sin( )            1 2 3 25 25 3 25 3 25 3 25 3      
     

j j j j j              
3 1 3 125 25 25 25 25 25 25 3 25 3 252 2 2 2  

( ) ( ) A         2 2 2 2 225 25 3 25 25 3 4 25 2 25 5  اندازهI  

Arctg( ) Arctg( ) I I(t) cos ( t )
           

25 1 3 5 3 5 3
25 3 3

       زاويه فازI  

  
  

  فركانس اوليه خواهد هاي آنها در انتها يك تابع سينوسي با همانيكسان و هر تعدادي از مشتق هايفركانسبا  يجمع تعدادي تابع سينوس :4نكته   
  برقرار خواهد بود. نيز همچنين روابط زير  .شد           

acos t bsin t a b cos( t ) a b            2 2 2 2  
  

b b a
tg , sin , cos

a a b a b
     

 2 2 2 2
  

  علت:

جمع در مختصات قطبي:   
a cos t a

bsin t bcos( t ) b

 

     9 9 

 

  
  

  

                           btan ( )
a

   و 1
a b

: a b cos( t )btan ( )
a



      
 



2 2
2 2

1
·I¶p ½p¼e nj

½pHkº H

¾Ä»Hp
  بردار برآيند


a

b
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تحليل حالت دائمي سينوسيفصل چهارم:  
  

شدكارشناسي ار يكمدرسان شريف رتبه 

  

  

  يفازورچكيده مطالب محاسبات   
kبه شكل يفازوربراي نوشتن ) 1 | k |  داريم: به فرم مختلط    k | k | k(cos jsin )      

Aو بر عكس براي نوشتن يك عدد مختلط به صورت a jb   فازوربه صورتA | A |   گيريم:زير كمك مي روابطاز  

         bArctg
a

   زاويه فازA          و          | A | a b  2   Aاندازه 2

kفازورضرب دو  رابطه )2 1 kو 1 2 k)                  است:    مقابلبه صورت  2 ) (k ) k .k ( )       1 1 2 2 1 2 1 2  

kفازوررابطه تقسيم ) 3 1 kفازوربر  1 2 k               است: مقابل شكل ، به2 k
( )

k k


   


1 1 1
1 2

2 2 2
  

توانيم به صورترا ميمثل اي، هر زاويهدر محاسبات زاويه فاز) 4   36  بنويسيم و در نهايت مقدار  را به جـاي   در محاسـبات
k)كه چرخش اين(با توجه به  قرار دهيم. ) k 2 گذارد، در محاسبات تأثيري نميكندتغييري ايجاد نميدستگاه مثلثاتي  در(.  

 ,         24 36 12 12 24 36 12 12                 

]يدر بازه را دقت شود كه عموماً زاويه , ]  كنند.بيان مي  
ي) آنها را نوشته و سپس فازوربتدا فرم قطبي (ا ،در حوزه زمان ،اژ كه به فرم مختلط دكارتي هستندبراي نوشتن معادلات جريان و ولت) 5

  در نظر گرفته شده داريم: فرم سينوسينويسيم. براي مثال براي يك ولتاژ مختلط كه مرجع آن به به راحتي معادله زماني آنها را مي

m v m vV a jb V V(t) V sin( t )         
  يادآوري چند رابطه مفيد:

sin( ) cos( ) / 3 6 5   
                                 

cos( ) sin( ) /  
33 6 8662

     

sin( ) cos( ) / 37 53 6                                     cos( ) sin( ) / 37 53 8    

cos ( t ) sin( t )    9                            sin ( t ) cos( t )    9   

 
sin(a b) sin a cos b cos a sin b                       cos(a b) cos a cos b sin a sin b    

a b a bcos a cos b cos( ) cos( ) 
  2 2 2                

a b b acos a cos b sin( )sin( ) 
  2 2 2  

a b a bsin a sin b sin( ) cos( )
  2 2 2



 
AAsin x Bcos x A B cos(x ) , tg ( )
B

       2 2 1
 

Asin( t ) Bsin( t ) A B ABcos( ) sin( t )           2 2
1 2 1 2 32

  
Acos( t ) Bcos( t ) A B ABcos( ) cos( t )           2 2

1 2 1 2 32  

  سرعت در محاسبات: بالا بردن چند نكته براي
  

) jA A 3 9   ) A A  2 18   )A A 1   
)A jA A  6 2 45  )A jA A  5 2 45  ) jA A  4 9   

  
                      

               

 فازور معادله زماني
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   تحليل مدارهاي الكتريكي

 

  فازاز و پسفمفاهيم پيش 

xx(t)فركانسدو سيگنال سينوسي هم cos( t )    وyy(t) cos( t )   را با فرضy x   در نظر بگيريد. اگرy x      ًباشـد، اصـطلاحا

yبه اندازه x(t)نسبت به سيگنال  y(t)گوييم سيگنالمي x  فـاز اسـت، و يـا در بيـان ديگـر سـيگنال       راديان، پيشx(t)    نسـبت بـه سـيگنالy(t)   بـه
yاندازه x  تر خواهد بودبسيار ساده زيرفازوري  هايفاز از طريق نمودارپسفاز و فاز است. درك مفاهيم پيشراديان، پس.  

  

  

  

  
  و راكتانس تعريف امپدانس و ادميتانس

  . شودخطي و تغييرناپذير با زمان به صورت زير باشد، آنگاه امپدانس و ادميتانس شبكه به صورت زير تعريف مي يقطبي با اجزاكه يك شبكه تكصورتي در

m V m V m
V I

m I m I m

V(t) V V VV(t)Z
I(t) I I(t) I I

  
        

  

m I m
I V V I

m V m

I II(t)Y , Y , cos cos( )
V(t) V V Z


          


1  

mباشد وادميتانس سيستم ميYامپدانس وZدر روابط بالا

m

V
I

Vاندازه امپدانس و I    د ونامن ـرا زاويه امپدانس ميcos     ضـريب تـوان يـا ضـريب

در  رود.عبارت راكتانس نيـز بـه كـار مـي    CXو LXهمچنين لازم به ذكر است كه براي اندازه امپدانس ظاهري سلف و خازن يا همان .استقدرت سيستم 
  واقع راكتانس اندازه قسمت موهومي امپدانس است.

  »مي سينوسيئالت دامت در حمقاو «
  .ي مانند رابطه ولتاژ ـ جريان مقاومت در حوزه زمان استفازوررابطه ولتاژ ـ جريان مقاومت در حالت 

  هستند.   فازهمو جريان يك مقاومت هميشه  لازم به ذكر است كه ولتاژ
  »مي سينوسيئالت داسلف در ح «
Lدر سلف، توجه به رابطه ولتاژ ـ جريان با L L(V jX I ) 9گردد كه ولتاژ به اندازه ملاحظه مي   است. فازپيشنسبت به جريان  
  

 L, X L.       

dII(t)  اثبات:   A cos( t ) V(t) L L Asin( t ) L A cos( t )
dt


              2»  

I A V L A ( ) j LA j LI
           2»  

mIي جريان به صورتفازوراگر رابطه  I چون ،بيان گرددj  1 9 ،آنگاه رابطه ولتاژ آن به صورت زير است: است  

L m m mV jX I LI L I ( )         1 9 9     
  »مي سينوسيئحالت داخازن در  «
Cدر خازن جريانـ توجه به رابطه ولتاژ   با C C(V jX I ) ، 9دد كه جريان خازن به اندازه رگيملاحظه م   اسـت.  فـاز پـيش نسبت به ولتاژ دو سر خازن 

mVولتاژ خازن به صورت فازوريعني اگر  V آنگاه داريم: ،بيان گردد  

m m m
m

C C

V V V
I V C

jX X
C

  
    
  



919 9


 
   

R 
+ 

 

V = RI 
_ 

I 

  

N 
I(t) 

V(t) - + 

+ 
V = jLI 

_ 

I 
+ 
 
_ 

L 

I 

LjXdI
V L

dt


+ 
V 
_ 

+ 
V 
_ 

I = jCv 

C CjX

dV
I C

dt


+ 
 

V 
_ 

x
y

x

Re

y

Im

t

y x  

x(t)y(t)
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تحليل حالت دائمي سينوسيفصل چهارم:  
  

شدكارشناسي ار يكمدرسان شريف رتبه 

dVV(t)  اثبات:   A cos( t ) I(t) C C Asin( t ) C A cos( t )
dt


             2»  

V A I C A ( ) j CA j CV V I
j C


             


1

2»  

  هاي زمان و فركانس به طور خلاصه بيان گرديده است:در جدول زير رابطه بين ولتاژ و جريان سه عنصر در حوزه
  

  عنصر  در حوزه زمان  يفازوردر حالت   امپدانس

R  V = RI 
  

V R I  
  

  

j L  LV jX .I  dIV L
dt

  
  

j C
1  CV jX .I   d VI C

dt
  

 

  گردد:بيان مي زيرباشد، به صورت آنها مي هايامپدانسكه عكس  RوLو Cعناصر ادميتانس :5نكته 

  R L CY , Y , Y j C
R j L

   


1 1  

fتوجه به اينكه با :6نكته   2 خيلي زياد  هايفركانس، لذا در باشدميLZ    وCZ   مثلاً  خيلي زياد هايفركانسباشد، يعني سلف در مي)
دار بـاز و  خـازن م ـ  ،)DC(مثلاً تحريـك  پايينخيلي  هايفركانسباشد و در خيلي زياد اتصال كوتاه مي هايفركانسخازن در  باز و مدار اي)تحريك ضربه

  سلف اتصال كوتاه خواهد بود.
Zشود و لذا امپدانس را در اينگونه مدارها به صورت در مدارهاي تركيبي امپدانس مدار معمولاً خود يك عدد مختلط مي :7نكته  | Z |   و يـا  

          Z R jX  دهـيم كـه  ينمايش م ـ| Z | R X 2 Xtgو  2
R

    راكتـانس مـدار   Xمقاومـت اهمـي مـدار و     Rباشـد. توجـه شـود    مـي  1

  بحث مشابهي نيـز در مـورد ادميتـانس مـدار قابـل طـرح اسـت، يعنـي         باشد (كه ممكن است خاصيت القائي و يا خاصيت خازني داشته باشد). مي           

Yادميتانس مدار در حالت كلي به شكل           G jB  ياY | Y |  شود كه البته داريم:نمايش داده مي  | Y | ,
| Z |

   
1  

  شود. واحـد  ناميده مي سوسپتانس، Yدر بخش موهومي Bكندوكتانس و، Yيا بخش حقيقي Y،Gلازم به ذكر است در شكل نمايش دكارتي          
)گيري ادميتانس، كندوكتانس و سوسپتانس، مهواندازه           ) باشد.مي  
  توانيم اينگونـه  آنگاه براي محاسبه امپدانس كل مي ،خود بيان شده باشند هايامپدانستوجه شود وقتي تمامي عناصر در يك مدار برحسب  :8نكته 
 مقدار امپدانس كـل را  ،اهمي هايمقاومتها مانند يك مقاومت هستند و با استفاده از روابط سري و موازي بودن كه هر يك از امپدانس رض كنيمف
  ي بـه حالـت سـاده    خـازني ي سـلفي و  ، مـدار را از حالـت پيچيـده   رزوادر واقع با استفاده از مفهوم ف( آوريم.دست ب يفازوردر نظر گرفتن روابط  با

استفاده كنيم كه براي محاسبه رسـانايي  هايي توانيم عيناً از روشبراي محاسبه ادميتانس كل نيز مي )كنيم.(شبيه به مقاومتي) تبديل مي مقاومتي
  كرديم.معادل در مدارهاي مقاومتي استفاده مي
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
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
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
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
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
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  RMSمقدار  محاسبه

  آيد:بدست ميزير  هاز رابطباشد، آنگاه مقدار مؤثر كل آن مختلف)  متفاوت (و يا اشكال هايفركانسبا تركيبي از چند موج مختلف  ،اگر موجي

rms rms rms rmsy (y ) (y ) (y )   1 2 3
2 2 2   

  براي معادله موجي به شكل زير:
n nf (t) a a cos t a cos t a cos (n t) b sin t b sin t b sin n t                1 1 2 1 1 1 2 2 2 22 2  

  آيد:بدست مي زيرمقدار مؤثر از رابطه 
n n

rms
a a b ba b

f a ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )        2 2 2 2 2 2 21 2 1 2
2 2 2 2 2 2    

  باشد.ثابت ميعدد  aتوجه شود كه
كـه بـراي    ،استفاده كنيم يك موج بنويسيم و آنگاه از رابطه فوق به صورتابتدا بايد آنها را  ،فركانس داشته باشيمهرگاه دو موج كسينوسي (يا سينوسي) هم

و در نهايت با تبـديل مجـدد بـه فـرم قطبـي و      آنها را با هم جمع كرده  ،سپس با تبديل به فرم دكارتي نويسيم؛ي ميفازورها را به صورت اين كار ابتدا موج
  كنيم.نوشتن معادله در حوزه زمان مقدار مؤثر را حساب مي

توان نتيجه گرفت كه براي محاسبه توان مصرفي يك عنصر مدار اگر فركانس تمـام منـابع ورودي   طبق مطالب بيان شده در اين بخش مي: 14نكته 
T                                            توان از قضيه جمع آثار به شكل مقابل استفاده كرد:باشد، مي مدار متفاوت nP P P P P    1 2 3   

 nتوان مصرفي عنصر موردنظر است زمـاني كـه تمـامي    TPل باشد وام فعاiتوان مصرفي عنصر موردنظر است زماني كه تنها منبع iPدر اين رابطه        
فركـانس از قضـيه جمـع آثـار بـراي      توان در مدارهاي با منابع ورودي هـم منبع موجود در مدار فعال باشند. لازم به ذكر است در يك حالت خاص مي

هاي ناشي شده از ايـن دو منبـع در عنصـر مـوردنظر، داراي     فركانس باشد و جرياند. اگر مدار تنها داراي دو منبع ورودي هممحاسبه توان استفاده كر
TP                       درجه باشند، در اين صورت خواهيم داشت:9اختلاف فاز P P 1 2  

|با بكارگيري رابطهتوان اين نكته را مي         a b ( ) | a b      2   اثبات نمود. 29

 در يك مقاومت، معادله جريان عبوري به صورت زير است. توان مصرفي توسط مقاومت كدام است؟ :58مثال  
I(t) sin t cos( t ) , R      1 6 2 8 3 1   

1 (/ kW1 5  2 (/ kW1 25  3 (kW2  4 (/ kW1 6  
  :كنيم.ده ميكنيم و سپس براي محاسبه توان از آن استفاسيگنال جريان را محاسبه مي ابتدا مقدار مؤثر  »1«گزينه پاسخ  

RI(rms) ( ) ( ) A P [I(rms)] R / kW         2 2 2 26 81 15 15 1 1 5
2 2

     
  

 دو سر يك مقاومت :95مثال(R / ) 1    باشد. توان مصرفي مقاومت مذكور كدام است؟موجود ميV(t)به معادله يژولتا ،5
(V(t) cos t cos( t ))  2 2 2 6   

1 (w1  2 (/ w2 5  3 (/ w1 5  4 (w3  

  :به دليل اينكه دو موج كسينوسي داراي فركانس  »1«گزينه پاسخrad( )
sec

  كنيم:ها استفاده ميفازوراز  بدين منظور ؛داريم، لذا بايد ابتدا آنها را تركيب كنيم 2

V(t) cos t cos( t ) V V (cos jsin ) / j              
32 2 2 6 2 1 6 2 6 6 2 5 2

           

rms
rms R

V / j / ( ) V(t) cos( t )

(V ) /V v P w
R /

          

    

2 2

2

3 31 5 1 5 3 3 22 2
3 1 5 11 52

  

  

22

1 111

si (t)1j4 1 j4 
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1j10

j3 LZ

25

100 0 (rms) 

I

5I

 ردر مدار شكل زي :72 مثالLZ كنيم كه حداكثر توان متوسط به آن برسد. در اين صورت حدوداً چند درصـد از تـوان توليـدي    را طوري تنظيم مي
  رسد؟مي LZمدار به

  
1 (3/33  
2 (6/16  
3( 5/25  
4( 3/13  

  

 :انس معـادل  حل اين تست را با پيـدا كـردن امپـد     »2«گزينه  پاسخ
را پيـدا كنـيم.    LZكنيم تا بتوانيم مقـدار بهينـه  شروع مي LZمدار از ديد

  گيريم:را در نظر مي روبرو بدين منظور مدار معادل
  

Iمشخص است كه  )1(ساده در حلقه  KVLبا يك   پس امپدانسي كه از ديدخواهد بود .LZ شود برابر است با:ديده مي  j / j /
j


 


1 3 9 31 3   

/بايد برابـر  LZبنابراين j /9 3          باشـد تـا تـوان حـداكثر بـه آن برسـد. اكنـون
LZفرضخواهيم ببينيم با مي / j / 9 3     چند درصد از تـوان متوسـط مـدار ،
دانـيم كـه تـوان متوسـط يـا تـوان اكتيـو تنهـا روي         شـود. مـي  مصرف مي LZروي

تـوان بـا داشـتن مقـدار     شود و مقـدار ايـن تـوان را مـي    هاي مدار مصرف ميمقاومت
سراغ محاسبه جريان سه مقاومت موجـود   مقاومت و جريان آن محاسبه كرد؛ پس به

  در نظر بگيريد: I2و I1هايرويم. بار ديگر شكل مدار را با تعريف جرياندر مدار مي
  اهم است؛ پس داريم: 2بيند برابر در سمت راست خود مي I5بدست آوريم. امپدانسي كه منبع Iرا بر حسب جريان I2و I1هايخواهيم جريانمي

II / I 1
5 2 52  

jI  توان نوشت:و حالا با تكنيك تقسيم جريان مي / I ( / j )I
j / j /

   
 2

3 52 5 2 53 9 3 6 
 

  را بصورت زير بيان كرد: LRواهمي)  1(مقاومت  R2،اهمي) 25(مقاومت  R1روي سه مقاومتتوان توان مصرفي اكنون مي

L

W I

W / I / I

W / / j I / I


 
    

     

2
1

2 2 2
2

2
2 2

25
1 2 5 6 25

59 2 5 6 256

 

L  ان مصرفي كل مدار بدست آورد:را به تو LZتوان نسبت توان مصرف شده دردر نهايت مي

t

W / I / %
W I / I / I

  
  

2

2 2 2
6 25 1 16 6625 6 25 6 25

 

مصـرف   R2چرا كه با تطبيق امپدانسي كه انجام داده بوديم مشخص بود تواني كه مقاومت ،نيز نداشتيم I2دقت كنيد كه در عمل نيازي به محاسبه جريان
  كند.مصرف مي LRي است كه مقاومتكند برابر توانمي

  وجود داشته باشد، بايد ايـن  قابل تغييرتوان گفت اگر در قسمت بار راكتانس براي اينكه حداكثر توان به بار منتقل شود، به طور كلي مي :61نكته   
  و اگـر  باشـد مقـدار راكتـانس بـار برابـر صـفر      بايد  ،، راكتانس وجود نداشته باشدامپدانس معادل مداربه اين شكل كه اگر در  ؛خنثي شودراكتانس            
  ت مخالف آن باشد.برابر ولي از لحاظ علام مدارراكتانس وجود داشته باشد، بايد راكتانس بار از لحاظ عددي با راكتانس  امپدانس معادل مدار،در            
  دقت كنيد كه تطبيق امپدانس در يك مدار به معناي حداكثر نمودن توان توليـدي منبـع ورودي مـدار نيسـت؛ در واقـع بـراي ايـن كـه          :17نكته 
  منبــع كمينــه گــردد (در صــورت ممكــن برابــر ولتــاژ در مــدار بيشــينه گــردد، بايــد راكتــانس ديــده شــده از دو ســر تــوان توليــدي يــك منبــع            
  نيـز   مقدار بهينه براي مقاومت مدار از ديد منبع برابر اندازه راكتانس ديده شده از دو سر منبع خواهد بود. براي منـابع جريـان   در اين حالتصفر شود)؛            
  ع كمينه بوده و رسانايي يا كندوكتانس مدار (بخش حقيقي ادميتـانس) از ديـد   بايد سوسپتانس (بخش موهومي ادميتانس) ديده شده از دو سر منب           
  منبع برابر اندازه سوسپتانس مدار باشد.           

I 25 j10 1I 1 2I

j35I (0.9 j0.3) 100(v)

1

j10

25

I

5I j3

TI

TV1




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N
1

R
2

 

CI (t)

1 3 (t)

 به ازاي چه مقدار از :73 مثالCX منبع ،برحسب اهمSV ؟دهدحداكثر توان را به شبكه تحويل مي  

  صفر )1
2( 1  
3( 2   
4( 3  

 :هـاي موهـومي   افتد كه اثري از قسمتدهد و اين در شرايطي اتفاق مينبع حداكثر توان را تحويل شبكه در اين تست عنوان شده م  »3«گزينه  پاسخ
CX    لذا داريم: ؛نباشد  2C Cj jX j( X )      2 2  

  

 در مدار شكل زير  :74 مثالN يك مدارLTI  و فاقد منابع مستقل است. در حالت دائمي سينوسي در فركـانسrad
( )

sec
  مـاكزيمم   N، تـوان 1

tاگر مدار در شود.مي   بدون شرايط اوليه وSI (t) 3 ،باشدCV ( ) برابر كدام گزينه است؟  

1( v6  
2( v6  
3( v2    
4( v2  

 :اگر در » 4«گزينه   پاسخrad
sec

 1 توان شبكهN حداكثر شود، بايدnZ برابر*
eqZ در مدار سمت راست باشد. حال مقدارeqZ  مدار سمت راست

  كنيم.  را محاسبه مي

  eq eqZ j || ( j ) Z ( j)     
1 31 2 2 2  

  *
n eqZ Z ( j)    

1 3
2 2  

  ت: در آن به صورت زير اس NCو NRكه مقادير استسري  RCيك مدار  ،N، شبكهnZبا توجه به امپدانس

NN C N
N N

R , X C F
C C

         


1 3 1 3 1 3 2
2 2 2 2 3       

CV، مدار به صورت روبرو خواهد شد. براي محاسبه مقدار Nحال با جايگذاري شبكه  ( )  از
را  هـا خـازن ها را مدار باز و سلف ،با توجه به اعمال ضربه كنيم. در اين حالترابطه زير استفاده مي

C                                       كنيم.اتصال كوتاه مي C CV ( ) V ( ) I (t)dt
C




 





   
1  

    با نوشتن قانون تقسيم جريان داريم: 

C CI (t) (t) (t) , V ( )      


1
23 11 2

  

CV ( ) v  2CV ( ) (t)dt



 





    
1
1
2

  

jكه بار زماني :18نكته   
LZ Re  با زاويه فاز معين (يعني مقدارL اي با امپدانس معادلمشخص باشد) به شبكهNZ      متصـل گـردد، شـرط آن كـه

  باشد: NZبرابر اندازه  LZاين است كه اندازهجذب گردد  LZحداكثر توان توسط
L N| Z | R | Z |   

  توانيد آن را اثبات كنيد.جهت درك بهتر اين نكته مي

j

j2 

1

eqZ

N
1

R
2

 

N
2

C F
3



1H CV




1
F

2

1
SI

5   

SV
CjX

SZ (3 j2)  

1H

CV



1

1
F

2

SIN
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sint

 در مدار شكل زير مقدار سلف و مقاومت سري شده با آن با هم  :75 مثال
به نحوي است كه توان جذب شده  kد. هدف تعييننباشمي kيكسان و برابر

  چقدر است؟ kحداكثر شود. Nتوسط

1 (k 
7
5       2 (k  2         3 (k  5               4 (k 1  
 :ابتدا امپدانس ديده شده از دو سر  »4«گزينه  پاسخNN(Z   آوريم.را بدست مي (

 
N

N

Z k jk
( j) ( j) j jZ ( j) ( j)

j j j

 

    
     

   
1 1 2 3 71 1 2 1 1 2 2 5

  Nامپدانس ديده شده از دو سر
سازي مقدار توانيم با بهينهانس وجود ندارد زيرا بخش حقيقي و موهومي مقاومت بار به هم وابسته هستند. همچنين نميمسأله امكان تطبيق امپد در اين

Lمقاومت بار از طريق رابطه LNR | Z jX | .مقدار توان جذب شده بار را حداكثر كنيم چرا كه مقدار راكتانس بار نيز متغير است ،  
Nا فاز ثابت امپدانس بار مواجه هستيم و شرط تحقق توان ماكزيمم در صورت ثابت بودن فاز امپدانس بار اين است كهدر اين مسأله ما ب NZ Z.  

  N

N

Z k
k

Z

   
 

2
1

2
  

  

 در مدار زير مقدار   :76 مثالR كه حداكثر توان به بار  براي اينNبرسد، كدام است؟  
  

  ) صفر اهم1
2 (/   اهم5
3 (/4   اهم5
4 (/7   اهم2

 :با فرض زيرابتدا مدار را مطابق شكل »  2«گزينه  پاسخ/     بريم:به حالت فازوري مي 5
  
  
  
  
  

  

  

تـوان بـه   ندارد. پس مي Nهاي بار هيچ مقاومتي افزون بر مقاومتLبار  نيز بيشينه خواهد شد، زيرا Lماكزيمم گردد، توان بارNدقت كنيد اگر توان بار 
را بـا غيرفعـال نمـودن منبـع تغذيـه سينوسـي        thZو LZتـوان را حداكثر نمود. حال مطابق با شكل زير مـي  L، توان بارNجاي حداكثر نمودن توان بار

  اند)باشد، جايگزين شدهمي j4كه برابر به نمود: (دقت كنيد كه در اين شكل خازن و سلف موازي در سمت راست مدار، با امپدانس معادلشانمحاس
 
 
 
 
 
 
 

  
  

Lاكنون با توجه به اين كه تنها مقاومت بار قابل تنظيم است بايد داشته باشيم th LR Z jX :؛ يعني  
R j / R /       4 2 4 2 4 5 5   

1

0.5 F
cost

3sin t

k

kH

N

1 H

2

2

2

2

j 1

N

j2 

N

3H

1
F

2

4

5
F

6

1
F

42

4H
2

R

1F
t

sin
2

3
j

2


j4 

4

12
j

5
 

j8 2

j2
2

R

1 0

j2 

L

j4

(4 j4) 

4

j4 

R

j8 

2

j2 

2

j2

2
 ساده سازي

thZ 2 
LZ (R 4 j4)   



  

  363

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   مدارهاي الكتريكيتحليل 

 در مدار زير مقدار  :77مثالR وL به ترتيب چند اهم و چند هانري باشد تا در حالت دائمي حداكثر توان بهLZ برسد؟  
  هانري        1) صفر اهم و 1
  هانري         2ر اهم و ) صف2
  هانري             1اهم و  2) 3
  هانري 2اهم و  2) 4
  

  
  
 :ابتدا بياييد تنها منابع »  1«گزينه   پاسخDC  مدار را در

 LZنظر گرفته و ببينـيم چـه تـواني در اثـر ايـن منـابع بـه بـار        
هاي مـدار را  ظور منبع جريان سينوسي و خازنرسد. بدين منمي

  كنيم:          هاي موجود در مدار را اتصال كوتاه ميمدار باز و سلف
               

  ، برابر صفر است. LوRرسد فارغ از مقادير مشخص است كه توان اكتيوي كه در اين حالت به بار مي با توجه به شكل بالا
ها را در حالت فازوري را غيرفعال كرده و مقدار المان DCخواهيم اثر منبع جريان سينوسي را در نظر بگيريم. بدين منظور مطابق شكل زير منابع حال مي
فركانس گرفتن با در نظر    كنيم:لحاظ مي 2

  
  
  
  
  

  

توانيم از صورت معمول قضيه تطبيق امپدانس استفاده كـرده و بگـوييم   نكته مهمي كه در اينجا بايد مورد توجه قرار گيرد، اين است كه ما در اين تست نمي
*

n LZ Zه، و در اين تست امپدانس بار ثابت بوده و ما بـه  گردد و نه امپدانس شبك، چرا كه در قضيه تطبيق امپدانس، اين امپدانس بار است كه تعيين مي
را بيشينه كنيم. براي بيشـينه سـاختن ايـن     LZدنبال يافتن امپدانس بهينه شبكه هستيم. بنابراين براي حل اين تست بهتر است مستقيماً توان مصرفي بار

  (دقت كنيد كه مقدار مقاومت بار ثابت و مشخص است). حال با توجه به شكل قبلي داريم:توان كافي است ولتاژ دو سر مقاومت بار بيشينه گردد 

       
L LR R

E EV E V
j L j R R L j R L

    
          2 2

3 3 3
3 3 2 1 1 4 2 2 4 2 2

 

براي حداكثر نمودن مقدار 
LRV :بايد مخرج كسر فوق مينيمم گردد  

  
L LR Z

L L H
V max P max

R



   

    

2 2 1  
 

 در مدار زير شبكه   :78مثالN هاي خطي بوده و رابطه متشكل از مقاومت
Vبـه صـورت   Mجريـان بـراي شـبكه    ـ   ولتاژ i sint cos t    2 6 4 2 5  
باشد. اگر جاي دو منبع جريان موجود در مدار عوض شـده (بـا حفـظ جهـت     مي

توسـط   جريان آنها) و اندازه منبع ولتاژ نصف شود، حداكثر توان جـذبي ممكـن  
  چند وات خواهد بود؟ Rومت مقا

1 (5
  وات 12

2(5
  وات 24

3 (1
  وات 4

4 (1
  وات 2

5A

3

2

2v

R

2 L

2v2sin 2t

2 1 H

R

1
F

4

1
F

6

3

5A

LZ

(j 1) 
(2Lj)

( j3) 

3




LRV

E 4j(v)

R

( j3) 

3

R

2

( j2) 

(2Lj)

(j2)
2A

  تبديل منبع و
 سازيساده

N

i

RV





2SI 1 cos 2t 

1SI 2A

SV sin t

M
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1
A

B

N

A

B

N

1F

N
B A

 در مدار شكل زير، حداكثر توان از منبع به سمت راست سرهاي :98مثالa وb شود. اگرمنتقل ميZ  (خازن، سلف يا مقاومـت) فقط شامل يك عنصر مداري 

radاي، به ازاي فركانس زاويهbو aي سمت راست دو سرباشد و شبكه
( )

s
    بايد چند اهم باشد؟ Rبه حالت تشديد برود، مقاومت 2

1 (25  
2 (21  
3 (/1 5  
4( /12 5  

  

 :اصلاً سخت نيست! كليد حل سؤال اين است كه بدانيم عنصر سؤال  »4«گزينه   پاسخZ قطعاً موهومي است. چرا؟ چونZ      فقـط شـامل يـك عنصـر
Zمداري است؛ پس يا به صورت ja است و يا به صورتZ a (يعني يا موهومي محض يا مقاومتي محـض) اگـر  باشد. ميZ aگـاه امكـان نـدارد    ، آن

Zي سمت راست به حالت تشديد برود!) پسقرار است شبكه ؟ي سمت راست به حالت تشديد برود، (هنوز كه حواستان به صورت سؤال هستشبكه ja .
  ي سمت راست در حالت تشديد است، استفاده كنيم:لازم است از اين موضوع كه شبكه aرا حساب كنيم. براي پيدا كردن aبراي حل سؤال بايد

ab
( j ) ja j a a ( j a a)[ j( a)]Z

j ja j( a) j ( a)
     

  
     2 2 2

1 5 1 5 1 5 1 5
1 5 1 5 1 5
   
  

  

ab
j a j a( a) a j a( a)Z ( )*

( a)
    

 
 

2

2
1 1 5 5 5 5

1 5
   

 
  

    لذا داريم: ؛رابر با صفر باشدب abZبايد قسمت موهومي
a(قابل قبول)   25  ق)ق،  (غj( a a a ) a a a(a ) a          2 21 25 5 5 125 5 25        

)يديگر قسمت موهومي ندارد و بايد در رابطه abZبرابر با مقدار زير است: (دقت كنيد abZپس   هاي حقيقي را حساب كنيم.)فقط قسمت *(

  ab
( )( ) ( ) ( )Z /

( )
       

    
  2

1 25 5 25 5 25 25 2 125 625 12 51 4 51 5 25
     

      
  

Rمنتقل شود، بايد bوaپس براي اين كه حداكثر توان به سمت راست سرهاي / 12   باشد. 5
  

 شبكه :90ثالمN داراي يك و تنها يك فركانس تشديد است كه آن راr ناميم. در مورد مي
  توان گفت؟چه مي روبرو هاي تشديد مدارفركانس يا فركانس

  ) دقيقاً يك فركانس تشديد دارد.1
  د آن از يك بيشتر است.هاي تشدي) به علت وجود خازن تعداد فركانس2
تواند صفر، يك و يا تعداد بيشتري فركانس تشديد داشته باشد و با هر مقدار دلخواهي ) مي3

  .rبدون توجه به
 rتواند فركانس تشديدي بزرگتر ازداشته باشد، نمي r) اگر فركانس تشديدي كوچكتر از4

  داشته باشد.

 :اگر امپدانس ديده شده از دو سر  »4«گزينه  پاسخA وB راZ R jx   آيد:بگيريم، مدار به شكل زير درميدر نظر  
  
  

in

R j( x)
Y

R j( x ) R ( x )

 
   

   
 

2 2

13 311 11 13 3 9 3
  

  

(10 j5)  (ja)

a

b
abZ

10 30 

R a

b
abZ

(10 j5)  Z

1

R jx R jx

1

j
R jx

1

1
3R j(3x ) 



inZ

inZ
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در حالت تشديد inIm Y :بايد مساوي صفر باشد، يعني  x( ) x( )    
 
1 13 3  

داراي يك و تنها  Nكنيم. از آنجا كهاكنون از اطلاعات داده شده در صورت سؤال استفاده مي
)xيك فركانس تشديد است، معادله )   لذا ؛اي يك جواب استتنها دارx( ) بار  تنها يك

)xرا قطع خواهد كرد. فرض كنيد نمودار محور )  باشد: روبروبه صورت شكل  
  

براي اينكه فركانس تشديد شبكه كلي را بيابيم، بايد اين نمودار را با نمودار تابع

1

  تقاطع دهيم. 3

 

r

r

x( )

1

3

  
)xاما بسته به اينكه ) هاي متفاوتي حاصل خواهد شد:چه نموداري داشته باشد، جواب  

r

بدون جواب

r

  بي نهايت جواب

Nلذا به ازاي هر { , , ,...} 1 2توان، ميx( )اي را يافت كه شبكه دارايN ها فركانس تشديد باشد. اما در عين حال يك محدوديت روي تمام اين فركانس
  منافات خواهد داشت. Nصورت با موجود بودن تنها يك فركانس تشديد براي اين بزرگتر. در غير rكوچكترند و يا همه از rخواهد بود و آن اينكه يا همه از

  

  (Q)ضريب كيفيت
رياضياتي محاسبه آن نيز بيان شد. در اينجا الات كنكور مدنظر است، ارائه گرديد و روند ؤتعريف خاصي از ضريب كيفيت كه معمولاً در س ،در فصل قبل

الات كنكور مورد توجه قرار گيرد. در اين تعريف كه مشخصاً نمودي از وضعيت ؤممكن است در سي گردد كه گاهتعريف ديگري از ضريب كيفيت ارائه مي
  شود:تمركز مينوسانات مدار، در يك مدار در حال رزونانس باشد، بر انرژي ذخيره شده و انرژي تلف شده در دوره ميرايي يك مدار الكتريكي نوساني مي

rQ    2  

  

sساده با استفاده از رابطه RLCو خازن مثلاً يك مدارماكزيمم انرژي ذخيره شده در يك مدار مرتبه دوم شامل سلف  L CE LI CV 2 21 1
2 (پيك انـرژي   2

sه شده در خازن يا سلف) و يا ذخير L CE LI CV 2 21 1
4 باشـد كـه در ايـن    در سلف و خازن) قابل محاسبه مـي  شده هاي ذخيره(مجموع متوسط انرژي 4

در حال رزونانس، پيـك   RLCين روابط دقت كنيد كه در يك مدار خازن و پيك جريان سلف هستند. براي توجيه ا به ترتيب پيك ولتاژ LIو  CVروابط 
دهد كه جريان سـلف برابـر صـفر اسـت و از طرفـي      خازن برابر صفر است و همينطور پيك ولتاژ خازن زماني رخ مي دهد كه ولتاژيان سلف زماني رخ ميجر

رود پاسخ ورودي صفر يك سيستم نوساني بـا ضـريب   است كه طبق تعريف صورت گرفته، انتظار مي پيك انرژي سلف برابر پيك انرژي خازن است. مشخص
  داشته باشد.  بيشتريدوام  ،تركيفيت بالاتر نسبت به سيستمي مشابه با ضريب كيفيت پايين

نهايت هسـتند. دقـت كنيـد كـه در     )، داراي ضريب كيفيت بيLCمدارهاي  مثلاًآل (هسازهاي ايدنوسان اين تعريف همچون تعريف اول در فصل قبل،طبق 
 ريف ارائه شده براي ضريب كيفيت، فركانس تحريك مدار تأثيرگذار نيست و مهم فركانس رزونانس مدار است. تع

  ماكزيمم انرژي ذخيره شده در مدار
انرژي تلف شده در هر سيكل در حال رزونانس

  ماكزيمم انرژي ذخيره شده
 تلفات توان در حال رزونانس

r


x( )
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 ضريب كيفيت مدار روبرو كدام است اگر ضريب كيفيت :91مثال(Q) ؟ير براي مدار در حال رزونانس تعريف شودبه صورت ز  

Q  2 nHk¶nj ½k{ ½oÃilÁIÀÁroº H ˆw¼T¶
½n»j¦Ä nj ½k{ œ±U Ároº H

  

1 (2  

2 (2
4  

3 (4
3  

  ) به فركانس بستگي دارد.4
 اين مدار يك مدار  »2«گزينه  پاسخRLC طبق صورت ها، در اينجا كاربرد ندارد. ي يا موازي نيست و استفاده از روابط ضريب كيفيت آنساده سر

  شود:ضريب كيفيت به صورت زير تعريف مي سؤال در اينجا
 

rQ    2 متوسط انرژي هاي ذخيره شده در مدار
انرژي تلف شده در يك دوره

متوسط انرژي هاي ذخيره شده در مدار
  توان متوسط تلف شده در مقاومت

inفركانس تشديد  r
j j jZ

j
   

        
  2
1 11 1 21 3 31

  

mLI21ست كه در حالت دائمي، انرژي ذخيره شده در سلفهاي ذخيره شده در مدار، بايد داندر مورد متوسط انرژي
mCV21و در خازن 4

است و همچنين  4

برابر  E2يا M2هاي ذخيره شده در مدار بابايد اين نكته را به خاطر داشت كه در فركانس تشديد اين دو با هم برابر هستند. به عبارتي متوسط انرژي

Mهاي سلفي و خازني مدار هستند. لذابه ترتيب متوسط انرژي ذخيره شده در المان Eو Mاست كه
r

av
Q

P


 
2.  

m m m mRI ( ) I ( )I I


     


2 2 2 2
2 2

1 1 1 1 1 21 12 2 2 1 2 31
avPهافي مقاومتتوان متوسط اتلا    

    
m

m

I
Q

I


  

2

2

12 2122 2 4
3

M             و            m mLI I  2 21 1
4 12  

  حل معادلات ديفرانسيل با استفاده از فازورها

حـل كـرده و جـواب خصوصـي      استفاده از روش فازورهاتوان معادله ديفرانسيل مدار را با در صورتي كه يك مدار توسط يك تابع سينوسي تحريك شود، مي
  ديفرانسيل زير را در نظر بگيريد:را بدست آورد. براي توضيح مطلب فوق، معادله  معادله

n n

n n mn n

d (X) d (X) d(X)
b b ... b b X V sin( t )

dtdt dt



        
1

1 11   

بـه جـاي   تـوان لـه فـوق مـي   اعداد حقيقي باشـند، بـراي حـل معاد    وnbدرصورتي كه ضرايب
n

n
d
dt

)nعبـارت   j )       .را بـه صـورت زيـر جـايگزين كـرد  

  حال داريم:.) بهتر متوجه خواهيد شد(چنانچه با فوريه آشنا باشيد اين نكته را 
n n

n n mb .(j ) . X b (j ) . X b (j ) . X b .X V
        1

1 1   
m

n n
n n

V
X

b (j ) b (j ) b (j ) b





      1
1 1 

n n
n n mX.[b (j ) b (j ) ... b (j ) b ] V

         1
1 1   

  فركـانس طبيعـي  jتوان چنين نتيجـه گرفـت كـه   ، ميjدر معادله ديفرانسيل و صفر شدن معادله به ازاي jيدر صورت جايگزين :23نكته   
mX(t)پاسخ خصوصي مدار به صورتسيستم بوده و             V tsin( t )    يا به صورتmX(t) V tcos( t )     .خواهد بود  

 معادلهزير در مدار  :92مثالoV  در حالت ماندگار سينوسي كدام است؟  

1 (/ cos( t )42 4 6 15       2 (/ cos( t )42 4 6 75  

3 (/ cos ( t )21 2 6 15       4 (/ cos( t )21 2 6 75  

t  

10cos(6t 30 )  oV
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