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ارشد كارشناسي يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

  ديفرانسيل با مشتقات جزئي ليوويل و روش تفكيك متغيرها در حل معادلات ـ مسائل اشتروم :1درسنامه
 

مفاهيم اوليه معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي  
  

سـاده عمومـاً فقـط    كنيم. در واقـع ايـن مسـائل    برخورد مي (ODE)در حل برخي مسائل ساده فيزيكي يا علوم مهندسي به يك معادله ديفرانسيل معمولي
 دو يـا چنـد متغيـر   متنوع و مهم مهندسي و فيزيكـي بـه    سائلهستند. اما بسياري از م (x)و يا متغير مكان (t)مثلاً متغير زمان ،متغير يكبه وابسته 

 انتقال حرارت، آيروديناميك، علوم نور، مهندسي نفت، مكانيك كوانتوم ،اي)تشار موج زلزلهي ديناميك سيالات، ژئوفيزيك (اندر زمينهمسائلي  بستگي دارند.
برخـورد   (PDE) »معادلات ديفرانسيل با مشـتقات جزئـي  «به  هاآندر تجزيه و تحليل  كهاز اين مسائل هستند  يهايهاي الكترومغناطيسي، نمونهنظريه و

نسـبت بـه دو    u) و مشـتقات جزئـي  tو x) كه حداقل داراي دو متغير مستقل و مجزا (مـثلاً uع هر معادله شامل يك تابع مجهول (ماننددر واق كنيم.مي
جزئـي محسـوب    اتبـا مشـتق   ديفرانسيل ناميم. براي مثال هر يك از معادلات زير يك معادلهبا مشتق جزئي مي ديفرانسيل باشد را يك معادله tو xمتغير
  د:نشومي

xx yy zz tu u u u    2    )2x yu u x y ,   2 2 1)1  
مرتبـه بـالاترين مشـتق    ) متغير مستقل است. لازم به ذكر است كه به 4داراي ( ،)2ي (و متغير مستقل و معادلهداراي د ،)1ي (عادلهم كنيدملاحظه مي

  شود.) مرتبه دوم محسوب مي2) مرتبه اول و معادله (1( شود كه با اين تعريف معادلهگفته مي» مشتق جزئي يمرتبه معادله« موجود در معادله
نداشـته   sin(u)شده باشند (مـثلاً نبا تابع ديگري تركيب  هاآن و و مشتقات نسبي آن از درجه اول (توان يك) باشد، uمانند ياگر معادله شامل تابع مجهول

ها در ايـن فصـل برخـورد    ترين نوع معادلات ديفرانسيل كه ما با آنمهم گوييم.مي خطيمعادله را در يكديگر ضرب نشده باشند،  uتوابع برحسب) و باشيم
  نسبت به دو متغير به فرم زير است: مرتبه دوم خطيصورت كلي معادله ديفرانسيل با مشتق جزئي  معادلات مرتبه دوم هستند. ،كنيممي

u u u u uA B C D E Fu G
x y x yx y

    
     

    

2 2 2
2 2  

رم ايـن  كـه بـه ف ـ   را هر معادله مرتبـه دوم  .بستگي ندارند uهايو مشتق uولي به ،بستگي داشته باشند yو xممكن است به Gو …، A،Bكه در آن
 uند نـه بـه  بستگي داشته باش yو xعدد ثابت باشند يا به Cو Bو Aهرگاه فقط ناميم.مي غيرخطي ي ديفرانسيل مرتبه دوميك معادله ،يستمعادله ن
ممكـن   Gو D،E،Fآن است كه در معادلات شـبه خطـي   در ي خطيمعادله معادله شبه خطي با تفاوت .ناميممي شبه خطي، معادله را uهاييا مشتق
xxيمثلاً معادله( بستگي داشته باشند. uهاييا مشتق uاست به xu u yu  22  اگـر ي فـوق  در معادله .)استشبه خطيG    و  همگـن  معادلـه را

Gاگر    ناميممي ناهمگنآن را.  
c( ها به صورت زير است:ترين آنترين و مطرحمهم .معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي داراي تنوع زيادي هستند كه گفتيم  (عددي ثابت است  

tt                                                      ي موج در يك بعد)           (معادله xxu c u 2  )1  
t                                                      ي حرارت در يك بعد)        (معادله xxu c u 2  )2  
xx                                               ي پواسون در دو بعد)        (معادله yyu u f (x, y)  )3  
xx                                          ي لاپلاس در سه بعد)            (معادله yy zzu u u    )4  

u ي حرارت در دو بعد در مختصات قطبي)        (معادله u u(r ) ( ) ( )
r r r tr c
   

  
  

2

2 2 2
1 1 1  )5  

tt                                                            )ي موج در دو بعد(معادله xx yyu c (u u ) 2 )6  
xx )                                                               در دو بعد ي لاپلاس(معادله yyu u   )7  
tt                                                 ثابت) و تلگراف (ي معادله xx tu u u u    )8  

 x) پاسـخ مسـأله بـه   2و () 1ي (، به بيش از يك متغير بستگي دارد (مثلاً در معادلهuمعادلات بالا مشخص است، پاسخ مسأله يعني تمام طور كه درهمان
) متغيرهــاي مســأله فقــط از نــوع 4) و (3در برخــي معــادلات ماننــد معــادلات ( اســت.) متغيــر زمــان tمتغيــر مكــان و xهــابســتگي دارد كــه در آن tو

,x)مكاني y, z) در مختصات قطبـي،   ممكن است اين معادلات با توجه به شرايط هندسي مسأله ،بينيد) مي5ي (طور كه در معادلههمان بالاخره و ،هستند
  اي، كروي و ... مطرح شوند.استوانه

آينـد  ها كلي و به همراه پارامتر ثابـت بدسـت مـي   پاسخ شويم،رو مييل روبهعادله ديفرانسبا يك م در روند حل گونه سؤالات بايد توجه كنيد كه چوندر حل اين
ابع جـواب كـاملاً   و حتي نوع ت ـ هاا مشتقات جزئي تعداد جوابو يا گاهي اوقات براي مسأله ب )آيند.ها بدست ميكه مقادير ثابت در مسائل با توجه به محدوديت(

xeبع آيد. براي مثال هر يك از توامتفاوت بدست مي cos y،ye sin x،x y2 2،Ln(x y )2 xx يجواب معادله xyو 2 yyu u   توانيـد  هستند. (مي
در واقع وقتي ما با يك مسـأله مهندسـي يـا فيزيكـي و يـا      آن در معادله صحت اين ادعا را بررسي كنيد!)  گيري از هر يك از توابع داده شده و قرار دادنبا مشتق

دقيقـاً يـك عـدد     در يك سنسور و يا كليـد كنترلـي   درجه حرارت يك نقطه برسيم (فرض كنيد قرار باشد» يكتا«معمولاً بايد به جواب  ،رو هستيمنظاير آن روبه
  )حتماً لازم است شرايط را طوري تعريف كنيم كه جواب يكتا و برابر با همان درجه حرارت خواسته شده باشد. وضعيتثابت باشد، در اين 
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يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:ششم فصلكارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

هـاي دلخـواهي   به جواب يكتا خواهيم رسيد. در غير اين صورت، ثابت ،تعداد مشتقات جزئي گرفته شده باشد ها برابرتعداد شرايط مرزي و محدوديتهرگاه 
. به جـواب يكتـا برسـد   نياز دارد تا  tو دو شرط مرزي براي x) به دو شرط مرزي براي1ي (مثال معادلهرشان نامعلوم است. براي در جواب هستند كه مقدا

  نياز دارد تا به جواب يكتايي برسد. xو دو شرط مرزي براي t) به يك شرط مرزي براي2ي (معادله
  ي حرارت در يك بعد به صورت زير تعريف شده باشد:فرض كنيد معادله ،براي درك بهتر بحث

c)عددي ثابت استxx tc u u , (2  
,u(xپاسخ اين مسأله تابعي مانند t) يدرجه حرارت در لحظه به عبارت ديگر ،استt يو در نقطهx توسط تابعu(x, t)  مشخص خواهد شد. چون مسأله

xرسد ناحيه بررسي مسألهبه نظر مي ،مثبت است )t(يعني است و زمان) x(يعني مكاني داراي يك بعد L  وt   دنبـال پيـدا    مـا  در واقـع  .باشد
هستيم. اين مسأله با اين شرايط تعداد زيادي جواب دارد كـه در معادلـه    tي دلخواهو در لحظه Lاز يك ميله با طول xيكردن درجه حرارت در هر نقطه

xها بايد دراين محدوديت .هايي براي مسأله در نظر گرفته شودباشد، بايد محدوديت پاسخ يكتااما اگر بخواهيم مسأله داراي  كنند.صدق مي  ،x L 
tو   چون مسأله در ناحيه .تعريف شده باشند)x L  وt     مطرح است.) مقادير درجـه حـرارت درx L وx   ) يعنـيu(L, t) وu( , t) (  

tيمتغير مكاني است) و مقدار درجه حرارت در لحظه xموسوم هستند (زيرا شرايط مكاني به عبارت ديگر به و يا شرايط مرزيبه   يعني) ،u(x, ) (
هستند كافي ها براي اين معادله و محدوديتچون شرايط  چرا؟ .برسيمبه پاسخ يكتا  انتظار داريم ،حالا با اين شرايط مسألهخبُ د. شوناميده مي شرط اوليه

  .)بايد يك شرط داشته باشيم tشرط و نسبت به 2بايد  xاست، پس نسبت به 1از مرتبه  tو مشتق نسبت به 2از مرتبه  xدر اين سؤال مشتق نسبت به(
  كنند.نامگذاري مي »مسائل مقدار مرزي«تر و يا به طور خلاصه »مسائل مقدار مرزي ـ مقدار اوليه«گاهي از اين قبيل را مسائلي  لازم به ذكر است

 انواع شرايط مرزي  
  

  :دنشوبندي ميها در رياضيات مهندسي به صورت زير دستهترين آنشود كه مهمهاي مختلف داده ميمعمولاً در حالت ،ها (يا همان شرايط مرزي) در مسائلمحدوديت
  يكله گويند.مجهول بر روي ميدان مكان داده شده باشد، آن را شرط دير مقدار تابعچنانچه شرايط مرزي فقط بر حسب  ط ديريكله:شر

)مقابلبراي مثال شرط  x L)  يك شرط ديريكله است: اي ازنمونه  u( , t) u(L, t)    
خ قـرار  ي ـ و آب مخلوطي انتقال حرارت، اگر ابتداي ميله را در مقدار تابع در برخي از مرزها، ثابت است. براي نمونه در مسأله ؛كند كهشرط ديريكله بيان مي

)u، يعني شرط به صورتما در آن نقطه همواره صفر استد ،دهيم , t)   شودنوشته مي.  
مجهول (در جهت بردار نرمال بر روي ميدان مكان) داده شده باشـد، آن را شـرط نيـومن     مشتق تابع مقدار حسباگر شرايط مرزي فقط بر شرط نيومن: 

)لگويند. براي مثال شرط مقاب x L)  شرط نيومن است: اي ازنمونه  x xu ( , t) u (L, t)    
  كند.ي انتقال حرارت شرط نيومن را ايجاد ميعايق بودن مرزها در مسألهبه عنوان يك مثال از نظر فيزيكي 

داده شده باشـد،   مشتق تابع مقدار هاي ديگر بر حسبدر قسمتو  مقدار تابعهايي از مرز بر حسب اگر شرايط مرزي در قسمت): شرط روبين (مخلوط
)براي مثال شرط مقابلآن را شرط مرزي روبين گويند.  x L)  اي از شرط روبين است:نمونه  xu( , t) u (L, t)    

متنـاهي) داده شـده باشـد،     ايبازهتفاضل مقدار مشتق تابع در دو سر بازه (ن و همچنيمتناهي) اي بازهاگر تفاضل مقدار تابع در دو سر بازه (شرط تناوبي: 
). مثلاً دو شرط مقابلويندگشرط مرزي را متناوب  x L)  :تناوبي هستند  x xu( , t) u(L, t) , u ( , t) u (L, t)        

Lيبراي بازهو يا  x L    شوند:محسوب ميناوبي ت اي از شرطنمونه زيرشرايط    
x xu( L, t) u(L, t) , u ( L, t) u (L, t)        

اي يكسـان از منبـع   . ابتدا و انتهاي ميله فاصلهدقيقاً وسط آن قرار داده شود را در نظر بگيريد كه منبع حرارتي (مانند شمع) Lاي به طولميله ،براي نمونه
x(uو تغييرات دمايي (u)، مقدار دماtيحرارتي دارند. بنابراين در هر لحظه   :داريم يعني يكسان است. اين دو نقطهدر  (

x xu ( , t) u (L, t) , u( , t) u(L, t)    
 هـاي فـوق فقـط    معلوم باشند و همـانطور كـه گفتـيم مثـال    دقت كنيد لزومي ندارد حتماً شرايط مرزي برابر با صفر باشند، كافيست مقداري  :1تذكر  
  هايي از اين شرايط هستند.نمونه

  شود:بيان مي ينهايت به صورت حدكران باشد، شرايط مرزي در بيچنانچه ميدان بيداري: شرط كران
|شرط u(a , t) | M در آن ناميم كهداري ميرا شرط كرانM    نامتنـاهي يـا    ،شود كه بـازه است. اين شرط معمولاً براي مسائلي مطرح مي ثابتعددي

x  :داري استاي از شرط كرانشرط مقابل نمونه .نيمه متناهي است , | u( , t) | M      
,u(xتحت تأثير حـرارت قـرار دهـيم    دائمرا به طور  Lي مسي به طولفرض كنيد يك ميلهبراي نمونه مفهوم فيزيكي دارد.  نيز داريشرط كران t)   دمـاي

ي مسـي ظرفيـت گرمـايي    زيرا ميله ؛نهايت ميل كندبه بي تواندبه مقدار زياد از ابتداي ميله دور شويم، دما نميكند. اگر بيان مي tيرا در لحظه xينقطه
  در نظر گرفته شود.ي ذوب مس تواند نقطهمي Mمحدودي دارد. در اينجا

هـاي  ها هـم جـواب  در اين صورت هر تركيب خطي از آن ،هاي يك معادله ديفرانسيل خطي و همگن باشندپاسخ nu... و ،u1،u2،u3اگر :1نكته 
n:به عبارت ديگرمعادله خواهد بود.  اين nc u c u c u  1 1 2 2  كهc1 تاnc باشد.جواب معادله مينيز د، همگي ضرايب ثابت هستن  
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ارشد كارشناسي يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

  مسائل اشتروم ـ ليوويل عادي 

كنيم. بـراي همـين قبـل از شـروع آمـوزش      در حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي پس از انجام عملياتي كوتاه به مسائل اشتروم ـ ليوويل برخورد مي
در درس معادلات ديفرانسيل براي حل يك معادله درجـه   اگر يادتان باشدا شويم. هاي حل اين نوع معادلات، لازم است با مسائل اشتروم ـ ليوويل آشن روش

در اينجا ما شـرايط مـرزي بـراي     .يكي مقدار تابع در يك نقطه و ديگري مقدار مشتق تابع در همان نقطه ؛دوم خطي و همگن به دو شرط اوليه نياز داشتيد
  شوند.مورد بررسي براي مقادير تابع و مقادير مشتق تابع مجهول، تحميل مي يبازهبتدا و انتهاي يعني شرايطي كه در نقاط ا ؛گيريممعادله در نظر مي

  نامند:مي اشتروم ـ ليوويلهر مسأله با شرايط زير را يك مسأله 
(f (x)y ) [g(x) h(x)]y , a x b

y(a) y (a)
y(b) y (b)

       
          

1 2
1 2





Âº I§¶ ‡o{ »j
  

fپارامتر ثابت، يكزمان صفر نيستند.هم به صورت ،با هم 2و 1همچنين با هم و 2و1اعداد ثابت هستند كه 2و 1،2،1در مسأله فوق (x) 
fاسـت. بـراي تضـمين وجـود جـواب بايـد توابـع        تـابع وزن يك تابع حقيقي مثبـت معلـوم بـا نـام      h(x)و [a,b]يك تابع حقيقي مثبت در فاصله (x) 

fو (x)،g(x) وh(x) يدر بازه[a,b] پيوسته باشند. به ازاي يك انتخاب مفروض از مقدار،y (x)  (مخالف صفر) وابسته به تابع ويژهيك   ناميـده
yاين مسأله نام دارد. توجه كنيد كه تابع ثابت مقدار ويژه، شود. اين ثابتمي     ايـن جـواب را    .كنـد هم در معادله و هم در شرايط مرزي صـدق مـي

  هاي نابديهي هستند.ن جوابگوييم در واقع منظورمان از توابع ويژه معادله هماجواب بديهي مي

 مقادير و توابع ويژه مسأله زير كدام است؟ :1مثال  
(xy ) y , y ( ) y( )

x
     1 2   

1( n
( n ) n( ) , cos( Ln x)

(Ln ) (Ln )
  

  2 2
2 2

2 1 2 1
2 2 2 2

  2( n
( n ) n( ) , cos( Lnx)

Ln Ln
  

  22 1 2 1
2 2 2 2  

3( n
n n( ) , cos( Ln x)

(Ln ) (Ln )
 

   2 2
2 2

1 1
2 2 2 2

  4( n
n n( ) , cos( Lnx)
Ln Ln
 

   21 1
2 2 2 2  

  : ي داده شده به صورت زير است:وجه كنيد كه معادلهابتدا ت  »2«گزينه پاسخ  
xxy y y x y xy y

x
          2nj Jo† ¸Ã o‡    

  گيريم:در نظر مي حالا سه حالت براي ي اويلر است.معادله يعني
حالت اول:  :در اين صورتx y xy   2 و در نتيجهy c c Lnx 1 yو چون 2 ( )  1لذا ،c 2 و بنابراينy c )yو چون 1 ) 2   ،اسـت

yهم برابر با صفر است و به جواب بديهي c1پس   .رسيديم. پس در اين حالت تابع ويژه نداريم  
kاگرحالت دوم:     2 )k :عددي حقيقي و مثبت است) در اين صورت داريم  k kx y xy k y y c x c x       2 2

1 2  
yبا توجه به شرايط ( )  1 وy( ) 2 اريم:د  

k k

c k c k

c c 

 


 

1 2

1 22 2



  

kبرابر دترمينان ضرايب kk( )  2 2   مخالف صفر است. بنابراين تنها جواب دستگاه،وc c 1 2  آيد.اي بدست نميبوده و باز هم تابع ويژه  
kاگر حالت سوم:   2ل را داريم:ي مقابگاه معادله، آن  x y xy k y    2 2  

k ky c cos(kLnx) c sin(kLnx) y c ( )sin(kLnx) c ( ) cos(kLnx)
x x

      1 2 1 2
o±Ä»H Á¾²jI•¶ JH¼] ¾M ¾]¼U IM  

yبا توجه به شرط ( )  1فهيمي مشتق مي، از معادلهc 2 ، داريم:بنابراينy c cos(kLnx) )y، حالا با توجه به شرط 1 ) 2، :داريم    

n
nc cos(kLn ) kLn ( n ) k
Ln

 
      1

2 12 2 2 1 2 2 2  
cتوجه كنيد كه اگر 1  باشد، به جوابy   ايمآيد. پس فرض كردهاي به دست نميرسيم و تابع ويژهميc 1   .بنابراين برايباشدn , , ,1 2   :داريم 3

n n
nk ( ) :
Ln

ncos( Lnx) :
Ln

   
  


2 22 1
2 2

2 1
2 2

½sÄ» oÄjI£¶

½sÄ» ”MH¼U
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يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:ششم فصلكارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

 را حساب كنيد. مقابل اشتروم ـ ليوويلمقادير و توابع ويژه مسأله  :2مثال  y y , x L
y( ) , y(L) hy (L) , ( h )
     

    

 
   SwH SMIY Ájk–

  

  : يعني شود،فقط حالتي كه منجر به بدست آمدن توابع و مقادير ويژه مي و كاغذ! جويي در زمانبراي صرفهپاسخk   2 كنيم:را بررسي مي  
y( )y k y y c cos(kx) c sin(kx) c y c sin kx         2

1 2 1 2
    

  رويم:حالا سراغ شرط دوم مي
y(L) hy (L) c sin(kL) hkc cos(kL)     2 2  

cبراي اين كه جواب غير صفر داشته باشيم، بايد 2 لذا داريم:باشد ،ksin(kL) hk cos(kL) tg(kL) hk tg L h            
)tgهـاي در واقع نقـاط تلاقـي منحنـي    .نهايت جواب استي فوق هستند كه داراي بيهاي معادلهاين مسأله ريشه براي ها)nيا همانويژه (مقادير  L) 

hو  ه براي اين مسأله به صورت. هر چند نياز به توضيح نيست، اما توابع ويژبايد حساب شوندnsin x .است  
چرا برايسؤال دانشجو:    آيد؟اي به دست نميمقدار ويژه  

k)با فرضپاسخ:  ) k    2 يبه معادلهy k y  2  رسيم كه جواب آنميkx kxy c e c e 1  است. با جايگذاري شرايط مـرزي، بـه تسـاوي    2
kL hke

hk





2 1
تر از يك است بنابراين تساوي به تر از يك است. در حالي كه كسر سمت راست كوچكمثبت است پس سمت چپ بزرگ eرسيم. توانمي 1

  وجود آمده غير ممكن است.
 

 مرزي در مسأله مقدار  :3مثال
y y ,
y( ) y ( )
y ( )

     
  
   1

 
  


)n، مقادير ويژه ) كنند؟در كدام معادله صدق مي(n , , , ) 1 2 3   

1(n ntg     2(n ncotg    3(n ntg      4 (n ncotg      
 :يحل معادله»  2«گزينه  پاسخy y     ( )  كنيم:ي آن آغاز ميي مشخصهرا با توجه به معادله  

r r i y a cos x bsin x           2  

y:بنابراين a sin x b cos x       گيريم:. اكنون شرايط مرزي را در نظر مي  y( ) y ( ) a b a b

y ( ) a sin b cos

        

         1
  


  

bبا جايگذاري a  ي دوم خواهيم داشت:ي اول در معادلهاز معادله  
a sin a cos a( sin cos ) sin cos cotg ( )                      

nي اين معادله در تساويويژه پس مقادير ncotg ( )   كنند.صدق مي  
 

 معادله ديفرانسيل  :4ثالمd
dx

  

2
2 ،   وx  با شرايط مرزي ،( )   و( ) ( )        مفروض است. مقادير ويژه توابـع آن

n)عبارت است از: , , , ) 1 2 3    
1(n , cos x      2(n , cos x   3(( n ) , cos x    2 1  4 (n , cos x   2 1  
 :سؤال مشخص شده  »4«گزينه   پاسخ در خود   است و براي مقادير مثبت  يك معادلـه ديفرانسـيل مرتبـه دوم بـا ضـرايب      به راحتي با حل

d  ثابت، داريم: (x) k cos x k sin x
dx

        

2
1 22   

( ) k (x) k cos x       2 1      
)در رابطه (x)با جايگذاري ) ( )      :خواهيم داشت  

k k cos cos ( n ) , n , , , n , n , , ,                 1 1 1 2 1 1 2 3 2 1 1 2 3    
 

 مرزي، در مسأله مقدار  :5مثال
y y ,
y( ) y ( )
y( ) y ( )

     
  
   1 1

 
  


n)كنند؟، مقادير ويژه در كدام معادله صدق مي , , ) 1 2   

1(n
n

n
cotg


  

 
2

1  2(n
n

n
cotg


 

 
2

1  3(n
n

n
tg


 

 
2

1  4(n
n

n
tg


  

 
2

1  

 :يبا حل معادله»  3«نه گزي پاسخy y     ( )   ي مشخصه داريم:با استفاده از معادله  
r r r i y a cos x bsin x              2 2  

y  كنيم:را هم حساب مي yبراي اين منظور ابتدا گيريم.ن شرايط مرزي را در نظر مياكنو a sin x b cos x         
y( ) y ( ) a b a b
y( ) y ( ) (a b )cos (b a )sin

                   1 1
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ارشد كارشناسي يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

aي اولاز معادله b  ي دوم خواهيم داشت:را داريم كه با قرار دادن آن در معادله  
bb cos b( )sin cos ( )sin tg 

                
 
22 1 2 1 1

  

nي اين معادله در تساويويژه ي مقاديربنابراين همه
n

n
tg


 

 
2

bكنند. (توجـه كنيـد كـه اگـر    ميصدق  1  گـاه ، آنa b       و لـذا جـواب

yبديهي   آيد، كه مطلوب ما نيست.)براي مسأله بدست مي  
 

 مقادير ويژه و توابع ويژه در مسأله  :6مثال
x xd (e y ) e y , x

dx
y( ) y( )

      

  

1
1

 

 
n)كدامند؟   , , , ) 1 2 3   و( ) 

1
4  

1 (
x

n ny (x) e sin(n x) , (n )


     22 1
4  2 (

x

n ny (x) e sin(n x) , (n )


     22 1
4  

3 (
x

n ny (x) e sin(n x) , (n ) ( )


      2 22 1
4  4 (x

n ny (x) e sin(n x) , (n ) ( )     2 21
4  

 :آيد:صورت مقابل به دست ميي ديفرانسيل به ب، معادلهضرِ حاصلي مشتقبا محاسبه»  1«گزينه  پاسخ  x x xy e e y e y       
y  اي همگن با ضرايب ثابت خواهيم داشت:معادله xeبا تقسيم طرفين بر y y        

rي آني مشخصهمعادله r   2  .است  i          1 4 4 1  

ir  ها مختلط هستند:پس ريشه i     
   

1 4 1 1 4 1
2 2 2  

  بنابراين داريم:
x

y e (A cos x Bsin x)
    

 
1
2 4 1 4 1

2 2  
  گيريم:اكنون شرايط مرزي را در نظر مي

A
y( ) nsin n n n
y( ) e ( Bsin )




                           



2 2 2 21
2

4 1 4 1 4 1 14 1 24 11 2 2 4 4
2


 


  

  

  ي آن عبارتند از:و مقادير ويژه ي معادلههاي ويژهبنابراين جواب
x

n ny (x) e sin(n x) , (n )


     
1

22 1
4  

 


