
  

237  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

  محاسبه مانده انواع نقاط تكين و  :2درسنامه  
  

  
  
  

  تعريف نقطه تكين 
  

zنقطه z   تابع تكيننقطه راf (z) اگر ،ناميمميf (z) درz طهنق همسايگيهر ولي  ،تحليلي نباشدz، نقاطي باشـد كـه   شاملf (z)   در آن نقـاط
zتحليلي باشد. نقطه z   براي تابعتكين تنها را يك نقطهf (z)اگر ،ناميمميf (z) درz  از يـك همسـايگي  غير تحليلي وليz     موجـود باشـد بـه

fطوري كه (z)  اين همسايگي به جز خود تمام نقاطدرz .به عنوان مثالي ساده نقطهتحليلي باشدz   براي تابعf (z)
z


يـك نقطـه تكـين تنهـا      1

zباشد، چون اين تابع در نقطهمي    محذوف به جز صفر (يعني در هر همسايگي تمام نقاطتحليلي نيست ولي درzباشد.) تحليلي مي  
zنقطه   براي تابعf (z) log z چون تابع دريك نقطه تكين است ،z   اما هر همسايگي نقطه .تحليلي نيستz نقاطي است كه شاملf (z)  در

z. چون درتكين تنها نيست ،نقطه اما اين هاي روي محور حقيقي مثبت)zآن نقاط تحليلي است (مثلاً   تـوانيم  مـي  باشـد، پـس  تابع غير تحليلي مي
دانـيم بـه   بالاخره شامل نقاطي روي محور حقيقي منفي است و مي ،ولي هر همسايگي حول مبدأ مختصات كه در نظر گرفته شود ؛نقطه تكين است بگوييم

logتابع ،zازاي مقادير منفي z  يـك همسـايگي   حـداقل  چـون مـا بايـد بتـوانيم     (مطابقت ندارد.  ،تكين تنهاو اين موضوع با تعريف نقطه نيست تحليلي
zبراي   پيدا كنيم، كهf (z) در تمام نقاط غير از در آنجاz .تحليلي باشد(  

fبه عنوان مثال آخر و مثالي مهم تابع (z)
sin( )

z




zبراي اين تابع نقاط تكين .را در نظر بگيريد 1    وz
n


1 )n       عددي صـحيح اسـت) هسـتند

zبه ازاي كه  ،sin( )
z
 و به ازاي  تعريف نشده استz , , ,   

1 11 2 3 مخرج ،f (z) هسـتند،   تكـين تنهـا   ،نقـاط  اين اما .شوديم برابر صفر  
  مام آن نقاط تحليلي باشد.ر تتوان يك همسايگي پيدا كرد كه تابع دها ميچون حول تمام آن

  
  
  
  

ي نقـاط تكـين بـه    شود. در مثال بالا دنباله zاي از نقاط تكين برابر باآيد، هرگاه حد دنبالهه به حساب ميتتكين غير تنها از نوع انباش ،zيدر واقع نقطه

zصورت
n


و چون هبود 1

n
Lim

n


1 لذا ،z   ي تكين انباشته است (هر چهنقطهn شـوند)  تـر مـي  شود، جملات دنباله بـه صـفر نزديـك   بيشتر مي  
  هستند.ي تكين تنها طور كه در بالا گفتيم نقطهالبته هر يك از جملات دنباله همان

 شوندابع راديكالي و لگاريتمي مشاهده مياي توچنين در نقاط شاخهصورت فوق و هممعمولاً نقاط تكين غير تنها (انباشته) در توابعي به  :1تذكر.  
  

z،Reدر بعضي توابع مانند  :1نكته  z وIm zد.نشوجا تحليلي نيستند، نقاط تكين تعريف نمي ، كه هيچ  
 اگر  :2تذكرz يك نقطه تكين تنها برايf (z) در اين صورت ،باشدf (z) حول نقطهz راي بسط لوران خواهد بود.دا  

fتمام نقاط تكين تنها براي تابع :2نكته  (z)، براي توابع
sin(f (z))

1،
cos(f (z))

1،
sinh(f (z))

و 1
cosh(f (z))

انباشـته) بـه   ( تكين غير تنها 1

  آيند.حساب مي
 ينقطه  :1مثالz   ي است؟   چه نوع نقطه زير براي توابع  

cotgالف)
ze
1

)sinب)                                 )
cos( )

z

1
1    

 :دانيم كهميالف)  پاسخ

cos
z

cot g( ) sin
z ze e

1

1 1
sinهاياست. ريشه 

z
sin  نقاط غير تحليلي اين تابع هستند. 1 n z

z z n
     


1 1 1  

يدنباله
n
cotgاي از نقاط غير تحليليِدنباله 1

ze
1

است و 
n
Lim

n



1 . بنابراينz   ي تكين انباشته (حدي) است.يك نقطه  

)sinدر تابعب)  )
cos

z

1
cosهايريشه 1

z
cos  نقاط غير تحليلي هستند. 1 ( n ) z

z z ( n )


     
 

1 1 22 1 2 2 1  

يدنباله
( n ) 

2
2 اي از نقاط غير تحليلي اين تابع است ودنباله 1

n
Lim

( n )


 
1

2 1 بنابراين .z   ي تكين انباشته (حدي) است.يك نقطه  
  

x

y  

1 1o         
zاما نقطه    عـكه تاب توان در همسايگي آن، يك همسايگي پيدا كردتكين غيرتنها است چون نمي 

zهـا بـه سـمت نقطـه    لاً تكينـن تابع كـديگري نباشد. در واقع در ايتكين  جا شامل نقاطدر آن   
 گويند.هاي انباشته نيز ميهاي غير تنها، تكينتكين اين نوع به شوند و به همين دليلانباشته مي
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  تكين برداشتني        
  

fگويند هرگاهرا يك نقطه تكين برداشتني ميzنقطه (z)درz z را طوري تعريف كرد كه  ولي بتوان آن،تحليلي نباشد
zبراي مثال نقطه تحليلي شود. zدر   براي تابعsin zf (z) (z )

z
   يك نقطه تكين برداشتني است چون اگرg(z)   را بـه

  تعريف كنيم، داريم:بلمقاصورت

sin z , z
g(z) z

, z

  
  1




 

zدر g(z)شود كهملاحظه مي   .گوييم كه بسـط لـوران آن   اي تكين برداشتني ميتعريف ديگري از تكين برداشتني اين است كه به نقطه تحليلي است
zشامل توان منفي z  (.يعني قسمت اصلي بسط لوران در آن وجود نداشته باشد) .نباشد  

عـددي  بـا  اگر ريشه مخرج كسر، ريشه صورت كسر هم باشد و حد عبارت را در اين نقطه تكين (ريشه مخرج) حساب كرديم و برابر   :3نكته 
)مخالف بينهايت ) ي تابع است.نتكين برداشت ،گاه آن ريشهشد، آن  

 اگر  :2مثالsin zf (z)
z

آنگاه ، z  چه نوع تكيني برايf (z) است؟  
  انشعابي) تكين غيرتنها از نوع 4  ) تكين برداشتني3 ) تكين غيرتنها از نوع انباشته2  ) تكين تنها1
 :رسددر نگاه اول به نظر مي»  3«گزينه   پاسخz  اي اسـت (بـه دليـل وجـود    ي شاخهيك نقطهz(.        بـراي امتحـان كـردن ايـن حـدس فـرض
izكنيم re  داشت باشد. اگر يك گردش كامل حول صفر انجام دهيم خواهيمi( )z re   argحالا بايد ببينيم آيـا مقـدار   .2 f (z)    ،در ايـن دو حالـت

  كند يا خير؟تغييري مي
i i i ii

i i( )

i i i ii

sin( r e ) sin( r e e ) sin( r e ) sin( r e )z re f (z) , z re f (z)

r e r e e r e r e

   


  
   




       



2 2 2 22

2 2 2 2

  

fبنابراين با يك گردش كامل حول صفر، (z) هيچ تغييري نكرده است. پسz    تـوان گفـت  اي نيسـت. پـس ماننـد سـاير سـؤالات مـي      ي شـاخه نقطـه 

z

sin zLim
z

1


zو لذا     تابع براييك تكين برداشتنيf (z) .است  

  تكين اساسي       
zيهاي منفاز توان نامتناهيهاي اگر بسط لوران شامل جمله z  باشد، آنگاهz  براي مثـال توابـع   ناميم.اساسي مي تكينرا نقطهsin

z
zeو 1

1
داراي نقطـه   

zتكين اساسي در   .هستند  ze ( )
z ! z

   
1

2
1 1 11 2         و       sin ( ) ( )

z z ! !z z
   3 5

1 1 1 1 1 1
3 5   

  هستند و تعداد اين جملات نامتناهي است. zهاي منفيشود هر دو تابع شامل جملاتي با توانطور كه ملاحظه ميهمان
 ؟نيستهاي زير صحيح يك از گزينهكدام  :3مثال  

zينقطه) 1   براي تابعcos(z z )2   تكين اساسي است. 2
zنقاط) 2 i  1 هاي غير تنها براي تابعتكينtg (z z )  1 2 2 با شرط(لگاريتم مختلط  هستند 2   2 (.مدنظر است  
zينقطه) 3   شدني براي تابع تكين رفعz

z
e 1

  است. 

zينقطه)4  تكين برداشتني براي تابع ،zz e
 است.22

 :تابع4ي (در گزينه»  4«گزينه   پاسخ (zf (z) z e
zدر 22   تحليلي است زيراzz e

تابعي تام است كه همه جـا تحليلـي اسـت و بنـابراين      22
  ) داريم:1ي (بررسي گزينه براي كنيم.ها را هم بررسي ميبا وجود اين ساير گزينه ) صحيح نيست.4ي (گزينه

n n n kn n
n k

n k n k
n n k n k

n n( ) ( ) ( ) zcos(z z ) (z ) ( z )
k k( n)! ( n)! ( n)!z z z

  


 
    

     
       

   
   

22 22 2 2 2 2
2 2 2 2 2

2 21 1 1 1 1
2 2 2    

  

zبنابراين   هاي منفيزيرا تعداد توان .ن استآاساسي  تكينz .نيـز 3ي (در گزينـه  پس اين گزينـه درسـت اسـت.    در اين بسط نامتناهي است (z   

z  است: رفع شدني تكينيك  بينيم كه اين نقطه،بنويسيم مي را لورنمكهاي ي مخرج است. اگر بسطريشه zf (z)
zz z( )z !!

 
    

2 11 1 22


  

iاما با توجه به آن كه ،گير است) وقت2ي (بررسي گزينه i z zf (z) Ln( )
i z z
  


  

2

2
2 2

2 2 2
 ،غير تنها دارد نقاط غير تحليليِ اشاياخهاست و روي بريدگي ش 

خططبق صورت سؤال نيم هم درست است.خواهيد ديد كه اين گزينه    يعني قسمت مثبت محورxايها بريدگي شاخهLnw  است. اگـرRe w   

Imو w   به ازاي اي قرار دارد.روي بريدگي شاخه ،باشدz i  1 :داريم  i z z i i iw
i i ii z z

      
  

     

2

2
2 2 2 2 2 2 12 2 2 22 2

  
Reبنابراين w   وIm w   پس ،استz i  1 ي غير تحليلي اما غير تنها است.اي قرار دارد. پس يك نقطهروي بريدگي شاخه   
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  قطب          

zهاي منفياز توان متناهي هايجمله اگر بسط لوران شامل z   ،آنگاهباشدz براي را يك قطبf (z)ناميم.مي  
  

 تعيين مرتبه قطب 
  

mبا محاسبه
z z
Lim (z z ) f (z)





 در صورتي كهm , , ,...1 2    متنـاهي  يبـار حـد فـوق برابـر مقـدار      كـه بـه ازاي آن بـراي اولـين     mباشد، مقـداري از  3

m(zدر عبارت mبه عبارت ديگر در بسط لوران تابع، بزرگترين توانناميم. شود را مرتبه قطب مي (و البته مخالف صفر) z )

1


 اگـر  نـاميم. را مرتبـه قطـب مـي    

m 1 براي مثال تابع  ناميم.مرتبه اول و يا ساده مي باشد قطب راf (z)
z(z ) (z )

 
 5 2
1 3

2 2
zيك قطب ساده در     در 5و يك قطب مرتبهz    . دارد 2

 در مورد تابع :4مثالzf (z)
cosz





1
  كدام گزينه صحيح است؟ 1

1(z  2 ي دوم تابع است.قطب مرتبه(z   .قطب مرتبه اول تابع است  
3(z  .4 نقطه تكين اساسي تابع است(z   .نقطه تكين برداشتني تابع است  
 :محاسبه حد داريم:با استفاده از فرمول و »  1«گزينه  پاسخ  m

z

zLim(z )
cos z


 


1

1




  

mاگر 1 :داريم  
z z

HOPz z zLim( ) Lim( )
cos z sin z 

 
  



2 1 2 1
1  

  
  نهايت (نامتناهي) شد لذا قطب مرتبه اول نيست.چون حد برابر بي

mبه ازاي    داريم: 2
z z z z

HOPz z ( z) z ( z) zLim(z ) Lim Lim[ ] Lim
z zcos z sin ( )   

   
  

  

2 2
2

2 2
1 1 1 1 211 2 2 22 2 4

   


ÁpnH´À  

  است. 2ي قطبتناهي دارد، لذا مرتبهچون حد مقداري م
  شود.ي قطب ارائه ميتري براي محاسبه مرتبههاي متنوع و سادهالبته در صفحات بعدي روشتوضيح: 

  

گاه حاصلتكين برداشتني براي تابع باشد، آني يك نقطه zهرگاه: 4تهنك 
z z
Lim (z z )f (z)





 شود.برابر صفر مي   

هاي تابعقطب :5نكته 
f (z)

)sinنقطه تكين اساسي براي توابع ،1 )
f (z)

)cosو 1 )
f (z)

1،f (z)e
1

،sinh( )
f (z)

1،cosh( )
f (z)

  .آيندبه حساب مي 1

 در نقطه :5مثالz  z)تابع 1 )f (z) e



2

1
   داراي : 1

  قطب مرتبه اول است.) 4  ست.) يك نقطه تكين برداشتني ا3 ) يك نقطه تكين اساسي است.2  ) يك قطب مرتبه دوم است.1

  : نويسيم:را براي تابع مي لورانبسط »  2«گزينه پاسخ        (z ) ...e
(z ) !(z ) !(z )


     

  

2
1
1

2 4 6
1 1 11
1 2 1 3 1

  

zگردد كهملاحظه مي 1 .يك نقطه تكين اساسي است  
 

 تابع :6مثالf (z) sin cos
z z

 
1 1:    

zدر)1   .در)2 تكيني اساسي داردz   .قطب دارد  
zدر)3   .در همسايگي سفته (محذوف))4 تكيني برداشتني داردz   .كراندار است 

  : ه صورتدانيم در توابعي بمي»  1«گزينه پاسخsin
f (z)

cosو 1
f (z)

هاي تابع، قطب1
f (z)

   ،كنندتكين اساسي براي توابع مذكور ايجاد مي 1
zداده شده پس در تابع    .نقطه تكين اساسي است  

  :داريم يف) دقت كنيد كه طبق تعر4ي (در مورد گزينه
z ze esin

z i






1 1
1

2  

zاگر حالا   مثلاً روي مسير ،ميل كندx   وy   :خواهيم داشت  
x x

z x

e e e eLimsin Lim
z i i

  

 

 
   

1 1
1

2 2 
  

cosبه همين ترتيب
z
fكران است. در واقع هر تابع مختلطبي ،ف صفرنيز در همسايگيِ محذو 1 (z) كران است.بي ،اشي تكين اساسيدر همسايگي نقطه  
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بندي نقاط تكين  دسته  
  

fي تكين تابعنقطه zاي مانندنقطهاگر  ايم.بندي نقاط تكين را ارائه كردهدسته ،بندي بحث نقاط تكين در اين قسمتبراي جمع (z) تـوان مي باشد، آنگاه   
  بندي زير را براي آن در نظر گرفت:دسته

z تنهاست     غيري تكين نقطه  
  

z  نقطه تكينf (z) .است  
  

   z ي تكين تنهاستنقطه  
  
  

 صفر تابع 
  

fاگر تابع (z) در حوزهD تحليلي باشد وz متعلق به اين حوزه باشد، آنگاهz ناميم هرگاهرا صفر تابع ميf (z )   .باشد  
fيك صفر تابع zاگر :مرتبه صفر (z)  طبيعيباشد، آنگاه كوچكترين عددn كه به ازاي آن(n)f (z )   ناميم.مرتبه صفر مي باشد، را    

zfبراي مثال تابع (z) z(e ) 1 درz   چون ،داراي صفر مرتبه دوم استf ( ) f ( )    وf ( )  2 يعني مشتق دوم آن مخالف صفر است ،.  

nzصلهاي تعيين مرتبه صفر اين است كه حايكي از روش z

f (z)Lim
(z z )  

، كه به ازاي آن مقـدار ايـن حـد متنـاهي و     nآوريم و اولين مقداررا به دست مي 

  مخالف صفر شد را به عنوان مرتبه صفر در نظر بگيريم.

n)ماn قطب مرتبه zنقطه :6نكته  )1 تابعf (z) باشد، اگر صفر مرتبه ميnام تابعg(z)
f (z)


باشد. از اين تعريـف در مـواقعي كـه از     1

  كنيم.توانيم مرتبه قطب را تعيين كنيم، استفاده ميهاي قبلي نميتعريف
P(z)fتابع  :7نكته  (z)

Q(z)
 مفروض است. (با فرض اينكهP(z)وQ(z)   در همه جا تحليلي باشـند.) اگـرz   ي صـفر مرتبـهn  تـابعP(z)  و

  باشد آنگاه:   Q(z)تابع mي صفر مرتبه
nبا شرط الف) m ،z ييك صفر مرتبه(n m)ام تابعf (z) و به عبارت ديگرz رفع شدني تابع تكينf مـثلاً سـت.  ا)z      بـراي تـابع

sin z
z

4

  )تكين برداشتني است. 3
mبا شرط ب) n،z ييك قطب مرتبه(m n)ام تابعf (z)  .است  
fهرگاه توابع  :8نكته  (z) وg(z) ي مشتركداراي ريشهz باشند، به طوري كهz يي مرتبهريشهn برايf  يي مرتبـه و ريشـهm  بـرايg 

m).باشد n) گاه با شرطآنA وB :مخالف صفر داريم  
1(   Af (z) Bg(z) يداراي صفري از مرتبهm درz .است  
2( f (z)g(z) يداراي صفري از مرتبهm n درz .است  

zاي مانند توجه داشته باشيد كه نقطه  :9نكته  z ممكن است براي تابعf (z)ي تكين اساسي باشد و هـم قطـب (يـا صـفر مرتبـه     هم نقطهn (
f(البته به شرطي كه (z )    (يدر كـل بايـد نقطـه    در چنـين حـالتي  تعريف شودz z  تكـين اساسـي بـراي تـابع      يرا نقطـهf (z)  .در نظـر بگيـريم             

zzبه عنوان مثال: تابع  e , zf (z)
, z


  
 

1
3 
 

zكه در آن نقطه    است كه در كل بايد تكين اساسـي در   3ي هم تكين اساسي است و هم صفر مرتبه

  .نظر گرفته شود
 نقطه  :7لمثاz    براي تابعf (z)

z coshz


 2
1

2 2
  باشد؟، قطب مرتبه چندم مي

  ) چهارم4  ) سوم3  ) دوم2  ) اول1

  :با تعريف   »4«گزينه پاسخg(z) z cosh z
f (z)

   21 2 براي اين منظور بايـد از تـابع    را حساب كنيم.g(z)كنيم مرتبه صفر تابع ، سعي مي2

g(z) اي مشتق بگيريم تا مقدار مشتق آن در نقطه تا مرتبهz   :مخالف صفر شود  g(z) z cosh z g( )    22 2    
  g (z) z sinh z g ( ) , g (z) cosh z g ( )          2 2 2 2     

  ( ) ( )g (z) sinh z g ( ) , g (z) cosh z g ( )          4 42 2 2     
zپس    قطب مرتبه چهارم تابعf (z) باشد.مي  

  يا تكين انباشته است.
اي و نقاط روي شاخه) ي شاخهنقطهمثل ( است يا تكين انشعابي

fقطب zيا  (z) .است  
  تكين اساسي است. zيا 
  تكين رفع شدني است. zيا 


