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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

  هاي به دست آوردن آنو روش مسازمزدوج ه  

fهرگاه (z) u iv  تابعي تحليلي باشد، آنگاهvرا مزدوج همسازu نامند و همچنين هرگاهميv يك مزدوج همسازu  ،توان نتيجه گرفـت تـابع  ميباشد 
f (z) u iv  .معمـولاً   سؤالاتگونه باشد. در اينتي كه مورد توجه طراحان قرار دارد، به دست آوردن مزدوج همساز ميسؤالا جمله از تابعي تحليلي است

fبراي تابع تحليلي (z) u(x, y) iv(x, y)  هاي حقيقييكي از قسمت(u)و يا موهومي(v) دهند و قسمت ديگر (يا همان مـزدوج همسـازش) را   را مي
  ريمان حل كنيم.  بايد با استفاده از روابط كوشي مسائل رااين كنند. مي سؤال

       

روش اولِ به دست آوردن مزدوج همساز   
  

fكنيم براي تابع تحليليدهيم، فرض ميمي اي توضيحقبل از حل مثال روش حل را به صورت مرحله (z) u iv ضابطه ،u .داده شده است  

uابتدا مقدارمرحله اول: 
x



  كنيم.را حساب مي 

vتحليلي است رابطه fچون تابعمرحله دوم:  u
y x
 


 

vباشد، پس عبارت به دست آمده از مرحله اول را مساويبرقرار مي 
y



دهـيم و از طـرفين   قرار مي 

  گيري تساوي به صورت زير خواهد بود: گيريم. دقت كنيد، پس از انتگرالانتگرال ميyاين تساوي نسبت به
 

)]uعبارت به دست آمده از مرحله اول ( يا همان [dy) +x( تابعي بر حسب
x



v   
  

vگيـريم ( مشتق مـي  xانتگرال سمت راست تساوي فوق، از طرفين رابطه نسبت به به دست آوردن حاصلپس از وم: مرحله س
x



كنـيم)  را محاسـبه مـي   

vچون تابع تحليلي است، بايد u
x y
 

 
 

v، پس
x



uرا مساوي 
y





uدهيم. (بديهي است، محاسبهقرار مي  
y





  كار سختي نيست!) uاز روي ضابطه 

vپس از مساوي قرار دادنمرحله چهارم: 
x



uبا 
y





h(مثلاً x، مشتق آن تابع بر حسب (x)      كه در مرحله دوم به دست آمـده بـود، برابـر يـك عبـارت (

hگيري ازشود و با انتگرالمي (x) نسبت بهxضابطه ،h(x) معلوم و در نتيجه ضابطهvشود. مشخص مي  
 اگر مسئله :2تذكرv را به ما داده بود وu  باشد.روش حل تقريباً مانند مطالب گفته شده مي ، باز همكرده بود سؤالرا  

  

 اگر :3مثالf (z) u(x,y) iv(x,y)  تابعي تحليلي باشد وu(x,y) y x y 3   كدام گزينه است؟  u، آنگاه مزدوج همساز23
1 (v(x, y) x y x c  3 22  2 (v(x, y) x y x c  3 22  3 (v(x, y) x y x c  3 23  4 (v(x, y) x y x c  3 23  
 :3«گزينه  پاسخ «  

uطور كه گفتيم، اولهمان مرحله اول:
x



,uu(x  كنيم:را حساب مي  y) y x y xy
x


    


3 23 6  

vچون مرحله دوم: u
y x
 


 

v  باشد، لذا داريم:مي  xy v ( xy)dy h(x) xy h(x) ( )*y


        
  26 6 3´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¸Ã oŠ pH  

uمشتق بگيريم و آن را مساوي xسبت بهحالا بايد از طرفين تساوي فوق ن مرحله سوم:
y





v  قرار دهيم.  y h (x)
x
   


23  

uرا از اول داشتيم پس به راحتي  uدقت كنيد مرحله چهارم: y x
y


   


2 23 y، لذا خواهيم داشت:3 h (x) y x h (x) x       2 2 2 23 3 3 3  

h(x)  شود:تعيين مي h(x)انتگرال بگيريم، ضابطه xاگر از طرفين تساوي فوق نسبت به x dx c h(x) x c     2 33  
)در تساوي h(x)با قرار دادن عبارت به دست آمده به جاي ,v(x، ضابطه*( y) شود:به راحتي تعيين مي  

v(x,y) xy x c   2 33  
  طبيعي است سرعت حل در روز امتحان بسيار بالا است!گونه مسائل مسلط شويد. اي حل كرديم كه به طور كامل بر حل ايناين تست را مرحلهتوضيح: 
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر  :4مثالf (z) u iv تابعي تحليلي با قسمت حقيقي ،xu(x,y) e (xsin y y cosy)  گاه بـا شـرط  باشد، آنf ( )   مقـدار ،f ( i)   كـدام
    است؟

1(ie 2(ie 3(ie 4( ie  
 :اگر تابع »  2«گزينه  پاسخf(z) ،تحليلي باشدvتوان از شرايط كوشي ريمان بدست آورد:را مي  

  xu e (xsin y ycos y)   
x x

x y xu v u e (xsin y ycos y) e (sin y)        
x x x x

ye ( xsin y ycos y sin y) v e ycos y e sin y e x sin y            
x xv e (ysin y cos y cos y xcos y) g(x) e (ysin y xcos y) g(x)          

x x x
x yv u e (ysin y xcos y) e (cos y) g (x) e (xcos y cos y ysin y)              

g (x) g(x) c     
iu( , ) u( , ) cos

f ( ) c f ( i) f ( i) cos isin e
v( , ) c v( , ) sin

   
                

1 1 1 11 1
   

  
  

  

  
  

  

ي مزدوج همساز روش دومِ محاسبه  
  

fتر روش اول است. اگر در تابع تحليليتر و خلاصهاين روش بيان ساده (z) u iv  هر كدام ازu(x , y) و ياv(x , y)  دو به كمكداده شده باشند، آنگاه 
  ديگري را نيز پيدا كرد: توانفرمول زير مي

]dxعبارتي كه از حذف توابع شاملyدر ضابطه u
y



uvشودحاصل مي dy [
x


  
 اگرu(x,y) داده شده باشد 

)dyعبارتي كه از حذف توابع شاملxي از ضابطهv
x



vuشودحاصل مي  dx (
y


  
 اگرv(x,y)داده شده باشد  

  
هستيد و چيزي  vشما دنبال معلوم است را داده است، پس uيبطهي بالا چندان كار سختي نيست وقتي طراح سؤال مثلاً به شما ضاحفظ كردن دو رابطه

uرا داشته باشيم، yو xنسبت به uدر اختيار نداريد، پس در زير انتگرال بايد مشتقات uجز u( , )
y x
 
 

گيـريم بايـد   مشـتق مـي   xنسـبت بـه   uوقتي از 

uضرب شود. (البته از dxگيريم بايد درمشتق مي yنسبت به uضرب شود و وقتي از dyدر
y



را حذف كنيد) و به همـين ترتيـب    yجملات شاملبايد  

 توانيد براي خودتان قانون بسازيد!ميuياند براي ضابطهرا دادهvبراي وقتي كه
 اگر تابع :5مثالv(x,y) يك مزدوج همساز تابعu(x,y) (x y ) x y   2 2 2 2 21 )vآنگاه با شرط  ،باشد 4 , )    مقدار v( , )1   ؟كدام است 1

1(4 2(1 3(2- 4 (  

  :دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي »1«گزينه پاسخ  

yv  روش اول: u x(x y ) xy v [ x(x y ) xy ]dy h(x)
y x
 

          
  2 2 2 2 2 24 1 8 4 1 8´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¾M SLvº ¸Ã oŠ pH  

v ux y xy xy h(x) x y y y h (x)
x y
           
 

3 3 2 34 4 4 12 4 4  

v( , )

x y y y h (x) x y y y

h (x) h(x) k v(x, y) x y xy xy k k v( , )   

      

            

2 3 2 3

3 3
12 4 4 12 4 4

4 4 4 1 1 4
  

  يم، رابطه به شكل زير است:هست vاند و دنبالرا داده uچونروش دوم: 

)dx [ ( x)(x y ) xy ]dy ( )dy     2 2 22 2 1 8 عبارتي كه از حذفy ياز ضابطهu
y



uvشودحاصل مي  dy (
x


 
   

uرا از yدقت كنيد اگر جملات شامل
y



  ماند!حذف كنيم، هيچ چيزي باقي نمي 

v( , )xy xyv x y xy c v x y xy xy c c c v( , )                  
3 3

3 3 34 84 4 4 4 4 1 1 43 3
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 اگر قسمت حقيقي يك تابع تحليلي در صفحه مختلط :6مثالz به صورتu(x,y) y Ay Bx y  3   گاه:مقادير ثابت باشند آن B,Aو 2
1(Aدلخواه وB  3  2(A B  3 3(Bدلخواه وA  3  4 (B,A  هر دو دلخواه  
  :كنيم: ميسؤال را به دو روش حل »  1«گزينه پاسخ  

fهرگاهروش اول:  (z) u vi  تابعي تحليلي باشد آنگاهv,u .توابع همساز يكديگرند  u u By y B
x y

  
       

 

2 2

2 2 2 6 3  

u vu y Ay x y xy v xydy xy h(x)
x y
 

             
  3 2 23 6 6 3  

v uy h (x) ( y A x )
x y
         
 

2 2 23 3 3  

y h (x) y A x h (x) A x h(x) Ax x c v xy Ax x c                      2 2 2 2 3 2 33 3 3 3 3  

vباشد.وابسته نمي Aبه همواره برقرار است و v x x
x y
 

      
 

2 2

2 2 6 6   

v(x،تمرين به عنوان روش دوم: , y) آوريم:را با استفاده از روش دوم نيز به دست مي  

  y Bxv ( Bxy)dy (A Bx )dx Bx[ ] Ax c         
2 3

22 2 2 3  
 

 در صورتي كه تابع :7مثالf (z) u iv  تحليلي باشد وv sin x.sinh y  داريم آنگاه:  
1(u cos x.cosh y c    2(u cos x.cos y c  3(u cos x.cosh y c  4مقدار تابع (u .مشخص نيست  
  :چون  »3«گزينه پاسخv :داده شده است، لذا داريم  

)dy ( sin x)cosh ydx ( )dy cos x cos hy c      تابعي كه از حذفx ياز ضابطهv
x



vuشودحاصل مي  ( )dx (
y


 
   

  

  در مختصات قطبي داده شده باشد، آنگاه روابط زير را داريم: vو uاگر :2نكته 

drعبارتي كه از حذف عبارات شامل)  از تابعu
r



uvشود)حاصل مي 1 r d
r


  

 اگرu را داده باشند 

dعبارتي كه از حذف عبارات شامل)r  از تابعvr
r




vuشود)حاصل مي  ( ) dr
r


  
 

 داده باشند را vاگر1
  

 اگر تابع :8مثالf (z) u(r, ) iv(r, )    تابعي تحليلي باشد وv r cos rsin   2 ,u(r، آنگاه2 ) كدام است؟  
1(u(r, ) r sin r cos c     2 2 2(u(r, ) r cos r sin c   2 2  
3(u(r, ) r sin r cos c   2 2 4(u(r, ) r sin r cos c    2 2  
  :كنيم:اين سؤال را نيز به دو روش حل مي  »4«گزينه پاسخ  

vابتداروش اول: 


v  كنيم:را حساب مي  r sin r cos
   


22 2   

uچون تابع تحليلي است بايد v
r r

 


 
u  برقرار باشد. 1 u( r sin r cos ) r sin cos

r r r
 

        
 

21 2 2 2 2  

u  گيريم:انتگرال مي rحال از طرفين تساوي فوق نسبت به r sin rcos f ( )      2 2u ( r sin cos )dr f ( )       2 2  

)vrگيريم و آن را مساويمشتق مي مجدداً از طرفين اين رابطه نسبت به )
r





u  دهيم:ميقرار   r cos r sin f ( )     


22 2  

v vr cos sin r r cos r sin
r r

v ur r cos r sin r cos r sin f ( )
r

f ( ) f ( ) c u(r, ) r sin r cos c

 
        

 
            
 
           

2

2 2

2

2 2 2 2

2 2 2 2

2

  

vrاز تابع  r(عبارتي كه از حذف عبارات شاملd  داده شده است، لذا داريم: vي چون ضابطهروش دوم: 
r




vuشود)حاصل مي  ( )dr
r


 
 

1  

u ( r sin r cos )dr ( )d ( r sin cos ) dr r sin r cos c
r

                2 21 2 2 2 2 2  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

  

f(z) روش به دست آوردن ضابطه تابع تحليلي 
  

fتابعهر گاه  (z) u(x, y) iv(x, y)  براي يافتن ،تحليلي باشدf بر حسبzگيريافي است پس از مشتق، كxرا بهz تبديل كرده وy  را مساوي صفر
fقرار دهيم. به همين شكل اگر تابع (z) u(r, ) iv(r, )    هايتحليلي باشد با تبديلr z و حسبتابع منحصراً بر z آيد. ايـن  به دست مي

fدهند و ضابطه تابعرا مي vيا uكه مثلاً به ويژه براي مسائلي بهتر استروش  (z) زير مطلب را بهتر متوجه خواهيد شد. هايلخواهند. با مثارا مي  

 اگر تابع :9مثالf (z) u(x,y) iv(x,y)  تحليلي باشد وx yu(x,y) e cos xy
2 2 f، ضابطه2 (z) كدام است؟  

1 (ze c
2

2   2 (ze c
2  3 (ze ic 

2  4 (ze sin(z)
2  

 :ابتدا»  2«گزينه  پاسخu
x



uو 
y



  كنيم:را حساب مي 

x y x y x y x yu uxe cos xy ( ysin xy)e , ye cos xy ( x sin xy)e
x y

    
      

 

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2  

zu  دهيم:ها، صفر قرار ميyو به جاي تمام zها،xحالا به جاي تمام u(z, ) ze , (z, )
x y

   
 

 

2
2  

fچون تابع (z) تابعي تحليلي است، پسu uf (z) i
x y
   
 

z  ، لذا داريم: zf (z) ze i f (z) ze     
2 2

2 2  

fانتگرال بگيريم، به راحتي zاگر از طرفين اين رابطه نسبت به (z)آيد:به دست مي  z zf (z) ze dz e c  
2 2

2  
fهاي قبلي ضابطهخواستيم از روششايد لازم باشد، نظر شما عزيزان را به اين موضوع جلب كنم كه اگر ميتوضيح:  (z) را تعيين كنيم، بايدv   را حسـاب

uكرديم و اين يعني پس از محاسبهمي
x



  دوست داريد، امتحان كنيد!! .گرفتيمانتگرال مي y، از آن نسبت به
 

 اگر تابع :10مثالf (z) u(r, ) iv(r, )   لي باشد و، يك تابع تحليu(r, ) r cos  4 f، ضابطه4 (z) برابر كدام گزينه است؟  
1 (z k2  2 (z k 2  3  (z k 4  4 (z k4  
 :3«گزينه  پاسخ  «  

  u uu r cos r cos , r sin
r

   
        

 
4 5 44 4 4 4 4  

u  دهيم:، صفر قرار ميو به جاي r،zحالا به جاي u(z, ) z cos( ) z , z sin( )
r

      
      

 
5 5 44 4 4  

i i( )u uf (z) [ i( )]e [ z i ]e z
r r

              
 

5 51 4 4  

fاگر از طرفين رابطه فوق انتگرال بگيريم به راحتي (z) آيد:به دست مي  zf (z) ( z )dz ( ) k z k
 

       
 

5 1
5 44 4 5 1  

fهاكنيد در بيشتر اوقات وقتي در گزينهطور كه ملاحظه ميهمان (z) بر حسبz تر است.داده شده استفاده از روش دوم مناسب  
 

 ابعاگر ت :11مثالf (z) همساز باشد وRe[f (z)] x y y   2 23 4 fبا شرط 3 ( i) 1 ،f ( )   مقدارf (i) كدام است؟  
1 (i6  2 (i6  3 (i6 5  4 (i6 2  

  :براي تابع  »3«گزينه پاسخf (z) u iv دانيم، ميu uf (z) i
x y
   
 

f، يعني قسمت حقيقي (z) كه در صورت سؤال داده شده برابرu
x



  :است 

       uRe[f (z)] x y y
x
    


2 23 4 3  

uدهيم:، عدد صفر را قرار ميyو به جاي x،zحالا به جاي (z, ) z
x





23  

u ( x y y )dx x xy xy f (y)       2 2 3 23 4 3 4 3  
    داريم: yنسبت به uگيري از تابعاز طرفي با مشتق

u x xy f (y)
y
    


4 6  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

u،عدد صفر را قرار دهيم yو به جاي x،zدوباره اگر به جاي
y



uبرابر است با:  z f ( ) z
y
     


4 4  

fبنابراين (z) :برابر است با  zu uf (z) i z i[( z)] z i z f (z) z iz C
x y
            
 

2 2 3 23 4 3 4 2¾M SLvº ÁoÃ¬−Ho«TºH IM  

f)با استفاده از شرط داده شده براي مسئله ( i) ) 1 مقدارC كنيم:را حساب مي  f ( i) ( i) i( i) C       3 21 1 2 1  

i i i i( i i) C i i i C C i


                   3 2 2 21 3 3 2 1 2 1 3 3 4 6 2  

f (z) z iz i    3 22 6 2  
fحالا به راحتي (i) آيد:به دست مي  f (i) i i(i) i i i i i          3 22 6 2 2 6 2 6 5  

 

 اگر قسمت حقيقي تابع تحليلي :12مثالf (z) به صورتxu(x,y) e (xcosy ysin y)  يف شده باشد، مقدارتعرf (i)  كدام است؟  
1( iie   2 (ie ( i) 1  3 (ie (i ) 1  4 (iie  

  :با توجه به مقدار  »2«گزينه پاسخu،u
x



uو 
y



    كنيم:را حساب مي 

x zx x x z z z z
y

u ue (x cos y) e cos y e ysin y (z, ) ze cos( ) e cos( ) ze e
x x

         


 
           

 
  

uياز طرفي با محاسبه
y



x  داريم: yو قرار دادن  صفر به جاي  x xu xe sin y e sin y e ycos y
y

  
    


          

fبا توجه به فرمول (z) مشتقات جزئي بر حسبu، :داريم  z zu uf (z) i ze e
x y

       
 

  

fبنابراين مقدار (i) :برابر است با  i i if (i) ie e e ( i)       1  

  
 اگر تابع  :13مثالf (z) u iv  ،تحليلي باشد و قسمت حقيقي آنy y

sin xu
e e cos x

 2 2
2 2

2 2
fي، آنگاه ضابطهباشد  (z) ؟برابر كدام گزينه است  

1 (f (z) cot gz C     2 (f (z) cot gz i( tgz) C   2  
3 (f (z) tgz i cot gz C      4 (f (z) tgz i cot gz C  2    

  :ابتدا مقدار  »1«گزينه پاسخu
x



  كنيم:را حساب مي 
y y

y y y y
sin x u [ cos x(e e cos x)] [( sin x)( sin x)]u

xe e cos x (e e cos x)



 
   

  
   

2 2

2 2 2 2 2
2 2 4 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2
  

uبا توجه به عبارت به دست آمده براي
x



فتـيم  ، واضح است كه استفاده از روش اصلي، اوضاع را خيلـي وخـيم! خواهـد كـرد و بايـد از روش ديگـري كـه گ       

  عدد صفر را قرار دهيم: yو به جاي x،zاستفاده شود؛ پس لازم است به جاي

         u [ cos z(e e cos z)] [( sin z)( sin z)] cos z cos z sin z(z, )
x (e e cos z) ( cos z)

 

      
 

   

2 2

2 2
4 2 2 2 4 2 2 2 8 2 8 2 8 2

2 2 2 2 2
  

cos z (cos z sin z) cos z (cos z )
cos z( cos z) ( cos z) ( cos z)

   
    

  

2 2

2 2 2
8 2 8 2 2 8 2 8 8 2 1 2

1 22 2 2 4 1 2 4 1 2
  

uاز طرفي با محاسبه
y



  داريم: 
y y

y y
u ( e e ) sin x
y (e e cos x)




  


  

2 2

2 2 2
2 2 2 2

2 2
  

yبا قرار دادن  مقدارu
y



uدانيمشود، اما ميبرابر صفر مي  uf (z) i
x y
   
 

uو چون 
y





ufپس  (z)

x
 


ت آمـده  و بـا توجـه بـه مقـدار بـه دس ـ      

uبراي
x



sin  داريم:  z cos zf (z) f (z)
cos z sin z sin z

        


22 1 2
2 2

2 2 1
1 2 2

  

fيي فوق به راحتي ضابطهگيري از طرفين رابطهبا انتگرال (z) آيد:به دست مي    
dzf (z) ( ) cot gz C

sin z
    2  
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 اگر تابع  :14مثالf (z) u iv  تحليلي باشد وsinh x sin yu v
cosh x cos y


 


2 2
2 fي تابع، ضابطه2 (z) كدام گزينه است؟  

1(tgh z C2  2(( i)tghz1 3(tghz C  4 (( i)tgh z C 1 2  
  :حل ابتكاري دارد. دقت كنيد با توجه به ايـن كـه سـؤال بـه مـا     باشد و راهاين تست بسيار جالب و البته كمي هم سخت مي  »3« گزينهپاسخu v   

u«را داده، لازم است  v «:را به عنوان قسمت حقيقي يا موهومي يك تابع جديد تعريف كنيم  
f (z) u iv

if (z) f (z) u v i(u v) ( i)f (z) u v i(u v)
if (z) iu v

 
             

1¾ˆMHn »j ”μ]         
F(z)با فرض ( i)f (z) 1 وu v U  وu v V تابع تحليلي ،F(z) U iV  را داريم كه قسمت موهومي آن (يعنيV u v  .داده شده است (

V  دهيم.ي حل شده به اين تست نيز پاسخ ميهاحالا مانند بقيه مثال cosh x(cosh x cos y) sinh x(sinh x sin y)]
x (cosh x cos y)

   


  2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
  

    داريم: yو عدد صفر به جاي xبه جاي zبا قرار دادن
V cosh z(cosh z ) sinh z (cosh z sinh z cosh z)(z, )
x cosh z(cosh z ) (cosh z )

    
  

  

2 2 2

2 2
2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2

1 22 1 2 1
  

Vاز طرفي با محاسبه
y




    داريم: 

V [ cos y(cosh x cos y)] [ sin y(sinh x sin y)]
y (cosh x cos y)

    


  2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
  

    داريم: yو صفر به جاي xبه جاي zمجدداً با قرار دادن
V
y cosh z




 
2
2 1  

Vبا توجه به اين كه VF (z) i
y x

   
 

)  م:، لذا داري i)F (z) i( )
cosh z cosh z cosh z

   
  

2 2 2 1
2 1 2 1 2 1  

dz  گيري از طرفين تساوي فوق داريم:با انتگرال dzF(z) ( i) ( i) ( i)tghz C
cosh z cos h z

      
  122 1 2 1 11 2 2

  

F(z)اما در ابتدا ( i)f (z) 1 يو لذا ضابطهباشد ميf (z) :برابر است با  tghz C
F(z)f (z)

i
 

1  
  

f(z) تابع تحليلييروش ديگر به دست آوردن ضابطه 
  

fيبه دست آوردن ضابطههاي يكي ديگر از روش (z) هاي زير است:استفاده از فرمول  
z z z z

f (z) iv( , ) c
i

 
 2 2 2

 
                                   وz z z z

f (z) u( , ) c
i

 
 2 2 2

 
  

zها،xبه جاي تمام) v(يا uيعني بايد در ضابطه z
zها،yو به جاي تمام2 z

i


cقرار دهيم. همچنين در رابطه فـوق  2 f (z )  وz    مـزدوج عـدد
fاست. مثلاً اگر در صورت سؤال شرط zمختلط  (i)  zرا داشته باشيم 2 i وc  2 است. اما اگر شرط اوليه نداريمz   است. انتخاب بهتري  
 در تابع تحليلي :15مثالf (z) u iv اگر قسمت حقيقي برابر ،u(x,y) x x y y  4 2 2 fيباشد، ضابطه 46 (z)  كدام است؟  

1(f (z) / z C 41 6  2(f (z) z C 4 3(f (z) / z C 45  4 (f (z) z C 44  
  :پس ،شرط اوليه نداريم  »2«گزينه پاسخz   كنيم و داريم:را انتخاب ميz izf (z) u( , ) C

 2 2 zبا قرار دادنيعني ، 2
izو xبه جاي 2

 بـه   2

z  داريم: uدر ضابطه yجاي C4z z iz iz z z zf (z) [( ) ( ) ( ) ( ) C] [ ] C 
        

4 4 4
4 2 2 4 62 6 22 2 2 2 16 16 16          

  

 اگر :16مثالf (z) u iv  تابعي تحليلي باشد، وxu(x,y) e cosy fگاه ضابطه، آن2 (z) با فرضf ( )  2 كدام است؟    
1 (zf (z) e 2  2 (zf (z) e

2
2  3 (zf (z) e 22  4 (

z

f (z) e 22  

  :اگر  »1«گزينه پاسخz  وc  2 در نظر گرفته شود، آنگاهz  :و داريم  
z

z z zf (z) u( , ) e cos( )
i i

    22 2 2 2 22 2 2  

coshدانيماز طرفي مي iz cos z، :لذا داريم  z iz zcos( ) cos( ) cosh( )
i


 2 2 2  

و چون
z ze ecosh z


   شت:، لذا خواهيم دا2

z z
z

z ze ef (z) e [ ] e e




     

2 224 2 2 2 2 22  
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  دومفصل 

  »نگاشت « 
  نگاشتتعريف         

yبـه صـورت   توابع حقيقي، تابع دانيم برايي دبيرستان ميرياضي عمومي و حتي از دورهدرس از  f (x)   شـد و نمـايش هندسـي آن در    نوشـته مـي
چون براي رسم نمودار  ،ممكن نيست در يك صفحه) نمودار تابع رسميعني (انجام چنين كاري  مختلطگرفت. اما در مورد توابع انجام مي xoyيصفحه

wمخـتلط  ي تـابع كه متغير ورودي يا دامنـه ( zبراي اينكه خود امكان ندارد.بعدي نياز داريم كه بديهي است  چهاربه يك فضا آن هم از نوع  f (z) 
wو تابعوابسته است  yوxبه دو متغير حقيقي )است u iv  كه خروجي تابع يا همان برد تابعf (z) به دو متغير كه خود بـه  ،استxوy   وابسـته

و ديگري  zيكي براي مقادير ،مختلف (و البته مختلط) يبا رسم دو صفحه ،خود را در مورد تابع براي حل اين مشكل ما اطلاعات .هستند، بستگي دارد
  كنيم:خص مين نقاط اين دو صفحه مشو مشخص كردن تناظر بيwبراي مقادير

 

fدامنه 

D

w f (z)

y

x

fبرد

v

u

D

  
wبه تابع كند.تبديل مي wيدر صفحه Dبه نقاط ناحيه ،zرا در صفحه Dنقاط ناحيه fتابع ،بينيدمي فوق همانطوركه در شكل f (z)  يك نگاشـت

xياز صـفحه  Dيگوييم هرگاه توسط آن، نقاط ناحيـه مي y    يبـه نقـاط ناحيـهD  ياز صـفحهu v    مثـال نگاشـت   تبـديل شـوند. بـرايw z 2،  
zينقطه i 1 ياز صفحهx yيرا به نقطهi2 يدر صفحهu v كند:تبديل مي  

z i
x , y

w (x iy) x y ixy w i i 
 

           12 2 2 2 2
1 12 1 1 2 1 1 2  

  كنيم.براي نگاشت استفاده مي نيز» تابع« و يا» تبديل«ي گاهي از كلمه

  نگاشت همديس (حافظ زاويه)       

wهـرگـــاه تحـــت نگـــاشت f (z) رأس اهـــر زاويـــه بـــz از صفحـــهx y ابـــ ايبــه زاويـــه ،گونــه تغييــري از نظــر انــدازه و جهــتبــدون هــيچ 
wرأس f (z )  در صفحهu v در نقطه منتقل شود، آنگاه نگاشت راz z تابع تحليلـي براي اينكه  ناميم.همديس ميw f (z)    ،همـديس باشـد

fبايد شرط (z)   د.برقرار باش  
 اگر تصاوير خطوط  :1مثالx a وy b را تحت نگاشتw (x y ) ikxy  2 لازم kها عمود بر هم باشـد، بدست بياوريم و بخواهيم تصاوير آن 2

  )MIT(با كمي تغيير از سؤالات پايان ترم دانشگاه   غيرصفر هستند.) اعدادي bو aاست چه مقداري باشد؟ (
1(1 2(2 3(3 4 (4  
 :اگر نگاشت اولاً توجه كنيد كه»  2«گزينه  پاسخwتحليلي باشد، هر جا كهw   كنـد. (يعنـي   ها را حفظ مـي ي بين خطوط و منحنيزاويه ،باشد

xخطوط همديس است.) a وy b اگر دانيمو مي دو خط عمود بر هم هستندw و در تحليليz a ib به  ها راباشد، آن ، داراي مشتق مخالف صفر
u  دو منحني يا خط عمود بر هم تصوير خواهد كرد. شرط لازم براي تحليلي بودن آن است كه شرايط كوشي ريمان برقرار باشند: x y , v kxy  2 2  

x y

y x

u v x kx
k

u v y ky

         

2 22  

kبنابراين  kجواب صحيح است. دقت كنيد كه به ازاي 2  wداريم: 2 (x y ) ixy z   2 2 zكه نگاشتي تحليلي است و در هر 22   داريمw  .  
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  هاي نگاشتراهنمايي براي پاسخگويي به تست
wطور كه گفتيم نگاشتهمان f (z)در واقع هر نقطه در صفحه ،x y مانندz x iy    اي ماننـد را بـه نقطـهw u iv   در صـفحهu v   تبـديل
zكند و براي همين با جايگزينيمي x iy  درf (z) و همچنين قرار دادنu iv به جايw توانيمدر نهايت ميu وv را بر حسبx وy ياx وy  را

xمحاسبه كرده و با توجه به نواحي، نقاط مرزي و همچنين حدود تغييرات داده شده در صفحه vو uبرحسب yتعيين كنيم كه ،u وv   چـه تغييراتـي 
uهايي در صفحهدهنده چه ناحيهكنند و نشانمي v باشند. مي  

ــه ــت  :1توج ــر تس ــه   اكث ــرفتن نقط ــر گ ــا در نظ ــت ب ــاي نگاش ــاي  ه ــه ج ــواه ب ــه    zاي دلخ ــردن نقط ــدا ك ــوردنظر و پي ــه م ــاظر آن در ناحي   ي متن
  قابل پاسخگويي هستند.به روش رد گزينه و سريع ) w(يعني همان

  كند.ها به ما كمك ميبررسي نقاط و يا خطوط روي مرز ناحيه داده شده در حل تست :2هتوج
صـورت   و يـا بـه   هاي غلـط را حـذف كـرد   گزينه تواند كه با استفاده از نكات فوق ننها طوري طراحي شوكه ممكن است، گزينه به ذكر استدر نهايت لازم 

  كند.ها به ما كمك ميتر تستبراي همين آشنايي با خواص هر نگاشت در حل سريع .يابي تست را جواب دادنقطه

wنگاشت هماني        f(z) z   

  همديس است.در تمام نقاط ، واضح است كه اين نگاشت د.كنر شكل را بدون تغيير منتقل ميه نگاشتاين 

wشت انتقال نگا         z b   

bاين نگـاشت كـه در آن b ib 1 در واقـع تحـت ايـن     .كندمنتقل مي bو به اندازه bهـر نقطـه يا شكـل را در جهـت بردار ،يك عـدد مختـلط است 2
,x)نقطه ،نگاشت y) از صفحهx y به نقطه(x b , y b ) 1 uدر صفحه 2 v همديس است. در تمام نقاط شود. واضح است اين نگاشت نيزمنتقل مي  

wنگاشت          az  

iaاين نگاشت كه در آن re  انبساط يا انقباضي به اندازه ،عددي مختلط و مخالف صفر استr و دوراني به اندازه در هر نقطهz   ،كه قرار است منتقـل شـود
wبه zكند. در واقع براي رسيدن ازايجاد مي az اگرiz r e   كنـيم ) منبسـط و يا منقبــض مـي  aاندازه(همان  rبه اندازه را r1ابتدا طول ،تعريف شود 11

|گرا( r |1 شكل منبسط و اگر| r |1 شودشكل منقبض مي (و سپسz را به انـدازه زاويه)aدهيـم. يعني هـر نقطـه در مختصـات قطبـي بـه      ) دوران مي
r)صورت , )1 r.r)اي به مختصاتبه نقطه 1 , ) 1   .اين نگاشت نيز همديس است كه تبديل خواهد شد. واضح است 1

wنگاشـت  مقابلدر شكل براي مثال  iz     كـه در واقـع آن را بـه شـكل 
i

w e z


 يك دوران به اندازه ، فقطنويسيممي 2
 )در جهت مثلثـاتي ( 2

xيداده شده در صفحه در شكل y ندازه شكل هـيچ  ايجاد كرده و در ا
  تأثيري نداشته است.

  

  

    »zصفحه«                          »                                       wصفحه«                                            
  

 صفحهنيم :2مثالy   تحت نگاشتw ( i)z 1  بر روي كدام ناحيه نگاشته خواهد شد؟  
1 (u v 1      2 (u v            3 (u v  1      4 (u v  
  : با فرض  »2«گزينه پاسخz x iy  وw u iv  :داريم  

  yu x y v u
u iv ( i)(x iy) x y i(x y) y v u u v

v x y
  

                 
1 2

 SwH ·¼a  

wنگاشت خطي         az b   

wتركيبي از دو نگاشت جا همديس استكه همه اين نگاشت az1 وw w b 2   تواند به ترتيب متوالي صورت گيرد.باشد كه ميمي 1
wاست، تحـت نگاشـت   1هاxمحور و زاويه آن با r1كه طول شعاع حامل آن از مبدأ برابر z1اي مانندتغييرات نقطه، مطابق شكل az b     بـه ايـن

wصورت است كه ابتدا توسط نگاشت | a | z1 دراز مبدأ ي نقطه فاصلهr | a | و سپس تحت نگاشـت  شودضرب ميiArgaw e w2 زاويـه آن بـا    ، بـه 1
Argaبه اندازه هاxمحور ، از اضافه شده و نقطهw1 بهw2 شود و در نهايت توسط نگاشت منتقل ميw w b 2 ازهنقطه به اندb شودمنتقل مي.   

o

y

x
o

v

u
i

2w iz e z
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|كنيمفرض ميها در اين شكل( .بيشتر مطلب دقت كنيد دركبراي  نشان داده شدههاي به شكل a |1 وArga (مثبت است:  
  
  
  
 

  
  خلاصه اين نگاشت سه عملكرد زير را دارد: طوربه 

|ط يا انقباضي به اندازه) انبسا1 a   b) انتقالي به اندازهArga      3) دوراني به اندازه2      |

 نگاشت :3مثالw iz i  صفحهنيمx   نگارد؟را بر روي كدام ناحيه مي  
1 (u 1  2 (v 1  3 (v 

1
2  4 (u 

1
vو 2 1  

  : 2«گزينه پاسخ «  w iz i i(x iy) i y i(x ) u iv          1  
xv x x v v v          1 1 1 1  

 

  ناحيه داده شده در شكل زير توسط نگاشت :4مثالw ( i)z ( i)   1 1   به چه شكلي تبديل خواهد شد؟ 2
  
  
  
 : ابتدا با جايگزيني پاسخz x iy  وw u iv كنيم، سعي ميu وv را بر حسبy وx :تعيين كنيم  

u iv ( i)(x iy) i u iv x y i(x y )             1 1 2 1 2  
uپس x y  1 وv x y  2 :و با توجه به مرزها داريم  

yبه جاي خط 1  خطبايدv u 1 .رسم شود  v u  1u x x
y

v x x

   
       

1 11 1 2 1     

yبه جاي خط بايد خطv u  v  .شودرسم  3 u  3u x x
y

v x x





    

       

1 1
2 2  

xبه جاي خط  بايد خطv u  1 .رسم شود  v u   1u y y
x

v y y





    

       

1 1
2 2  

xبه جاي خط  vبايد خط 2 u   v  رسم شود. 3 u   3u y y
x

v y y

    
      

2 1 32 2 2  

uدر صفحه حالا بايد چهار خط را v :رسم كنيم  

 نگاشـت در واقع در اين تبديل ابتـدا انـدازه شـكل توسـط     
i

w ( i)z e z


   41 1 و  شـود مـي  برابـر 2 ،2

شكل به اندازه همچنين
wكند و سپس توسـط نگاشـت  دوران مي 4 w i  1 1 i1شـكل بـه انـدازه    ،2 2 

  يابد.انتقال مي
wتوان با توجه به سه عملكرد گفته شده براي نگاشتسؤال را ميالبته  az b  :نيز حل كرد  

| a |
a i , b i

Arga

 
      



2
1 1 2

4

ŠIvLº H
−I£Tº H

·Hn»j
  

        
  
  
  
  

  انـد  اي مطـرح شـده بـود، بـا توجـه بـه اينكـه نقـاط و خطـوط مـرزي بـه چـه نقـاطي تبـديل شـده               ت چهار گزينهالب يك تسالبته اگر اين مسئله در قتوضيح: 
  !دنطرح شده باش نزديك به هم طور دقيقيها به توانستيم بدون انجام محاسبات گزينه صحيح را انتخاب كنيم. مگر اينكه گزينهيابي) به راحتي مي(روش نقطه

 

x

y

1z 1w |a|z

1 Argz 
1u

1v

1w

Argz

iArga
2 1w e w

2u

2v

1w

Argz

2w

Arga

u

v

Argz Arga

2w

w
2w w b 

u

v

1 2 3
1

2

1

2 2

2
1انتقال به اندازه 2i دوران به اندازه

4
 2انبساط u

v

3
1

21

2

x 2

y 1

x 

y 

1

x

y
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

  

nwنگاشت           z  

هر  فاصله از مبدأ براي ،طبيعي و بزرگتر از يك است يعدد nاين نگاشت كه در آن
كند. توسط اين برابر مي nرساند و آرگومان آن را نيزمي nرا به توان zنقطه مانند

Arg(z)نگاشت نقاط
n n

 
   به نقاطArg(w)     گردنـد تبديل مـي. 

اين نگاشت در مبدأ همـديس  گردد. در واقع توسط اين نگاشت زاويه اشكال بازتر مي
wقابل ذكر است كه نگاشت نيست. z كـه   باشـد حالت خاصي از اين نگاشت مي 2

  :كنيمابتدا آن را بررسي مي

wنگاشت           z 2  

izياين نگاشت هر نقطه re  يرا به نقطهiw r e  2 wدر واقع نگاشت .كندمي تبديل 2 z    .رسـاند مـي  2زاويه را دو برابر كرده و اندازه را به تـوان   ،2
  اين نگاشت فقط در مبدأ مختصات كه مشتق آن برابر صفر است، همديس نيست.

 تصوير ميدان :5مثال{z C;Rez , Im z , (Rez)(Im z) }    1  تحت نگاشتw z   كدام است؟ 2
1({w C ; Imw } 1   2({w C ; Im w }  2    
3({w C ; Re w } 1   4({w C ; (Re w)(Im w) } 1  
 : اگر فرض كنيم  »2«گزينه  پاسخz x iy  وw u iv ، تحت نگاشتw z   داريم: 2

w z u iv (x iy) u iv x y i xy         2 2 2 2 2  
uپس x y 2 vو2 xy xy}ال به صورتداده شده در سؤ ياز طرفي ناحيه. 2 , x , y }   1 زيـر مرزهاي آن به صـورت   يكه ناحيه باشدمي 

xy  است: xy v    1 2 2 2  
 

 يتصوير دايره :6مثالx y a 2 2 wتحت نگاشت 2 z   را بيابيد. 2
 : يمعادله دايره پاسخx y a 2 2 izدر مختصات قطبي به صورت  2 ae  باشد و چون نگاشتميw z ، زاويه را دو برابر و همچنين انـدازه را  2

iwرساند، لذامي 2ه توان ب a e  2 uاي به صورتيعني معادله دايره ؛خواهد بود 2 v a 2 2 اي به مركـز مبـدأ و   به عبارت ديگر تحت اين نگاشت دايره .4
x)در صفحهaشعاع y) مبدأ و شعاعاي به مركز به دايرهa2 در صفحه(u v) شود.تبديل مي  

  
  
  
  
  
  

 
wنگاشت :1نكته  z xخطوط 2 c هايبه سهمي راv c (u c )  2 2 yو خطوط 24 d  هايبه سهميراv d (u d ) 2 2   .ندكتبديل مي 24
 تابع :7مثالw z yناحيه مثلثي بين خطوط 2 x  وy    كند؟را به كدام ناحيه تبديل مي 1

  
  
  
  
  

)1(  )2( )3(  )4(  
  : 4«گزينه پاسخ«    

wبا توجه به نگاشت z     داريم: 2
u x y

w (x iy) x y ixy
v xy

        


2 22 2 2 2
2

  
  

u 

v  

x  

y  


4 
4




w z
4

2w z

a

a

a

a x

y

o

2a u

v

2a

2a

2a

o

y xy x 

y 1

y

x

v

i

2 2 u

2i

1

v

u

2i

2i

1

v

u

i
2 2

v

u

2i
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  سيرياضي مهند

yتصوير خط 1 تحت نگاشتw    با توجه به روابط به دسـت آمـده بـرايu وv   بـه صـورتu x 2 vو 1 x تـوان بـه صـورت    اسـت كـه آن را مـي    2
v (u ) 2 4 )نوشت كه يك سهمي افقي با رأس 1 , )1 ) مام است ولي براي تمرين بيشتر جا پاسخ به تست ت) صحيح است. همين4است. بنابراين گزينه

yخط تصوير .دهيمرا نيز انجام مي تردقيقهاي بررسي x، به صورتu   وv x yو براي خط 22 x ،u   وv x  و در نتيجه تصوير خط  22
y x  خطبه صورت پارهu   وv  2 xاست. (دقت كنيد 2 v x  2 22 xو چون 2  1 v، لذا1  2   به دست آمد.) 2
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گيري از توابع مختلطانتگرال: سوم فصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

  توابعي كه تحليلي هستند يا فقط در چند نقطه غير تحليلي هستند :2درسنامه 
  
  

غير تحليلي اسـت.  قرار دارند،  Cدرون مرز كه رويم كه يا تابع زير انتگرال تحليلي است و يا در تعداد محدودي نقطههايي ميدر اين درسنامه سراغ انتگرال
  .كنيمرا تعريف مي ـ گورسا وشيقضاياي كابتدا  ،ثبحبراي ورود به 

  قضيه كوشي ـ گورسا        

fاگر (z) در تمام نقاط داخل و روي منحني ساده و بستهC :تحليلي باشد، آنگاه داريم  

C
f (z)dz   

   باشد.هاي ساعت) مي(خلاف عقربه بتهت مثگيري در جشود، انتگرالتوجه 
 حاصل انتگرال :1مثال

C

z dz
z z



 3 2
1

2 در صورتي كهC اي با معادلهدايره| z i |  1 2   باشد، كدام است؟ 2

1 (i 
3
i) 3  ) صفر2  2 

3
2  4 (i  

 : تابع»  2«گزينه  پاسخf (z) در نقاطz   وz  zكه بدانيم نقاطبراي اين .نيستند Cتحليلي نيست كه اين نقاط نيز درون دايره 2   وz  2 
|، كافيست در معادلهيا نه ون ناحيه موردنظر قرار دارندردهاي مخرج) (ريشه z i |  1 2 z، مقـادير zبه جاي 2   وz  حاصـل  اگـر   .را قـرار دهـيم   2

  .دناحيه قرار داريا روي قطه موردنظر درون شد، ن 2ن ناحيه قرار ندارد و اگر مقدار عبارت مساوي و يا كوچكتر از روبيشتر شد، نقطه د 2عبارت سمت چپ از عدد 
z | i | ( ) ( )        2 22 2 1 2 1 2 5 zو            2 | i | ( ) ( )         2 21 2 1 2 5 2   

fتابعارند و ر دو نقطه خارج ناحيه قرار دپس ه (z) در ناحيهC .تحليلي است و لذا حاصل انتگرال برابر صفر خواهد شد  
 

 

 فرمول انتگرال كوشي 
  

fهرگاه (z)  بسته منحنيدر داخل و رويC در حوزه سادهD تحليلي باشد وz  درونيك نقطهC :باشد، آنگاه داريم  

C

f (z) dz if (z )
z z

 
 2 


  

در مخرج داراي ضريب بود ابتدا از ضريب آن فـاكتور بگيريـد و سـپس از     zاگر باشد.هاي ساعت) ميگيري در جهت مثبت (خلاف حركت عقربهانتگرال اين

فرمول كوشي استفاده كنيد، براي مثال:
z z

|z| |z|
e e dz ie
z z 

  
   2

3 3
1 1 22 4 2 2 2.  

 حاصل :2مثال
C

z zI dz
z
 




23 7 1
1 در صورتي كهC دايره| z i |    باشد، كدام است؟ 2

1(i 4 2(i4 3(i 6  4 (i6  
  : ي غير تحليلي تابع چون در صورت سؤال صحبتي از جهت طي شدن منحني نشده است، منظور همان جهت مثبت است. دقت كنيد نقطه»  3«گزينه پاسخ
zفقط  1 در اين سؤال است وf (z) z z  23 7 I  و لذا داريم:است  1 if (z ) i[ ( ) ( ) ] i( ) i             22 2 3 1 7 1 1 2 3 6  

 

 حاصل :3مثال
C

dzI
z

  روي منحني بستهC مل مبدأ مختصات است، كدام است؟كه شا  
  i2 3(i3 4 (i)2 ) صفر1
  : منحني بسته را دايره»  2«گزينه پاسخ| z |1 كنيم و طبق فرمول انتگرال كوشي با توجه به اينكهانتخاب ميf (z) 1 :است، داريم  

|z|

f (z)dzI if ( ) I i
z

      1
12 2  

 

 حاصل انتگرال مختلط :4مثال
|z|

coshizI dz
z z


  2 2 4 3 كدام است؟  

1(i 2 (i cos 1 3(cos 1  4 (i cos1  
  : اگر»  2«گزينه پاسخcosh izf (z)

z


          فرض شود، داريم:   3
|z| |z| |z|

cosh iz f (z) f (z)I dz dz dz
(z )(z ) z z ( )  

  
      2 2 21 3 1 1    

coshتابع izf (z)
z


 |در ناحيه 3 z |   ) در ناحيه فوق قرار دارد، داريم:-1تحليلي است و چون ( 2

|z|

cosh iz cos zf (z) cosh( i)I dz if ( ) i i cosh i I i cos
z ( )


           

  2
2 1 2 11 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 حاصل انتگرال :5مثال


k cose cos(k sin )d
   در صورتي كه ،k  يك ثابت حقيقي باشد، كدام است؟  

1( 2( 3(2 4 (4  
 :دانيم كه تابعمي»  2«گزينه  پاسخkzf (z) e يهمه جا تحليلي است. بنابراين از فرمول انتگرال كوشي براي نقطهz   :خواهيم داشت  

kz

|z|
eI dz if ( ) i
z

     1 2 2  
)iيراز طرفي با تغيير متغ )z e       يروي دايره| z |1 :خواهيم داشت  

ikz ke
i k(cos i sin ) k cos ik sin k cos

i|z|
e eI dz ie d i e d i e e d i e (cos(k sin ) i sin(k sin ))d
z e


        

    
               1  

k cos k cos

I I

e sin(k sin )d i e cos(k sin )d
  
 

      
1 2

 
  

Iتساوي بنابراين I iI i    1 2   را داريم. 2

k  :يمدار هاي موهومي و حقيقي در دو سمت تساوي با هم برابرند بنابراينقسمت cosI e cos(k sin )d




    2 2  

k  داريم: همچنينو  cosI e sin(k sin )d




   1   

k  :داريم انتگرالده زوج است، زيرا تركيب يك تابع زوج با تابع فرد، زوج خواهد بود. پس I2از طرفي در cose cos(k sin )d I


 
      2

1 2
2 2

  
  

 
  

 هر گاه  :6المثD اي شامل مبدأ وناحيهf : D C تحليلي باشد وf ( )  شرط لازم براي تحليلي بودن تابع ،g  كدام است؟  
ze f (z) ; z D { }g(z) z

b ; z

    
 




  

1(f ( ) b  1  2(f ( ) b 1 3(f ( ) b  1  4 (f ( ) b   1  
 :هر گاه  »4«گزينه  پاسخg برD يي كوشي ـ گورسا براي هر مرز بستهتحليلي باشد، طبق قضيهC درD :داريم  

C
g(z)dz    

|يدايره z | r را درونD گيريم. طبق فرمولِ انتگرال كوشي داريم:در نظر مي  
z

|z| r |z| r
f (z) eg(z)dz dz i(f ( ) e ) i(f ( ) )

z 


        2 2 1   

fبنابراين بايد ( )  1  باشد يعنيf ( )  1اكنون توجه كنيد براي تحليلي بودن .g لازم استg درz   داريم يعني ،پيوسته هم باشد:  
z z

z z

e f (z) e f (z)HOPb Lim Lim f ( )
z 

      1 11 

 


  
fبنابراين ( )  1 وb 1 .است  

 
 حاصل  :7مثال

C

z zI Ln( )dz
z i z




 
2 1

1در صورتي كه ،C منحني| z i | 
1
باشد، كه در جهت مثلثاتي پيموده شده است، برابر كدام گزينه مي 2

  ي اصلي لگاريتم است.)شاخه Lnاست؟ (
1(2 2(i2 3(i 2  4( 2  
 :ابتدا بايد ببينيم تابع»  4«گزينه   پاسخzLn( )

z



1
فقـط روي مجموعـه    Lnدانـيم تـابع  مـي  !؟باشـد يـا نـه   تحليلـي مـي   Cروي منحنيو ، داخل 1

{z | Re z , Im z }   :تحليلي نيست، لذا داريم  z x iy (x iy)[(x ) iy] x y yi
z x iy (x ) y (x ) y (x ) y
         

   
        

2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1

  

)zLnپس تابع )
z



1
yx  تحليلي نيست: مقابلي روي مجموعه 1 y x x

y
        

 

2 2 2 21 1 1
2

 


  

|(دايـره  Cطور كه در ناحيه نشان داده شده مشخص است، نقاط غير تحليلي تابع داخل و روي منحنيهمان z i | 
1
2 (

نبود، چون اگـر ايـن نقـاط     Lnها مقدار داريم، نياز به بررسي نقاط غيرتحليلي تابعدقت كنيد كه چون در گزينه .نيستند
zپس فقـط  درون ناحيه بودند، انتگرال قابل محاسبه نبود. اما ما براي تمرين اين نقاط را هم حساب كرديم. i  ي نقطـه

zfاگر فرض كنيم غيرتحليلي درون دايره است. (z) z Ln( )
z





2 1
ي رال زير را داريـم كـه بـر اسـاس قضـيه     گاه انتگ، آن1

  رسيم:كوشي به راحتي به جواب مي

C

f (z) i (i )(i ) iI dz if (i) i(i) Ln( ) iLn[ ] iLn( ) iLn( i)
z i i (i )(i )

  
              

     2 1 1 1 22 2 2 2 21 1 1 2  

y

x
11

i
C

0
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گيري از توابع مختلطانتگرال: سوم فصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

)Lnاما مقدار i) :برابر است با  Ln( i) Ln | i | iArctg( i) Ln i i( ) 
        1 2 2  

  مقدار زير است: با بنابراين حاصل انتگرال برابر
I i( i )     22 2  

ي بـرق مطـرح شـده بـود!!     در رشته 93اين سؤال عيناً حتي بدون تغيير در چهار گزينه در آزمون كارشناسي ارشد بهمن در مورد اين سؤال:  نكته جالب
كورهـاي  شود، اما اين كه هر چهار گزينه هم يكسان باشد و سؤال تـأليفي باشـد و از كن  ها مطرح مي(البته سؤالات شبيه و عين بسيار از اين كتاب در آزمون

  هاي گذشته هم نباشد، براي اولين بار بود!!)سال
  

 حاصل :8مثال
|z|

Ln( z )I dz
z(z i)(tgz i)




  1
3

2
3

1گيري در جهت مثلثاتي پيموده شده باشد، كدام است؟ ، در صورتي كه مسير انتگرال  

)Ln ي اصلي لگاريتم است.)شاخه  
1( 2(iLni2 3(i2  4 (.انتگرال قابل محاسبه نيست  
 :بايـد بررسـي كنـيم تـابع    را داريم، » انتگرال قابل محاسبه نيست«ي ) جمله4چون در گزينه ( ،در اين سؤال  »1«گزينه  پاسخLn   در كجـا تحليلـي

z}، مجموعهLnzدانيم براي تابعنيست. مي | Re z , Im z }   هـاي حقيقـي و   كند. براي اين منظور لازم است قسمتنقاط غيرتحليلي را مشخص مي
  را تفكيك كنيم: Lnموهومي عبارت جلوي

z (x iy) x y ixy       2 2 2 21 1 1 2  

)Lnاي كه تابعبنابراين ناحيه z ) x  باشد:مي مقابلغير تحليلي است، به شكل  21 y
xy

   




2 21
2




  

xدانيم ياي دوم مياز معادله   ياy  اگر .x  شودي اول نتيجه ميادلهگاه از مع، آنy 21  كه امكان ندارد. پسy    ي و بنابراين از معادلـه
xاول داريم: 21 يا ،| x |1پس ،Ln( z )   فقط روي مجموعه زير تحليلي نيست. 21

z}گيري قرار نداردمسير انتگرال درون | z x iy , y , | x | }    1  
z  رويم:اما سراغ ديگر نقاط غير تحليلي تابع تحت انتگرال مي i | z | | i | | z | | z |       3 3 3 1 1  

zهايواضح است ريشه i 3 داخل دايره ،| z | 1
)نيستند 3 )

11   رويم:در اين مرحله سراغ پرانتز ديگر مخرج مي .3

 
iz iz iz izsin z e e e etgz i i sin z i cos z i

cos z i

  
          2 2      

iمعادله ريشه ندارد iz iz iz iz iz ize e e e e e          2 2  nj Jo†  

sinتابعاز طرفي  ztgz
cos z

 نيز در نقاطي كهcos z   يعني ،باشد, , 
 

3
2 2  يها درون دايرهكدام از آناما هيچ ،تحليلي نيست| z | 1

  .قرار ندارند 3

)Lnبا فرض z )f (z)
(z i)(tgz i)




 

2

3
  و با استفاده از قضيه انتگرال كوشي داريم: 1

|z|

f (z) i f ( )
z



   1
3

2    

قضيه ( تعميم قضيه كوشي براي نواحي همبند چندگانه)   
  

k)هاkCو Cفرض كنيد , , n)1 2  مسيرهاي ساده و بسته با جهت مثبت باشند، كه تمامkCها درونC اي از طـوري كـه در هـيچ نقطـه    باشند، به
  ي مشترك نباشد. در اين صورت داريم:نقطه داراي ناحيه با هم

k

n

C C
k

f (z)dz f (z)dz


  
1

   

توانيم براي هر يك از نقاط باز هم از قضيه كوشـي  داشتيم، مي Cي غير تحليلي درونتوان به اين شكل بيان كرد كه اگر چند نقطهدر واقع اين قضيه را مي
  كنيد: استفاده كنيم و در نهايت اين مقادير را با هم جمع بزنيم. به مثال زير توجه

 حاصل  :9مثال
z

z
e dz

(z )(z )   3 1 2 .را بيابيد  
 :دو نقطه  پاسخz 1 وz  |در داخل دايره 2 z |   بر تعميم قضيه كوشي براي نواحي چندگانه داريم: قرار دارند، پس بنا 3

z z
z

|z| C C

e e
e e ez zdz dz dz i( ) i( ) i(e e)

(z )(z ) z z
         

       1 2

2 2
3

2 1 2 2 21 2 1 2 1 2 2 1    
  



  

183  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 حاصل انتگرال :10مثال
|z|

dzI
z


 2 4 1  كدام است؟  

i) 2  ) صفر1
2  3 (i

 2  4 (
2  

  : ريم:آوهاي مخرج را به دست ميابتدا ريشه  »1«گزينه پاسخ  z z i , z , z , z i        4
1 2 3 41 1 1  

|در داخل دايره iو - i ،1 ،1نقاطتوجه شود  z |   كنيم:قرار دارند و هر كدام را جداگانه حساب مي 2

|z|

i(z )(z )I dz if ( ) i
z
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|z|

i(z )(z )I dz if ( ) i ( )
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11 1 2 1 21 4 2 
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  توان به صورت زير نوشت:تر فرمول انتگرال كوشي را ميحالت كلي :1نكته 

C

(n)

n
f (z )f (z) dz i (n , , , , ...)

n!(z z )    
 1 2 1 2 3


  

fام تابع تحليليnشتق مرتبهرابطه فوق جهت محاسبه م (z) .نيز كاربرد دارد  

 حاصل :11مثال
C

ze dz
z 4 در صورتي كهC مربعي با رئوسi4 و4 است؟ باشد، كدام  

1 (i
 3  2 (i

3  3 (i
!
4
3  4 (i

!



4
3  

  : تابع»  2«گزينه پاسخzf (z) e در كل صفحه مختلط تحليلي است و واضح است كهz   باشد، پس داريم:مربع فوق مي داخل  

C

z
( )e i i idz f ( ) e

! !z
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3 3 3

  
 

 حاصل انتگرال :12مثال
C

zeI dz
(z )


 41 درصورتي كهC دايره زمر| z |   در جهت مثبت باشد، كدام است؟ 2

1 (i
e
2  2 (e2

3  3 (i
e

3  4 (ei2  

  : سؤالدر اين  ،با توجه به فرمول فوق»  3«گزينه پاسخz  1 وn             باشد، لذا داريم:مي 3
ze f ( )I dz i

!(z )
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z z i if (z) e f (z) e f ( ) e I
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 حاصل :13مثال
|z |

sin zI dz
(z ) 





1 1 2 21 كدام است؟  
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2  2 (
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2  3 (i2

2  4 (i
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 يگيري تابع زير انتگرال فقط در نقطهبا توجه به به مرز انتگرال  »4«گزينه :  پاسخz 1 غير تحليلي است.          
sin z

sin z (z )I dz dz
(z ) (z )
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2 2 2
1

1 1   

sinتابعطور كه گفتيم همان zf (z)
(z )
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|در ناحيه  z | 1 f                ا داريم:تحليلي است، لذ 1 (z)I dz if ( ) i ( ) i

(z )
        


2

2 2 1 2 4 21  
 

 حاصل انتگرال :14مثال
z

C
eI dz

(z )


 13951
|يكه در آن دايره  z |   است؟ i2باشد چه مضربي ازمي 2

1 (e
!1395  2 (e

!1394  3 (
!

1
1396  4 (

!
1

1394  

  : در اين مثال  »2«گزينه پاسخzf (z) e،z 1 وn  1 nاست. بنابراين 1395 1394 اب انتگرال برابر است با:و جو  
( )f ( ) eI i i

! !
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