
  

  

  متمم كتاب معادلات ديفرانسيل ارشد و دكتري 

  )»1رياضي عمومي («

  گيريهاي انتگرالمباحث مهم روش خلاصه

                         گيري نياز به يادآوري مباحث دارند داوطلباني است كه در بحث انتگرال مناسباين فايل 

  حل سؤالات معادلات ديفرانسيل). براي (

  ) را دارند، نياز نيست اين فايل را تهيه نمايند. 1كتاب رياضي عمومي (كساني كه توجه: 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

  

  گيريگيري و استفاده از تغيير متغير در انتگرالهاي انتگرالفرمول :1درسنامه
  

  
بـرعكس ايـن كـار را از مـا     انتگـرال،  خواستند مشـتق آن را حسـاب كنـيم. در فصـل     شد و از ما ميداستان از اين قرار بود كه تابعي به ما داده مي ،در فصل مشتق

f، مشتق چه تابعي است؟ مثلاً اگر تابععبارت داده شده ؛خواهند كه معلوم كنيمشود و از ما مييخواهند، يعني عبارتي به ما داده ممي (x) x را به شما بدهند  2
F(x)رسـد، مشتق چه تابعي است؟ جواب شما چيه؟ واضح است؛ اولين جوابي كه بـه ذهـن شـما مـي    » x2«و سؤال كنند؛  x اصـطلاحاً تـابع    x2اسـت. بـه   2

x، برابر باx2گوييم انتگرالدهيم و ميزير نشان مي صورتبهرا  انفعالاتشود. اين فعل و هم گفته مي x2اوليه c2 :است  
( x)dx x c  22  

  اسـت؟   x2پرسـيم؛ مشـتق چـه تـابعي، برابـر بـا      گيريم، در واقع بـه زبـان ديگـر داريـم مـي     انتگرال مي x2طور كه گفتيم؛ وقتي ازاز كجا اومد؟ خب همان cاما
xاسـت، ولـي توجـه كنيـد؛ مشـتق      x2هايكي از جواب 2 1 يـا ،x 2 xو يـا مـثلاً   2  2    صـورت بـه مشـتق هـر عبـارتي     ؛و بـه عبـارت ديگـهx c2،  

x2 مين بايد عدد ثابتميشه، براي هc :نوشته شود. بديهي است؛ اگر از سمت راست تساوي فوق، مشتق بگيريم، بايد به تابع زير انتگرال برسيم  
( x)dx x c (x c) x x       2 22 2 2  

  تر بشه! به تعريف زير توجه كنيد: براي اين كه بحث كمي جدي
fاگر (x) ابعي پيوسته باشد وتF(x)تابع اوليه ،f (x) ،تساوي زير را داريم گاهآنباشد:  

f (x)dx F(x) c   

هاي مهم انتگرال  فرمول  
  

  باشد:مي xتابعي از uهاي زيردر فرمول .هاي مشتق دارندهايي را ياد بگيريم كه ارتباط صددرصدي با فرمولب، حالا بايد فرمولخُ
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  اً آمــوزش داده خواهــد شــد، گيــري كــه بعــدبــا توجــه بــه قواعــد انتگــرال نيــز و برخــي ديگــرهــاي مشــتق قابــل درك هســتند بــا توجــه بــه فرمــول فــوق روابــطاكثــر 
بهتـر   21و  20 ،19 ،14، 13 فرمولسه ري برخوردار هستند و از اهميت كمت 24و  23، 22هاي البته فرمول .ها حفظ شوندولي بهتر است اين فرمول ،قابل محاسبه هستند

قابـل   ،هايي كه در آينده خواهيم گفتها يادتان نباشد با استفاده از تكنيكآن اما اگر حاصل .شودها استفاده ميد، چون در درس معادلات زياد از اين فرمولناست حفظ شو
  محاسبه هستند.
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كتاب معادلات ديفرانسيل ارشد و دكتري متمم كارشناسي ارشد يكريف رتبه مدرسان ش

خواص انتگرال نامعين  
  

  توان به موارد زير اشاره كرد:از خواص مهم انتگرال نامعين مي
1 ([f (u) g(u)]du f (u)du g(u)du      2( اگرk ،گاه داريم:آن عددي حقيقي باشدkf (u)du k f (u)du   

    نوشت: تواننميهيچ وقت  )3
f (u)duf (u)f (u)g(u)du f (u)du g(u)du , du

g(u) g(u)du
       

  

، انتگرال يك تـابع  توان گفتمي cنظر از ثابت. البته صرفتابعي نه زوج و نه فرد استولي انتگرال يك تابع زوج،  .انتگرال يك تابع فرد، همواره تابعي زوج است )4
  شود:زوج، يك تابع فرد مي  sin x dx cos x c , cos x dx sin x c     

jo ”MIU Z»p”MIU jo ”MIUZ»p”MIU
  

  

 
  ام كمي تمرين ابتدايي را با هم انجام دهيم:قبل از ورود به بحث اصلي انتگرال، در اين قسمت سعي كرده
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3 1 13 3 3 33 3 3) sin xdx 5 3  

cos x dx (cos x) dx sin x c   
7 1 17 7 7 77 7 7) cos xdx 6 7  
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uاين سؤال در انتگرال دوم با فرضدر  sin x ،گاهآنdu cos xdx و لذا با انتگرالdu
u رو هستيم.روبه  

xArcsin( ) c
3

dx)
x




 2
12

3
   ،  xArctg( ) c1

3 3
dx)

x


 211
9

  

Ln (x ) (x ) c    22 2 9dx)
(x )


 

 2
14

2 9
   ،  xLn | | c

x





1 2
4 2

dx)
x


 213

4
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 بر حسب  يوقتي عبارت كنيد؛هاي مهم انتگرال ملاحظه ميطور كه در فرمولهمان :1تذكرu  ،داريمdu هـاي فـوق  در بعضي از مثال وجود دارد. نيز كنار آن، 
sinعبارت ،5ره مانند مثال شما x3 ولي است، داخل انتگرال موجودdx3 لذا با تغييري كه مشاهده كرديد .كنار آن وجود ندارد،dx3 را ايجاد كرديم تا بتوانيم از

uچون اگر هاي ذكر شده استفاده كنيم،فرمول x duگاهآن، 3 dx نيز انجام شده است، تغييرات انجام شده  18و 17، 9، 6هاي اين تغيير در مثال شود.مي 3
  داشت:  »تغيير متغير«توان درك بهتري از مفهوم هاي زير ميباشد كه با توجه به مثالميتغيير متغير ترين نوع ساده
 هاي زير را با استفاده از روش تغيير متغير بيابيد.حاصل انتگرال :1مثال  

duu x du dx dx      3 5 3 3 ) I ( x ) dx  171 3 5  

          du u ( x )I u ( ) u du ( ) c c
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17 171 1 3 5

3 3 3 18 54  

 
duu x du dx dx        
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1 ) I cos( x)dx  2 1  

                duI (cos u) cos u du sin u c sin( x) c        
    

1 1 1 1  
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 .كنيم، تقسيم صـورت بـر مخـرج اسـت    اي هستند و درجه صورت و مخرج يكي است، اولين كاري كه ميهايي كه صورت و مخرج چندجملهيادتان باشد در انتگرال
  براي حل انتگرال دوم داريم: ،باشدمي x با حاصل انتگرال اول برابري حل بپردازيم، خب به ادامه
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x x x x

x
du(a dx) , a u a Lna dx du a dx

Lna(a )
    

 2
1

1
x

x
a dx)I

a
 
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x x

x
a dx du Arctg(a )I [Arc tgu] c c

Lna Lna Lna(a ) u
      
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 حاصل :2مثالdxI
cos x tgx


 2 1

  كدام است؟ 

1 (tgx c
cos x

 
1  2 (cot gx c

cos x
 

1  3 (tgx c 2 1  4 (( tgx) c 2 1  

  : 3«گزينه پاسخ«         dx dutgx u ( tg x)dx du du I u c tgx c
ucos x

             
1

2 2
21 1 2 2 1  

  

 حاصل :3مثالdxI
x Lnx

  ؟كدام است  

1 (c
Lnx


2  2 (Lnx c

x
  3 (Lnx c2  4 (Ln(Ln x)  

  : عبارت داخل راديكال را مساوي  »3«گزينه پاسخu كنيم:فرض مي            
u
du

dx dxI (Lnx) ( ) u c Lnx c
xx Lnx


      

1
2 2 2  

  

 حاصل  :4مثال
ArctgxeI dx

x


 21
  كدام است؟ 

1 (Arctgxe c  2 (Arctgxe c2  3 (Arctgxe c1
2  4 (xArctg(e ) c 1  

  : عبارت قرار گرفته در توان  »1«گزينه پاسخeرا برابر باuكنيم:فرض مي  u u ArctgxdxArctgx u du I e du e c e c
x

        
 21

  
  

 حاصل :5لمثاdxI
sinh x cosh x


 2   كدام است؟ 2

1( Arctg(cot ghx) c  2( Arctg(tghx) c  3( Arctg(cosh x) c  4( Arctg(sinh x) c  
 :هايي كه بلديم، استفاده كنيم:ولاز فرم كافي استيك سؤال نسبتاً ساده كه   »2«گزينه  پاسخ    

dxI , tghx u dx du
cos h x( tgh x) cosh x

   
 2 2 2

1
1

  

cosh xI du Arctgu c Arctg(tghx) c
cosh x( u )

    


2

2 21
  

 

 حاصل :6لمثاdxI
sinh xcosh x

  2   ، كدام است؟2
1( cot gh x c 2 2  2( cot gh x c2 2  3( tghx c2  4( tghx c 2  
 :كنيم. ابتدا انتگرال را توسط روابط مربوط به توابع هيپربوليك ساده مي  »1«گزينه  پاسخ  

  sinh x cosh x (sinh x cosh x) ( sinh x) I dx
sinh x

    2 2 2 2
2

1 422 2
  

cot gh x I (cot gh x )dx ( cot gh x)dx cotgh x c
sinh x


           2 2 2

2
1 12 1 4 2 1 4 2 1 2 2 222

   
 

 اگر  :7مثالf (sin x) cos x 2 fو 2 ( )   ،گاهآنf (   برابر كدام گزينه است؟ 1(
1 (1  2 (1  3 (

1
2  4 (1

2  

 :نويسيم:ابتدا مي»  4«گزينه   پاسخcos x sin x 2 sinضو سپس با فر 21 x u2 از طرفين نسبت بهu گيريم:انتگرال مي  
sin x u f ( )u uf (sin x) sin x f (u)du ( u)du f (u) u c f (u) u f ( )                

2 2 2
2 2 11 1 12 2 2

 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 اگر  :8مثالF(x) f (x)dx ، گاهآنI f (ax b)dx  كدام است؟  
1 (aF(ax b)  2 (F(x)

a
1  3 (aF(x)  4 (F(ax b)

a


1  

  : 4«گزينه پاسخ«      du F(u)ax b u adx du dx I f (u)du I F(ax b)
a a a a

           
1 1ƒo  ¾M ¾]¼U IM  

 

 حاصل  :9مثالxI dx
x x


  4 2 1

  كدام است؟  

1 (xArctg( )2 1
3

  2 (xArctg( )22 1
3

  3 (xArctg( )1 2 1
3 3

  4 (xArctg( )21 2 1
3 3

  

 :براي محاسبه » 4«گزينه   پاسخIابتدا ،x u2 گيريم، بنابرايندر نظر ميxdx du2كنـيم و  ز جايگذاري، متغير جديد مخرج را مربع كامل مي. پس ا

)xArctg  بنابراين داريم: )21 2 1
3 3

du udu duI Arctg( )
u u u u (u ) ( )


     

     
  2 2 2 2

1
1 1 1 22 2
2 2 21 3 3 31 1

2 2 2

  

ليه به يك عبارت گيري استفاده كرد. در اين سؤال بعد از تغيير متغير اوهاي انتگرالمخرج را مربع كامل كرد و سپس از فرمولتوان مي هاانتگرالبرخي در توضيح: 
  رسيديم كه قابل تبديل به مربع دو جمله بود.

 

 حاصل  :10مثال(x )dxI
x(x x )tg ( )

x






 


2

24 2 1

1
13 1

  كدام است؟، 

1 (Ln | tg (x ) | c
x

  1 1  2 (Ln | tg (x ) | c
x

  1 1  3 (x Ln | tg (x ) | c
x

  1 1  4 (x Ln | tg (x ) | c
x

  1 1  

 :ابتدا در صورت و مخرج از  »2«گزينه   پاسخx2 گيريم:فاكتور مي  
x ( )

x x x
x x (x )tg (x ) [(x ) ]tg (x )(x x )tg ( ) x x xxx

 

 


 
       

2
2 2 2

2 2 2 1 2 14 2 1
2

1 11 11
1 1 1 11 3 13 1

  

xحالا اگر از تغيير متغير t
x

 
)استفاده كنيم، بنابراين 1 )dx dt

x
 2

  شود:مي و لذا انتگرال به شكل زير تبديل 11

Ln | tg (x ) | c
x

  1 1


duu

dt dt duI ( ) Ln | u | c Ln | tg (t) | c
u(t )tg t tg (t) t


 

       
    1

2 1 1 2
1

1 1
 

از كجا بفهميم از چه تغيير متغيري بايد استفاده كنيم؟  
  

   :توانـد ايـن باشـد   هـايي غيررسـمي مـي   مـثلاً توصـيه   وجـود نـدارد.   ي مشخصـي بـراي آن  متأسفانه قاعـده اما  .گيري استترين روش در انتگرالمهم ،تغيير متغير
   »انتخـاب شـوند   uبهتـر اسـت  نظـاير آن  مثلثـاتي و   عبارت داخـل كمـان  ان اعداد، كل راديكال، كل عبارت نوشته شده در مخرج كسر، عبارت درون راديكال، تو«

قوانين و » صددرصد«به طور  نتوانتيجه اين كه نمي .ها استفاده نشوداز آن ،هاسؤالات سخت آزمونبرخي در  ممكن است ؛ها هميشه درست نيستنداما اين توصيه
هـا  ها و امتحانات دانشـگاهي بـا آن  هايي كه در آزمونها وضع كرد. اما خيلي نگران نباشيد، اكثر انتگرالدر انتگرال» تغيير متغيرنوع «دستورهايي را براي تشخيص 

  قابل محاسبه هستند.هايي كه در اين بخش انجام خواهيم داد، بنديكنيم، با دستورالعمل و دستهبرخورد مي
تغيير متغير در انتگرال هاي شامل راديكال   

  
كنم به اين قسـمت توجـه و   كنيم، معمولاً آقاي راديكال حضور دارد! براي همين توصيه مياستفاده مي» تغيير متغير«ها از هايي كه ما در حل آندر بيشتر انتگرال

  عنايت ويژه داشته باشيد:
   .پشت آن وجود دارد ،ارد كه مشتق عبارت داخل راديكالراديكالي وجود د ،حالت اول: در انتگرال

بـر  هايي كه شامل راديكال هستند، حالتي است كه مشتق عبارت زير راديكال، پشت راديكال وجود دارد. در اين حالت عبارت درون راديكال را براترين حالت ممكن از انتگرالساده
پردازيم. البته بايد دقت كنيد منظور از اين كه مشتق راديكال، پشـت آن وجـود دارد، ايـن    ي انتگرال ميپشت آن وجود دارد، به راحتي به محاسبه uوندر نظر گرفته و چ uبا

xdxتخراج كرد، براي مثال در انتگرالماند، بشود مشتق عبارت درون راديكال را اسدار را جدا كرديم، از آنچه مياست كه اگر عبارت راديكال

x
 2

2
1

، وقتي عبـارت 
x 2

1
1

را  

dxصورتبهماند، كه دقيقاً مشتق عبارت زير راديكال است. اما اگر انتگرال باقي مي xdx2جدا كنيم،

x x
 22 1

زير راديكال پشت آن وجود  ت مشتق عبارتشد گف، بود، نمي

دارد، چون وقتي
x 2

1
1

dxرا جدا كنيم، 
x2 ماند كه به هيچ وجه مشتق عبارت زير راديكال نيستمي!  
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كتاب معادلات ديفرانسيل ارشد و دكتري متمم كارشناسي ارشد يكريف رتبه مدرسان ش

 حاصل  :11مثالLnxI dx
x


 
3   ، را بيابيد.1

 :عبارت زير راديكال را  پاسخu آن، ناميم و مشتقمي
x
u  وجود دارد:در كنارش  1 Lnx du dx

x
   

11  

( Lnx) c 
4
33 14I u du u c   

1 4
3 33

4  
 

 حاصل انتگرال :12مثالI x ( x ) dx  2 xبه ازاي 31   وc    كدام است؟ 1

1 (
1
5  2 (4

5  3 (  4 (
6
5   

  :2«گزينه پاسخ«             duI x ( x ) dx x( x ) dx u x du x dx x dx             
3
22 3 2 21 1 1 2 2  

c

x

du uI (u )( ) ( ) c ( x ) c I


            

5
3 52
2 2 121 1 1 41 152 2 5 5 5

2


  

 

 حاصل  :13مثالxI dx
x( x)




 3
2

2 2
22

xAصورت، به  ( ) c
x





23 2

  چقدر است؟ Aباشد، مقدارمي 2

1 (3
2  2 (4

3  3 (3
4  4 (2

3  

 :شــود.مشــكل حــل مــي دهــيمامــا اگــر كمــي خلاقيــت بــه خــرج  ؛در حــال حاضــر مشــتق عبــارت زيــر راديكــال را در كنــارش نــداريم »  3«گزينــه   پاســخ  
)مخرج كسر است اما در عبارت خارج از راديكال x2صورت سؤال توجه كنيد، در عبارت زير راديكال، مخرج كسر به x) كه  زنيمميجا حدس است، از اين 22

xعبارت بيرون راديكال مشتقِ
x




2
xuتواند مشتقِنيست، اما مي 2

x





2
xI  كنيم.ميباشد، به همين خاطر اين كسر را وارونه  2 ( ) dx

x( x)





1
3

2
2 2

22
  

xuكنيمحالا فرض مي
x





2
x  باشد: 2 ( x) ( x)u du dx dx

x ( x) ( x)
   

   
  2 2

2 2 2 4
2 2 2

  

x  را ايجاد كنيم: duتوانيممي 2بنابراين با ضرب و تقسيم در u xI ( ) dx u du c ( ) c
x x( x)

  
      

  

2
1 1 23
3 3 3

2
1 4 2 1 1 3 2

22 2 2 2 4 22
3

  

Aبنابراين 
3
  است. 4

  

  .نداردو مشتق عبارت راديكالي كنار آن وجود  تابع راديكالي وجود دارد ،حالت دوم: در انتگرال
هاي خاصي هـم ممكـن اسـت وجـود     البته حالت كنيم.حساب مي گيريم و حاصل انتگرال رادر نظر مي uدر اين حالت معمولاً كل عبارات شامل راديكال را برابر با

  رسيم.ي خود ميهايي به خواستهداشته باشد كه پس از انجام عمليات

 حاصل  :14مثالx( x )I dx
x

 





2 2

2
1 1

1
  كدام است؟ 

 :در اين مثال با انتخاب  پاسخu x 2 xبينيم كهمي 1 xdu dx dx
x x

 
 2 2

2
2 1 1

    :داريمرا در انتگرال  duپس ،

xI ( x ) dx ( u) du
x

    


 2 2 2
2

1 1 1
1

  

tبا تغيير متغير u 1، داريم:du dt، پس:  t ( u) ( x )I t dt c c c  
      

3 3 2 3
2 1 1 1

3 3 3  
  

  



  

7 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 حاصل انتگرال  :15مثالxdxI
x ( x )


  

 2 2 31 1
  را حساب كنيد. 

 :با استفاده از تغيير متغير  پاسخx t 21خواهيم داشت ،xdx dt
1
  ، لذا داريم:2

  
dt dt dt dtI

t t t t t t tt t
   

  
   3

1 1 1
2 2 2

1 2 1
  

tتغيير متغيربا حالا  u 1 :داريمdt du
t


2
duI  و بنابراين داريم:  u c t c x c

u
          22 2 1 2 1 1  

  
axصورتبهتابع راديكالي  ،حالت سوم: در انتگرال bx c 2 .وجود دارد  

  زير است: صورتبههاي مختلفي بندياين حالت خود داراي دسته
uير راديكال كنار آن وجود داشته باشد، كه مانند حالت اول است و بايد از تغيير متغيرترين حالت اين است كه مشتق زسادهالف)  ax bx c  2  كنيماستفاده.  
  كنيم:، عبارت راديكالي را به يكي از سه شكل زير تبديل ميكامل مربعايجاد اگر مشتق زير راديكال در انتگرال موجود نباشد، با ب) 

u a , u a , a u  2 2 2 2 2 2  
  به شكل زير وجود دارد: مثلثاتي متغير تغيير هاآنكه براي هر يك از 

a) براي حالتي كه زير انتگرال، راديكالي به شكل1 u2 uوجود داشته باشد، از تغيير متغير 2 asin  كنيم.استفاده مي  
در اين حالت، محدوديت 

   2 cosكنيم، زيرا در اين بازهرا ايجاد مي 2   شويماست. بعد از اين تغيير متغير، از دست راديكال به شكل زير خلاص مي:  

a u a (a sin ) a ( sin ) a cos a | cos |          2 2 2 2 2 2 2 21  
 حاصل انتگرال :61مثالdx

( x )
 2 31

  كدام است؟ 

1(x c
x


 21

   2(x c
x




 21
  3(x x c

x
  



2
2

11
1

   4(x x c
x

  


2
2

11
1

   

 :از تغيير متغير»  1«گزينه  پاسخx sin ،dx cos d   داريم كنيم، در اين صورتاستفاده مي:  
x c

x


 21
dx cos d cos dd tg c

cos cos( x ) ( sin )

   
      

   
   3 22 3 2 31 1

  

xبـراي ايـن منظـور چـون     .تبـديل كنـيم   xرا به عبارتي بر حسـب  آمده بر حسب دستبهقسمت نهايي پاسخ، بايد عبارت در ها در اين نوع انتگرال sin  ،

cosگاهآن sin x     2 21 sinصورتبهتوان را ميtgو لذا 1 xtg
cos x


  

  21
هـاي مثلثـاتي   نوشت. البته در اين سـؤال اسـتفاده از فرمـول    

  هاي بعدي آن روش را نيز خواهيم ديد.الزاويه است كه در مثالرسم يك مثلث قائم ،اما يك روش جالب .راحت بود
  

u) براي حالتي كه زير انتگرال راديكالي به شكل2 a2 uوجود داشته باشد، از تغيير متغير 2 asec   و ياu acosh  كنيماستفاده مي. 

uدقت كنيد؛ در اين حالت وقتي از تغيير متغير a sec كنيم، محدوديت، استفاده مي
   2 براي)u a (و يا

   
3
u(براي 2 a  ( را در نظر

  شويم:از دست راديكال به شكل زير خلاص مي ،غيير متغيرمثبت است. بعد از اين ت tg،گيريم. زيرا در اين بازهمي
u a (a sec ) a a sec a a (sec ) a tg a | tg | atg             2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21  

tgچون مطابق محدوديت ذكر شده،   .بود، توانستيم قدرمطلق را در قسمت آخر محاسبات برداريم  

 حاصل  :71مثالdxI
(x ) x x


 

 21 4 42
   ، كدام است؟

1 (arcsec( x ) C 2 1  2 (arcsec( x ) C 4 1  3 (arcsec(x ) C 
1
2  4 (arcsec( x ) C 

14 2  

 :ابتدا عبارت زير راديكال را به صورت »  1«گزينه  پاسخ»(x ) 214 dxI  نويسيم و لذا داريم:مي» 12
(x ) (x )


  


21 14 12 2

  

x)غيير متغيرحالا از ت ) sec  
12 dxكنيم و لذا، استفاده مي2 sec tg d   

1
  است، بنابراين داريم:2

( sec tg )d tgI d d C arcsec( x ) C
tgsec sec

   
         

 
  2

1
2 2 11 12
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u) براي حالتي كه زير انتگرال، راديكالي به شكل3 a2 uتغيير متغير وجود داشته باشد، از 2 atg  و ياu asinh  كنيم. استفاده مي  
uدقت كنيد؛ در اين حالت وقتي از تغيير متغير atg  محدوديتكنيماستفاده مي ، 

   2 cos،زيرا در اين بازه .گيريمرا در نظر مي 2    است و بعد

u  شويم:خلاص مي مقابلاز اين تغيير متغير از دست راديكال به شكل  a (atg ) a a ( tg ) a | sec | a | | a( )
cos cos

          
 

2 2 2 2 2 2 1 11  
cosو چون در اين بازه،   طلق را برداريم.مات توانستيم قدربود، در قسمت آخر محاسب  

 هـا دقـت   به ديگر عبارات موجود در انتگرال و همچنين نوع جـواب درگزينـه   ) بهتر است3( ) و2هاي نوع (در انتگرال براي انتخاب نوع تغيير متغير  :2تذكر
  گيرد.كرده و يكي از اين دو تغيير متغير را استفاده كنيم. البته معمولاً تغيير متغير مثلثاتي در اكثر سؤالات مورد استفاده قرار مي

 حاصل  :81مثالxI dx
x


 
2

4
  ، برابر كدام گزينه است؟9

1 (( x) C
x


 

3
2

3
9

9
  2 (( x ) C

x


 

3
2 2
3

9
27

  3 (( x ) C
x




3
2 2
3

9
9

  4 (( x ) C
x




3
2 2
3

9
27

  

 :با توجه به وجود عبارت راديكالي استفاده از روش تغيير متغير و با فرض»  2«گزينه   پاسخx tg 3  داريـم؛dx ( sec )d  23    بـا توجـه بـه رابطـه . 
tg sec   2     داريم: 21

u du

sec sec x ( sec ) sec cosI ( sec )d d d d sin cos d
tg tg tg sin

   
            

       
2 2 2 32 4

4 4 4 4
9 3 3 1 1 13 9 9 981 81

  

sin (x )I ( ) ( ) ( ) ( ) C ( ) C
sin xx(sin ) ( )

x

  
           

 




3
3 2 2

3 3 3 322 2 2
2

1 1 1 1 1 1 1 1 9
9 3 27 27 27 27

9

  

بنويسـيم. بـراي ايـن منظـور يـك مثلـث        xبمحاسبه شد، بايد عبارت را برحس وقتي حاصل انتگرال بر حسبتوضيح: 
گيريم، تا در نظر مي 3ناميده و ضلع مجاور آن را  xرا يرو به زاويهكنيم و ضلع روبهالزاويه به شكل مقابل ترسيم ميقائم

xtgيرابطه  x«وتر  ،كه از ابتدا فرض كرده بوديم، برقرار شود. طبيعي است در چنين مثلثي 3 2 آيد مي دستبه» 9
sinتوانيمو حالا به راحتي مي  را بر حسبx :حساب كنيم. به راحتي داريم  

x xsin sin sin
xx


       



22
22 99

¾Ä»HpÁ»n¾M»n”±†
W±X¶ oU»

  

xtgيتوانيم از رابطهالبته ترسيم شكل براي درك بهتر داوطلبان است وگرنه به راحتي با استفاده از روابط مثلثاتي مي: توجه  sin، مقدار3 2  حساب كنيم. را

)ي(از رابطه tg )
cos

  


2
2

cosتوانيد، مي11 2 يرا حساب كرده و از روي رابطهsin cos   2 sin، به راحتي به21 2 رسيد(!  
 

 حاصل  :91مثالxI dx
x


 
2

4
  ، برابر كدام گزينه است؟1

1 (x( ) C
x



2

32 1
3  2 (x( ) C

x



2

31 1
3  3 (x( ) C

x


 
2

32 1
3  4 (x( ) C

x


 
2

31 1
3  

 :؛كنيـد كنـيم، فـرض   ي اين انتگرال از تغيير متغير استفاده مـي براي محاسبه»  4«گزينه   پاسخx sin  پـس ،dx cos d        و بـا توجـه بـه رابطـه

cot g
sin

  


2
2

  ، داريم:11
[ , ]

sin | cos | cos cosI cos d cos d d ( )d
sin sin sin sin sin

 
 

    
        

       
2 2 2

4 4 4 2 2
2 21 1  

u cotg u cotg cosI cotg ( cotg )d I c c [ ] c
sin

   
               


3 3 32 2

3
11 3 3 3

´ÄnHj oÃ™T¶ oÃÃ™U pH  

   cosبنويسـيم، بـراي ايـن منظـور بايـد      xهستند، بنابراين بايـد حاصـل انتگـرال را بـر حسـب      xها بر حسبمحاسبه شد، اما گزينه خبُ، انتگرال بر حسب
x  حساب كنيم: xرا نيز بر حسب sin x sin x sin x cos cos x                 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1  

cos  بنابراين داريم: ( x )I [ ] c [ ] c
sin x

 
     



3 2 3

3 3
1 1 1
3 3  

 

2x 9
x

3


x« tg »
3

 
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 حاصل انتگرال :20مثالdxI
x x




 2 2 4
  كدام است؟ 

1 (x c
x


 
2 4
4  2 (x c


2 4
4  3 (x c

 
2 4
4  4 (x c

x



2 4
4  

  : فرم هبيرون راديكال موجود نيست و عبارت زير راديكال ب ،مشتق عبارت داخل راديكال كهاينبا توجه به »  1«گزينه پاسخu a2 از  . پـس باشـد مـي  2

uمتغير a tg  كنيم:استفاده مي  x tg dx ( tg )d d sec d
cos

           


2 2
2

22 2 1 2  

sec d sec d sec d sec cosI d d
( tg )( sec ) tg sin costg tg tg ( tg )

       
      

         
    

2 2 2 2

2 2 22 2 2 2
2 2 2 1 1

4 44 24 4 4 4 4 1


( )

u du

cos xd (sin ) cos d sin c c c
sin xsin

   
              

 
2

2 2 1
2

1 1 1 1 4
4 4 4 4 4  

xوننوشتيم چ ـ xتوجه شود در قسمت نهايي كه عبارت را برحسب tg 2 وcot g
x

 
sinو از آنجـايي كـه   2

cot g
 

 
2

2
1

1
تـوان نتيجـه گرفـت    مـي  

xsin
x( )

x

  


2
2

22
1
2 41

xsinلذا .
x

 
2 4

  آمد. دستبه 

  
  رود، براي رفع اين مشكل چه كار كنيم؟ ها از يادمان مين نوع انتگرالنوع تغيير متغير اي گاهيسؤال دانشجو: 

مـا  اجرا از ايـن قـرار اسـت كـه     مشامل راديكال،  يهادر اين نوع انتگرال اما رفع آن بسيار ساده است! دانشجو بايد توجه كند؛ ،امشنيدهاين مشكل را بارها پاسخ: 
وقـت تغييـر   شـود شـما هـيچ   توجه به همين جمله باعـث مـي   ي انتگرال بيرون كنيم!!را از بازي محاسبهخواهيم از دست راديكال خلاص شويم و آن مي

aچـرا در انتگـرال   كنم!من از شما سؤال مييادتان نرود! را متغيرها  u2 uاز تغييـر متغيـر   2 a sin    م! ده ـخُـب خـودم جـواب مـي    كنـيم؟  اسـتفاده مـي  
aپس ،خلاصي از دست راديكال است ما چون هدف ( sin ) 2 aو به عبارت ديگر 21 cos 2 از تغيير  بخواهيم در اين انتگرال ؛كنيم. مثلاً فرض كنيدايجاد مي 2

uمتغير atg  و ياu a sec !بـه همـين ترتيـب بـراي      جـواب خيـر اسـت.    !؟در راديكال ايجاد كـرد  است مربع كاملكه توان عبارتي آيا مي ، استفاده كنيم
uدر انتگرال براي مثال به همين شكل است؛هاي ديگر نيز ماجرا راديكال a2 u، واقعاً چه كار كنيم كه از دست راديكـال خـلاص شـويم؟ مـثلاً    2 a sin  ،

uحالا اگه !معلومه كه نه ؟خوب است! a sinh  شد قبول كـرد! چـون  بود، ميsinh cosh  2 uحتـي  و يـا  21 atg       كنـد،  هـم بـه مـا كمـك مـي

aچون ( tg ) 2 aدانيم برابركند كه ميايجاد مي 21
cos 

2

  آيد.باشد و به راحتي از راديكال بيرون ميمي 2
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 هاي مختلف فرد و يا زوج هستند.هاي شامل توابع مثلثاتي و هيپربوليك كه با تواني انتگرالمحاسبه :2درسنامه
 
  

گونه هاي مختلف اينهايي را بررسي كنيم كه شامل توانخواهيم انتگرالوليك را ديديم. در اين قسمت ميهاي توابع مثلثاتي و هيپربهاي انتگرالي قبل، فرمولدر درسنامه
  .هاي مثلثاتي و يا هيپربوليك هستندهايي را بررسي كنيم كه توابعي از عبارتضرب اين توابع هستند؛ و به طور كلي انتگرالتوابع و يا حاصل

 با توان فرد  cosو  sinهاي  انتگرالمحاسبه ي   
  

sinيها، يك توان را جدا كرده و بقيه عبارت را با استفاده از رابطهگونه انتگرالحل ايندر  x cos x 2 2 برحسب نسبت مثلثـاتي ديگـر (اگـر سـينوس بـود،       1
كنيم. براي اين منظور اگـر عـاملي   برحسب كسينوس و اگر كسينوس بود بر حسب سينوس) نوشته و با استفاده از تغيير متغير مناسب حاصل انتگرال را حساب مي

uايم، سينوس باشد، از تغيير متغيركه ابتدا جدا كرده cos x ايم، كسينوس باشد، از تغيير متغيرو اگر عاملي كه ابتدا جدا كردهu sin x كنيم.استفاده مي  

 حاصل :1مثالI sin xdx    بيابيد.را  3
  :پاسخ   I sin xdx sinx.sin xdx sinx( cos x)dx cos x u sinx.dx du          3 2 21 ´Äj¼M ½jo¨ Hk]t¼¹Ãw HkTMH pH    

u cos xI ( u )du u c cos x c         
3 3

21 3 3  
  

 حاصل :2مثالI cos xdx  3   كدام است؟ 2

1(sin x sin x c 31 12 26 2  2(sin x sin x c 31 12 22 6  3(sin x sin x c 31 12 22 6  4(sin x sin x c 31 12 26 2  

  :بايد»  2«گزينه پاسخcos x2 يرا جدا كرده و سپس بر اساس رابطهcos x sin x 2 22 1   ي استفاده از تغيير متغير كنيم:، انتگرال را آماده2
  I cos x dx cos x( sin x)dx cos x dx cos x sin x dx       3 2 22 2 1 2 2 2 2  


u du

(sin x)cos x dx (sin x) cos x dx sin x [ ] c sin x sin x c        
3

2 31 1 1 2 1 12 2 2 2 2 2 22 2 2 3 2 6  

 با توان زوج  cosو sin   هايانتگرالمحاسبه ي   
  

  آوريم:دست ميدهيم و سپس حاصل انتگرال را بهها را كاهش ميهاي توان شكن (فرمول طلايي)، توان آنها با استفاده از فرمولين نوع انتگرالدر ا
cos xcos x 

2 1 2
2  ،  cos xsin x 

2 1 2
2  

  به مثال زير توجه كنيد:

   cos x( ) dx ( cos x) dx [ cos x cos x].dx
      2 2 21 2 1 11 2 1 2 2 22 4 4I cos xdx  4  

 sin x x sin x sin x[ cos x ( cos x)].dx (x sin x) (x ) c c            
1 1 1 1 4 3 2 41 2 2 1 4 24 2 4 8 4 8 4 32  

 حاصل انتگرال :3مثالI sin xdx    كدام است؟ 4
1 (x sin x sin x c  

3 1 12 48 4 32  2 (x sin x sin x c  
3 1 12 48 4 32  

3 (x sin x sin x c  
3 1 12 48 8 32  4 (x sin x sin x c  

3 1 12 48 8 32  

  :2«گزينه پاسخ «     cos xI sin x dx ( ) dx ( cos x cos x)dx
      4 2 21 2 1 1 2 2 22 4  

cos x xI [ cos x ( )]dx x sin x x sin x c sin x sin x c
            

1 1 4 1 1 1 1 3 1 11 2 2 2 4 2 44 2 4 4 8 32 8 4 32 

ضرب دو جمله سينوسي و كسينوسي  هاي حاصل  انتگرال يمحاسبه  
  

  ضرب به مجموع، استفاده نمود.تبديل حاصل هايها بايد از فرمولبراي محاسبه اين نوع انتگرال

 ) sina.sinb cos(a b) cos(a b)   
13 2   ) cos a.cos b cos(a b) cos(a b)   

12 2   ) sina.cos b sin(a b) sin(a b)   
11 2  
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 ي زير را محاسبه كنيد.هاانتگراليك از حاصل هر :4مثال  
cos x cos x[sin( x x) sin( x x)]dx sin xdx sin xdx c          

1 1 1 2 83 5 3 5 2 82 2 2 4 16 )I sin xcos xdx 1 3 5  
x x x x x x x x[cos( ) cos( )]dx cos( )dx cos( )dx sin( ) sin c          

1 1 1 5 3 532 2 3 2 3 2 6 2 6 6 5 6 x x)I cos cos dx 2 2 3  
sin x sin x[cos( x x) cos( x x)]dx cos xdx cos xdx c          

1 1 1 53 2 3 2 52 2 2 2 1) I sin xsin xdx 3 3 2  
  

 حاصل انتگرال :5مثالI sin xsin xdx    كدام است؟ 9
1 (sin x sin x c 

1 18 116 2 


  2 (sin x sin x c 
1 18 116 2 


  3 (sin x sin x c 

1 11 82 16


  4 (sin x sin x c 
1 182 16

  

  : به راحتي با توجه به فرمول داريم:  »1«گزينه پاسخ  I [cos x cos x]dx sin x sin x c    
1 1 18 1 8 12 16 2 


  

  
 در حاصل انتگرال  :6مثالcosxcos( x)cos( x)dx 2 sinي، ضريب جمله3 x2 كدام است؟  

1 (1
4  2 (1

8  3 (1
16  4 (1

24  

 :جمع، ابتداضرب به حاصلبا استفاده از فرمول تبديل حاصل»  2«گزينه   پاسخcos x cos x2 كنيم:را به جمع تبديل مي  

cos x cos x [cos(x x) cos(x x)] [cos( x) cos( x)] [cos x cos x]        
1 1 12 2 2 3 32 2 2

  

cos  مقابل است: صورتبهبنابراين عبارت زيرِ انتگرال  x cos x cos x [cos x cos x]cos x [cos x cos x cos x]    21 12 3 3 3 3 32 2  

[ (cos(x x) cos(x x)) ( cos x)] cos x cos x cos x         
1 1 1 1 1 1 13 3 1 6 2 4 62 2 2 4 4 4 4  

sin x sin x x sin x c1
8    

1 1 12 4 616 4 24I cos xdx cos xdx dx cos xdx       
1 1 1 12 4 64 4 4 4  

  

  

xzاز تغييـر متغيـر   ، استفادههاگونه انتگرالتعيين حاصل اين روش عمومي tg( ) zsinجـا باشـد. كـه از آن  مـي 2 x
z


 2
2

1
،zcos x

z





2

2
1
1

dzdxو 
z


 2
2

1
 

  شود. تبديل مي zخواهند بود و انتگرال فوق به انتگرال توابع گويا با متغير جديد
 حاصل  :7مثالdxI

sinx cosx


  3   كدام است؟ 2

1 (xcotg [tg( ) ] c  1 2
2 3  2 (xtg [tg( ) ] c  1 2

2 3  3 (xcotg [tg ] c  1 12  4 (xtg [tg( ) ] c  1 12  

 :با استفاده از تغيير متغير  »4«گزينه   پاسخxtg z2:داريم ،  

xtg [tg( ) ] c  1 12

dz
dzzI dz dz tg (z ) c

z z z z z z (z )( )
z z

       
      

 
 

   
2 1

2 2 2 2
2 2

2
2 11 1

2 1 2 4 4 2 2 1 13 2
1 1

    

  
 فرم كليهايي به در حل انتگرال  :1تذكرI f (sin x,cos x)dx  هـا را  حل آن ،، تغيير متغيرهاي زيرمواجه شديمها آن هاي خاصي وجود دارند كه اگر بالتحا
  كند:تر ميراحت

fاگر) 1 ( sin x,cos x) f (sin x,cos x)   باشد، يعنيf بر حسبsin x شد، بهتر است از تغيير متغيـر يك تابع فرد باz cos x      اسـتفاده كنـيم. مـثلاً بـراي

sinانتگرال x dx
cos x

3

z، از تغيير متغير1 cos x كنيم.استفاده مي  
fاگر ) 2 (sin x, cos x) f (sin x,cos x)   باشد، يعنيf بر حسبcos x يك تابع فرد باشد، بهتر است از تغيير متغيرz sin x .استفاده كنيم  

fصورتبهي يهاانتگرال يمحاسبه ) f (sin x ,cos x)dx باشد)يك تابع گويا مي  
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كتاب معادلات ديفرانسيل ارشد و دكتري متمم كارشناسي ارشد يكريف رتبه مدرسان ش

fاگر) 3 ( sin x, cos x) f (sin x,cos x)   باشد، يعنيf بر حسبsin x وcos xاشد، بهتر است از تغيير متغير، تابعي زوج بz tgx وz cot gx  استفاده

cosكنيم. مثلاً براي انتگرال xI dx
sin x

 
2
z، استفاده از تغيير متغير6 cot gx كند.تر ميحل سؤال را راحت  

 يير متغيرطور كه گفته شد، تغهمان  :2تذكرxz tg تـر  محاسـبات را راحـت   ،هاست و عملاً سه مورد اخيريك تغيير متغير عمومي براي حل اين انتگرال2
  هاي فوق مشكل داريد، همان حالت كلي را در خاطر داشته باشيد.كند. توجه داشته باشيد كه اگر در حفظ حالتمي

sinاگر در عبارت كسري از :1هنكت  x وcos xهاي زوجي از، توانsin x وcos x ًمثلاsin x2 وcos x2 و ياsin x4 وcos x4     وجـود داشـت بهتـر
cosاست عبارت را بر x2 در صورت وجود)sin x2 وcos x2و يا (cos x4 در صورت وجود)sin x4 وcos x4قسيم كنيم، تا به يك عبـارت برحسـب  )  تtgx 

uتبديل شود و در نهايت با استفاده از تغيير متغير مناسب، tgx ياu tg x   كنيم.، حاصل انتگرال را تعيين مي2
 حاصل :8مثالsinI d

sin cos


 
   4 4

  را حساب كنيد. 2
  : براي حل انتگرال داده شده صورت و مخرج را برپاسخcos 4 داريم: . لذاكنيمتقسيم مي  

sin .cos sin .
sin sin .cos tg .( tg )coscos cosI d d d d I d

sin cos sin cos sin cos sin cos tg
cos cos cos

  
               

        


  

    
24 2

4 4 4 4 4 4 4 4 4
4 4 4

2 2 1
2 2 2 1

1
  

tgشود كه صورت كسر در واقع مشتقمشاهده مي حالا 2 لذا با تغيير متغير .باشدميu tg 2 :داريم  
dudu tg ( tg )d I tg (u) c tg (tg ) c

u
            

2 1 1 2
22 1

1
  

fمحاسبه ي انتگرال هايي به فرم كلي  (sinhx,coshx) 
  

ها معمولاً ابتدا بايد از دو فرمولبراي حل اين نوع انتگرال
x xe esinh x


 و 2

x xe ecosh x


 در صورت  xeسازي و ضرباستفاده كنيم و بعد از ساده 2
xeمخرج، از تغيير متغيرو  u توانيم حاصل انتگرال را تعيين كنيم. مي  
 حاصل انتگرال  :9مثالdxI

sinh x
  .را به دست آوريد  

 :ابتدا پاسخsinh x نويسيم:را برحسب توابع نمايي مي    x x
e

x x x x x
dx dx e dxI I

e e e e e    
     2

2 2
1

2

Zoh¶ »Rn¼‚ nj Jo†  

xeحالا اگر از تغيير متغير u :استفاده كنيم، داريم  x x xe u e dx du , e u   2 2  

           بنابراين داريم:
x

x
du u eI Ln( ) Ln | | c

uu e
 

   
  2

2 1 1
11 1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

  گيري جزء به جزءروش انتگرال :3درسنامه 
  

  گيـري  انتگـرال «ي اسـت، قاعـده  » ضرب مشتقحاصل«ي اي كه متناظر با قاعدهد دارد. قاعدهگيري متناظر وجوي انتگراليك قاعده ،گيريي مشتقبراي هر قاعده
  داريم: گاهآنباشند،  xتوابعي از متغير vو uشود. اگرناميده مي» جزء به جزء

udv uv vdu    
ي مهـم در روش  تر باشد. نكتهراحت vduيكنيم، البته با شرط اين كه محاسبهسخت است، عبارت سمت راست آن را جايگزين مي udvيدر واقع وقتي محاسبه

را حسـاب   vگيري بتوان به راحتيكه پس از انتگرال در نظر گرفته شود، بايد طوري dvدر نظر بگيريم و uجزء به جزء اين است كه تابعي كه مشتق آن ساده است را
  كرد.
 حاصل :1مثالI xsin xdx  .را بيابيد  
 :اگر فرض كنيم:  پاسخu x وsin xdx dv ،داريم: گاهآن  u x du dx , sin xdx dv sin xdx v cos x v          

x  پس طبق فرمول داريم: sin xdx (x)( cos x) ( cos x)dx x cos x ( sin x) c x cos x sin x c               
ض تـر از انتگـرال اوليـه اسـت. مـثلاً اگـر در ايـن مثـال فـر         آوردن انتگرالـي سـاده   دسـت بـه طور كه گفتـيم؛ هـدف از بـه كـار بـردن روش جـزء بـه جـزء،         همان
uكرديم:مي sin x وdv xdx ،داشتيم: گاهآن  

xx sin xdx (sin x)( ) x cos xdx  
2

21
2 2  

تبحر كافي پيدا كنيم. بـراي همـين،    dvو uرسد. بنابراين بايد در تشخيصتر از انتگرال اوليه به نظر ميكنيد كه انتگرال جديد به وجود آمده، سختملاحظه مي
  ايم:تمام آنچه در اين مورد نياز است را در جدول زير به طور خلاصه ارائه كرده

  )1دسته شماره (  )2دسته شماره ( )3دسته شماره (
  توابع نمايي

  توابع سينوس و كسينوس
  توابع سينوس و كسينوس هيپربوليك

  
  ايتوابع چندجمله

  وابع لگاريتميت
  توابع معكوس مثلثاتي

  توابع معكوس هيپربوليك
  رود:در واقع روش جزء به جزء در موارد زير به كار مي

  ) در انتگرال وجود داشته باشد.1اگر فقط توابع دسته (الف) 
  ) وجود داشته باشد.1) در توابع دسته (2ضرب توابع دسته (اگر در انتگرال، حاصلب)   
  ) وجود داشته باشد.3) در توابع دسته (2ضرب توابع دسته (انتگرال، حاصلاگر در ج)   
  ) در يكديگر وجود داشته باشد.3ضرب توابع دسته (اگر در انتگرال، حاصلد)    

مـثلاً در   .ي آن كمتر اسـت) شود كه شماره دستهاي انتخاب مياز دسته u(يعني شودتر انتخاب ميي پايينو دستهعض u، هميشهگفته شدهدقت كنيد؛ در موارد 

LnxIمحاسبه dx
x

  Lnx، بايد2 u فرض شود، چونLnx  ي) است و يا در محاسبه1ه (دستبهمتعلقI x cos xdx  چـون ،x   2ي (هدسـت بـه متعلـق (
sinو x  است، لذا بايد3ه (دستبهمتعلق (u x گيري از تواند اين باشد؛ آن قسمتي كه مشتقي كلي براي اغلب سؤالات ميدر نظر گرفته شود. البته يك توصيه

گيري هر دو تابع يكسـان  در نظر بگيريد. البته در مواقعي كه مشتق dvبرابر با dxگيري از آن آسان است را به همراهو آن قسمتي كه انتگرال uآن آسان است را
  تر است.يك آسانامكد» vdu«باشد، توجه كنيد انتگرال 

» ج«افتد و در حالت اين موضوع دو بار اتفاق مي» د«ي جزء به جزء استفاده كنيم. معمولاً در حالت لازم است چند بار از قاعده ،در بعضي سؤالات :1نكته  
   كنيم.ء به جزء استفاده ميي جزاي از قاعدهي چندجملهبه تعداد درجه

secهاي فرد و مثبتبراي توان :2نكته   x وcosec x ي جزء به جزء استفاده كنيم.نيز بايد از قاعده  
secهاي فردكه براي توان x ،بايدsec xdx2 را برابر باdvو بقيه را برابر باuهاي فرددر نظر بگيريم و براي توانcosec xبايد ،cosec (x)dx2 را برابر بـاdv  و
  در نظر بگيريم. uبقيه را برابر با
 حاصل  :2مثالxI xe dx     كدام است؟ ،2

1 (
x xxe e c 

2 2

4 2  2 (
x xxe e c  

2 2

2 4  3 (
x xxe e c 

2 2

2 4  4 (
x xxe e c 

2 2

2 4  

  :4«گزينه پاسخ          «             
x x x

x
x x

x u dx du
e e eI x( ) e dx x( ) c

e dx dv e v

  
      

  


2 2 22
2 2

1
1 2 2 2 4
2
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كتاب معادلات ديفرانسيل ارشد و دكتري متمم كارشناسي ارشد يكريف رتبه مدرسان ش

 حاصل  :3مثالxarctgxI dx
x




 21
  كدام است؟ 

1 (x arctgx Ln x c   2 21 1  2 (x arctgx Ln(x x ) c    2 21 1  
3 (x arctgx arctgx c  21  4 (x arctgx arctgx c  21  
  :2«گزينه پاسخ «arctgx بنابراين اين عبارت را ،))1ه (دستبه، يك تابع معكوس مثلثاتي است (تابعي متعلقu  فرض كرده و بقيه عبارت درون انتگـرال را 
dv گيريم:در نظر مي  

dxarctgx u du
x dxI x arctgx x . x arctgx Ln(x x ) cx xdx dv x v

x

               
    

 


2

2 2 2 2
22

2

1 1 1 1 1
11

1

  

xگيري ازواضح است انتگرالتوضيح: 

x 21
  انتخاب كرديم. گفته شدهرا به شكل  dvو uاست، بنابراين arctgxتر از، راحت

  
 حاصل  :4مثالI Arcsinxdx  :برابر است با   

1( xArcsin x x C  21  2( Arcsin x x C  21  3( x Arcsin x C  21  4 (xArcsin x x C  21  
  :ايد اين توابع را مساويب ،))1با توجه به مطالب گفته شده، وقتي توابع معكوس مثلثاتي داريم (توابع دسته ( » 1«گزينه پاسخu :بگيريم  

dxArcsin x u du xArc sin x dx x Arcsin x dx xArcsin x x Cx
xdv dx x v

           
   

  22
2

11
1

  

  
 حاصل :5مثالI Lnxdx  كدام است؟   

1 (xLnx x c   2 (xLnx x c   3 (Lnx x c
x

 
1  4 (Lnx x c

x
 

1  

  :با توجه به مطالب گفته شده اگر فقط توابع لگاريتمي در انتگرال داشتيم، بايد اين توابع را مساوي  »2«گزينه پاسخu :بگيريم  

   
dxLnx u du dxI xLnx x( ) xLnx x cx

xdx dv x v

         
   

  

  شود.چون در برخي از سؤالات از آن استفاده مي، بهتر است حاصل انتگرال فوق به خاطر سپرده شود
  

 حاصل :6مثالLnxI dx
x

    كدام است؟ 2

1 (xLnx x c 2  2 (Lnx c
x x

  
1  3 (Lnx c

x x
  

1  4 (xLnx x c 2  

  :با توجه به وجود » 3«گزينه پاسخLnx  بايد ،))1ه (دستبه(تابعي متعلقLnx را مساويu فرض كرده و بقيه عبارت باقيمانده در انتگرال راdv فرض كنيم:  

        
dxu Lnx du

Lnx dx Lnx dx Lnxx I ( )( ) c
dx x x x x x xxdv v

xx

               
    


  2
2

1 1
1  

گيري ازانتگرال كه واضح است
x2
  را به شكل فوق انتخاب كرديم. dvو uاست، بنابراين Lnxگيري ازتر از انتگرال، آسان1

  
 جواب انتگرال :7مثالLn(Lnx) dx

x كدام است؟    
1(LnxLn(Lnx) Lnx c   2 (Lnx Ln(Lnx) c   3 (Ln(Lnx) Lnx c    4 (LnxLn(Lnx) c  

  :ابتدا از تغيير متغير»  1«گزينه پاسخu Lnx ،كنيم، در اين صورتاستفاده ميdxdu
x

 داريم:  
Ln(Lnx)I dx Lnudu I uLnu u c LnxLn(Lnx) Lnx c

x
          Eq]¾M Eq]x»n  
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 اگر  :8مثالxI xLnxdx Lnx x c   
2 2

2
1

2 Iگاه حاصل، آن4 xLn( )dx
x

 
  ، كدام است؟11

1 (x x(x )Ln(x ) Lnx c    
2

2 1 1 2 2  2 (x x(x )Ln(x ) Lnx c    
2

2 1 1 2 2  

3 (x x x( )Ln(x ) Lnx c
   

2 21 12 2 2  4 (x x x( )Ln(x ) Lnx c
   

2 21 12 2 2  

 :يابتدا با استفاده از رابطه  »4«گزينه   پاسخALn( ) LnA LnB
B

 عبارت ،Ln( )
x


  كنيم:را بازنويسي مي 11

I I

xLn( ) Ln( ) Ln(x ) Lnx I x[Ln(x ) Lnx]dx xLn(x )dx xLnxdx
x x


             

1 2

1 11 1 1 1
 

    

xدر صورت سؤال داده شده است، اما براي انتگرال اول با استفاده از تغييـر متغيـر  خبُ، مقدار انتگرال دوم كه  u 1 ،گـاه آنx u 1  و انتگـرالI1  زيـر   صـورت بـه
I  :شودبازنويسي مي (u )Lnudu uLnudu Lnudu     1 1  

    شود:در طرفين تساوي داده شده در صورت سؤال به شكل زير مي uادنحاصل انتگرال اول با قرار د
u xu (x )uLnudu Lnu u c uLnudu Ln(x ) (x ) c  

         
2 212 21 1 11 12 4 2 4  

uLnu«برابر با  Lnuduدانيم حاصل انتگرالاز طرفي مي u « و به عبارت ديگر برابر»(x )Ln (x ) (x )   1 1   باشد، پس داريم:مي» 1
(x ) xI I I Ln(x ) (x ) (x )Ln(x ) x Lnx x c

             
2 2

2 2
1 2

1 1 11 1 1 1 12 4 2 4  

x x(x )Ln(x ) Lnx c    
221 1 12 2 2

x x xI [ (x )]Ln( x) x x x Lnx x c 
             

2 2
2 22 1 1 1 1 11 1 12 4 2 4 2 4  

  
 حاصل :9مثالx sin xA dx

cos x



   را محاسبه كنيد. 1

   :پاسخ   
x xsin x sin cosx sin x x sin x x xA dx dx dx A x sec dx tg dx

x xcos x cos cos


     

    
2 22 2

2 2
1

1 2 2 22 22 2

  

xxبراي محاسبه sec dx 2
x  :داريم كنيم، در اين صورتاستفاده مي »جزء به جزء«از روش 2 xx u dx du , sec dx dv tg v     21

2 2 2  

xxtg( ) c2
x x x x x xx sec ( )dx xtg( ) tg( )dx A xtg( ) tg( )dx tg( )dx         21

2 2 2 2 2 2 2  
  

 حاصل  :10مثالI xsin xcosxdx    )Harvard) دانشگاه 1(از سؤالات رياضي (  را بيابيد.  2

 :توانيمرو هستيم، با كمي دقت ميروبه» جزء به جزء«گيري با يك انتگرال كه واضح است  پاسخu وdv :مناسب را به شكل زير انتخاب كنيم  

u x du dx , sin x(cos x)dx dv sin x(cos xdx) v (sin x) v       2 2 31
3  

  شود:مقابل حساب مي صورتبهبنابراين حاصل انتگرال 
I

I x( sin x) sin xdx  
2

3 31 1
3 3

  

I sin xdx sin x(sin x)dx ( cos x)sin xdx sin xdx cos x sin xdx cos x cos x c             3 2 2 2 3
2 1

11 3  

xI  بنابراين خواهيم داشت: sin x cos x cos x c   3 31 1
3 3 9  

  

 حاصل  :(سخت) 11مثالx dxI
(cosx xsin x)




2
  را بيابيد. 2

 :ر نيازمند است. اگر دقت كنيد؛ مشتق عبارت داخل پرانتز برابر بايك سؤال نسبتاً سخت كه به كمي ابتكا  پاسخx cos x   است، بنابراين بـا ايجـادx cos x 

x  شود:مقابل بازنويسي مي صورتبهدر صورت كسر، انتگرال  dx x x cos xI [ ]dx
cos x(cos x x sin x) (cos x x sin x)

 
  
2

2 2  

xuحالا با در نظر گرفتن
cos x

 وx cos xdv dx
(cos x x sin x)


 cos  ، خواهيم داشت:2 x x sin xdu , v

cos x x sin xcos x


  
2
1  
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    داريم:» جزء به جزء«بنابراين به روش 
x dx x sin x x sin x cos x x sin xI ( )( )

cos x cos x x sin x cos x(cos x x sin x) cos x cos x(cos x x sin x)cos x
  

      
  

2
2

1  

x tgx c
xtgx

 


1

cos x

cos x
sin xxx ( sin x) sin x cos x cos xI I

cos x x sin xcos x(cos x x sin x)
cos x cos x

   
    

 

2

221


oM´Ãv£UZoh¶ »Rn¼‚  

nهايي به فرمدر واقع گاهي در انتگرال توجه:
f (x) dx

[g(x)] توان نوشتميn
f (x) g (x). dx
g (x) [g(x)]


 .و به ترتيبي كه گفته شد از جزء به جزء استفاده كرد  

 

  استفاده كنيم.» زءجزء به ج«ي شويم چند بار از قاعدهي حاصل انتگرال مجبور ميها براي محاسبهدر بعضي انتگرال :3نكته 

 انتگرال حاصل :12مثالxI e cosxdx  .را حساب كنيد  
  :در اين سؤال يك تابع نماييپاسخx(e xuو يك تابع مثلثاتي (كسينوس) داريم، بنابراين بايد ( e وcos xdx dv :فرض شود  

x x
x x x x

I

e u e dx duI e cos xdx I e sin x e sin xdx I e sin x I , ( )
cos xdx dv sin x v

          
  

 
1

1 1


  

  به جزء داريم: لذا با استفاده مجدد از قاعده جزء ،باشدتقريباً  شبيه انتگرال اصلي مي I1توجه شود كه انتگرل 
x x

x x x

I

e u e dx duI : I ( cos x)e e cos xdx I e cos x I , ( )
sin xdx dv cos x v

           
   

1 1 1 2


  

xe (sin x cosx)I c
 2

( ) , ( ) x x xe sin x I e cos x I I e (sin x cos x)        2 1 2  
  

 :4نكته 
ax

ax ee sin bxdx (a sin bx bcosbx) c
a b

  
 2 2 )2        ،

ax
ax ee cosbxdx (a cos bx bsin bx) c

a b
  

 2 2)1  

حاصل اين دو انتگرال را حتماً حفظ كنيد. براي راحتي در حفظ كردن، به اين ايده توجه كنيد كه در هر دو انتگـرال 
axe

a b2 شـود كـه شـامل    نتـزي ضـرب مـي   در پرا 2

  ي مشتق تابع مثلثاتي زير انتگرال است.ي دوم قرينهضرب شده و جمله aي اول همان تابع مثلثاتي زير انتگرال است كه درسينوس و كسينوس است؛ جمله

 انتگرال حاصل :13مثالxI e cos xdx  5   را حساب كنيد. 4

 داريم: گفته شدهبا توجه به نكته خ: پاس          
x

x xeI ( cos x sin x) c e cos x e sin x c     
5

5 55 45 4 4 4 4 441 41 41  
  

 ضريب :14مثالcos(Lnx) در حاصل انتگرالI sin(Lnx)dx  كدام است؟    

1 (x  2 (x
2  3 (x

 2  4 (x  

 :با استفاده از تغيير متغير  »3«گزينه   پاسخu Lnx ،گاهآنdu dx
x


uxو چون 1 eلذا ،udx e du :و بنابراين داريم  

xبرابر با cos(Lnx)نابراين ضريبب
 است.   2

u
u e xI e sin udu (sin u cos u) c [sin(Lnx) cos(Lnx)] c        2 2  

ueي انتگرالدر محاسبهتوضيح:  sin udu از سـؤالات بـه   گفته شده استفاده كرديم، بنابراين به خاطر سپردن حاصل دو انتگرال گفته شده در خيلي  ياز رابطه
  دهد!جويي از وقت را هديه ميما صرفه

 به كمك تشكيل جدول  جزء به جزءانتگرال گيري   
  

fتـابع  مقابل، مطابق جدول ،در اين روش (x)  هـايش را در سـمت چـپ و تـابع    و مشـتقg(x)  و
fشتق تابعدهيم و تا وقتي كه مهايش را در سمت راست قرار ميانتگرال (x) البته بعـداً   صفر شود)

 ،انتگـرال گرفتـه و در نهايـت    g(x)از تـابع  صفر شود.) fخواهيم گفت هميشه لازم نيست مشتق
ايـن  و  ،ر هـم ضـرب  د انـد را به هم مربوط شـده  با پيكان ي كهتوابع ،هاي مشخص شدهمانند پيكان

 پـايين ها از بـالا بـه   اين علامت(نمائيم جمع يا تفريق مي همآنها با  كناررا با علامت  هاضربحاصل
  .و اولين سطر داراي علامت مثبت است)يك در ميان مثبت يا منفي هستند 

f (x) g(x)

f (x) G (x) g(x)dx

f (x) G (x) G (x)dx



 

 




1

2 1
  



 علامت مشتق انتگرال
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

x

xx x x x x

Ix

e cos x

ee sin x I sin x e cos x e cos x I I e sin x e cos x

e cos x



        

 



5

55 5 5 5 5

5

4
1 5 25 25 1 55 4 4 4 4 4 44 4 16 16 16 4 16
125 416



S¶°– ¢Tz¶ −Ho«Tº H

x xI e sin x e cos x 5 54 54 441 41
x xI e sin x e cos x   5 541 1 54 416 4 16

 حاصل :15مثالxI xe dx    بيابيد.را  2
  :در اين سؤالپاسخf (x) x وxg(x) e   ، بنابراين جدول مقابل را داريم:2

  

                                     
x x xe e eI x( ) ( ) ( )dx c      

2 2 2
12 4 4  

  
  

  

  

 حاصل انتگرال :16مثالI xcos xdx    كدام است ؟ 3

1(x sin x cos x c 
3 3

3 9  2(x cos x sin x c 
3 3

3 9  3(x sin x cos x c 
3 3

3 9  4(x cos x sin x c 
3 3

3 9  

  :با فرض با استفاده از روش جدول»  1«گزينه پاسخf (x) x وg(x) cos x   داريم: به راحتي 3

x cos x
x sin x cos xI csin x

cos x

   

 

3
3 311 3 3 93

1 39

  

  

 حاصل انتگرال :17مثالI (x )cosxdx  3   را بيابيد. 1
  :در اين سؤالپاسخf (x) x 3 g(x)و 1 cos x :و لذا داريم  

x cos x

x sin x
I (x )sin x x cos x x sin x cos x cx cos x

sin x
cos x

 


       

 


3

2
3 2

1
3

1 3 6 66
6


  

  
  گيـري  توانيـد عمليـات مشـتق   يادتون باشه، قرار نيست هميشه مشتق تابع در ستون سمت چپ صفر شود، شما هر وقت كه دوست داشتيد؛ مـي  :5نكته 

در اين حالت سطر آخر را نيـز بايـد    هاي گفته شده، حاصل انتگرال را حساب كنيد. فقطشود) را متوقف كنيد و با ضربگيري كه همزمان انجام مي(و البته انتگرال
دلخواه، ممكن است باعث شود حاصل انتگرال ايجـاد شـده سـخت باشـد، بـراي ايـن كـه         صورتبهدر هم ضرب كنيد و از كل آن انتگرال بگيريد. اما متوقف كردن 

  ه كنيد:توانيد حاصل انتگرال اوليه را حساب كنيد، به دو دستور زير توجخيالتان راحت باشد، قطعاً مي
  ضرب دو ستون در يكديگر به راحتي قابل محاسبه باشد، بايد متوقف شويم.در سطري كه انتگرال حاصل) 1
 ضرب دو ستون در سطر اول باشد، بايد متوقف شويم.ضرب دو ستون در يكديگر، ضريبي از حاصلدر سطري كه حاصل) 2

  كند:هاي زير مطلب فوق را بهتر مشخص ميمثال

 حاصل انتگرال :18مثالxI e cos xdx  5   را بيابيد. 4

  :پاسخ        

  

  

  

  
  

 علامت مشتق انتگرال
x

x

x

x e

e

e







2

2

2

1 2

4 

 انتگرال     مشتق     علامت



 انتگرال      مشتق     علامت





هايي كـه صـفر   كنيد؛ انتگرال ضرب سطر آخر نيز در واقع وجود دارد، اما زمانطور كه در جدول مقابل ملاحظه ميهمان
 سيم.شود، ديگر لازم نيست آن را بنويمي



 انتگرال          مشتق       علامت
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 حاصل :19مثالxI xe cosxdx  .را بيابيد  
 :در اين سؤال سه جمله داريم. كه يـك جملـه را برابـر بـا      پاسخu )x  را

گيـريم  در نظـر مـي   dvي ديگر را برابر بـا گيريم) و دو جملهدر نظر ميuبرابر با
)xe cos xdx را برابر باdv گيريمدر نظر مي(.  

xeال فوق و نكته گفته شده، ابتدا انتگرالدقت كنيد از حل انتگر cos x  و بعد از
xeهايآن حاصل انتگرال sin x1

xeو 2 cos x1
  ايم.را حساب كرده 2

    زير است: صورتبهپس حاصل نهايي انتگرال 
x x xxe xe esinx cosx sinx c  2 2 2

x x x x
x xx x e e e eI e sin x e cos x sin x cos x sin x cos x c       2 2 4 4 4 4    

  

 حاصل  :20مثالsin(Lnx)I dx
x

    ، برابر كدام گزينه است؟2

1([sin(Lnx) cos(Lnx)]
x

 
1  2([sin(Lnx) cos(Lnx)]

x
 

1
2  3 ([sin(Lnx) cos(Lnx)]

x


1  4 ([sin(Lnx) cos(Lnx)]
x


1

2  

 :ي ي انتگرال ساده شود. مثلاً براي محاسبهابتدا يك تغيير متغير انجام دهيم تا كار محاسبه كه ا مانند اين انتگرال، لازم استهبعضي وقت»  2«گزينه   پاسخ
Lnانتگرال xdx u، نيز بهتر است از تغيير متغير3 Lnx كنيم؛به اين انتگرال، فرض ميبراي محاسرويم، استفاده كنيم. خبُ سراغ سؤال ميu Lnx پـس ، 

ux eو در نتيجه ،dxdu
x

  صورتبهاست. بنابراين انتگرالu
sin u du
e

  داريم:» جزء به جزء«ي شود. سپس با به كارگيري قاعدهتبديل مي 

  u
u

sin uI du e sin udu
e

    
u u u uI e cos u e sin u e sin udu I e (cos u sin u) I             

u
u LnxeI e (cos u sin u) I [cos u sin u] e [cos(Lnx) sin(Lnx)]


           

12 2 2  

Ln
xe [cos(Lnx) sin(Lnx)] [cos(Lnx) sin(Lnx)]

x
     

11 1
2 2  

  .ضرب عناصر رديف آخر انتگرال بگيريمي جزء به جزء (روش جدول)، سطري مضرب سطر ديگر شود، بايد متوقف شويم و از حاصلطور كه گفتيم؛ هرگاه در قاعدههمان
  

 مشتق انتگرال
u

u

u

e sin u

e cosu

sin ue









  

 

 علامت



 علامت مشتق انتگرال
x

x

x x

x e cos x

e (sin x cos x)

e e[ (sin x cos x) (sin x cos x)]



 

   

1 2
1
2 2 2 
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  كسرها گيري به روش تجزيهروش انتگرال :4درسنامه 
  

  

   گيرد.نيز در درس معادلات ديفرانسيل مورد استفاده قرار مي هادهيم. اين نوع انتگرالگيري را آموزش ميدر اين قسمت نوع ديگري از انتگرال

انتگرال گيري به روش تجزيه  كسرها (تجزيه كسرهاي جزئي)   
  

  رود. بـراي اسـتفاده از ايـن روش    باشند) به كـار مـي  اي ها چندجملهگرال برخي توابع گويا (يعني توابعي كسري كه صورت و مخرج آني انتاين روش براي محاسبه
ا سر را تي صورت از مخرج كمتر شود. سپس مخرج ككنيم تا درجهي مخرج باشد، ابتدا صورت را بر مخرج تقسيم ميبيشتر از درجه ي صورتدر صورتي كه درجه

فقط عبارت درجه اول يا عبارت درجه دوم فاقد ريشه وجود داشته باشد (يعني عبـارت درجـه دوم قابـل     ،به طوري كه در مخرج كسر كنيم؛جاي ممكن تجزيه مي
تجزيه نباشد و به عبارت ديگر   (كنيم:طبق روش زير عمل مي ،با توجه به مخرج كسرها حالا .باشد  

n(xاگر در مخرج كسر عبارت ):1لت (حا a) نويسيم:عبارات مقابل را مي ،وجود داشت، به خاطر وجود آن  n
n

A A A
x a (x a) (x a)

  
  
1 2

2   

x)اگر مثلاً عامل كه توجه كنيد a) ،در آن صورتدر مخرج داشته باشيمn 1 و به جاي آن فقط استA
x a

x)شـود. و يـا اگـر مـثلاً    نوشته مـي  1 a) در  2

Aمخرج داشته باشيم، به جاي آن دو كسر به شكل A
(x a) (x a)


 
1 2

  گيرد.قرار مي 2

n(xاگر در مخرج عبارت ):2حالت ( ax b) 2 بارتوجود داشت (كه عx ax b 2 ديگر قابل تجزيه نباشد، يعني  دهيم:)، در اين صورت عبارات زير را قرار مي  

  n n
n

A x B A x B A x B
x ax b (x ax b) (x ax b)

  
  

     
1 1 2 2

2 2 2 2  

nدر اين حالت نيز اگر مثلاً 1 باشد، در تجزيه كسر فقط عامل اول يعنيA x B
x ax b



 
1 1

nنويسيم و اگررا مي 2    گيرد.ي اول به جاي كسر قرار ميگاه دو جملهآن ،باشد 2

 هر يك از كسرهاي زير را به كسرهاي جزئي تجزيه كنيد.  :1مثال  

1 (x
x





4
3

1
1

           2 (x x
x x
 



2
3

1                 3  (
x x7 3

1  

 :پاسخ    
  كنيم!از اطلاعات دبيرستاني خود استفاده مي كرده وچون درجه صورت بيشتر از مخرج است، ابتدا صورت را بر مخرج تقسيم  ):1بررسي (

x
x

x
(x x)

x








3
4

4

11

1

  
x xx
x x

 
   

 

4

3 3
1 1
1 1

 خارج قسمت    
 باقي مانده 

مقسوم  
خارج قسمت

باقي مانده 
 مقسوم عليه

 مقسوم عليه مقسوم 
مقسوم عليه 

  
xبراي تجزيه كسر حالا

x


3
1
1

xصورته، مخرج را ب (x )(x x )    3 21 1 x)كنيم. با توجـه بـه وجـود عامـل درجـه اول     تجزيه مي 1 )1    بـه جـاي آن در

Aجزئيكسرهاي 
x 1 و با توجه به وجود عامل درجه دوم(x x ) 2 Bxجزئيبه جاي آن در كسرهاي  1 C

x x


 2 1
xكسـر   دهـيم، يعنـي تجزيـه   قرار مي 

x


3
1
1

 

x  شود:صورت مقابل نوشته ميبه A Bx C
xx x x

 
 

  3 2
1

11 1
  

xصورتتجزيه كسر به): 2بررسي ( x x(x )(x )   3 1 توان شده را ميي اول هستند، بنابراين كسر داده ي عوامل تجزيه شده، عبارات درجهاست كه همه 1

x  صورت مقابل نوشت:به x A B C
x x xx x

 
  

 

2

3
1

1 1  

x  كنيم:ابتدا مخرج كسر را تا جاي ممكن تجزيه مي): 3بررسي ( x x (x ) x (x )(x ) x (x )(x )(x )         7 3 3 4 3 2 2 3 21 1 1 1 1 1  
x)دست آمده فقط عبارتدر تجزيه به )2 x)صورتتوان بهرا مي x3د كهدرجه دوم است و بقيه عبارات درجه اول هستند، توجه كني 1 ) 3  نوشت و لذا براي

A  صورت مقابل است:نظر به كسر قرار دهيم. بنابراين تجزيه كسر مورد سهآن بايد  B C D E Fx G
x x xx x x x x


     

  7 3 2 3 2
1

1 1 1
  



  

20 
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 محاسبه ي ضرايب در كسرهاي جزئي   
  

  دو روش كلي داريم: كسرها  روش تجزيه دست آوردن ضرايب مجهول دربهبراي 
سپس ضـرايب را در دو   .ها از دو طرف حذف شوندكنيم تا مخرجمخرج كسري كه قرار است تجزيه شود، ضرب مي دو طرف تساوي را در : در اين روشحالت اول

  دهيم. به مثال زير توجه كنيد:طرف متحد قرار مي
x(x )x A B x A(x ) Bx x (A B)x A

x(x ) x x


           
 

12 1 2 1 1 2 11 1
nj¸Ã oŠJo†  

Aدر سمت راستxو ضريب 2در سمت چپ xضريب Bنويسيم:است، بنابراين ميA B  و عدد ثابت در سمت راست برابـر   1، از طرفي عدد ثابت در سمت چپ2

Aاست، پس Aبا  1 و چونA B  B، بنابراينبود 2  1 Bو لذا 2  x  شود:، يعني تجزيه كسر به شكل مقابل نوشته مي3
x(x ) x x

 
 

 
2 1 1 3

1 1  

x)ي يكبراي عامل درجهالبته ، يك روش ديگر در تعيين ضرايب (ير از روش گفته شدهبه غ: )روش هويسايدحالت دوم ( a) كه به توانn  رسـيده   1
f) وجود دارد. فرض كنيد عبارت كسريباشد (x) دست آوردن ضرايبباشد، در اين صورت براي بهiAهاي زير نيز استفاده كرد:توان از فرمول، مي  

n
n n n

n n nx a

d dA lim [(x a) f (x)] , A [(x a) f (x)] , ,A [(x a) f (x)]
x a x adx (n )! dx



 
     

 

1
1 1 1

1
1  

n(xدر واقع در اين روش، ابتدا عامل a) را در تابعf (x) كنيم:ي ضرايب به صورت زير عمل ميكنيم. سپس براي محاسبهضرب مي  
nAيرا قرار دهيم. براي محاسبه aها،xكافي است به جاي nAيمحاسبهبراي  1 بار مشتق گرفته و سپسيكx a هـم تقسـيم    1!دهيم (البته بـر قرار مي
nAيكنيم كه ما در فرمول آن را ننوشتيم). براي محاسبهمي 2 بار ديگر مشتق گرفته و سپس به جاييكx،هاa كنـيم و بـه   تقسـيم مـي   2!دهيم و برقرار مي
n، به تعدادA1يمين ترتيب براي محاسبهه 1گيريم و پس از اين كه به جايبار مشتق ميx،هاa   كنـيم. دقـت   قرار داديم بر فاكتور مرتبه مشتق تقسـيم مـي

n(xرسـيده باشـد، مـثلاً    nي يك است كه ممكـن اسـت بـه تـوان    م اين روش براي يك عامل درجهطور كه گفتيكنيد همان )1    2ي . امـا بـراي عوامـل درجـه 
x)مثل )2   قابل استفاده نيست. 4

توان دو است، مي يكها برابر در آن» ي صورت و مخرجاختلاف درجه«اي بين ضرايب كسرهايي كه براي يافتن رابطه ل و دوم،در هر دو حالت او  :1نكته 
  .نهايت ميل دادرا به سمت بي xضرب كرده و xطرف تساوي را در

  دست آورد.اي بين ضرايب بهتوان رابطهدر طرفين تساوي، مي xجايبه  عدد مناسب دادن قراربا اول و دوم، در هر دو حالت   :2نكته 

 كسر  :2مثالx xf (x)
x x x

 


 

2
3 2

2 1
2 3 2

  را به روش گفته شده تجزيه كنيد. 

 :كنيم:، بنابراين لازم نيست تقسيم صورت بر مخرج را انجام دهيم، ابتدا مخرج را به شكل زير تجزيه ميچون درجه صورت از درجه مخرج كمتر است  پاسخ  
x x x x( x x ) x( x )(x )       3 2 22 3 2 2 3 2 2 1 2  

x  دارد، پس بايد سه كسر مختلف داشته باشيم: با توان يك چون مخرج سه عامل متمايز x A B C
x( x )(x ) x x x

 
  

   

2 2 1
2 1 2 2 1 2  

  رسيم:تفاده كنيم، بايد طرفين را در مخرج عبارت سمت چپ ضرب كنيم كه به تساوي زير ميحالا اگر بخواهيم از روش اول اس
x x A( x )(x ) Bx(x ) Cx( x )        2 2 1 2 1 2 2 2 1  

كمك بگيريم، چون اين  توانيم به جاي اين كار از نكته گفته شدهمرتب كرده و با سمت چپ متحد قرار دهيم؛ اما مي xهايحالا بايد سمت راست را برحسب توان
هايي باشيد كه فقط يـك متغيـر مجهـول در سـمت راسـت بـاقي       xكه دوست داريم، قرار دهيم. دنبال xتوانيم هرها برقرار است، پس ميxتساوي به ازاي تمام

xبگــذارد، اگــر  گــاه، آنA( )( )    1 2 1 2  ــذا Aو ل 
1
x، اگــر2 

1
Bگــاهقــرار دهــيم، آن 2


5 1
4 ــذا 4 Bو ل 

1
xو اگــر 5  2  ،قــرار دهــيم

Cگاهآن  1 1 و لذاC  
1

1 آيد. بنابراين داريم:به دست مي  

x x
x( x )(x ) x x x

 
  

   

2
1 1 1

2 1 2 5 1
2 1 2 2 1 2

  

توانيـد آن را بـه   برد كه ميطور كه ديديد استفاده از نكته و روش عددگذاري خيلي سريع ضرايب را تعيين كرد. روش متحد قرار دادن كمي زمان بيشتري ميهمان
  تمرين انجام دهيد.عنوان 

  

 حاصل انتگرال  :3مثالdxI
x x


   را بيابيد. 3

xصورتمخرج كسر به x x(x )  3 2 A  قابل تجزيه است، بنابراين داريم: 1 Bx Cf (x)
xx x x


  

 3 2
1

1
  

  كنيم:به دو روش عمل مي Cو A،Bبراي محاسبه ضرايب مجهول
xطرفين تساوي را درروش اول:  x x(x )  3 2   ها از بين بروند، در اين صورت داريم:كنيم تا مخرجضرب مي 1

A(x ) (Bx C)x (A B)x Cx A        2 21 1 1  
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Aباشد، بنـابراين مي 1و در سمت راست مقدار ثابت  Aدهيم. در سمت چپ تساوي، مقدار ثابتا هم مساوي قرار ميضرايب عبارات را در دو طرف ب حالا 1 در .
Cبنـابراين  برابـر صـفر اسـت).    xوجود ندارد (يعني ضريب xو در سمت راست Cبرابر xسمت چپ ضريب       ضـريب  ،اسـت و بـالاخره در سـمت چـپx2 

A)برابر B) ضريب ،و در سمت راستx2 صفر است، بنابراين برابرA B   و چونA 1 لذارا قبلاً به دست آورده بوديم ،B  1 .است  

  كنيم:را از روش هويسايد تعيين مي Aضريب روش دوم:
x x x

A lim xf (x) lim x lim
x x x  

    
 3 2
1 1 1

1  
  

  آوريم:دست مينهايت بهضرب و حد طرفين را در بي x، طرفين را درچون اختلاف درجه مخرج و صورت كسر يك است ، طبق نكته گفته شدهBهبراي محاسب
xx Ax Bx Cx A B B

xx x x


       
 

2

3 2 1
1

  

xدهيم. به طور مثال به ازايعددي دلخواه در طرفين تساوي قرار مي xاي، به جCو بالاخره براي محاسبه 1:داريم ،  A , BA B C C 
   


1 11

2 1 1 1   

dx  پردازيم:نظر مي به محاسبه انتگرال مورد حالا x dx xdx x( )dx Lnx Ln(x ) C Ln( ) C
x xx x x x x

         
   

    2
3 2 2 2

1 1 2 1 12 21 1 1
  

 

 حاصل  :4مثالxI dx
(x )(x )


  2 2

2
1 1

  كدام است؟ 

1 (Arctgx C
x

 

1

1  2(Ln(x ) Arctgx C
x

   

11 1  3  (Arctgx C

x
 


1

1  4(Arctgx Ln(x ) C
x

   

11 1  

 :مخرج كسر به طور كامل تجزيه شده است، بنابراين داريم:»  3«گزينه   پاسخ  x A B Cx Df (x)
x(x )(x ) (x ) x


   

   2 2 2 2
2

11 1 1 1
  

  كنيم:را به روش هويسايد تعيين مي Bو Aضرايب
x x

xB lim (x ) f (x) lim
x 

    


2
21 1
21 1

1
  

d d x (x ) xA [(x ) f (x)] ( ) ( )
x x xdx dx x (x )

 
    

      

2 2
2

2 2 2
2 2 1 41 1 1 11 1

  

x، در طرفينDبراي تعيين   م:دهيقرار مي  A , BA B D D     1 1  

x، در طرفين تساويCدست آوردنو بالاخره براي به 1 دهيم:قرار مي  A , B , DA B C D C  
    1 12

8 2 4 2
   

dx  نظر برابر است با: بنابراين انتگرال مورد dxI ( )dx Arctgx C
x(x ) x (x ) x

 
       

     2 2 2 2
1 1 1

11 1 1 1
  

xسردر ك: بيشترتوضيح 
(x )(x ) 2 2

2
1 1

x)، اختلاف دو عامل مخرج يعنـي  ) x)و 21 )2 صـورت  در صـورت وجـود دارد، بنـابراين تجزيـه ايـن كسـر بـه        1

(x ) (x )


 2 2
1 1

1 1
fصورتاگر كسر داده شده بهباشد، به طور كلي مي  (x) g(x)

f (x).g(x)
 توان نوشت:گاه ميباشد، آن  

f (x) g(x)
f (x).g(x) g(x) f (x)


 

1 1  
 

صورتهرگاه كسر داده شده در سؤال به  :3نكته 
[f (x) a][f (x) b] 

اي نوشت كه تفاضـل  صورت ضرب دو چندجملهباشد (يعني مخرج را بتوان به 1

  صورت زير تجزيه كرد:توان بهنظر را مي ا عددي ثابت است)، در اين صورت كسر موردهآن

( )
(f (x) a)(f (x) b) b a f (x) a f (x) b

 
    

1 1 1 1 
 

( )
b a(x x a)(x x b) x x a x x b

 
       2 2 2 2

1 1 1 ) : مثال1 )
(x a)(x b) b a x a x b

 
    

1 1 1   : مثال1

 حاصل  :5مثالdxI
x x


  4 25 4

  كدام است؟ 

1 (xArctg Arctgx C 
1 2
2 2 3  2 (xArctgx Arctg C 

1 2
3 3 2  3 (xArctgx Arctg C 

2 1
3 2 2  4 (xArctgx Arctg C 

1 1
3 6 2  

 صورتمخرج كسر را به»  4«گزينه   :پاسخx x (x )(x )    4 2 2 25 4 1   داريم: گفته شدهي كنيم، در اين صورت طبق نكتهتجزيه مي 4

( ) ( )
x x (x )(x ) x x x x

    
       4 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
4 1 35 4 1 4 1 4 1 4

  

xArctgx Arctg C 
1 1
3 6 2

dx dx xI ( )dx (Arctgx Arctg ) C
x x x x

        
     2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 2 21 4 1 4
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 حاصل  :6مثالdxI
x( x )


 61

  كدام است؟  

1 (xLn( ) c
x






6

6
1 1
3 1

  2 (xLn( ) c
x






6

6
1 1
6 1

  3 (xLn( ) c
x




6

6
1
6 1

  4 (xLn( ) c
x




6

6
1
3 1

  

 اگر از تغيير متغير»  3«گزينه   سخ:پاu x duگـاه اسـتفاده كنـيم، آن   6 x dx ، بنـابراين 56
du

dx dux
x( u) u( u)x( x )

 
 

5
6

16
1 6 11

  . اكنـون بايـد كسـر را    

A  :تجزيه كنيم B
u( u) u u

 
 
1

1 1  

A(A  گفته شده داريم: مطالبحالا با استفاده از  B)u A A , A B B         11 1 1  

xLn  شود:صورت مقابل بازنويسي ميبنابراين انتگرال به c
x




6
6

1
6 1

du du du uI [ ] [Lnu Ln( u)] Ln
u( u) u u u

       
    

1 1 1 116 1 6 1 6 6 1  

  
  

 انتگرال نامعين : 7مثالx dx
x(x )



 2
4

4
    برابر با كدام گزينه است؟ 

1 (Ln | x | Ln | x | c  21 42  2 (xArctg Lnx c 
1
2 2  

3 (xLn | x | Arctg c  21 142 2 2  4 (x xLn | | Arctg c
x

 


2
2

1 1
2 2 24

  

 كنيمروش تجزيه كسرها استفاده مياز   »4«گزينه  :پاسخ:        x A Bx Cf (x)
xx(x ) x

 
  

 2 2
4

4 4
  

x(xاز ضرب كردن طرفين رابطه در )2 A(x            :آيدمي دستبه 4 ) x(Bx C) x A ,B , C         2 4 4 1 1 1  
x x xf (x)dx dx dx Lnx Ln(x ) Arctg C Lnx Ln (x ) Arctg C

x x
 

            
   2 2 2

2
1 1 1 1 1 1 14 42 2 2 2 2 2 24

  
  

 حاصل انتگرال  : 8مثالdx
x (x ) 2 1

      است؟ چقدر 

1(xLn c
x x
 


1

1    2(x Lnx Ln(x ) c   1    

3(x Ln x Ln(x ) c   2 2 1  4(Ln(x ) Lnx c
x
   

1 1    

 :كنيم. از روش تجزيه كسرها براي محاسبه انتگرال مورد نظر استفاده مي  »4« گزينه  پاسخ  
A B C Ax(x ) B(x ) Cx (A C)x ( A B)x B B , A ,C
x xx (x ) x x (x )

   
                

 

2
2

2 2 2
1 1 1 1 1 1 111 1

  

dx dx dx dx Lnx Ln(x ) c
x x xx (x ) x
 

        
   2 2

1 1 1 1 111
  

 

 اگر  :9مثالf م باشد كهاي درجه دوچندجملهf ( )  1 و حاصلf (x) dx
x (x ) 2 31

fتابعي گويا باشد، مقدار  ( )  كدام است؟  
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
 :يكنيم ضابطهفرض مي » 3«گزينه   پاسخf (x) به صورتax bx c 2 ريف شود. اولاً چـون تعf ( ) 1 پـس ،c 1   اسـت و لـذاf (x) ax bx  2 1 
fجا به اين موضوع توجه كنيد كهباشد، همينمي ( ) b   مقدار كافي استاست، پسb  .دانيم، اين است كه حاصل گري كه از صورت سؤال ميتنها چيز ديتعيين شود

  ي انتگرال بايد از روش تفكيك كسرها كمك بگيريم:براي محاسبهانتگرال تابعي گوياست؛ پس احتمالاً بايد حاصل انتگرال را حساب كنيم. 
ax bx A B C D E

x xx (x ) x (x ) (x )
 

    
  

2
2 3 2 2 3

1
11 1 1

  

بايد صفر باشند، چون اگر  Cو Aشودتواند باشد، تا اينجا معلوم ميصل انتگرال فقط تابعي گويا ميدر صورت سؤال گفته شده حا ؛اما قسمت مهم حل اين سؤال اينجاست
Ln(xو Lnxگاه در جواب انتگرال سروكله تابععدد باشند، آن )1 توان گفت تساوي زير را داريم:دانيم گويا نيستند. حالا با متحد قرار دادن ميكه مي شودپيدا مي  

ax bx B(x ) Dx (x ) Ex      2 3 2 21 1 1  
xاگر در طرفين تساوي   گاهقرار دهيم، آنB 1 آيد. از طرفي در سمت راست ضريببه دست ميx برابر باB3          اسـت كـه اگـر آن را متحـد بـا سـمت چـپ قـرار

bدهيم، B Bو چون 3 1پس ،b  fو لذا 3 ( )  3 باشد.مي  
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 اي داشـته باشـند.   جملـه باشـد، فـرم ظـاهري چند   يـه كسـرها مـي   ي روش تجزهـا بـه وسـيله   هـايي كـه روش حـل آن   هميشه قرار نيست انتگرال  :1رتذك  
  نيم.ها را تعيين كتوانيم از روش تجزيه كسرها حاصل آنآيند و سپس ميهايي وجود دارند كه پس از يك تغيير متغير به فرم كسرهاي گويا در ميانتگرال

  هايي با كسر گويا نوشت، به شكل زير است:ها را پس از تغيير متغير به فرم انتگرالتوان آنبراي نمونه چند مثال كه مي
  sin x ucos x duI dx I

( sin x)( sin x) ( u)( u)
  

    1 2 1 2)1  

  cos x udx duI I
sin x( cos x) ( u)(u )( u)

  
    1 2 1 1 1 2)2  

tgx u u u utgxdx I du du du
u u u

  
   

     
2 2 2
4 4 4

2 1 1
1 1 1

3)  

 حاصل  :10مثالcos xI dx
sin x sin x


     يابيد.را ب 2

 :با استفاده از تغيير متغير  پاسخu sin x:داريم ،  
du du du duI ( )du Ln | u | Ln | u | c Ln | sin x | Ln | sin x | c

u(u ) u u u uu u
             

      2
1 1 1 11 1 1

  

sinxLn | | c
sin x

 
 1  
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