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دستگاه مختصات قطبيفصل هفتم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  دستگاه مختصات قطبي و مفاهيم مرتبط به آن :1درسنامه
  

  گيرد.قطبي و مفاهيم مرتبط با اين دستگاه در اين درسنامه مورد بررسي قرار مي هايرسم نمودار ،تعريف دستگاه مختصات قطبي، ارتباط آن با دستگاه دكارتي
 تعريف دستگاه مختصات قطبي  

  
x)صورتهاي افقي و قائم آن بهقطه را با نوشتن مؤلفهدر دستگاه مختصات دكارتي، محل هر ن , y) با اين حـال  كنيممشخص مي ،

تر است. اين دستگاه نخسـتين بـار توسـط نيـوتن     مناسب مختصات قطبيدستگاه براي برخي از كاربردهاي رياضيات، استفاده از 
)Oينام قطب (مبدأ) داريم كه معادل همـان نقطـه  بهاي مورد استفاده قرار گرفت. در اين دستگاه نقطه , )     در دسـتگاه دكـارتي

شود، محور قطبي نام دارد. محور قطبي در واقـع همـان   شود و به سمت راست كشيده ميآغاز مي Oخط افقي كه ازاست. يك نيم
 OPيآيـد. انـدازه  دسـت مـي  به OPخطكنيم. پارهاز صفحه را به مبدأ وصل مي Pيهاست. حالا هر نقطهxقسمت مثبت محور

 بـا محـور قطبـي را    OPيكننـد) و زاويـه  اسـتفاده مـي   از rدهيم (برخي منابع به جاينشان مي rاز مبدأ را با Pيفاصلهيعني 
r)ي با زوج مرتبدر دستگاه قطب Pيبنابراين هر نقطه .ناميممي , ) شود. اكنون به دو مورد زير توجه كنيد:نمايش داده مي  

x)يدارد. براي مثال در نقطه rهر نقطه از صفحه، فقط يك مقدارالف)  , y) ( , ) 1 rدانيم كهمي 1  شمار مقدار دارد. براي مثال در هر نقطه، بي دراست. اما 2

x)ينقطه , y) ( , ) 1 kداريم 1
   24 كهk ي مبدأ داريمتواند باشد. در ضمن در نقطههر عدد صحيح ميr   و تواند هر مقداري تعريف شودمي.  

r)براي مثال نقاط , ) ( , )  4 و(r , ) ( , )  3 ي مبدأ هستند.دهندههر دو نشان  
ي شـويم. بـراي مثـال در معادلـه    روبـرو مـي   rقـات بـا مقـادير منفـي    تواند منفي باشد، اما در معادلات قطبي گـاهي او نمي rدرست است كه مفهوم هندسيب) 

r 
 


، به ازاي41

  rمقدار 2  1 يآيد. بنابراين لازم است مفهوم نقطهدست ميبه( r , )  ي آن باابطهو ر(r , ) .را معرفي كنيم  
  
  

rهرگاهتعريف:    يباشد، نمايش هندسيِ نقطهP(r , ) ينقطهP ( r , )      هرگاه است. به عبارتي
r)ز تساويدست آمد امنفي به rمقدار , ) ( r , )     يكنيم و بـه جـاي نقطـه   استفاده ميP(r , ) 
Pينقطه ( r , )     كنيم.را مطابق شكل مشخص مي  

  

 نقاطي از منحني  :1مثالr   

را كه به ازاي 41

  6،
  و 4

 
3
  آيند، مشخص كنيد.به دست مي 4

 :هايخطنيم  پاسخ
  6،

  و 4
 

3
ها چه خواهيم ببينيم روي هر كدام از آنمي .را در نظر بگيريد 4

rآيد. (شكل الف) جدول زير را با جايگذاري اين مقادير درميدست اي بهنقطه   

  دهيم.تشكيل مي 41

r

  




3
6 4 4
1 23 

  

ــاط )Aنق , )1
3 6،B( , )4 وC( , )

32 ــه 4 ــده ب ــت آم ــه دس ــد. نقط ــه Aيان يروي زاوي
و در  6

rيفاصله  1
rداريم Bياز مبدأ قرار دارد. در نقطه 3  .   .پس اين نقطه همان مبدأ مختصات اسـت

3يروي زاويـه  Cيمنفي شده اسـت. پـس نقطـه    rقدارم Cياما در نقطه
قـرار نـدارد بلكـه روي     4

يزاويه


3
)Cقرار دارد. در واقع به جاي 4 , )

32 Cبايد 4 ( , )  
32   را نشان بدهيم. 4

  

P(rيبا توجه به توضيحات بالا، نقطه :1نكته  , ) صورتهاي مختلفي بهداراي نمايشk(( ) r , k )  1 براي هرk .است  

 يهاي ممكن براي نقطهنمايش يهمه  :2مثالA(x,y) ( , ) 2 .را در مختصات قطبي بنويسيد  
 :ينقطه  پاسخA روي محورyبنابراين در اين نقطـه  .واحد از مبدأ قرار دارد 2ي ها و در فاصله

  rو 2  ي همـه ي فـوق،  پـس طبـق نكتـه   اسـت.   2

))kصورتهاي مختلف اين نقطه در مختصات قطبي بهنمايش ) , k )
  1 2   هستند. 2

  

O محور قطبي
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دستگاه مختصات قطبيفصل هفتم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 نقاط تقاطع  :6مثالr tg sec   وr cosec   :عبارت است    
1(( , ) 1 )و 1 , )1 ))2 تيدر دستگاه دكار 1 , )1 )و1 , )1   در دستگاه دكارتي 1

3 (( , )1 )و  4 , ) 1 )) 4  در دستگاه قطبي4 , )1 )و  4 , )1  در دستگاه قطبي4

 :است، معادلات را در دستگاه دكارتي بنويسيم و سپس نقاط تقاطع را تعيين كنيم:بهتر »  2«گزينه  پاسخ  

r

r cosec r sin y
sin

sinr tg sec r cos sin r cos r sin y x
cos

         
               
 

2 2 2 2
2

1 1 1

njJo†¸Ã o‡
  

x، به تساويپس از تقاطع دادن دو معادله 2 xهاي آنرسيم كه ريشهمي 1  1 است، لذا نقاط( , )1 )و 1 , )1   نقاط تقاطع در مختصات دكارتي هستند. 1
  

 از منحني يا نقاط ترين نقطهنزديك  :7مثالx xy y  2 25 6 5   به مبدأ را تعيين كنيد. 4
 :ترين نقطه از مبدأ، يعني كمترين مقدارسؤال دنبال نزديك پاسخr  بريم:مي قطبياست. بنابراين منحني را به مختصات  

x xy y (x y ) xy r (r cos )(r sin ) r r cos sin                2 2 2 2 2 2 25 6 5 4 5 6 4 5 6 4 5 6 4  
r ( sin ) r

sin
     

 
2 2 45 3 2 4 5 3 2  

sinماكزيمم شدن مخرج كسر، يعني ماكزيمم عبارتبه معني  r2است و مينيمم شدنr2، معادل مينيمم شدنrمينيمم شدن 5 3 اسـت. بـراي مـاكزيمم     2
sinشدن اين عبارت بايد   2 sin، مقدارباشد. خبُ حالا بايد ببينيم به ازاي چه مقاديري از 1 2  شود:مي - 1برابر با  , ,   

    
3 7 3 72 2 2 4 4  

2برابر با rمقدار كه به ازاي اين مقادير
xدر روابـط  rو شود. حالا با قرار دادنمي 2 r cos  وy rsin   تـوانيم بـه ايـن نتيجـه برسـيم، نقـاط       مـي

( , )
1 1
2 )و 2 , )

1 1
2   ط روي منحني مذكور به مبدأ هستند.اترين نقدر مختصات دكارتي نزديك 2

  

 مجانب منحني  :8مثالr a(sec cos )    كدام است؟  

1 (r
a sin

 


1  2 (r sin
a

  
1  3 (r a sec   4 (r a cos   

 :ايم، حساب كنيم:لاً ياد گرفتههايي كه قبتوانيم منحني را در دستگاه مختصات دكارتي نمايش داده و مجانب را از روشمي»  3«گزينه  پاسخ  

x xcos cos x(x y )
r x y


      



1
2 2 2

2 2
  

  داريم:داده شده با جايگذاري در معادله منحني قطبي 
xa( )

a( cos ) x y xx yr a(sec cos ) a( cos ) (x y ) x a( )
xcos cos x y( )

(x y )


   

           
  



2
12 2 2 22 22 2 2

2 2
1

2 2 2

1
1 1  

x yx a( ) x(x y ) a(y x )
x y


     



2 2
2 2 2 2

2 2
2 2  

x (x a) x ay (a x) x (x a) y y x
a x a x
 

        
 

2
2 2 2 2 22  

aبه صورت اين راديكالدامنه تعريف  x a    حساب كنيم: ،كندميل مي aبه سمت xرا وقتي yر نتيجه اگر حد راستاست. د 2

x a x a

x alim y lim x
a x  


   


2  

xخط پس a البتهمنحني است.  قائم اين مجانبx a نويسيمرا در مختصات قطبي مي:  ax a r cos a r a sec
cos

       


  
گاهي حل مسأله در دسـتگاه   .گيردگر با توجه به نياز مسأله صورت مييرفت و آمد از دستگاه دكارتي و قطبي به يكد ؛هاي قبل ديديدطور كه در مثالهمانتوجه: 

  م دهيم.لذا ما بهترين انتخاب را بايد انجا، تر استديگر آسان
  

A(rي بين دو نقطهفاصله :2نكته  , )1 B(rو 1 , )2   شود:در مختصات قطبي از فرمول زير حساب مي 2
| AB | r r r r cos( )     2 2

1 2 1 2 2 12  
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y

x
O

2

2

22

 مساحت مربعي كه نقاط  :9مثالA( , )6 1 5 وB( , )4 3   دو رأس متقابل آن هستند، كدام است؟از دستگاه قطبي  
1(52 24 2  2(26 12 2 3(13 6 2  4 (52 6 2  
 :وقتي»  2«گزينه   پاسخA وB  ،يقطر مربع برابر با فاصلهصورت در ايندو رأس متقابل از يك مربع باشندA تاB  خواهد بود. با توجه به فرمول، در اين

Arمثال   6،A  1 5،Br  Bو 4  3  :پس قطر مربع برابر است با  
| AB | cos( ) cos        2 24 6 48 3 1 5 16 36 48 135 52 24 2     

  برابر طول ضلع است، بنابراين داريم 2دانيم كه در هر مربع طول قطر،مي

( 
   

52 24 2 26 12 22
2”±† −¼Š مساحت (  

1 52 24 2
2

(طول قطر) 
1
2

  طول ضلع مربع

 نمايش چند منحني و ناحيه در مختصات قطبي  
  

  كنيم:براي آشنايي بيشتر، وضعيت نمايش چند منحني و ناحيه را در مختصات قطبي با هم بررسي مي
  دهيم:كنند را نمايش ده از (الف) تا (د) صدق ميهاي تعريف شخواهيم مجموعه نقاطي كه در ضابطهدر واقع با رسم شكل مي

rالف) نمودار  2   
r)منحني موردنظر تمام نقاطي بـه شـكل   , )   هـا شـود كـه در آن  را شـامل مـيr  اسـت و   2

دهد. و مركز مبدأ را نمايش مي 2اي به شعاع اريم. در واقع اين نمودار، دايرهند محدوديتي روي
rيطور كلي معادلهبه a اي به مركزدايرهO و شعاع| a   دهد.را نمايش مي |

ب) نمودار
  4  

برابر با ها زاويه قطبينمودار شامل نقاطي است كه در آن اين
راديان است. يعني نقاط واقع  4

ياي به اندازهگذرد و با محور قطبي، زاويهكه از مبدأ مي خطينيمبر 
  سازد.راديان مي 4

rج) ناحيه  1 براي 2
   2.  

r)صورتتمام نقاطي به , ) يكه مؤلفهr ها در نامساويآنr 1 هـا در  آن يو مؤلفه 2
نامساوي

   2 گيرند. اين مجموعه نقاط در شكل بـا  كند، در اين ناحيه قرار ميصدق مي
  اند.سايه نشان داده شده

ناحيهد)  
  

2 5
3 6  

نهايـت تغييـر كنـد،    بـي تواند از صفر تا مي rهيچ شرطي نداريم، در واقع rدر اين ناحيه روي
هايي باشند كه در نامساوي فقط اين نقاط بايد داراي 

  
2 5
3 كننـد. ايـن   صدق مـي  6

 ايم.مجموعه نقاط را در شكل با سايه نشان داده

  خط مماس و قائم بر يك منحني قطبي  
  

rي خط مماس بر منحنيفرض كنيد بخواهيم معادله f ( )  يرا در نقطه   ي خط ممـاس  دانيم، معادلهبنويسيم. براي اين منظور مطابق آنچه از قبل مي
y  شود:به صورت مقابل نوشته مي y m (x x )   tIμ¶  

dfrيكه شيب خط مماس براي يك منحني قطبي با رابطـه شود؟ دقت كنيد به چه صورت حساب مي ¶mtIμاما
d

 


! بلكـه شـيب بايـد از    شـود نمـي تعيـين   

dyيرابطه
dx

نحنـي بـه   توانيم منحني قطبي را به صورت يك منحني پارامتري تعريف كنيم. در واقع نمايش ممحاسبه شود. براي پيدا كردن شيب خط مماس، مي 

x  شود:مي مقابلصورت  r cos f ( )cos
r f ( )

y r sin f ( )sin
    

        
  

dyحالا به راحتي
dx

  كنيم:هاي پارامتري گفته بوديم به صورت زير تعيين ميرا مطابق آنچه در مورد مشتق منحني 
dy dr sin r cosydy d dm ( )*dx drdx x cos r sin
d d
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y
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يافتن نقاط برخورد نمودارهاي قطبي   
  

آمد، ي تلاقي دو منحني بدست ميكه از معادله xترين مباحث در اين فصل، پيدا كردن نقاط برخورد دو منحني است. در مختصات دكارتي معمولاً هريكي از مهم
اند. اما در مختصات قطبي وقتي دو شد احتمال داد كه دو منحني در نقاط ديگري هم تلاقي كردهداد و ديگر نميبه طور قطعي، محل تلاقي دو منحني را نشان مي

rمنحني f ( )  وg( ) دهيم، هررا با هم تلاقي مي  در اينفقط كه به دست بيايد، به اين معني نيست كه اين دو منحنياند و درها برخورد كرده  هـاي
  ني، معلوم نشود. ي برخورد داده دو منحاند!! در واقع در مختصات قطبي ممكن است برخي نقاط تلاقي از معادلهديگر نيز با هم تلاقي نكرده

  تلاقي:  پنهاندو پيشنهاد براي پيدا كردن نقاط   
rدو منحني قطبي نقاط برخوردخواهيم اگر مي f ( )  وr g( )   مدهيمي، دو دستور زير را انجام وريمبه دست آ به طور كاملرا:  

r)هر دو منحني از مبدأه كنترل كنيد كه آيا هموار )1 )  گذرند يا نه؟مي  
f، يكيدو مقدار مختلف در اين روند، ممكن است ( ) را و ديگريg( ) را صفر كند. مثلاً دو منحنيr cos  1 وr cos 2 را در نظر بگيريد، منحني  4

اول به ازاي 1  شود و منحني دوم به ازايبرابر با صفر مي
 2 )ي مبدأ با مختصاتشود، يعني نقطهبرابر با صفر مي 2 , )  ي مبدأ ني اول و نقطهروي منح

)با مختصات , )2 .روي منحني دوم قرار دارد و به هر حال مبدأ محل تلاقي اين دو منحني است  

fيحل معادله پس از )2 ( ) g( )   بايدnf ( ) ( ) g( n )    1 يز به دسـت آوريـد. احتمـالاً برخـي     هاي مربوط به اين معادله را نجواب را هم حل كنيد و
fيهايي كه از معادلهاز ( ) g( )   به دست خواهند آمد. معادلهاند، از اين به دست نيامده  
 هايمنحني  :22مثالr sin 3 وr sin  1 كنند؟خورد ميدر چند نقطه با هم بر  
 :هايمنحني  پاسخf ( ) sin   1 وg( ) sin  3 منحنيبراي مثال كنند. هر دو از مبدأ مختصات عبور ميg( ) به ازاي   و منحنيf ( )  به

ازاي
   fيحالا به معادلهكنند. از مبدأ عبور مي 2 ( ) g( )   پردازيم:مي  sin sin sin , 

         
1 51 3 2 6 6    

nfيآيد. در پايان معادلهدست ميي برخورد هم از اين معادله بهپس دو نقطه ( ) ( ) g( n )    1 كنيم:حل مي ير برخوردهاي احتماليرا براي يافتن سا  
  nsin ( ) sin( n )     1 1 3  

)nsinدانيم كهمي n ) ( ) sin    1 داريم پسn nsin ( ) ( ) sin sin       1 1 1 3 fيبه همان معادلـه  يعني ،3 ( ) g( )     در نتيجـه رسـيديم 
  آيد.دست ميبهد برخور نقطه 3. با در نظر گرفتن مبدأ مختصات، ي برخورد ديگري وجود نداردنقطه

  

 هايمنحني  :23مثالr sin 3 وr cos 3 كنند؟در چند نقطه با هم برخورد مي  
 :فرض كنيم  پاسخf ( ) cos  3 وg( ) sin  3 بـراي مثـال   كنند،مبدأ عبور مي باشد. اولاً هر دو منحني ازf ( )  بـه ازاي

  )gو 6 )   بـه
ازاي   به مقدارr   يخواهيم معادلهدر ادامه ميرسند. ميf ( ) g( )   يو سپس معادلهnf ( ) ( ) g( n )    1 .را حل كنيم  

nي اخيراگر در معادله   بينيد كهرا در نظر بگيريد ميf ( ) g( )    پوشـي  ي دوم چشـم توانيـد از مرحلـه  يك حالت خاص از آن است. يعني شما مـي  
nfيكرده و مستقيماً به حل معادله ( ) ( ) g( n )    1 :بپردازيد  

nsinدانيم كهمي ( n ) ( ) sin    33 1 n  ، پس داريم:3 ncos ( ) ( ) sin cos sin tg , ,  
              3 5 93 1 1 3 3 3 3 1 12 12 12  

    آيد.دست ميبرخورد به ينقطه 4بنابراين به همراه مبدأ، 
  

 هايهاي برخورد منحنيي نقطههمه  :24مثالr cos 2 وr  1
  را پيدا كنيد. 2

 :منحني  پاسخr  1
كننـد. حـالا بـا حـل     پس در اين نقطه با هم تلاقي نمـي  ،كنداز مبدأ عبور نمي 2

fهاي(جواب آوريمدست مينقاط برخورد را به سايري زير معادله ( ) g( )   شوند)هم مشخص مي:  
n nf ( ) ( ) g( n ) ( ) cos ( n )         

11 1 22  

n n( ) cos( n ) ( ) cos( ) cos            
1 1 11 2 2 1 2 22 2 2  

در زواياي
 1مقدار كسينوس 3

است و در زواياي 2


2
مقدار كسينوس 3

1
  است، پس داريم: 2

cos k k ; cos k k   
                            

1 1 22 2 2 2 2 22 3 6 2 3 3  

]يدست آمده در بازههاي بهاگر جواب , ]2  ،هايجوابرا بنويسيمk
    6 عبارتند از:

6،
5
6،7

11و 6
 ،انـد ه با نقاط مشكي در شكل مشخص شـده ك 6

kهايجواب
    3 عبارتند از:

3،
2
3،4

5و 3
)كه با علامت 3 ) انددر شكل مشخص شده.  

1r
2



1( , )
2 3



1( , )
2 6



r cos 2 

x

y
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S –Iw ÁIÀ¾Mo£ – S¨oe S¿] nj yioa

نمايش نمودارهاي مهم در مختصات قطبي   
  

اي نيسـت و  طور كه گفتيم؛ ترسيم نمودارهاي قطبي، خصوصاً در روز آزمون، كار عاقلانهبراي حل بسياري از مسائل اين فصل نياز داريم شكل كلي نمودارها را بدانيم. همان
  .ها را به ذهن بسپاريدكنيم آنايم. پيشنهاد ميها مورد نياز است را آوردهمعمولاً در آزمون اصولاً زمان اين كار را هم نداريم! بنابراين در اين قسمت شكل نمودارهايي كه

ليماسيون   
  

rهر منحني با معادلات a bsin   و ياr a bcos   با فرض)a   وb   ( تـر،  راحـت  يـادگيري شود. براي خوانده مي ليماسيونيك در حالت كلي
rابتدا منحني a bsin   كنيم. اين منحني با توجه به مقادير مختلفرا بررسي ميa وb به دلوار يا دايره هم تبديل شود.تواندمي ،  

bاگر   باشد، آنگاه اين معادله به صورتr a ي يك دايره به شعاعدهندهدانيم نشانشود كه ميميa  اگر1است (شكل .(a b     باشد، آنگـاه ليماسـيون بـه
  ).5 و 4، 2هاي ون را داريم (شكلليماسي معروف به) و در ساير حالات، همان منحني 3شود (شكل دلگون (دلوار) تبديل مي

 

    

 y

a a x

                

 y

x

            

 

x

y

 

 y

x
             

 y

x  
b) :1شكل (   ) 2شكل: (b a ) 3شكل: (a b ) 4شكل : (b a ) 5شكل : (b a 

rيها، داراي معادلههاي فوق، منحنيدر شكل a bsin   هستند، (يعني علامت دايره اسـت. شـكل   1بينيد؛ شكل (طور كه ميايم) همانرا در نظر گرفته (
چون شبيه قلب است دلگون و ايم () به شكل دلوار رسيده3شود. در شكل ()، از فرم دايره تقريباً خارج شده و شبيه دلوار است و البته هنوز ليماسيون خوانده مي2(

aطور كه گفتيم به ازايشود) و همانيا دلوار ناميده مي b رسيم با اين شويم و به يك ليماسيون مي)، دوباره از فرم دلگون خارج مي4شود. در شكل (حاصل مي
ي داخلـي ليماسـيون   بزرگتـر باشـد، حلقـه    aاز bيابد و زماني كهاز سمت راست به چپ افزايش مي bشود. دقت كنيد مقداري داخلي ايجاد ميتفاوت كه حلقه

bشود و هر چه نسبتتشكيل مي
a

  ).5 شود (شكلتر تشكيل ميي داخلي بزرگبزرگتر باشد، حلقه 
rمنحني شكل اما a bsin   كنيد روند تغييرات همانند حالت قبل است و با افـزايش طور كه ملاحظه مي. همانكندبه صورت زير تغيير ميb    رونـد تشـكيل

  گيرد.ها قرار ميxپايين محور ،هامنحني ترقسمت بزرگگيرد و تنها تفاوت اين است كه دلگون و ليماسيون شكل مي

     y

a a x

                

 

y

x

             

x

y  
y

x

             

 x

y  
b) :1شكل (   ) 2شكل: (b a ) 3شكل: (a b ) 4شكل : (b a ) 5شكل: (b a 

rيبررسي معادله   a bcos    
rهايمنحني اگر نمودار a bsin   را

rهاينمودار منحني ،بچرخانيم 2 a bcos   فـوق هـاي  دقيقاً مانند منحني ،بنابراين روند بررسي شود.حاصل مي 

ها رافقط شكل ؛است
rدانيد براي رسم منحنيطور كه مينيد. در واقع همانهاي ساعت بچرخادر جهت عقربه 2 f ( )   منحنـي  كافي اسـتr f ( )   را

درجه بچرخانيم، اگر حول مبدأ به اندازه  گاه بايد، آنf ( )  هاي ساعت و اگـر در خلاف جهت حركت عقربهرا  يـد گـاه با ، آنf ( )   را در جهـت
امــا بــراي هــر دو حالــت دلگــون يعنــي حــالتي كــه در  !هــاي فــوق را بچرخــانيمدر اينجــا قصــد نــداريم، تمــام منحنــيهــاي ســاعت بچرخــانيم. حركــت عقربــه

rيمعادله a bsin   مقاديرa وb :مساويند، داريم  a br a bsin r a sin a a( sin )        1  
يرا به اندازه فوق اگر منحني حالا

r  بچرخانيم، داريم: 2 a[ sin( )] r a( cos )
      1 12  

يبه اندازه ا چرخاندنبينيد بطور كه ميهمان
rبه منحني 2 a( cos )  1 رسيديم و چون

   2 ) كه ابتدا رسم 3عددي منفي است، بايد دلگون شكل) (
  بچرخانيم: هاي ساعتجهت حركت عقربهكرديم) را در 

 

 

x

y

                                                                           

 

x

y

  
r a( cos )  1 r a( sin )  1  
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r a (a )  

x

y

x

y

r a (a )  

B
A 

 ي قطبي منحني شكل زير كدام گزينه است؟معادله  :25مثال  
1(r cos  1 2  
2 (r cos  1 2  
3 (r cos  

11 2  

4 (r sin  
11 2  

 y

x

 
 :تواند جواب باشد، از ) نمي4دقت كنيد كه چون ليماسيون افقي است، پس گزينه (  »1«گزينه   پاسخ

) هـم غلـط   3گزينه ( پستر باشد، بزرگ aبايد از bتشكيل شده، پس يطرفي واضح است چون حلقه داخل
بايـد بـه    منحني يمعادله است. واضح استcos2پشت) تفاوت بين علامت 2) و (1هاي (است. بين گزينه

b)مقابل كه منحنـي ) باشد. چون منحني شكل 1شكل گزينه ( a) r a bsin     ،اسـت
در جهـت   2

     هاي ساعت چرخيده است.عقربه

رز چند برگ   
  

rهايطور كلي نمودار منحنيبه a sin(n )  وr a cos(n )  كهبا فرض اينa   وn  زعددي طبيعي است بهرn هـا اگـر  برگ معروفند. در اين منحنيn 
r. براي مثال منحنـي دارد برگ nرزباشد،  فرد nدارد و اگر برگ n2رزباشد،  زوج cos 4  بـرگ و منحنـي   8دارايr sin 3  بـرگ اسـت. بـه     3داراي
  هاي زير توجه كنيد.شكل

  
  
  
  
  
  

r asin 2  
  برگ) 4 رز(

r acos 2  
 برگ)4رز(

r asin 3  
  برگ) 3 رز(

r acos 3  
  برگ) 3 رز(

لمنيسكات (يا پروانه)   
  

rهايطور كلي نمودار منحنيبه a cos(n ) 2 rو يا 2 a sin(n ) 2 aكهبا فرض اين 2   وn  يـا پروانـه معروفنـد. ايـن      اتلمنيسـك عددي طبيعي است به
rاولاً چون .دارند با يكديگر هايي همهستند و البته تفاوت رزنمودارها از خيلي جهات شبيه  2   شـوند. يعنـي بـراي   هـا حـذف مـي   بنـابراين نصـف بـرگ    ،اسـت  

nها داراي، اين منحنيهاي زوجn  و برايبرگnها داراي، اين منحنيهاي فردn2  ز(دقيقاً برعكس منحني است. برگبه نمودارهاي زير توجه كنيد:) ر  
  
  
  
  

  

r a cos ، a  2 2 2  r a sin ، a  2 2 2   
مارپيچ ارشميدس   

  
rطور كلي نمودار منحنيبه a    اگـر  دهـد. مارپيچ ارشميدس را نشـان مـيa    ،باشـد 

. به ازايرا خواهيم داشت (الف)نمودار    داريمr  ،  دسـت  ات بـه يعني مبـدأ مختص ـ
شود. وقتي يـك دور كامـل را   هم بيشتر مي r، مقدارسپس همراه با افزايش مقدار آيد.مي

كنيم و بهطي مي  2 مقدار ،رسيمميr a 2 ي(نقطهآيد دست ميبهA(.  به همين
aاگـر  آينـد. دسـت مـي  دورهاي بعدي به rو مقدار ترتيب با افزايش    ،حركـت   باشـد

 كنـد. تغيير مـي  شكل (ب)صورت شود و منحني بهجاي ربع اول از ربع سوم آغاز ميمارپيچ به
باز هم در   داريمr   بار با طي كردن يك دور كامل به نقطهولي اينB رسيممي.  

y

x

x  

y 

a  

 )ب( (الف)



x  

y  
a

y

x

3
4 

4 

5
4 7
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y

x

y

x

y

x

3
2

3


4
3
 5

3


6
5

6


7
6




  

786 

دستگاه مختصات قطبيفصل هفتم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

مارپيچ لگاريتمي   
    

arطور كلي نمودار منحنيبه e    بـرخلاف مـارپيچ    دهـد. ان مـي مـارپيچ لگـاريتمي را نش ـ
شود، اين مارپيچ بـه ازاي ارشميدس كه از مبدأ آغاز مي    مقـدارr 1 پـس از   ،را دارد

aشود. حالا اگرهاي مثبت آغاز ميxاي روي محورنقطه   اين مـارپيچ   (شكل الف). باشد
aشـود. امـا اگـر   دور از مبدأ دورتـر مـي   هرشود يعني با بزرگتر مي با افزايش    ،باشـد 

صورت حلزوني شروع به جمـع  هكوچكتر شده و اين مارپيچ ب rمقدار ،با افزايش (شكل ب)
  .كندشدن مي

نمايش خطوط و مقاطع مخروطي در مختصات قطبي   
  

دار تقريباً بـه صـورت بيضـي،    هاي دنبالهها، سيارات و ستارهفضا كاربرد و اهميت فراواني دارد. چون حركت ماهواره هوا شناسي و مهندسيمختصات قطبي در ستاره
  كنيم:ي قطبي خط را بررسي ميدلات قطبي اين مقاطع مخروطي را معرفي كنيم. ابتدا معادلهخواهيم معاسهمي و هذلولي است. در اين قسمت مي

  ي خط در مختصات قطبيـ معادله1
pيبه شكل مقابل توجه كنيد؛ اگر نقطه (r , )   پاي خط عمود از مبدأ به خطL  باشـد وr      در نظـر گرفتـه

  به صورت زير خواهد بود: Lي خطشود، آنگاه معادله
rcos( ) r     

ي يك خط كه در مختصات قطبي به صورت فوق داده شده را به صـورت دكـارتي نمـايش    اگر بخواهيم معادلهتوجه: 
cos(a  استفاده كنيم: لمقابتوانيم از فرمول مثلثاتي دهيم، مي b) cosa cos b sin a sin b    

rي قطبي خطي به شكلبراي مثال فرض كنيد معادله cos( )  طور كه در شكل زيـر  باشد (همان شده داده 23
  ي دكارتي اين خط را بنويسيم، داريم:اگر بخواهيم معادله ،ايم)نشان داده

r(cos cos sin sin ) r cos r sin x y x y 
             

1 3 1 32 2 2 3 43 3 2 2 2 2
  
  
  

axهر خط مانند :5نكته  by c با جايگزيني ،x r cos  وy rsin در مختصات قطبي به صورت ،cr
a cos bsin


 

نيـز نمـايش داده    

a)شودمي b , c )  2 2  .  
  مختصات قطبي ها درـ دايره2

r)و به مركز aي قطبي يك دايره با شعاعبه طور كلي معادله , )  :به صورت زير است  
r r rcos( ) r a     2 2 22     

rاگر مركز دايره بر مبدأ مختصات منطبق باشد، آنگاه   و لذاr a2 rو به عبارت ديگر 2 a اي به شعاعي دايرهآيد كه معادلهبه دست ميa  و به مركز مبدأ
rاست. اما اگر دايره از مبدأ عبور كند، آنگاه a ود:شي بالا به صورت زير ساده ميو لذا معادله  

r acos( )   2  r ar cos( ) a a r ar cos( )       2 2 2 22 2   

ها قرار گيرد، آنگاهxحالا اگر مركز دايره در جهت مثبت محور !خبُ   ي فوق به و لذا معادله
  شود:صورت زير ساده مي

r acos 2 
  صورت شكل مقابل است.و نمودار آن به

  

ها قرار گيـرد، آنگـاه  yاگر مركز دايره روي جهت مثبت محور
  2   ي اصـلي بـه   و لـذا معادلـه

  شود:صورت زير ساده مي
r asin 2 

  صورت شكل مقابل است.و نمودار آن به

(2, )
3




x

y

r

3


x

y

r 2acos 

(a, )


x

y

r 2asin 

(a, )
2




  p (r , )
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خواهيم مساحت واقع در ربع اول را حساب كنيم، بنابراين حدود انتگرال ازطور كه گفتيم ميهمان   تا
    است. 6

S ( cos )d ( cos d d ) [ sin ] ( )
    

                 66 6 61
1 1 1 1 1 3 32 2 1 2 2 2 22 2 2 2 2 2 6 4 12  

  

S  شده است.مساحت از ما خواسته  كلبرابر كنيم چون در صورت سؤال  4اكنون مساحت به دست آمده را بايد  ( ) 
   

34 34 12 3   
  

 داخل يمساحت ناحيه  :21مثالr sin 2 و داخل لمنيسكاتr sin 2   ، كدام است؟2

1( 


1
8 2  2( 

4  3( 
8  4( 


1

4 2  

 :يضابطه»  3«گزينه   پاسخr sin 2 قـائم بـه مركـز    ايمـودار دايـره  ن( , )2
2   و بـا

2شعاع
rياست و ضابطه 2 sin 2 دهد. اكنون هـر دو نمـودار   نمودار لمنيسكات را نشان مي 2

  مشترك آنها مشخص شود. يكنيم تا ناحيهرا با هم رسم مي
  

  مساحت رنگ شده است. براي به دست آوردن نقاط تقاطع داريم: يال محاسبهؤف سبا توجه به شكل، هد

sin sin sin (cos sin ) sin , tg ,                22 2 2 1 4    

كنيم، دروقتي خطوط شعاعي را از مبدأ به سمت بيرون رسم مي
   4از ،r   وارد و ازr sin 2 گردد و براييخارج م 

  4 r، از2    وارد

rو از sin 2   شود، بنابراين داريم:خارج مي 2

sin d sin d ( cos )d sin d [ sin ] [ cos ] [ ]
     

  
 

                      24 2 4 2 4 2

4 4 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 2 1 2 2 2 22 2 2 2 2 2 4 2 4 2 2 8 
 مساحت 

 

 مساحت داخل دلگون  :22مثالr a( cos )  1 داخل دايره وr aكدام است؟ ،  

1 (( )a
 25 24  2 (( )a

 25 24  3 (( )a
 25 18  4 (( )a

 25 18  

 :ي ناحيهكنيم. منظور تقاطع دو منحني را محاسبه مي راي اينب، بياوريمبايد مساحت ناحيه هاشورخورده را بدست  ،با توجه به شكل  »1«گزينه  پاسخ
  توانيم به اين صورت تفكيك كنيم:موردنظر را مي

a    ناميم.مي S1است. اين قسمت را aدايره به شعاعها قرار دارد، يك نيمyقسمتي از اين ناحيه كه در سمت چپ محور  21
Sدايرهمساحت نيم 2 1  

اي كـه در  مسـاحت نيمـه   كافي است S2ي مساحتي متقارن تشكيل شده است. براي محاسبهاز دو تكه S2ي موردنظر يعنيها ناحيهyاما در سمت راست محور

)a  ربع اول قرار دارد را نوشته و دو برابر كنيم. cos ) a cos , 
        

31 2 2 

 
 
 
 
 
 
 

r a aS d a ( cos ) d (a a cos a cos )d (a cos a cos )d
   

                     
2 2 22 2 2 2 2 2 2 22 2 2 22

12 2 1 2 2 22 2 2 2   
 

a aS [a sin a sin ] a a



      

22 22 2 2 2
2

32 2 22 4 4
 

aS S a a a a ( )a   
        

2 2 2 2 2 2
1 2

3 5 52 2 22 4 4    خوردهمساحت ناحيه هاشور  4

  

4


5
4
 7

4


3
4




x

y

a2a a
x

y

x

y

1S

2S
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دستگاه مختصات قطبيم: هفتفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اي از دلوارمساحت ناحيه  :23مثالr cos  1 يي دايرهوسيلهكه بهr sin 3 شود، كدام است؟قطع مي  

1 (( )
3 34  2 ( 3  3 (( )

3 32  4 (( )
3 38  

 :كنيم:نقاط تلاقي دو منحني را تعيين مي ابتدا»  1«گزينه  پاسخ  

  وr cos
cos sin

r sin

           
 

1 2
1 3 33

  

  شود.تشكيل مي S2و S1بين دو منحني از دو بخش مساحت

S1 يبخشي از دايرهr sin 3 ي ازاست كه در محدوده   تا
    قرار دارد. 3

r sin sinS d d ( cos )d [ ] [ ]
  

  
             

32 2
3 3 31

3 3 1 3 2 3 31 22 2 2 2 4 2 4 3 4  
  

S2 به منحنيr cos  1 يمحدود شده است و در بازه
  تا 3   .قرار دارد  

r cos sinS d ( cos ) d ( cos cos )d ( cos )d [ sin ]




   
   

  
                    

3

2
2 2

2
3 3 3 3

1 1 1 1 2 1 3 21 1 2 1 2 22 2 2 2 2 2 2 4  

[ ] [ ]     
1 2 3 3 1 9 32 2 8 2 8  

S  ها داريم:با جمع كردن مساحت S [ ] [ ] [ ]
       1 2

3 3 1 9 3 3 34 3 4 2 8 4  

 
 محدود به منحني ييهمساحت ناح  :24مثالr acos 2 rيكه خارج دايره 3 a گيرد، چند برابرقرار ميa2

  است؟ 9

1 (( )3 3  2 ( 
93 32  3 ( 

93 32  4 (( )2 3  

 :ــخ ــه  پاس ــي دوره»  2«گزين ــاوب منحن rي تن a cos 2 ــا  3 ــر ب Tبراب 


2
ــابراين در   3 ــت. بن اس

هايبازه
  

2
3، 

  
2 4
3 و 3 

  
4 6
3 آيد. از اينجـا متوجـه   دست ميبه rمقادير يكساني براي 3

rيمحدوده است. دايره 3گلبرگ يكسان در اين  3شويم كه اين منحني داراي مي a كنيم.را نيز رسم مي  
rهايي كه خارج از دايره و درون منحنيمساحت يكي از بخش a cos 2   كنيم.برابر مي 3حساب كرده و  قرار دارد را 3

  دهيم:ها را برخورد ميمنحني را در نظر بگيريم. براي تعيين حدود S1يناحيه
r a cos

a cos a cos
r a
   

              

2 3 12 3 3 32 3 9  

a cos ) a a a a sinS ( )d ( cos )d [ ( cos ) ]d [ ]
  

     

  
              

92 2 2 2 229 9 91
99 9 9

2 3 4 64 3 1 1 6 12 2 2 2 2 2 3  

a a[ ] a ( ) S S a ( ) [ ]  
         

2 2
2 2

1
2 3 3 3 93 3 32 9 3 9 6 3 2 9 2  

جايتوانستيم بهه تابع زير انتگرال زوج است و ميتوجه داشته باشيد ك




 9

9
انتگرال 



 92


  را حساب كنيم. 

  
 ياي كه درون هر دو دايرهمساحت ناحيه  :25مثالr sin 2 وr sin cos   1رار دارد، چند برابرق

  است؟2
1(2 1 2( 3(1 4 (2  
   :به خاطر نداريد، بهتر اسـت از مختصـات    را ها اگر شكل آنهارسم اين دايرهها توجه كنيد. براي ي رسم اين دايرهابتدا به توضيحاتي درباره»  3«گزينه پاسخ

  دكارتي استفاده كنيد:

r
x (y )r sin r r sin x y y

r sin cos (x ) (y )r r sin r cos x y y x

                                 

2 22 2 2

2 22 2 2

1 12 2 2
1 1 1
2 2 2

nj Jo† IÀÁ»IvU ¸Ã o‡  

r 1

y

x
0

1S
9


9


x

y

1S
2S

r 1 cos  

3


 

r 3 sin 
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دستگاه مختصات قطبيم: هفتفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

S ( cos ) d ( cos cos )d [ cos ( cos )]d
  

                2 22 2 21 14 1 2 1 2 2 1 2 1 22 2  
  

( cos cos )d ( cos cos )d [ sin sin ]
  

                 22 23 1 1 32 2 3 4 2 3 4 2 42 2 2 2 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  مساحت و حجم حاصل از دوران منحني هاي قطبي  
  

rمحصور بين منحني قطبي ياگر ناحيه f ( )  جسم حاصل از اين دوران را حساب كنيم، آنگاه بـراي  حجم يا  مساحتران دهيم و بخواهيم را حول محوري دو
هـاي لازم  هاي مربوط به فصل كاربرد انتگرال در مختصات دكارتي را به ياد بياوريم و جايگزينياينكه نخواهيم روابط جديدي را حفظ كنيم، بهتر است همان فرمول

  ي نمودار قطبي جايگزين كنيم:روابط مناسب را با توجه به ضابطه dLو x،yي سطح حاصل از دوران منحني، به جايرا انجام دهيم. مثلاً در محاسبه
منحني قطبي را براي بهمحصور  يفرض كنيد بخواهيم مساحت حاصل از دوران ناحيه     :حساب كنيم  

ydL rsin r r d f ( )sin f ( ) f ( )d
 

 
                 2 2 2 22 2   هاxمساحت سطح حاصل از دوران منحني حول محور2

xdL r cos r r d f ( )cos f ( ) f ( )d
 

 
                 2 2 2 22 2   هاyمساحت سطح حاصل از دوران منحني حول محور2

bخـواهيم، فرمـول  ها را ميxبه روش ديسك، وقتي حجم حاصل حول محوري حجم و يا مثلاً در فرمول محاسبه
a

V y dx  را داشـتيم، كـه در ايـن حالـت      2
f، همانyتوانيم به جايمي ( )sin  و به جايdx يجه به ضابطهبا توx r cos  وx f ( )cos   .مقدار مناسب را قرار دهيم  
 واقع در ربع اول را كه در مختصات قطبي به يناحيه  :28مثالr cos   2 شود، حول محورنمايش داده ميy  عـدي ها در فضـاي سـه36ب  

  آيد؟شود. حجم اين ناحيه از كدام انتگرال زير به دست ميكند و جسمي حاصل ميدوران مي

1 (( cos ) d


    22 2


  2 (( sin ) sin d


    322 23 
  

3 (( sin ) sin d


    22 22 
  4 (sin cos ( cos ) ( cos )d


        2 224 2 1


  

 :اي داريم:بق فرمول حجم حاصل از دوران به روش پوسته استوانهط»  4«گزينه   پاسخ  x b x b
x a x a

V xf (x)dx xydx
 

 
    2 2  

xحالا بايد با جايگذاري r cos  وy rsin  وr cos  2 تمام زير انتگرال را بر حسب  .ابتدابنويسيمdx كنيم:را حساب مي  
x r cos x ( cos )cos      2  
dx [sin cos sin ( cos )]d sin (cos )d          2 2 1  

xydx  بنابراين داريم: [( cos )cos ][( cos )sin ][ sin ( cos )]d sin cos ( cos ) ( cos )d                  2 22 2 2 1 2 2 1  
  ) صحيح است.4ي (شويم كه گزينهاگر عبارت فوق را در زير انتگرال جايگزين كنيم، متوجه مي

  

 مساحت سطح حاصل از دوران منحني  :29مثالr a cos 2 2 ، حول محور2
     كدام است؟ 4

1(a 2 2(a 22 3(a 24  4 (a 28  

 :خطمحور دوران، نيم»  3«گزينه   پاسخ
  يتوانيم منحني داده شده و محور دوران را به اندازهاست. مي 4

در جهت مثلثـاتي دوران بـدهيم تـا     4

خطنيم
  ،ي منحني هم بايد به جاير اين صورت در معادلهها شود. دyتبديل به محور 4

 rقرار بدهيم. دقت داشته باشيد كه وقتـي  4 f ( )  
rي آندر جهت مثلثاتي دوران دهيم، معادله يرا به اندازه f ( )   شود. مي  

r a cos r a cos ( ) r a cos( ) r a sin


 
          2 2 2 2 2 2 2 242 2 2 24 2

ÂUIX ± X¶ S¿] nj Á½pHkºH ¾M ·Hn»j
  

منحني جديد به دست آمده دو بخش متقارن در نواحي اول و سوم دارد. مساحت كنيم. ها را حساب ميyمساحت حاصل از دوران اين منحني حول محورحالا 
  .كنيمميي اول را محاسبه و دو برابر حاصل از دوران ناحيه

x

y

3
2


 

0

2


 

r 1 cos  r 1 cos  

x

y

0 

2


 

r 1 cos  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

fها از رابطهyمساحت سطح دوار حول محور ( ) cos f ( ) f ( ) d



       2   آيد.به دست مي 22

cos a cos a sin a cos af ( ) a sin f ( ) a f ( ) f ( ) a sin
sin sin sinsin

                 
  

2 2 2 2 2 2 22 2 22 2 2 2 22 2 2 2 22 2
  

  
    

afبنابراين ( ) f ( )
sin

   


2 2
2

      مساحت سطح دوار برابر است با: و در نتيجه 

aS a sin .cos . d a cos d a
sin

 
           

 2 22 22 2 2 4 4
2 

  

  
 دوران حول محور«گاهي اوقات در سؤالات به جاي اينكه بگوينـد    :1تذكرxو بـه جـاي اينكـه بگوينـد      »دوران حـول محـور قطبـي   «از عبـارت   »ها  

دوران حول خط«از عبارت  »هاyدوران حول محور«
    كنند.استفاده مي »2

 ي حاصل از دوران پروانهمساحت رويه  :(سخت) 30مثالr cos 2 ي حاصل از دوران همين منحني حول و مساحت رويه S1حول محور قطبي را 2
خط 

  Sناميم. در اين صورتمي S2را 2
S

2
1

  برابر با كدام گزينه است؟ 

1(2 2  2(2 2 3(2 1  4 (2 1  
 :كنيم. اگر در ترسيم نمودار مشكل داريـد،  مي هاي اين منحني توجهابتدا به تقارن » 3«گزينه   پاسخ

  دهد:ها را بهتر نشان ميي دكارتي آن كمك بگيريد كه تقارناز معادله
x yr cos cos sin r r x y (x y ) x y
r r

              
2 22 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2
2 22

  

  تقارن دارد. yو xو محوركند، بنابراين نسبت به هر دتغييري نمي yو xي اين منحني به ازايمعادله
xكنيم. طبق فرمـول داريـم  ها) را حساب ميxي حاصل از دوران حول محور قطبي (يا همان محوراكنون مساحت رويه b

x a
S yds




 1 البتـه ايـن فرمـول در     2

S  شود:چنين نوشته مي مختصات قطبي rsin r r d



     2

1
2 2

1 2  
اب كرده و حاصـل  ها حسxي واقع در ربع اول را حول محورمساحت حاصل از دوران ناحيه كافي استبا توجه به تقارن اين منحني نسبت به محورهاي مختصات، 

ي سمت راست را حسـاب كـرده و   گيريم مساحت حاصل از دوران نيمهها، تصميم ميyوجه به تقارن نسبت به محور(براي توضيح بيشتر، ابتدا با ت را دو برابر كنيم
قسـمت   كافي استها، محور دوران است، xها تقارن دارد. ولي چون محورxكنيم، نسبت به محوري سمت راست كه دقت مينتيجه را دو برابر كنيم. حالا به نيمه

  .ي پاييني هم ايجاد خواهد شد)واقع در ربع اول را دوران بدهيم، با دوران اين قسمت، نيمه
  گيريم:محور را در نظر ميشود، نقاط برخورد با اين انجام مي xموضوع مهم، تشخيص حدود انتگرال است. چون دوران حول محور

y rsin cos sin ,           2 4     

ايم. پس حدود انتگرالالبته فقط زوايايي كه در ربع اول قرار دارند را لحاظ كرده
   4 هستند. حالاr r2   كنيم:را حساب مي 2

sin sin cos sinr r cos ( ) cos
cos coscos cos

           
  

2 2 22 2 22 2 2 2 2 12 2 2 22 2 2
  

 S r sin r r d cos sin d sin d cos ( )
cos

  




                      
  

42 24 4 41
4

1 22 2 2 2 4 4 4 1 22  
  

ي سمت راسـت را دوران دهـيم   نيمه كافي استهاست. باز هم منحني نسبت به محور دوران تقارن دارد، yپردازيم. اين بار محور دوران، محورمي S2يحالا به محاسبه
ي سمت چپ ايجاد خواهد شود، همان جسمي است كه از دوران نيمهي سمت راست ايجاد ميسمي كه از دوران نيمهو نيازي به دو برابر كردن جواب هم نداريم؛ زيرا ج

x  .دهيمها (محور دوران) برخورد ميyشد. براي تشخيص حدود انتگرال، منحني را با محور r cos cos cos , 
           2 4 4    

توجه داشته باشيد كه
     شود:با فرمول زير محاسبه مي yشود. حالا سطح حاصل از دوران حول محورقابل قبول نيست؛ زيرا زير راديكال منفي مي 2

 S x r r d cos cos d cos d sin
cos

   

   
   

                 
  2 24 4 4 42

4 4 4 4

12 2 2 2 2 2 2
2

  

  S
S

( )

  
      

 
 

2
1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 122 2 2 2 24 1 2

  

4



Á½pHkºH ¾M ·Hn»j

x

y

4


 

2 2r a cos2
4


   −¼e ·Hn»j

x

y

2 2y r a sin 2 n¼d¶ −¼e ·Hn»j

x

y

4


 

4


  

0 
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دستگاه مختصات قطبي: هفتمفصل  كارشناسي ارشد يكن شريف رتبه مدرسا

   ) 3آزمون(     
  
  

 1هاي منحني قطبيدر مورد مماس ـr ( sin )  2   ؟نيست، كدام گزينه درست 1

)) منحني در نقاط1 , )4 )و 2 , )1 )) منحني در نقاط2  مماس افقي دارد. 6 , )3 )و 6 , )
51   مماس قائم دارد. 6

)) منحني در نقاط3 , )1 )و 6 , )51  ) تابع در سه نقطه مماس افقي و در دو نقطه داراي مماس قائم است.4  مماس افقي دارد. 6

  2مساحت ناحيه محدود به منحني ـr cos 34 چند برابر
  است؟  2

1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  

 3مساحت محدود به خطوط ـ   وr sinr   برابر كدام گزينه است؟ ،  

1 (( )
 

2
1 3  2 (( )

 
2

1 6  3 (( )
 

2
1 6  4 (( )

 
2

1 3  

 4مساحت محدود به لمنيسكات ـ(x y ) xy 2 2 2   ، برابر كدام گزينه است؟ 8
1 (4  2 (2   3 (6  4 (8  

  5حجم حاصل از دوران منحني ـr a cos 2   ، حول محور قطبي كدام است؟2

1( a 63
7  2( a 63

8  3( a2 64
3  4( a 66

7  

 6مساحت محدود درون حلقه ـx y ax y 5 5 2 a)چقدر است؟ 25 )   

1 (a22  2 (a25
2  3 (a24

3  4 (a2

6  

 7منحني هاييكي از حلقه مساحت محصور به ـ(x y )( ay x y ) ay   2 2 2 2 33 چند برابر 4
  است؟  12

1( a22  2( a2  3( a44  4( a2

2  

 8طول قوس منحني قطبي ـn nr a cosn  كدام است؟  

1 (a ( , )
n n


1 1
2 2 2  2 (a ( , )

n n


1 1
2 2  3 (a ( , )

n n


1 1
2   4 (a ( , )

n n


1 1  

 9مساحت قسمتي از لمنيسكات ـ(x y ) x y  2 2 2 2 xكه داخل دايره 2 y 2 2 1
  گيرد، كدام است؟، قرار مي2

1 (
 

316 2  2 (
 

216 2  3 (


7 3
6 2  4 (

  
216 2  

 10مساحت بين نمودار منحني پارامتري ـx sint وy sin t
1 tدر بازه 22  2 و منحني قطبيr cos 2   ، كدام است؟2

1 (1
3  2 (2

3  3 (1
4  4 (1

12  

 11مساحت محدود به منحني  ـx y x y  4 4 2   ، برابر كدام گزينه است؟ 2

1 (2 2
2  2 (22

3  3 (2 2  4 ( 2  

 12مختصات مركز ثقل سطح محدود به منحني ـ(a )r acos  3 كدام است؟  

1( ( , a)21
4 

  2( ( a, )21
4 


  3( ( , )21
2 

  4( ( , )21
2 


  

 13 اي كه درون منحني مساحت ناحيهـr cos  2 rو خارج منحني  2 sin  2  است؟ 3قرار دارد، چند برابر  
1 (49

16  2 (51
16  3 (51

32  4 (49
32  

 Aسطح آزمون :         دقيقه50مدت زمان پاسخگويي:        15الات : ؤتعداد س
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