
  

26 

هندسه تحليلي و جبرخطي: اولفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  ي ماتريسرتبه :3درسنامه      
  

  
ي آن را شرح دهيم. پيش از آن لازم است با مفهوم استقلال و وابستگي خطـي  ي ماتريس آشنا شده و روش محاسبهخواهيم با مفهوم رتبهدر اين بخش مي

  ناميم.هاي سطري يا ستوني را گاهي اوقات بردار مياز درس، ماتريس قسمتيد. در اين آشنا شو

استقلال و وابستگي خطي   
  

Aمــاتريس
 
   
  

1 1 2
3 5 1
7 11 22

 تــوانيم بــه صــورترا در نظــر بگيريــد. ســطرهاي آن را مــي A 1 1 1 2 ، A 2 3 5 1 و A 3 7 11 22 

اگر سطر دوم را دو برابر كـرده و   شويد كهدارد را پيدا كنيد؟ با كمي دقت متوجه مي اي كه بين سطرهاي ماتريس وجودتوانيد رابطه. آيا مينامگذاري كنيم
Aبه عبارتي .آيدبا سطر اول جمع كنيم، سطر سوم به دست مي A A 3 2 د داشته باشـد، ماننـد مثـال    اي بين سطرهاي ماتريس وجواست. اگر رابطه 12

   اند.ي خطيوابستهبه يكديگر  Aگويند سطرهاي ماتريسمي اين حالتدر  ،استفاده از سطرهاي اول و دوم توليد كنيمسطر سوم را با  بالا، كه توانستيم

Aي ديگر به ماتريسدر يك نمونه
 

  
 

1
5 7
   دقت كنيـد، داريـم A 1 1  و A 2 5   اي بـا هـم ندارنـد.    هـيچ رابطـه   A2و A1امـا ايـن بـار    .7

  شود:توليد نمي A2ضرب كنيد،  5را در  A1مثلاً اگر نيست. A1مضرب A2در واقع   A A  1 25 5 1 5   
 كننـد ابتـدا فـرض مـي    A2و A1در رياضيات، براي اطمينان از مستقل خطـي بـودنِ  هستند.  مستقل خطي Aگويند سطرهاي ماتريسدر اين حالت مي

c A c A o 1 1 2 cشده باشد. اگر از اين معادله بتوانيم نتيجه بگيريم كه 2 c 1 2  ايم كهاست، نشان دادهA1 وA2  در مـثلاً  هسـتند.  خطـي  مستقل
cمثال از تساوي اين A c A o 1 1 2     خواهيم داشت: 2

         c c c c c c c , c        1 2 1 2 2 1 2 21 5 7 5 7 5 7        
cپس بايد 2  وc 1   .يعنيباشدA1 وA2 .مستقل خطي هستند  
   .وقتي دو سطر از ماتريس، مضرب هم نباشند، حتماً نسبت به هم مستقل خطي هستندطر، در مورد هر نوع ماتريس با هر مرتبه و هر تعداد س :16نكته 
 سمثلاً سطرهاي مـاتري ها را به صورت تركيب خطي ساير سطرها بنويسيم. اند اگر بتوانيم يكي از آني خطيوابسته Aسطرهاي ماتريس :17نكته 

A
 
   
  

1 2 5
4 2

1 2 7
 توانيم سطر سوم را به صورت مجموع سـطرهاي اول و دوم بنويسـيم:  زيرا مي ،مستقل خطي نيستندA A A 3 1 . سـطرهاي ايـن   2

  ي خطي هستند.ماتريس، وابسته
 اگر بتوانيم يك تركيب خطي پيدا كنيم كه در آن :تعريفm mc A c A o  1 1  ي ضرايبباشد اما همهic  گـوييم صفر نباشند، مـيA1،A2  .. وmA 

mcرسد همان حالتي خطي هستند. اما اگر تنها حالتي كه به صفر ميوابسته c  1   گوييمباشد، ميA1،A2و ... ،mA مستقل خطي هستند .  
  .هاي مربع استستياج داريم. اين ابزار همان دترمينان ماتريها احتشخيص آن براي ترقوي. اما به يك ابزار شديمبا مفهوم استقلال و وابستگي خطي آشنا  تا اينجا

detاگرقضيه:  A   دهد كه سطرهاي ماتريسباشد، نشان ميA اند. به همين ترتيب اگري خطينسبت به هم وابستهdet A     شـود  باشد، ثابـت مـي
  اند.ل خطينسبت به هم مستق Aسطرهاي

 به ازاي كدام مقدار :57مثالm بردارهاي( ,m, )2 )و 1 , , )1 3 )و 2 , , )1 4   اند؟ وابسته خطي 3
1( 2-  2( 1-  3( 1  4( 2  

 ه باشند آن است كه دترمينان مربوط به اين سه بردار مساوي صفر باشد.آن كه سه بردار وابستگي خطي داشت شرط  »3«گزينه  :پاسخ  
m

( ) m( ) ( ) m m m                   
2 1
1 3 2 2 9 8 3 2 1 4 3 2 5 7 5 5 1

1 4 3
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

رتبه ماتريس   
  

سـتون را از   nسـطر و  mريس بـا هـر مـات  طـور كـه قـبلاً گفتـيم؛     همـان  را بـا هـم اشـتباه نگيريـد!    مـاتريس   يمرتبهماتريس و  يرتبهتوجه كنيد كه ابتدا 
mيمرتبه n ماتريس مربعِ مثلاً ناميم.ميn nA   يمرتبهيك ماتريس راn ي يـك  رتبـه در واقع تر است. ميي ماتريس يك بحث مفهواما رتبهگوييم. مي

  .  دهدنشان مي ماتريس، تعداد سطرهاي مستقل خطي آن را
mتعداد سطرهاي مستقل خطيِ ماتريس: رتبه تعريف nA  ناميم و با علامتي آن ميرا رتبهrank(A) ياr(A) برخي از منابع، تعداد  دهيم. درنشان مي

هـاي  شـود كـه رتبـه   اما چـون ثابـت مـي    .نامندي ستوني آن ميرا رتبه Aهاي مستقل خطيي سطري آن و تعداد ستونرا رتبهAسطرهاي مستقل خطي
  ن مفاهيم كاربرد چنداني ندارند. البته بهتر است تساوي زير را به ياد داشته باشيد:با هم برابرند، اي Aسطري و ستوني 

A(rank(A)خطي  (تعداد سطرهاي مستقل ) Aخطي هاي مستقل(تعداد ستون  
  

mين در ماتريسا. بنابربرعكسمستقل خطي است و  ستونkسطر مستقل خطي باشد، حتماً دارايkس دارايوقتي يك ماتري nA ي، رتبهA تواند از نمي
  ها بيشتر باشد.تعداد سطرها يا تعداد ستون

mدر هر ماتريستيجه: ن nA كه ،m سطر وn ي ماتريسرتبه ،ستون داردA تواند ازنميn وm پس داريم: ،بيشتر باشد  
A rank(A) min(n,m)  ;  

  بنابراين داريم: است.با يك ي هر ماتريس غيرصفر، حداقل برابر است. رتبه oشود، ماتريس صفراش صفر مياز طرفي، تنها ماتريسي كه رتبه
A o rank(A) min(n,m)   1اگر 

هـاي مربـع اسـت و راه    ماتريسزير ها استفاده از دترمينانِدو راه مختلف وجود دارد. يكي از آن Aسي ماتريبراي تعيين رتبههاي پيدا كردن رتبه: روش
(مفهـوم سـطري ـ اشـلي را در ادامـه توضـيح        است كه به روش حذفي گاوس معروف است. كردنِ ماتريس  سطري ـ اشلي انجام عمليات سطري براي  ،دوم
  دهيم:ها را به طور كامل شرح مياين روشاكنون دهيم) مي

mهر ماتريسالف) استفاده از دترمينان:  n هايِ مربعي است. مثلاً يك ماتريسِدر درون خودش داراي زيرماتريس3 3هـاي داراي زيرماتريس 4 3 
2و 1و 2 3هاياست. براي مثال در شكل زير، زيرماتريس 1 2هايو برخي از زيرماتريس 3 كنيد، لزومي طور كه ملاحظه ميايم. همانرا نشان داده 2

Aهاي كنار هم انتخاب شود. در واقع در ماتريسرها و ستونها از بين سطهاي زيرماتريسندارد سطرها و ستون 3 3زيرماتريس 4بينيم كهمي 4 داريم  3
3هايستون با فاصله از آنها انتخاب شده و تشكيل زير ماتريس 1ستون كنار هم و 2تاي آنها، 2كه در هـاي  داده است. ابتـدا از بزرگتـرين زيرمـاتريس    3

  كند.ي ماتريس را مشخص ميي آن، رتبهها مخالف صفر شود، مرتبهگيريم. به محض آن كه دترمينان يكي از آنها را ميكنيم. دترمينان آنمربع آغاز مي
 
 
 

  

 
  

Aي ماتريسخواهيم رتبهفرض كنيد مي 3 هـاي مربعـي انتخـاب    تـوانيم در داخـل آن مـاتريس   را تعيين كنيم. اين ماتريس خودش مربعي نيست؛ اما مي 4
3هايناميم. بررسي را از زيرماتريسهاي مربعي ميها را زيرماتريسكنيم. آن ستون سمت راست و ديگري بـا   3ها با استفاده از كنيم. يكي از آنآغاز مي 3

3صورت آرايش كنار هم دو ماتريسستون سمت چپ و دوتاي ديگر به 3استفاده از  3و 2   هستند.  1
3ايهابتدا دترمينان اين ماتريس است. اما اگر  3برابر با  Aيشويم كه رتبهها مخالف صفر باشد، متوجه ميكنيم. اگر دترمينان يكي از آنرا حساب مي 3

2هاياست و بايد به سراغ زيرماتريسكمتر  3از  Aيشويم كه رتبهها صفر شود، متوجه ميدترمينان هر دوي آن   برويم: 2

, , ,
     

      
  

4 2 3 2 3 1 4 3 1 4 2 1
2 1 2 1 2 4 2 2 4 2 1 4
2 5 3 5 3 11 2 3 11 2 5 11

     

2هايپس لازم شد كه به زيرماتريس از ايم. به محض آن كه دترمينان يكي ها را نشان دادهها زياد است و ما در شكل، برخي از آنتوجه كنيم. تعداد آن 2

  ي كار نداريم.ها مخالف صفر شد، ديگر نيازي به ادامهآن
 

4 2 82 1   

2ياست. اگر دترمينان همه 2برابر با  Aيپس مطمئن شديم كه رتبه ي نكتـه  دوبرابر با يك است.  Aيگرفتيم كه رتبهشد، نتيجه ميها هم صفر مي2
  مهم را بايد به ياد داشته باشيد:

Aـ فقط ماتريس صفر1 o ي يك دارند. ها حداقل رتبهي صفر است و ساير ماتريسداراي رتبه  
  بزرگ بررسي را شروع كنيد.  هاي مربعِـ در اين روش حتماً از ماتريس2

A , , , ,
                    

                            
                          

4 2 3 1 4 2 3 2 3 1 4 3 1 4 2 1 4 2 3 1
2 1 2 4 2 1 2 1 2 4 2 2 4 2 1 4 2 1 2 4
2 5 3 11 2 5 3 5 3 11 2 3 11 2 5 11 2 5 3 11

 

2هايماتريس(برخي از زير 2(  

 
 

3هايماتريس(زير 3( 
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Aي ماتريسخواهيم رتبهض كنيد ميبراي مثال فر 

 
   
  

3 4

3 3 3
2 1 1
1 3 1 4


   هـاي مربـع در ايـن مـاتريس،    را تعيين كنيم. بزرگتـرين زيرمـاتريس3 3 

  شود:مي 3برابر با  Aيها صفر نشود كار تمام است و رتبهكنيم. اگر يكي از آنها را حساب ميهستند. ابتدا دترمينان آن

det , det
   
        
       

3 3 3 3
2 1 1 1
1 3 1 3 1 4

 
     

2هـاي است. حالا بـه زيرمـاتريس   3كمتر از  Aيشويم كه رتبههر دو دترمينان، صفر شدند. پس مطمئن مي هـا  توجـه كنـيم. خوشـبختانه اولـين آن     2

detدترمينان غير صفر دارد:
 

   
 

3 3 62 


rank(A)برابر با دو است: Aي ماتريسبنابراين رتبه   2  

 ي ماتريسرتبه  :58مثالA
 
   
  

1 2 3 4
2 4 6 8
3 6 9 12

  را تعيين كنيد. 

 :هايي از سطر اول هستند. سطر دوم، دو برابر سطر هاي دوم و سوم مضرباي از دترمينان استفاده كنيم. سطرنيازي نيست در چنين مثال ساده  پاسخ
Aاول است و سطر سوم سه برابر آن است. A2 Aو 12 A3 rank(A)برابر است با يك: Aي. پس واضح است كه رتبه13 1.  

  

 رتبه  :59مثال(RANK) ماتريسA

 
 
 
 
 
 

1 1 2 4
2 4 5 9

2 1 1
1 3 3 5


  كدام است؟ 

1 (4  2 (3  3 (2  4 (1  

  : دهد كه سطر سوم وابسته است.آيد و اين نشان مياگر دو برابر سطر اول را از سطر دوم كم كنيم، سطر سوم به دست مي»  3«گزينه پاسخ  
  .باشدمي 2باشند، پس رتبه ماتريس برابر دهد كه سطرهاي اول و دوم ماتريس مستقل مياين نشان مي پس ،سطر چهارم نيز برابر تفاضل سطر دوم و سطر اول است

  

 رتبه ماتريس :06مثال
 
 
 
  

3 2 5 7 12
1 1 2 3 5
3 3 6 9 15

  )87ـ سراسري  MBA(  ، كدام است؟

  3) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1

 :3«گزينه  پاسخ«    
 Aهاي اول و دوم ماتريس مستقل خطي هستند، ولي ستون سوم، جمع دو ستون قبلي است. بنابراين مـاتريس شود كه ستونبه سادگي مشاهده ميروش اول: 

r(A)فقط دو سطر مستقل خطي دارد و در نتيجه    است. 2
شويم كه سطر سوم مضـربي از سـطر   اند. اما با كمي دقت متوجه ميواضح است كه دو سطر اول و دوم مضربي از يكديگر نيستند، پس مستقل خطيروش دوم: 

rank(A)فقط دو سطر مستقل خطي دارد و در نتيجه Aباشد. بنابراين ماتريسدوم مي    است. 2
  

 ي ماتريسرتبه  :61مثالA
 
   
  

1 5

2 11

  
    
  

  كدام است؟

1 (4  2 (3  3 (2  4 (1  

 :توان گفت سطر دوم همان سطر اول اسـت كـه در   سطرهاي اول و سوم مضرب يكديگر نيستند. اما سطر دوم كاملاً صفر است. مي»  3«گزينه   پاسخ
  2برابر با  Aيشوند. پس به طريق مفهومي واضح است كه رتبهده است. بنابراين سطرهايي كه كاملاً صفر هستند مستقل خطي محسوب نميصفر ضرب ش

rank(A)  باشد.مي  2  
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Bz2

A

y2y1

x

x1

x2

z1

z

y

y

z

x

k i

j

  ا در فضاي سه بعديبرداره :4درسنامه 
  

 شهر و مدت زمان پرواز يك هواپيمـا، ي دو توان با يك عدد حقيقي بيان كرد. براي مثال، قد و وزن يك شخص، دماي محيط، فاصلهها را ميبرخي از كميت
ها وجود دارد كه علاوه بـر  نوع ديگري از كميت اناميم. اممي اسكالرهاي ها را كميتاين كميت توانيم با يك عدد حقيقي بيان كنيم.ها را ميهر كدام از اين

  مقدار، داراي جهت نيز هستند.  
داراي جهـت هـم هسـتند     ،كـه عـلاوه بـر انـدازه    ، را هايي مانند نيرو، سرعت و شـتاب كميت
هـا را  آن ،اگـر دو بـردار داشـته باشـيم كـه مـوازي هـم باشـند         .ناميممي برداريهاي كميت
جهت باشـند. در شـكل   جهت يا غيرهمراستا ممكن است همناميم. بردارهاي هممي اراستهم

Aمقابل بردارهاي
 وB

 جهت نيستند.  اما هم ،راستا هستندهم  

دستگاه مختصات قائم   
  

امـا در يـك    .نيـاز داريـم   yو xتصات بررسي شده باشد. براي اشكال مسطح، فقـط بـه دو محـور   اي كه در يك دستگاه مخيعني هندسه ،ي تحليليهندسه
  ه بر اشكال مسطح، اشكال فضايي را نيز تحليل كنيم.توانيم علاومي zو x ،yدستگاه سه بعدي با محورهاي

را  zو x،yهـاي معمولاً مؤلفه .است مختصيا  مؤلفههر نقطه داراي سه در اين دستگاه 
دو نقطه از دستگاه سه بعـدي   BوAناميم. اگربه ترتيب طول، عرض و ارتفاع آن نقطه مي

  آيد:ي فيثاغورت است به دست ميي قضيهي زير كه نتيجهها از رابطهي آنباشند، فاصله
| AB | (x x ) (y y ) (z z )     2 2 2

2 1 2 1 2 1


  
 Bو Aهـاي از ميانگين مؤلفـه  ABخطي وسط پارهنقطهرا نصف كنيم،  ABخطاگر پاره

  آيد:به دست مي

  x x y y z z(A B)M ( , , )
  

  1 2 1 2 1 2
2 2 2 2  

د را به چن ـ ABخطتوانيم پارهي آن ميكه به وسيله تر هم دارداين فرمول يك حالت كلي
 6را بـه   ABخـط خـواهيم پـاره  تصور كنيـد مـي   ،مثال. براي قسمت مساوي تقسيم كنيم

,...ينقطـه  5 ،مطـابق شـكل  قسمت مساوي تقسيم كنيم.  P1وP5    بايـد مشـخص شـوند. 
تـر  نزديك Bدقت كنيد. هرچه به زير آيد؟ به روابطه به دست ميچگون iPمختصات نقاط

  شود.آن بزرگتر ميBشويم ضريبمي
  

A B A B A B A B A BP P P P P    
    1 2 3 4 5

5 4 2 3 3 2 4 5
6 6 6 6 6  

iياز رابطـه  iPقسـمت مسـاوي تقسـيم كنـيم نقـاط      nرا به ABخطدر حالت كلي اگر بخواهيم پاره
(n i)A iBP

n
 

  بـه ازايi , , , n 1 2 1 
  آيند.دست ميبه

بردار   
  

ABباشد را بـا علامـت   Bو انتهاي آن در Aيناميم. برداري كه ابتداي آن در نقطهدار را يك بردار ميخط جهتهر پاره


مبـدأ   Oدهـيم. اگـر  نشـان مـي   
OAمختصات باشد، بردار


Aعلامت همان را اغلب با 

 بردارها دو روش وجود دارد. دهيم. براي نشان دادن ينشان م  
ABهاي بردارمؤلفه :لاو روش


AB  نويسيم:را به اين صورت مي  (x x , y y , z z )   2 1 2 1 2 1


  

)Aهاي ابتداي آن كنيم. براي مثال برداري كه ازهاي انتهاي بردار را منهاي مؤلفههميشه بايد مؤلفه , , )1 2 )Bبه 3 , , )4 2   رود برابر است با:مي 6
AB ( , , ( )) ( , , )       4 1 2 2 6 3 3 4 9


  
ABاز بردارهاي واحد براي نوشتن بردار :روش دوم


i. مطابق شـكل بردارهـاي  كنيمفاده مياست 


 ،

j


kو 


هستند. هر بردار ديگر، تركيب  zو x ،yي واحد و در جهت محورهايبردارهايي به اندازه 
AB  براي مثال داريم: .خطي اين سه بردار است ( , , ) i j k    3 4 9 3 4 9

   
  

ABي برداراندازه اندازه بردار:


  به عبارتي داريم: ،Bياز نقطه Aيي نقطهبرابر است با فاصله 

AB (x x ) (y y ) (z z )     2 2 2
2 1 2 1 2 1

 

A









B

M
5P

4P

3P
2P

1P

x

y


A

B


C
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هـا  هاي نظيـر آن گوييم. به لحاظ تحليلي براي تساوي بردارها بايد مؤلفهند، با هم برابر ميدو بردار را كه اندازه و جهت يكساني داشته باش تساوي بردارها:
  برابر باشند.

شود كه عبارتند از جمع برداري، ضرب اسكالر، ضرب داخلي و ضرب خارجي، كـه در  براي بردارها چهار عمل جبري تعريف مي اعمال جبري روي بردارها:
  دهيم.هر يك را شرح مي ادامه، طرز محاسبه و كاربرد

Aدر بردار يك عدد حقيقي مانند ضربحاصل ضرب اسكالر در بردار:
برداري مانند ،B

 است كه اگر ،مثبت باشدB
 ري است هم جهـت بـا  برداA

 و
B،منفي باشد اگر

 برداري است در خلاف جهتA
ي ه. و اندازB

 ،| | برابر اندازه بردارA
 .خواهد بود(B A) 

   
A(xاگر دو برداردو بردار: و تفاضل جمع حاصل , y , z )1 1 1

  وB(x , y , z )2 2 2
  ،خواهيم داشت : گاهآنمفروض باشند    

A B (x x , y y , z z ) , A B (x x , y y ,z z )         1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
     

Aرسم هندسيِ بردار براي B
  و راه وجود دارد:د   

Aبردار ابتدا پايين، مطابق شكل سمت راست :روش اول
  كنيم، از انتهاي آن بردارميرا رسمB

  كنيم، سپس ابتدايميرا رسمA
   را بـه انتهـايB

   وصـل
Aآيد كه اضلاع آنكنيم. مثلثي به دست ميمي

 ،B
 وA B

  ناميم.  هستند. اين را روش مثلث مي  
Aبردارهاي مطابق شكل سمت چپ :روش دوم

 وB
  سپس از انتهاي برداركنيم. ميرا از يك نقطه رسمA

، اندازه بابرداري موازي و همB
  كنيمميرسم .

Bاز انتهاي بـردار 
   انـدازه بـا  ، بـرداري مـوازي و هـمA

   گيـريم مـي شـود را در نظـر   هـا سـاخته مـي   رالاضـلاعي كـه بـا ايـن بردا    متـوازي . كنـيم يم ـرسـم.   
Aيكي از قطرها ،مطابق شكل B

  و قطر ديگرA B
   .برداررا نشان خواهد دادA B

  از انتهايB
 انتهاي بهA

 شود.رسم مي  
  
  
  
  
  

  
  

  الاضلاعقانون متوازي                                                                                        قانون مثلث
  

Aبرداري كه امتداد نيمساز بردارهاي غيرصفرامتداد نيمساز دو بردار: 
 وB

 دهد به صـورت را نشان ميA BC
| B || A |

 
 
    شـود. بـراي مثـال    نوشـته مـي

Aاگر ( , , ) 2 2 1
 وB ( , , ) 3 4


 :باشند داريم  ( , , ) ( , , )C ( , , )  

2 2 1 3 4 2 19 17
3 5 3 15 15

   

 امتداد نيمساز زاويه بين : 67مثالu ( , , ) 1 2 2 وv ( , , ) 3 4
 92(علوم كامپيوتر ـ سراسري   شود؟با امتداد كدام بردار مشخص مي(  

1 (i j k 
14 2 22
15 3 15  2 (i j k 

14 2 22
15 3 15  3 (i j k 

14 2 22
15 3 15  4 (i j k 

14 2 22
15 3 15  

 :متداد نيمساز دو بردارا » 2«گزينه  پاسخu وv ها:ي آنبرابر است با برآيند بردارهاي يكه شده  
  u v ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

| u | | v |
    

           
  

1 2 2 3 4 1 2 2 3 4 1 3 2 2 4 14 2 22
3 5 3 5 3 3 5 15 3 151 4 4 9 16

     بردار نيمساز  

  
uزوايـايي باشنـد كـه بردار دلخـواه و ،اگـر هاي هادي يك بردار:كسينوس (a, b,c)

 هاي مثبـت محــورهاي با جهتx،y وz  ســازد،  مـي
cosو cos،cosگاهآن  آيند:گوييم و از فرمول زير به دست ميهاي هادي بردار يا خط ميرا كسينوس  

ccos
| u |

    و  bcos
| u |

    و  acos
| u |

    

  زير را داريم:له نتيجه با توجه به تعريف فوق بلافاص
cos cos cos     2 2 2 1 

 اگر :68مثال، و زوايايي باشند كه خطd سازد، كداميك از روابط زير صحيح است؟با محورهاي مختصات مي  

1(     9   2(sin sin sin    2 2 2 2  3 (cos cos cos    1  4 (   18   
  : با توجه به اينكه»  2«گزينه پاسخ، و داريم ستند، پسزواياي هادي ه:  

cos cos cos sin sin sin sin sin sin                   2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 2  


B


A

 
A B

 
A B

 
A B


A


B
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B

A

θ

B

A

θ
A
BProj

  داخلي دو بردار  ضربحاصل
  

Aضرب داخلي بردارهاي
 وB

 را با علامتA.B
  ي ضـرب داخلـي دو بـردار   دهند. براي محاسـبه نشان ميA (x , y , z ) 1 1 1

 وB (x , y , z ) 2 2 2
  دو راه

A.B          ي بين دو بردار ضرب كنيم:توانيم اندازه دو بردار را در كسينوسِ زاويهوجود دارد، مي | A | . | B | cos 
     

  ها، به دست آوريم:توانيم آن را با استفاده از مؤلفههمچنين مي
A.B x x y y z z  1 2 1 2 1 2
   

  خواهيم داشت: بنابراين

A.B | A || B | cos x x y y z z    1 2 1 2 1 2
   

  باشد.كه با توجه به رابطه فوق زاويه بين دو بردار از فرمول زير قابل محاسبه مي
x .x y .y z .z

cos
x y z . x y z

 
 

   

1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

  
  

A(xدو بردار شرط عمود بودن دو بردار: , y , z )1 1 1
 وB(x , y , z )2 2 2

 ود هستند كه داشته باشيم:در صورتي بر هم عم  

A.B x .x y .y z .z   1 2 1 2 1 2
 

 
   خواص ضرب داخلي:

A.Bضرب داخلي بردارها خاصيت جابجايي دارد يعني داريم: )1 B.A
  . 

A.Aاش به توان دو:ضرب داخلي هر بردار در خودش برابر است با اندازه )2 | A | 2    
آيد كهاخلي دو بردار وقتي به دست ميبيشترين مقدار ضرب د )3   بنابراين داريم: .باشد| A.B | | A || B |

    
A.(Bپذير است:ضرب داخلي در جمع بردارها بخش )4 C) A.B A.C  

       
  :طول تصوير يك بردار

Aدر شكل مقابل، تصوير بردار
  برداررويB

 را با علامتA
BProj الزاويـه،  ايم. در مثلث قـائم نشان داده

  عبارتي داريم:به . است برابر با نسبت ضلع مجاور، به وتر يدانيد كه كسينوسِ زاويهمي
A

AB
B

Proj
cos Proj | A | cos

| A |
     


n»I\¶ ”±†

oU»
  

A.Bcosديديم كهاز طرفي 
| A || B |

 
 
   ي قبلي داريم:در رابطهاين تساوي است. با جايگذاري  

A
B

A.BProj | A | cos
| B |

  

 
  

 تصوير بردار :69مثالA i j k   2 3
    برB i j k  2 2

    80ـ سراسري صنايع ـ سيستم (  كدام است؟(  

1 (i j k 
1 1 1
2 4 2
  

  2 (i j k 
4 2 4
9 9 9
  

  3 (i j k  
2 4 6
9 9 9
  

  4 (i j k  
1 1 3
4 4 4
  

  

 :2«گزينه  پاسخ«    A.B B ( i j k) i j k
| B |

  
      

 2
2 2 6 4 2 42 24 1 4 9 9 9

       
 تصويرA

 برB
  

  
 اگر :70مثالa i j k   2

  ،b i j k  2
   در اين صورتa

bProj  تصوير)a  در امتدادb:82(رياضي ـ سراسري         ) عبارت است از(  

1 (i j k  
1 1 1
3 6 6
  

  2 (i j k 
1 1 1
3 6 6
  

  3 (i j k  
1 1 1
3 6 6
  

  4 (i j k  
1 1 1
3 6 6
  

  

 :4«گزينه  پاسخ«                  b
a.b ( )Proj a ( )b ( )( , , ) ( , , )

| b | ( )
       

   
  2 2 2 2

2 1 1 1 1 2 1 1 12 1 1 3 6 62 1 1
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B

A

θ

A B

B

A

A B

S

S1
2

B

A

  خارجي دو بردار ضربحاصل     
  

ــاي A برداره x i y j z k  1 1 1
    وB x i y j z k  2 2 2

     .ــد ــر بگيري ــلرا در نظ ــربحاص ــارجي  ض خ
Aبردارهاي
 وB

 برداري است مانندC
 كه بر هر دو بردارA

 وB
 براي تشخيص جهت آن نيـز از   .عمود است

  شود.زم ميكنيم. البته اين كار براي مسائل فيزيكي لاقانون دست راست مطابق شكل استفاده مي
Cدر مسائل فيزيكي، براي تشخيص جهت صحيح بردار
، كننـد.  از قانون دست راست، مطابق شكل استفاده مي

Aاگر چهار انگشت را روي
 قرار داده و به سمت جهت با آنو همB

 جهتببنديم، انگشت شصت ،C
   را نشـان

  كنيم:ي ضرب خارجي از دترمينان استفاده ميبراي محاسبه دهد.مي
i j k

C A B x y z (y z z y )i (z x x z ) j (x y x y )k
x y z

        1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1
2 2 2

  
      

 بردار عمود بر مثلثي با رئوس :71مثال( , , ),( , , ),( , , ) 2 1 2 1 1 1 1 2   )90(معماري كشتي ـ سراسري   برابر است با:1
1 (( , , ) 7 2 1  2 (( , , )3 2 1  3 (( , , )1 4 3  4 (( , , )7 2 1  
 :براي يافتن بردار عمود بر مثلث  »4«گزينه  پاسخABC آوريم:ابتدا با توجه به رئوس داده شده دو بردار از مثلث را به دست مي  

A : ( , , )
AB : ( , , )

B : ( , , )
BC : ( , , )C : ( , , )

      
 

1 2 1 1 21 1 1
1 2 32 1 2




  

ABخارجي دو بردار ضربحاصلبردار عمود بر مثلث، در راستاي 


BCو 


  خواهد بود. 
i j k

AB BC ( , , )      


1 2 7 2 1
1 2 3

  
 

  

  بديهي است كه قرينه بردار فوق نيز بر صفحه مثلث عمود خواهد شد.
  

 خارجي دو بردار غير صفر ضربحاصل اندازه :5تذكرA
وB

 كه با نمادA B
  شود برابر است با:   نشان داده مي  

| C | | A B | | A | . | B | sin   
    

Aزاويه بين دو بردار كه
وB

 باشدمي.  
Aاندازه :18نكته  B

     الاضـلاعي اسـت كـه    برابـر مسـاحت متـوازي
Aتوسط دو بردار
 وB

ين مساحت مثلـث حاصـل از   ساخته شده است. همچن

|برابر Bو Aدو بردار A B |
1
2
  باشد.مي  

 اگر  :72مثالS الاضـلاعي باشـد كـه بـر روي دو بـردار     مساحت متوازيv (a ,b )1 1 vو 1 (a ,b )2 2   دترمينـان مـاتريس    گـاه آنشـود،  سـاخته مـي   2
v

[v v ]
v
 

 
 

1
1 2

2
 )87ـ سراسري  MBA(  كدام است؟ 

1 (S  2(S2  3(S  4 (S2  

 :داريم كنيم، در اين صورتابتدا دو ماتريس را در هم ضرب مي  »2«گزينه  پاسخ:  v v .v v .v | v | v .v
A .[v v ]

v .v v .vv v .v | v |

    
      
     

2
1 1 1 1 2 1 1 2

1 2 21 2 2 22 1 2 2
  

det  كنيم:حال دترمينان ماتريس اخير را محاسبه مي A | v | | v | (v .v ) | v | | v | | v | | v | cos | v | | v | sin S       2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2  

Cبردارگفتيم كه  :19نكته    A B 
    دو بردارهر برA

 وB
 بنابراين اگرباشد. ود ميعمA B

  را درA
 ياB

  ضرب داخلي كنيم، حاصل آن صفر
A)  خواهد شد: B).A , (A B).B   

    
   

Dهمچنين اگر برداري مانند
 با بردارهايA

 وB
  بردارچون صفحه باشند) بردار هم 3در يك صفحه قرار داشته باشد (يعني اينA B

 
  بـرA

 وB
   عمـود

Dاست پس بر
  خواهيم داشت:هم عمود است و(A B).D

  
 .  



  

65 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي ( 

  پارامتري و تعريف توابع برداريهاي منحني :2درسنامه
  

  

بـا اسـتفاده    را آنخميدگي  مقداريا  روي منحني حركت سرعت. كنيممياستفاده  منحني هاي فضايي از ابزارهايي مانند پارامتري كردنبراي بررسي منحني
  شويم.آشنا مي هاي پارامتري و توابع برداريهوم منحنيمف. در اين بخش با كنيمميگيري توابعي به نام توابع برداري اندازه از

 

منحني هاي پارامتري   
  

 مطابق شـكل  دانيد اگرطور كه ميدر حال حركت باشد. همان Cروي منحني xoyيفرض كنيد متحركي در صفحه
yتـابع  صورتبهتوان آن را ديگر نميرا قطع كند،  Cحنيخط عمودي، بيشتر از يك بار منيك  f (x)   بيـان كـرد .

yدكـارتي  يرابطـه ي مسير حركت اين متحرك، به جـاي  پس براي نوشتن معادله f (x)   ديگـري ي بايـد از شـيوه 
 xيـا  xبرحسـب  yكـه  ايـن ستفاده از معادلات پارامتري است. در اين روش به جـاي  ا هاروشيكي از استفاده كنيم. 

    ناميم.مي پارامتراين متغير سوم را  .شوندته ميوابس tبه متغير ديگري مانندها آن ، هر دوينوشته شود yبرحسب
yبراي مثال در منحني x2  توانيدنميy را به صورت تابعي ازx اگر هم سعي كنيد، به تساوي .بنويسيدy x  زيـرا بـه    ،ع نيسـت رسيد كه تـاب مي

xازاي هر  دو مقدار ،y توانيم با معادلات پارامترياما همين منحني را مي آيد.دست ميبه
x t

y t


 

2
 xفقط يـك  ،tبيان كنيم و حالا به ازاي هر مقدار 

yآيد. پس منحنيدست ميبه yو يك x2 برحسب يتابعx توان آن را به صورت تابعي برحسب متغيرنيست اما ميt     نوشت. البتـه معـادلات پـارامتري

yوابعتوانند تمي f (x) را هم نشان دهند. براي مثال تابعy x x 32 توانيم به صورترا مي
x t

y t t




 
32

ي دهندهنشان tپارامتري كنيم. اگر پارامتر 

بنابراين معادلات پارامتري  آيد.دست ميوانيم مشخص كنيم كه در هر لحظه، كدام نقطه از منحني بهتزمان باشد، با جايگذاري مقادير مختلف به جاي آن مي
yيمعادلهدر حالي كه  دهندها را نشان انواع مختلفي از منحني توانندمي f (x) كه تابعي ازهايي فقط براي منحنيx استفاده است. قابل ،باشند  

   tاي است كه مختصات نقاط آن با جايگذاري يـك پـارامتر ماننـد   به طور خلاصه يك منحني پارامتري، منحني
xهايدر فرمول x(t) وy y(t) چه اغلب اوقات از پارامترآيند. اگرمي دستبهt كنيم اما ايـن  استفاده مي

xكار الزامي نيست. براي مثال در منحنـي  cos
C :

y sin
 

  

بـه ازاي اسـتفاده شـده اسـت.     از پـارامتر  2   

x)داريم , y) ( , ) 2  و به ازاي
  x)ينقطه 2 , y) ( , ) 1 تـوانيم  و به همين ترتيب مـي  آيدمي دستبه

  .كنيمرا تعيين  Cنقاط مختلف مقادير مختلفبا قرار دادن 
 توانيم از معادلات پارامتريگاهي اوقات مي :5تذكرx x(t)،y y(t) متغيرt ي مستقيمرا حذف كرده و رابطهx وy   را پيدا كنيم. بـراي مثـال
xاگر t t 2 yو2 t 1 يدر ضـابطه  كامـل بع باشد، با ايجاد مرx   خـواهيم داشـتx (t t ) (t )      2 22 1 1 1 yتسـاوي  و اكنـون از 1 t 1 

xتساويكنيم و به استفاده مي y 2 yييك راه ديگر آن است كه از رابطـه  رسيم.مي 1 t 1  بگيـريم  نتيجـهt y 1   يو ايـن نتيجـه را در معادلـه 
x  قرار بدهيم: xتريمپارا t t (y ) (y ) y       2 2 22 1 2 1 1  

 منحني  :17مثالC با معادلات پارامتريy t  1،x t t 2   تعريف شده است. اين منحني را رسم كرده و نوع آن را تعيين كنيد. 2
 :در اين منحني پارامتر  پاسخt محدود نشده است. بنابراينt     خواهد بود. با قرار دادن برخي از مقـاديرt   ،چنـد   در معـادلات پـارامتري

  توانيم اين منحني را رسم كنيم.مي tكنيم. سپس با حركت در جهت افزايشنقطه از منحني را مشخص مي

t x y
 




2 8 1
1 3

1
1 1 2
2 3
3 3 4
4 8 5


 



  

x

y

C

x

y

(2,0)

(0,1)




 2

 
  


( 2,0)

3
2


 



t 3



t 1 



8

t 2 

x
t 0 
t 1

t 2 


t 4

y

1

3

1
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را از معادلات فوق حـذف   tانيم متغيرتوشود كه اين منحني يك سهمي است. البته براي اطمينان بيشتر از اين موضوع ميدست آمده معلوم مياز نمودار به
yرا پيدا كنيم. از تساويِ yوxي مستقيم بينكرده و رابطه t 1 شود كهمعلوم ميt y 1 ين اين نتيجه در معادلهاست. حالا با قرار دادx  خواهيم

x  داشت: t t (y ) (y ) y y        2 2 22 1 2 1 4 3  
xبنابراين منحني y y  2 4   يك سهمي است. 3

  

 فرض كنيد منحني :6تذكرC با معادلات پارامتريx x(t)وy y(t)  مشخص شده باشد. اگر در اين معادلات، به جـايt ازt2   اسـتفاده كنـيم، 
xمنحني x( t) 2،y y( t) ي سـرعت را در  ي دقيـق محاسـبه  شـيوه البتـه  ي آن دو برابر شده است. (فقط سرعت حركت رو ؛همان منحني قبلي است 2
ي پارامتري يك منحني، منحصر به فرد نيست و ممكن است براي يك منحني بتـوانيم معـادلات پـارامتري    در واقع معادله .هاي بعدي خواهيم خواند)بخش

  متفاوتي را پيدا كنيم.
  

تبديل منحني هاي دكارتي به پارامتري   
  

  :كنيمبندي زير استفاده ميبراي انجام اين كار از دستهپارامتري بنويسيم.  صورتبهدهيم يك منحني دكارتي را ترجيح ميگاهي اوقات 
yتابع كردن يـ پارامتر1 f (x)  

xيدداريد، كافيست فرض كن xرا برحسب yياگر ضابطه t  گاهآنوy f (t) ي پـارامتري منحنـي  آيد. پس معادلـه مي دستبهy f (x)  صـورت بـه 
r(t) (t , f (t)) خواهد بود. دقت كنيد كه حدودt همان حدودx هستند زيراx t .است  

xيبديهي است كه معادلهتوجه:  f (y)صورتبهتوان را ميy t وx f (t) پارامتري كرد. در اين صورت حدودt، همان حدودy .هستند  
  ABخطـ پارامتري كردن پاره2

A(xفرض كنيم , y , z )1 1 B(xو 1 , y , z )2 2   باشـد،   Bيتـا نقطـه   Aيحركـت يـك متحـرك، از نقطـه     دو نقطه از فضاي سه بعدي باشـند. اگـر مسـير    2
R(t)  كنيم:عمل مي مقابل صورتبهكردن اين مسير  يبراي پارامتر A (B A)t , t    1


  

R(t)هايمؤلفه ،به عبارت بهتر


R(t)  چنين هستند:  (x (x x )t , y (y y )t , z (z z )t)      1 2 1 1 2 1 1 2 1


  
tبه ازاي   يدر نقطهA يم و درقرار دارt 1 يبه نقطهB رسيم.مي  

  ـ پارامتري كردن بيضي و دايره3

x)صـورت بهي يك بيضي در حالت كلي دانيد كه معادلهمي x ) (y y )
a b
 

 
2 2

2 2 1   .اسـت (x , y )  

cos هاي افقي و عمودي آن هسـتند. از اتحـاد مثلثـاتي   شعاع bوaمركز بيضي و t sin t 2 2 بـراي   1

x كنيم. با اين فـرض كـه  پارامتري كردن اين معادله استفاده مي x
cos t

a


وy y
sin t

b


  باشـد، 

x                        اهيم داشت:خو x a cos t
y y bsin t
 

  



  

tبه ازاي   ينقطه(x a , y )  بيضي است.آيد كه گوشهمي دستبه ي سمت راست  

tبه ازاي 
 x)ينقطه 2 , y b)  ي بيضي است و به همـين ترتيـب   د كه بالاترين نقطهآيمي دستبه

  كنيم.  در جهت مثلثاتي روي بيضي حركت مي
t در  2 يدوباره به نقطه(x a , y )  در يك بيضي كامل ،رسيم بنابراينميt  2 .است  

aدر معادلـــه بيضـــي اگـــر b يآيـــد. بنـــابراين دايـــرهدســـت مـــيي دايـــره بـــهباشـــد، معادلـــه 
(x x ) (y y ) a   2 2 2

  اي به مركزكه دايره(x , y )  و شعاعa شوداست به اين صورت پارامتري مي:  

  x x a cos t
y y a sin t
 

  



  

t:عبارتند از tحدود ،شودكامل كه در جهت مثلثاتي طي ميي براي يك دايره  2.  
R(t)صورتبهداراي دو مؤلفه  ،قرار دارند xoyيهاي پارامتري كه در صفحهمنحنيهاي فضايي: خم (x(t) , y(t))


كـه مشـاهده    طـور هسـتند. همـان   

 هاي فضـايي داراي سـه مؤلفـه بـه شـكل     . اما منحنينيمرا پيدا ك yو xي دكارتي بيناز معادلات پارامتري، رابطه tتوانيم با حذفكرديد گاهي اوقات مي
R(t) (x(t) , y(t) , z(t))


 دسـت بهدكارتي  ي دكارتي تبديل كنيم، معمولاً دو معادلهي پارامتري يك خم فضايي را به معادلهد. اگر بخواهيم معادلههستن 
  محل برخورد آنها با يكديگر است. هستند و منحني مورد نظر،  3اي در فضايآيد كه هر كدام رويهمي

t 2


3t 2


t , 2 t    (x ,y )

x

y

x a x x a

y b

y

y b




t

2




t 0
t 2

 

y

x
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z

x

y

2 2x +y =4

ي پـارامتري بـا معادلـه   Cبراي مثال منحني فضايي
x t

y t

z t

  





21

2
 ي دكـارتي بـه شـكل   از ايـن معـادلات بـه دو معادلـه     tرا در نظـر بگيريـد. بـا حـذف     

x y
z y

  




2 2 1
2

xياستوانه خوردمحل بر Cدهند منحنيرسيم كه نشان ميمي  y 2 2 zيو صفحه 1 y   است. 2

 منحني پارامتري  :18مثالR(t) ( cost , sin t , sin t) 2 2 1 2
 .را در فضاي سه بعدي نشان دهيد 

 :ــه   پاســخ ــه معادل ــا توجــه ب ــم:ب ــارامتري داده شــده داري xي پ cos t 2،y sin t 2 ،
z sin t 2 zخيلي واضح است. تسـاوي  yوzي بين. رابطه1 y 1     برقـرار اسـت و نشـان

R(t)دهد كه منحنيمي


zيروي صفحه  y 1 رار گرفته است. از طرف ديگر با كمك اتحـاد  ق
cosمثلثاتي  t sin t 2 2     را بنويسيم: yوxيتوانيم رابطهمي 1

x y cos t sin t   2 2 2 24 4 4  
xيمعادله y 2 2 گيـريم كـه   اينجـا هـم نتيجـه مـي    اي در فضاي سـه بعـدي اسـت. از    استوانه 4
R(t)منحني


R(t)روي اين استوانه قرار دارد. به طور خلاصه با استفاده از معادلات پارامتري 


                                                        :داريم 

x yR(t):
z y

  


 

2 2 4
1


  

R(t)منحني


xيمحل برخورد استوانه  y 2 2 zيو صفحه 4 y 1 .است  

توابع برداري   
  

fبه تابع (t) t 2 tآيـد. مـثلاً بـه ازاي   مـي  دسـت بهعدد حقيقي ديگر  ، يكtتوجه كنيد. در اين تابع با قرار دادن هر عدد حقيقي به جاي 1 1  مقـدار 
f ( ) 1  دسـت بـه يـك بـردار   هـا  آن اما توابعي هم هستند كه با قرار دادن هر عدد حقيقي در نامند.مي توابع حقيقياين نوع از توابع را  .آيدمي دستبه 2

F(t)ه تابعآيد. براي مثال بمي ( t ) i tj t k    22 1 3
   با قرار دادن .دقت كنيدt 1 در اين تابع به بردارF( ) i j k  1 3 3

   
رسيم. چنين توابعي را مي 

F(t)صـورت بـه نامند. در حالت كلي يك تابع برداري مي توابع برداري f (t) i f (t) j f (t)k  1 2 3
   

F(t)يـا   (f (t) , f (t) , f (t)) 1 2 3


  شـود.  مـي  نوشـته  
fحقيقي توابع (t)1،f (t)2 وf (t)3 هايرا مؤلفهF(t)


   دهيم.معمولاً توابع برداري را با حروف بزرگ و توابع حقيقي را با حروف كوچك نشان مي نامند.مي 

R(t)توسط بردار tياي در فضا در حال حركت باشد و مكان اين ذره در لحظهفرض كنيد ذره x(t) i y(t) j z(t)k  
   

R(t)مشـخص شـده باشـد.    


را  
ئل فيزيكي مربوط به حركـت، سـرعت و شـتاب مـورد اسـتفاده قـرار       ناميم. بردار مكان، حالت خاصي از توابع برداري است كه در بررسي مسابردار مكان مي

R(t)شود، براي بردار مكانهر چه در مورد توابع برداري گفته مي دقت كنيد كه گيرد.مي


  هم قابل استفاده است. 
F(t)ي حد تابع برداريبراي محاسبه: حد توابع برداري


  هاي آن در اين نقطه حد بگيريم. به عبارتي داريم:كافيست از مؤلفه tينقطهدر  

t t t t t t t t
lim F(t) lim f (t) i lim f (t) j lim f (t)k
   

  1 2 3
   

     

F(t)حدپس 


  . در اين نقطه داراي حد  باشندهاي آن ي مؤلفههمه فقط وقتي وجود دارد كه tدر 
fيـك تـابع حقيقـي ماننـد     :بـرداري  توابعپيوستگي  (t)   بـه شـرطي درt     در ايـن نقطـه بـا مقـدارش برابـر باشـد يعنـي        نپيوسـته اسـت كـه حـد آ 

t t
lim f (t) f (t )





ِباشد. حالا به تابع برداريF(t) (f (t) , f (t) , f (t)) 1 2 3
 هاييد. اگر مؤلفهتوجه كنF(t)

 همگي درt  گـوييم پيوسته باشند، مـيF(t)
 

  پيوسته است. در اين صورت خواهيم داشت: tدر

t t
lim F(t) F(t )






 

  
  
  

 ازبه ازاي چه مقاديري  :19مثالa تابع
tgtsinti a(t ) j k ; t
tF(t)

j k ; t

     
  

2
  

 
 


tدر نقطه    پيوسته است؟ 

1 (  2 (1
2  3 (1  4 (3

2  

  : از صورت سؤال معلوم است كه در»  2«گزينه پاسخt   داريمF( ) j k 
  
حالا مقدار .

t
lim F(t)



كنيم، حاصل ايـن حـد بايـد بـا     را حساب مي 

F( )

 .برابر باشد  

t t t t

tgtlim F(t) lim(sin t) i lim a(t ) j lim k aj k F( ) aj k j k a a
t   

              
12 2 2 2 1 2   
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F(t)اريتابع برد: گيري از توابع برداريمشتق
 درt t  گيـري از  مشـتق پذير باشـند.  هاي آن در اين نقطه، مشتقپذير است اگر و تنها اگر مؤلفهمشتق

F(t)تابع برداري (f (t), f (t), f (t)) 1 2 3


F  شود:ها انجام ميتك مؤلفهگيري از تكبا مشتق  (t) (f (t), f (t), f (t))    1 2 3
  

Fتوانيم بردارها ميگيري دوباره از مؤلفهبا مشتق (t)
 :را بنويسيم   F (t) (f (t) , f (t) , f (t))    1 2 3

  
F(t)كنـيم. فـرض كنيـد   ميشوند اشاره مي انجامكه روي توابع برداري  متنوعي اعمال جبري بهپيش از آغاز بحث،  :گيري از توابع برداريقواعد مشتق


 

G(t)و


Foh(t)شـوند عبارتنـد از  انـواع اعمـال دوتـايي كـه بـا ايـن توابـع ايجـاد مـي          تابعي حقيقـي باشـد.  h(t)برداري و توابع 


،h(t)F(t)


،F(t).G(t)
  

F(t)و G(t)
 

Foh(t)دهيم.گيري از آن را شرح ميي مشتقكه مفهوم هر كدام و نحوه 


F(t)وh(t)برداري است كه از تركيب تابعي 


   آيـد. مـي  دسـت بـه  
F(t)اگر در تابع


Foh(t)را قرار دهيد h(t)ها،tيبه جاي همه 


F(t)بـراي مثـال اگـر    .آيدمي دستبه  sin t i cos t j t k  

   
h(t)و  t  تركيـب  ،باشـد  3

Foh(t)هاآن sin t i cos tj tk  3 3 3
     .تابع بردارياستh(t)F(t)


F(t)اگـر يك تابع حقيقي در يك تابع برداري است.  ضربحاصل 


همـان توابـع    h(t)و 

h(t)F(t)داريم:قبلي باشند  t(sin t i cos tj tk) t sin t i t cos tj t k      23 3 3 3
      

F(t)دو تابع برداري . علاوه بر اين


G(t)و 


توان در هم ضـرب  را مي 
F(t).G(t)را باها آن داخلي و خارجي كرد كه

  وF(t) G(t)
  كنيم.مي گيري از اين اعمال دوتايي را مروري مشتقدهيم. در اينجا نحوهنشان مي  

(hF) (t) h (t)F(t) h(t)F (t)   
  )2              (Foh) (t) h (t)F (h(t))  

  )1  
(F G) (t) F (t) G(t) F(t) G (t)      

    )4       (F.G) (t) F (t).G(t) F(t).G (t)   
    )3  

F(t)خارجي دقت كنيد كه نبايد توابع برداري را جابجا كنيد. براي مثال اگـر  ضربحاصلدر مورد  G (t)
   صـورت بـه راG (t) F(t) 

    بنويسـيد نادرسـت
  كند.داخلي جابجا كردن توابع اشكالي ايجاد نمي ضربحاصلر مورد خواهد بود. اما د

F(t)اگر ميدان برداري :6نكته  (f (t) , f (t) , f (t)) 1 2 3


  را در خودش ضرب داخلي كنيم، خواهيم داشت: 
F(t).F(t) f (t) f (t) f (t) | F(t) |   2 2 2 2

1 2 3
  

  
F(t)اگر تابع برداري حالا


|ي ثابـت داراي اندازه  F(t) | C


F(t).F(t)خـواهيم داشـت:   ،باشـد   C 2 

شـود  گيـري از طـرفين معلـوم مـي    حـالا بـا مشـتق    .
Fكه (t).F(t) 


 ياگر اندازه است. به عبارتيF(t) ،بردارهاي ثابت باشدF (t)

 وF(t)


F(t)عكس ايـن مطلـب هـم برقـرار اسـت. اگـر       بر هم عمودند. 
 

Fو (t)
 يبر هم عمود باشند، اندازهF(t)

 .ثابت است  
F(t)اريانتگرال معين تابع برد: گيري از توابع برداريانتگرال (f (t), f (t), f (t)) 1 2 3

 يدر بازهa t b  شود. يعني مؤلفه به مؤلفه انجام مي صورتبه

b  به اين صورت: b b b
a a a a

F(t)dt ( f (t)dt , f (t) dt , f (t) dt )   1 2 3
  

  توانيم از نمايش زير هم استفاده كنيم:البته مي
b b b b
a a a a

F(t) f (t) i f (t) j f (t)k F(t)dt ( f (t)dt) i ( f (t)dt) j ( f (t) dt)k         1 2 3 1 2 3
        

 داريانتگرال معين تابع بر  :20مثالtF(t) (e ) i (Lnt) j , ( t )    
 

 يرا در بازهt 1   دست آوريد.به 2

 :پاسخ      t tF(t)dt ( e dt) i ( Lntdt) j e i tLnt t j (e e)i ( Ln ) j            
22 2 2 2 2

11 1 1 1
2 2 1

       

F(t)كنيد حاصل انتگرال معينطور كه مشاهده ميهمان
 .يك بردار است نه يك عدد حقيقي  

  

 شتاب   وبردارهاي سرعت  
  

R(t)ي بحث، روي تابع برداريامهدر اد (x(t) , y(t) , z(t))


اسـت و نمـودار آن مسـير     tيي متحرك در لحظهشويم كه بردار مكانِ يك ذرهمتمركز مي 
R(t)ي پارامتريخواهيم مفاهيم فيزيكيِ سرعت و شتاب را با داشتن معادلهدهد. ميحركت اين ذره را نشان مي


  بررسي كنيم. 

R(t)گيري از. با مشتقسرعت هر متحرك يك مفهوم برداري دارد كنيم كهيادآوري مي


آوريم. ايـن بـردار    دستبهتوانيم بردار سرعت را نسبت به زمان، مي 
V(t)را معمولاً


  ناميم.  مي 

dR(t)V(t) (x (t),y (t),z (t))
dt

   
  

V(t)بردار
 نامندحركت مي» تندي«ي بردار سرعت را اندازهدهد. جهت حركت روي آن را نشان مي و مماس بر آن است در هر نقطه از منحني.  

| V(t) | x (t) y (t) z (t)    2 2 2  
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  سومفصل 

  » توابع چند متغيره« 

  توابع چند متغيرهدامنه، برد، حد و پيوستگي  :1درسنامه 
  

)، مقـدار تـابع   xبـا داشـتن مقـدار متغيـر مسـتقل (معمـولاً       هـا كـه در آن باشد بخش زيادي از حساب ديفرانسيل و انتگرال مربوط به توابع يك متغيره مي
ها در جهان واقعي، به تعداد اغلب كميتباشند. بسياري از توابع در رياضيات و كاربردهاي آن، توابعي از دو يا چند متغير مي اماشود. ) مشخص ميy(معمولاً

قل، تعـداد مشـتريان، مقـدار خريـد هـر مشـتري،       ي حمل و نبراي مثال، ميزان سود فروشگاه به عوامل زيادي مانند هزينه .زيادي از متغيرها وابسته هستند
  ي محل فروشگاه، ... وابسته است. پس سود يك فروشگاه، تابعي چند متغيره است.ي اجارههزينه

  دهيم.اين توابع را مورد بررسي قرار ميو پيوستگي  توابع چند متغيره را معرفي كرده و دامنه، برد، حد درسنامهدر اين 

تعريف توابع چند متغيره   
  

zتابع x y 2 yآورد. تـابع  دسـت بـه را  zتوان مقدار تابع يعنيمي yو xگوييم، زيرا به ازاي دو مقداررا يك تابع دو متغيره مي 2 xu xe z e 2 را  3
  را محاسبه كرد. uتوان مقدار تابع يعنيمي ،معلوم باشند zو x،yگوييم، زيرا وقتي مقدار متغيرهايابع سه متغيره مييك ت

 اگر  :1مثالyf (x y, ) x y
x

  2 fدباش 2 (x,y) :برابر است با    

1 (x( y)
y


1

1   2 (x ( y)
y



2 1
1   3 (y( x)

y


1

1   4 (y ( y)
x



2 1
1   

 :2«گزينه   پاسخ «   

uدهيمقرار ميروش اول:  x y  وyv
x

 :در اين صورت داريمy x y uv
x x x


    1 uxو 1

v


1:بنابراين داريم ،  

u

y u u ( v) x ( y)f (u,v) (x y)(x y) u.x( ) u. ( v)    f (x, y)
x v v y

 
         

  

2 21 11 11 1 1
   

yfدر رابطهروش دوم:  (x y, ) x y
x

  2 xرفدر هـر دو ط ـ  yو x، به جاي2 1 وy  fدهـيم در ايـن صـورت   قـرار مـي   2 ( , )    2 23 2 1 2 3 .  

  .شود) مي-3قرار دهيم حاصل ( 2و  3به ترتيب  yو x)، وقتي به جاي2ها فقط در گزينه (در بين گزينه

  

 اگر  :2مثالf : 2 3  صـورت بهf (x,y) (x y,x,y)  وg : 3 2   صـورت بـهg(x,y,z) (x y,z x)        تعريـف شـده باشـد. در ايـن
  كدام است؟ fogصورت
1 ((y z,x y,x z)    2 ((z y,x y,z x)    3 ((x y, y z,z x)    4 ((y z, x , y)  

 :دانيم منظور ازمي  »2«گزينه   پاسخfog همانf (g(x, y,z)) باشد. بنابراين داريم:مي    
fog f (g(x, y, z)) f (x y, z x) ((x y) (z x), x y, z x) (z y, x y, z x)                 
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دامنه و برد توابع چند متغيره   
  

zرا كه به ازاي آن تابع yو xشود. كليه مقاديردامنه و برد توابع چند متغيره همانند توابع يك متغيره تعريف مي f (x, y)  دامنـه  ا تعريف شده باشـد ر 
  گوييم.مي fتابعبرد شود را هاي مختلف در دامنه حاصل ميyو xكه به ازاي zگوييم. مقاديرمي fتابع

 دامنه تابع : 3مثالz x y x  2 24   )88(كشاورزي ـ سراسري   كدام مجموعه نقاط است؟ 8
  داخل بيضي و روي بيضي )4  خارج و روي بيضي )3  بيضي داخل نيم )2  خارج نيم بيضي )1

 :مساوي صفر باشد، يعني داريم:يا عبارت زير راديكال بايد بزرگتر   »3«گزينه  پاسخ    
yx y x ( x x) y (x x) y ((x ) ) y (x ) y (x )                       

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 8 4 8 4 2 4 1 1 4 1 4 1 14     

x)ضابطه نابراين دامنه تابع موردنظر خارج و روي يك بيضي است.ب x ) (y y )
a b
 

 
2 2

2 2 1  به مركز، معادله يك بيضي(x , y )  باشد.مي  

 

 رد تابع دومتغيريب: 4مثالf (x,y) x y x y    2 223 6   )95ي ـ سراسر MBA(  در كدام بازه است؟ 4
1([ , ]1 6   2([ , ]5   3([ , ]6   4([ , ]1 5   

 :ابتدا بايد عبارت زير راديكال را به صورت مربع كامل تبديل كنيم و داريم: »3«گزينه  پاسخ    

f (x , y) (x x ) (y y ) z (x ) (y ) [(x ) (y ) ]                  2 2 2 2 2 26 9 4 4 36 36 3 2 36 3 2  
x)دو عبارت ) y)و 23 ) 36مقدار عبارت زير راديكال برابر با ينتر يا مساوي صفر هستند، پس كمترين مقدارشان صفر است. پس بيشتربزرگ 22    
fاست، از طرفي قطعاً عبارت زير راديكال نامنفي است پس 6يا همان    .خواهد بود  

  

 حجم ناحيه محدود به دامنه تابع  :5مثالf (x,y,z) x y z x    2 2 28   چقدر است؟ 2

1 (32
3  2 (64 2

3  3 (36  4 (18 3  

 :عبارت زير راديكال بايد نامنفي باشد، يعني داريم:  »3«گزينه  پاسخ  
  x y z x x y z x (x ) y z              2 2 2 2 2 2 2 2 28 2 2 8 1 9  

)باشد، كه حجم آنمي 3اي به شعاع ، ناحيه درون و روي كرهfبنابراين دامنه )  34 3     است.  363
  

 برد تابع حقيقي به معادله  :6مثالx yQ
x y






2 2
2     كدام بازه است؟ 2

1 ([ , )1   2 (( , )    3 (( , )   4 (( , ) 1   

 :دامنه اين تابع»  1«گزينه   پاسخ(x, y)هايي هستند كهx y2 xدانيم كهي برد ميباشد. براي محاسبه 2 y x y  2 2 2 x، پـس 2 y
x y






2 2
2 2 1 .

xاز طرف ديگر اگر مخرج به سمت صفر ميل كند، داريم y
x y






2 2

2 ]لذا برد تابع 2 , )1  .است  

 

 برد تابع :7مثالf : 3  با ضابطهxf (x,y,z)
| y | | z |




  )78(مكانيك ـ سراسري        كدام مجموعه است؟ 

1  (  2 ({ }   3 ({(x, y,z) : y z)}  4 ({(x, y,z) :| y | | x |}  

 :مقدار هر به ازاي»  1«گزينه   پاسخy وz تابع ،كه برابر نباشندf مقدار دارد و اين يعني تابعf يعني مـثلاً بـه    ؛ه باشدتواند داشتهر مقداري را مي
yازاي 1 وz  تابع ،f صورتبهf (x, y,z) x آيد كه برد آندر مي باشدمي .  
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حد توابع دو متغيره   
  

Xفـــرض كنيـــد تعريـــف حـــد: (x , y) وX (x , y )   اي دلخـــواه از دامنـــه تـــابع دو متغيـــرهنقطـــهz f (x, y)  باشـــد، در ايـــن صـــورت
گوييممي

X X
lim f (x, y) L





,  ، هرگاه: : | X X | | f (X) L |               

|در بالا منظور از نمادتوضيح:  X X | 2، فاصله دو نقطه در صفحه باشد كه از رابطهمي(x x ) (y y )  2 2
  آيد.  دست ميبه  

برقـرار هسـتند.    تر است، بنابراين همان قضايا و نتايج يك متغيره در اينجا نيزتعريف فوق شبيه حد توابع يك متغيره و در واقع تعميم همان تعريف در حالت كلي
هـاي  هـا و روش ها نيازي به تعريف فوق در محاسبه حد توابع چند متغيره نداريم و مانند توابع يك متغيره بيشتر از تكنيـك توجه داشته باشيد كه اغلب در تست

  كنيم.حدگيري استفاده مي

fتابع دو متغيرهروش محاسبه حد توابع دومتغيره:  (x , y)در نظر بگيريد، براي وجود حـد  را
(x , y) (x ,y )
lim f (x , y)

  

بايـد مقـدار ايـن حـد مسـتقل از روش ميـل        

x)كردن , y) به سمت(x , y )  گرفت كه حـد  توان نتيجه گاه ميآن ،دست آيداگر با چند روش مختلف ميل كردن، جوابهاي مختلف به ؛عبارت ديگره باشد، ب
)يگيــريم (بــراي نقطــهبنــابراين بــراي بررســي وجــود حــد توابــع دو متغيــره، مســيرهاي مختلفــي را در نظــر مــي موجــود نيســت.  , )   معمــولاً مســيرهاي

x  ،y  ،y mx دست آمده با هم برابر شـوند،  دست آيد حد وجود ندارد و اگر حدهاي بهاگر بر روي اين مسيرها، حدهاي مختلفي به شوند)بررسي مي
  كنيم حد وجود دارد.كنيم ثابت و در اين صورت سعي مي توانيم نظر قطعي بدهيمدر مورد وجود حد نمي

  منظور از روش ميل كردن چيست؟ پرسش دانشجو:

باشيد در حد يك متغيره براي وجود حد لازم بود حد چپ و حد راست موجود و با اگر به ياد داشته 
هم برابر باشند. در واقع در حد يك متغيره فقط دو روش براي نزديك شـدن بـه يـك نقطـه وجـود      
داشت ولي در حدهاي چند متغيره بيشمار روش براي نزديك شدن به يك نقطه وجود دارد و بـراي  

طور مثال در شـكل مقابـل چنـد    ار حد روي همه اين مسيرها برابر شود. بهوجود حد لازم است مقد
)Pمسير براي نزديك شدن به نقطه , )1   اند.رسم شده 1

 حد تابع :8مثالxf (x,y)
x y




)در نقطه  , )  كدام است؟  

  2) 4  1) 3  ) صفر 2  ) حد ندارد 1
 : براي بررسي وجود حد، روي مسير»  1«گزينه  پاسخy mx پردازيم، يعني در تابعبه محاسبه حد ميf به جايy،هاmx دهـيم و آن را  قرار مي

                    .كنيمبه يك حد يك متغيره تبديل مي
x x x

y mx

x xlim f (x , y) lim lim
x mx x( m) m  



  
  

1
1 1  

  

  .)شودمقدار حد نيز عوض مي mاست، پس حد وجود ندارد (چون با تغيير مقدار mدست آمده وابسته بهجواب به
  

 حد تابع :9مثالy xf (x,y)
x y






2 2
2 2

2
2

)در نقطه  ) در امتداد خط وy x   )90(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (1
3  2 (1  3 (2

3  4 (1
2  

 :با جايگذاري » 3«گزينه   پاسخy x   خواهيم داشت: fدر ضابطه 2
x x

x x xlim lim
x x x 


 



2 2 2

2 2 2
4 2 6 2

38 9 
  

  

)يتوابع دومتغيره در نقطهديگر بررسي حد  روش :1نكته  , )  هباشد. با توجـه بـه اينك ـ  استفاده از مختصات قطبي ميx r cos وy rsin  
fتوانيممي (x , y)  وقتي و دهيمرا در مختصات قطبي نمايشr      وابسـته بـه   حـد  مقـدار اگـر   ،كنـيم مقدار حـد را محاسـبه  ؛حـد وجـود نـدارد    ،باشـد   

با اطمينان بگوييم كه جواب حد همان عـدد اسـت، مگـر در مـواردي كـه مخـرج كسـر عبـارت همگنـي           توانيمنميدست آمد، ما اگر مقدار حد عددي ثابت بها
xمانند y2 2،x y4 |يا 4 x | | y | كه دباشد. در ضمن به ياد داشته باشيr   .است  

 



1

1 y 2 x 

y x
2y x

x

y
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 مقدار :10مثال
(x,y) ( , )

xylim
x y 2 2 

  كدام است؟ 

1) 4  ) صفر3  1) 2   .) داراي حد نيست1
2  

  با استفاده از مختصات قطبي داريم:  »3«گزينه : پاسخ   
(x,y) ( , ) r r

xy r sin coslim lim lim rsin cos
rx y  

 
    



2

2 2   
  

 

zي حد تابعبراي محاسبه :2نكته  f (x , y) يدر نقطه( , )   كـه در آنf   اي دو چندجملـه  كـه در صـورت و مخـرج آن   اسـت  كسـري  تـابعي

وقتي حالت مبهم ،وجود دارد yو xبرحسب


  كنيم:عمل مي زير به ترتيب ،دهدرخ مي 
ر نقـاط ديگـري   مخرج كسر به غير از مبدأ د آيا ،به عبارت ديگر .در همسايگي محذوف مبدأ تعريف شده است يا خير fآيا تابع كه كنيمابتدا بررسي ميـ 1

امـا  در همسايگي محذوف مبدأ تعريف شـده نيسـت)    f(اين يعنياگر روي يكي از مسيرهاي گذرنده از مبدأ، مخرج كسر صفر شود  .شود يا نههم صفر مي

xzصورت صفر نشود، حد وجود نخواهد داشت. مثلاً در تابع
x y




2

2 yروي خطوط 2 x  ؛پس حد اين تابع در مبدأ وجـود نـدارد   ؛شودمخرج صفر مي 

وجـود   fحـد  معمـولاً كنيم عامل صفرشونده را از صورت و مخرج ساده كنيم. در اين صورت سعي مي ،، صورت كسر هم صفر شودهمان مسيراگر روي اما 

xتابع خواهد داشت. براي مثال در yz
x y





2 2
yروي خط  x شوند. بـا سـاده كـردن ايـن كسـر بـه عبـارت       مخرج و صورت هر دو صفر ميz x y  

  رسيم كه حد آن در مبدأ موجود و برابر صفر است.مي
)يي مخرج، نقطهاگر تنها ريشهـ 2 , )   ،تابعيعني باشدf  دهد:در اين صورت دو حالت زير رخ مي باشد،در همسايگي محذوف مبدأ تعريف شده  

xمثـال حـد توابـع    طـور بـه حـد تـابع برابـر صـفر اسـت.       دتك جملات مخرج داشته باشر از تكي بيشتادرجه ،اگر هريك از جملات صورتالف) 
x y

3

2 2 ،

x y
| x | | y |

3
،x y

x y

3 3

2 xو 4 y
x y





3 5

2 23
)در  , )  در مثال برابر صفر است)x y

x y

3 3

2 xيدرجـه  كـه  دقت كنيـد  4 y3 شـود و لـذا از   در نظـر گرفتـه مـي    6، 3

  .تر است)در مخرج بزرگ y4درجه

xطور مثال توابعهب .تابع حد ندارد دباش تك جملات مخرجتر يا مساوي تكاگر درجه جملات صورت كوچك ب) y
x y





2 2

2 2،xy
x y2 xو 2 y

x y


2 )در 2 , )  

  حد ندارند.

تابعبررسي حدود توابعي مانند در ـ 3
a b

m n
x y

x y
mمسيربهتر است   nx ky  درجـه كنـد.   يعني مسيري كـه جمـلات مخـرج را هـم     ،بررسي كنيدنيز را

  ت مناسب است.درجه شدن صورت و مخرج شود نيز در بعضي از سؤالاهمچنين انتخاب مسيري كه باعث هم
 حد عبارت: 11مثالcos(xy)

x cosy 1 وقتي(x,y) ( , ) 1 كدام است؟  )MBA  91ـ سراسري(  
1(1  2(  3(  4 (1  
 :لذا به راحتي داريم: حد داده شده مبهم نيست.» 1«گزينه  پاسخ  

(x,y) ( , )

cos xy coslim
x cos y cos 


  

   1
11  

  

 مقدار: 12مثال
(x,y) ( , )

x ylim
(x y ) 

1389
2 2 5 

  )90(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   برابر است با: 

1 (  2 (1  3 (2  4.وجود ندارد (  
 :چون درجه صورت بيشتر از مخرج و تنها ريشه مخرج  »1«نه گزي پاسخ( , )  .است، پس حد موجود و برابر صفر است  

 

 84سراسري ـ (صنايع ـ سيستم                     كدام حد وجود دارد؟: 13مثال(  

1 (
(x,y) ( , )

xylim
x y 2 2 

  2 (
(x,y) ( , )

x ylim
x y 

2
4 4 

  3 (
(x,y) ( , )

x ylim
x y 

2 2
2 2 

  4 (
(x,y) ( , )

xlim
x y 

2
2 2 

  

 :تنها ريشه مخرج، مبدأ يعنيي جملات صورت از مخرج بيشتر است و ) درجه3ي (در گزينه  »3«گزينه  پاسخ( , )  درجه است و جملات مخرج هم
  ي صورت يا با درجه مخرج برابر است يا از آن كمتر است، پس حد وجود ندارد.ها درجهد و برابر صفر است. در ساير گزينهپس حد موجو ؛باشندمي
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ارشد كارشناسي يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

  

xبــا قــرار دادن 1 وz  1
y)،1در معادلــه ( 2 1 شــود، پــس نقطــهحاصــل مــيp( , , )11 1    Pاســت. بــراي تعيــين نــوع نقطــه fنقطــه بحرانــي تــابع 2

  كنيم:ماتريس هسيان را محاسبه مي

  
x , y , zz x

H
x

   
 

      
       
       

11 1 2
2 2 1 2 1 1 2

1 1
2 2 2 2

   

H  كنيم:حال نوع ماتريس هسيان را مشخص مي , H , H | H |


         1 2 3
1 11 1 21  


  

  زيني است. Pنامعين است پس نقطه Hچون ماتريس
 

 ماكزيمم موضعي تابع  :308مثالf (x,y,z) xyz x y z   4 4   ، برابر كدام گزينه است؟44
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
 :1«گزينه   پاسخ  «  f (x, y,z) xyz x y z   4 4 44 

fابتدا نقاط بحراني تابع (x , y , z)آوريم. دست ميرا به  

x

y

z

f yz x

f xz y  A( , , )

f xy z

   
    


  

3

3

3

4 4
4 4 1 1 1

4 4







½I«Twj ®e  

  كنيم:از ماتريس هسيان زير استفاده ميAبراي تعيين نوع نقطه بحراني

xx xy xz
A( , , )

yx yy yz

zx zy zz

x z yf f f -
H f f f H z y x  H=

f f f y x z

                            

2

1112

2

12 4 4 12 4 4
4 12 4 4 12 4

4 4 124 4 12
 

f  ماكزيمم است و داريم:Aمعين منفي است، پس نقطه Hچون ماتريس (x, y,z) ( )( )( )    4 1 1 1 1 1 1 1  
  برابر ماكزيمم موضعي تابع است. 1) يعني عدد 1يعني گزينه (

  ضرايب لاگرانژروش آوردن ماكزيمم و مينيمم توابع مقيد با استفاده از  دستبه     
  

  يك تابع را تحت قيود يا شرايط جنبي پيدا كنيم. به طور مثال فرض كنيـد دو نـوع كـالاي    مينيممخواهيم ماكزيمم يا سازي مينهدر بسياري از مسائل بهي
I وII شوند ودر يك كارخانه توليد ميf (x, y) كالا باشد كه سود حاصل از فروش اين دو نوعx تعداد كالاي از نوعI وy   تعداد كـالاي از نـوعII   .باشـد

,g(xشود يعني مقيديم تحت رابطهاما توليد اين دو نوع كالا توسط سرمايه كنترل مي y) c خواهيم تابعكار كنيم. در نتيجه ميz f (x, y)   را در بـين
,x)تمام y)هاي صادق درg(x, y) c .بهينه (ماكزيمم) كنيم  

گيري روش ضرايب لاگرانژ ابتـدا ايـن روش را در مـورد يـك مثـال      براي يادكنيم. براي حل مسائلي به شكل فوق معمولاً از روش ضرايب لاگرانژ استفاده مي
  دهيم.بريم، تا اصول كلي روش مشخص شود. سپس روش را در حالت كلي مورد بررسي قرار ميساده به كار مي

 تابع مينيمممقدار : 309مثالf (x,y) x y 2 xرا با شرط 2 y 2 1 آوريد دستبه.  
 :پاسخ    

,g(xصورتبهشرط داده شده در مسأله را روش اول (روش ضرايب لاگرانژ):  y) x y   2 1  نويسيم. (يعني كل معادله را به يك طرف منتقـل مي 
  دهيم.)و مساوي صفر قرار مي كنيممي

  م:يا ماكزيمم كافي است دستگاه زير را حل كني مينيممطبق روش لاگرانژ براي يافتن 

x x

y y

g(x, y) : ( )
f g
f g

 


 
  

¾²Dv¶ Šo{
  

هاي مورد نياز به اين صورت گيرد، و بقيه معادلهدر واقع همواره در روش لاگرانژ همواره شرط داده شده در مسأله به عنوان يك معادله مورد استفاده قرار مي
) قـرار  xبرابر مشتق شرط بر حسب همان متغير (مثلاً گيريم و آن را مساوي) مشتق ميxشوند كه از تابع موردنظر بر حسب يك متغير (مثلاًنوشته مي

  آيد:زير در مي صورتبهل دستگاه لاگرانژ گويند) در مورد اين مثارا ضريب لاگرانژ مي كنيم. (دهيم. و اين كار را براي همه متغيرها تكرار ميمي
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

x y x y ( )
x x ( )
y y ( )

    
      
     

2 1 2 1 1
2 1 2 2
2 2 3

 
  

yشود) نتيجه مي3) و (2از معادله ( x x  ) خواهيم داشت:1، كه با جايگزيني در معادله (2 ( x) x , y    2 2 1 2 4  
xبه ازاي  yو 2  fبرابر fمقدار تابع 4 ( , )   2 22 4 2 4 2 آيد.مي دستبه  

محاسـبه و در تـابع مـوردنظر     هاي متغيرها را برحسب يكي از آنهمهتوان در برخي مسائل به جاي استفاده از روش لاگرانژ، ميروش دوم (روش جايگذاري): 
توانـد يـك جـايگزين هميشـگي بـراي روش لاگرانـژ       آورد، ولي اين روش نمي دستبه وجود آمدهي بهيك متغيرهتابع  مينيمميا  جايگزين كرد و سپس ماكزيمم

xشوداز شرط داده شده نتيجه مي توانيم از اين روش استفاده كنيم.اما در اين مثال مي باشد. y 1 2كه با جايگزيني در تابع ،fخواهيم داشت ،:  
f (y) ( y) y y y     2 2 21 2 1 4 5     

  دهيم.مساوي صفر قرار مي yمشتق آن را بر حسب مينيمماست، براي يافتن مقدار  yآمده در بالا فقط بر حسب متغير دستبهتابع 
f (y) y y      4 1 4     

yبه ازاي  x، از شرط4 y 2 1 مقدارx  )Aمينيممآيد. يعني مانند روش لاگرانژ نقطه مي دستبه 2 , )2   است. 2تابع برابر مينيممو مقدار  4
حل نمود. (فقـط توجـه داشـته     لاگرانژ يعني ضريب توان روش لاگرانژ را بدون دخالت دادندر اغلب مسائل ميشده لاگرانژ):  روش سوم (روش ساده

ولي شرط داده شـده   ،تابع اصلي شامل سه متغير باشد در حالتي كهكند ولي تر ميها محاسبات را سادهباشيد كه اين يك روش تستي است و در اكثر تست
  .كند، استفاده از آن مشكلاتي را ايجاد ميدر مسأله شامل دو متغير باشد

گيريم كه ها كسرهايي در نظر ميشود، و براي نوشتن ساير معادلهدر اين روش شرط داده شده در مسأله، مانند روش اصلي به عنوان يك معادله استفاده مي
  دهيم، يعني:باشد و اين كسرها را مساوي هم قرار ميمشتق شرط بر حسب همان متغير ميها آن تغير و مخرجمشتق تابع بر حسب يك مها آن صورت

yx

x y

g(x, y)
ff

g g



 



  

  آيد:زير در مي صورتبهدر اين مثال دستگاه فوق 
x y ( ) : ( )
x y ( )

   





2 1 1
2 2 21 2

¾²Dv¶ Šo{
  

y)،2از معادله ( x x  شود:) نتيجه مي1با جايگزيني در معادله ( كه آيدمي دستبه2 ( x) x , y z         2 22 2 1 2 4 2 4 2    
P(xمرتبـه اول پيوسـته در همسـايگي نقطـه     جزئـي هـاي  داراي مشتق gو fفرض كنيدقضيه (قاعده ضرايب لاگرانژ):  , y ,z )     باشـند، و نقطـهP  

,g(xيك نقطه مرزي سطح Pبه طوري كه نقطه ،باشد fنقطه اكسترمم تابع  y,z) c نباشد و در نقطهP  ،نقطـه  گـاه آنگراديان مساوي صفر نباشدP 

,g(xدر دستگاه y, z) c

f g



  
  كند.صدق مي  

  توضيحات در مورد قضيه:
  گويند.را ضريب لاگرانژ مي در قضيه بالا) 1
fدر قضيه بالا در معادله Pنقطه) 2 (P) g(P) O  

  را طبق معادله دوم دستگاهكند، زيصدق ميf (P)
وg(P)

 .موازيند  
fبردار) 3 (P)

 بر سطح رويهg(x, y,z) c در نقطهP(x , y ,z )    .عمود است  
  نخواهند بود.  fقطه اكسترمم تابعكنند لزوماً ننقاطي كه در دستگاه فوق صدق مي) 4

 اكسترمم تابع :310مثالf (x ,y , z) x y z   2 3 xبا شرط 1 y z  2 2 2   )93(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   برابر است با: 14
  15و 15  4 (13و  13  3 (13و 15) 2  13و 15) 1
 :تابع» 3«گزينه  پاسخf x y z   2 3 gو قيد 1 : x y z  2 2 2   م:كنيرا در نظر گرفته و از ضريب لاگرانژ استفاده مي 14

yx z

x y z

ff f y x , z x y x , z x
g g g x y z


                

2 3 1 3 14 6 4 22 2 2 2 2  

x  داريم: gي قيدبا جايگذاري اين نتايج در معادله x x x x x y z               2 2 2 2 29 1 1414 14 4 2 3 14 4 4  
maxداريم: fبا جايگذاري اين مقادير در f     4 9 1 1 minو 13 f      4 9 1 1 15 .   

  



  

197  

ارشد كارشناسي يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 ماكزيمم تابع  :311مثالf (x,y,z) Lnx Lny Lnz   x، روي يك هشتم كره3 y z  2 2 2 xبا شرط 25  ،y  ،z  كدام است؟ ،  
1 (Ln25 15  2 (Ln75 15  3 (Ln75 5  4 (Ln125 5  
 :كنيم، در اين صورت داريم:از روش ضرايب لاگرانژ استفاده مي»  2«گزينه  پاسخ  

x y z , x , y , z

z z( x, y, z) ( , , ) x y x y
x y z

      



         


2 2 2

2 22 2 2 2

25
1 1 3 22 2 2 2 2 3 3

  
  

zxاز معادله y 
2

2 2
xو جايگزيني در 3 y z  2 2 2   شود:، نتيجه مي25

x x x x x x , y , z          2 2 2 2 23 25 5 25 5 5 5 15  
Lnبرابر fدر اين صورت ماكزيمم Ln Ln Ln  5 5 3 15 75 15   

 
  

 ماكسيمم و مينيمم مطلق تابع :312مثالf (x,y) x y 2 xدر ناحيه 2 y 2 2   )87ـ سراسري  صنايع ـ سيستم(  كدام است؟ 4

1 ( و4  2 (2 و 4) 3  -2و  4 (4 4و-  
 :با توجه به معادله دايره»  4«گزينه  پاسخx y 2 2 xبيشترين مقدار عبارت 4 y2 xشود كـه وقتي حاصل مي 2  yو 2      باشـد و كمتـرين

xمقدار آن هنگامي است كه   وy       باشد.مي -4م مطلق تابع برابر مو ميني 4باشد پس ماكزيمم مطلق تابع برابر   2

  
 كمترين مقدار تابع :313مثالz x y xy  2 2 xبا شرط 2 y 2   )95ـ سراسري  MBA(  ، كدام است؟6

1 (64   2 (54   3 (36   4( 72   
 :كنيم:سؤال را به دو روش حل مي  »4«گزينه  پاسخ  

  كنيم:از روش لاگرانژ به اين صورت استفاده مي)): 2حل رياضي عمومي (روش اول (راه
f(تابع هدف) x y xy  2 2 2  

g(قيد)             x y  2 6  
yx

x y

ff x y y x x y y x x y y x
g g

  
               

2 2 2 2 2 2 4 4 6 2 32 1  

yتساوي x 3 را در معادلهg دهيم:قرار مي  x x x y      2 3 6 6 18  
minf  دهيم:حالا اين مقادير را در تابع هدف قرار مي ( )( ) ( ) ( ) ( )           236 18 2 6 18 18 2 18 18 18 12 4 18 72  

x: از شرط))1حل رياضي عمومي (روش دوم: (راه y 2 yداريم 6 x 6     كنيم:متغيره ميآن را يك fي. با قرار دادن آن در ضابطه2
f (x) x ( x) x( x) f (x) x x x x x f (x) x x               2 2 2 2 2 26 2 2 6 2 4 24 36 12 4 12 36  

fي بحرانيحالا نقطه (x) كنيم:را پيدا مي  f (x) x x      2 12 6  
fري دربا جايگذا (x) :داريم  minf ( ) ( )      26 12 6 36 72  

xتوجه كنيد كه در  6 داريمf ( )   6 2  مينيممپس اين نقطه ،f (x) .است نه ماكزيمم آن  
  

 مقدار تابع كمترين :314مثالf (x,y) x y 2 xبا شرط 2 y 2   )91ـ سراسري  MBA(  كدام است؟ 16

1(118
9  2 (8  3 (12  4 (14  

 :ره است:يك روش استفاده از روش ضرايب لاگرانژ و يك راه ديگر تبديل تابع دو متغيره به يك تابع تك متغي» 3«گزينه  پاسخ  
yf (x, y) x y y

y y


    
3

2 2 216 xو      16 y x
y

  2 2 1616  

x
yy y ( y ) yf , f y y y x x

y y

                   
2 162 3 3

3 3 2
2 2

3 1 16 2 16 162 16 8 2 8 2 22     

xبنابراين كمترين مقدار y2 minf  برابر است با: 2 x y    2 2 8 4 12  
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 ماكزيمم مقدار تابع :315مثالxf (x,y,z) e
xيروي كره 2 y z  2 2 2   )93برداري ـ سراسري (نقشه  كدام است؟ 2

1 (e  2 (e 2  3 (e2  4 (e4  

 :نقاط بحراني»  3«گزينه  پاسخxf (x , y , z) e
g(xرا تحت قيد 2 , y , z) x y z   2 2 2     ضريب لاگرانژ باشد داريم: كنيم. اگرتعيين مي 2

xyx z

x y z

ff f xe
g g g x y z

        
2

2
2 2 2

  

xبنابراين يا   است وy وz دلخواه هستند و ياx   است وy z  ي. كه در اين صورت با توجه به معادلهg  xبايد 2     باشد. 2
)به عبارتي نقاط بحراني عبارتند از نقاط , y , z) و( , , ) 2   .  

fكنيم:را حساب مي fمقادير بحراني ( , y , z) e 1 وf ( , , ) e  22  ترين مقدار. پس بيشf با شرطg    .e2برابر است با 2

  
 ياي از رويهمختصات نقطه :316مثالz x y 2 fكه در آن تابع 23 (x,y ,z) x y z  2 2   كند كدام است؟مقدار اكسترمم خود را اختيار مي 3

  )91شناسي فيزيكي ـ علوم دريايي و اقيانوسي ـ سراسري (اقيانوس

1 (( , , )    2 (( , , )1 1  3 (( , , )1 2 13  4 (( , , )1 1
9 27  

 :اكسترمم مشروط تابع »4«گزينه  پاسخf x y z  2 2 gرا تحت قيد 3 : z x y  2 23  خواهيم.مي  

yx  نويسيم:تناسب لاگرانژ را مي z

x y z

ff f x
g g g x y


      

 
2 2 3
2 6 1  

xاز تساوي
x



2 3
2 xداريم 1 x 6 xيعني الزاماً بايد 2   .باشد  

xx x
y y

 
    

2 6
12 18
9


  

xبا جايگذاري  وy  1
zداريم gيدر معادله 9  

3 1
81 )يپس جواب نقطه 27 , , )1 1

9 27 .است  
 

 ماكزيمم تابع :317مثالf (x,y,z) (Lnx Lny Lnz)   xبر بخشي از كره 53 y z  2 2 2 zكـه در آن 125 ,y ,x     صـورت بـه(LnA)5 
  )96ـ سراسري  MBA(  كدام گزينه است؟ Aباشد، مقدار مي

1 (( )53 25  2(( )53 5   3(( )53 3 25   4(( )53 3 5   

 :تابع» 4«گزينه  پاسخf توان به صورت مقابل نوشت:را مي  f (x , y , z) (Ln(xyz )) 3 5   

xگفته شده ماكزيمم تابع روي كره y z  2 2 2 تـوانيم بيشـترين مقـدار عبـارت     مـي  Aاست؛ بـراي يـافتن مقـدار    5(LnA)در ربع اول به صورت 125
w xyz xيرا روي كره 3 y z  2 2 2 xبه دست بياوريم. (البته با شرط 125  ،y   وz  .(  

yz  كنيم:از تناسب لاگرانژ استفاده مي xz xyz
x y z

 
3 3 23

2 2 2   

y  داريم:با انجام طرفين وسطين  z x z y x y x

yz x yz z x z x

     


    

2 3 2 3 2 2

4 2 2 2 2
2 2
2 6 3 3

  

  همگي مثبت هستند) zو x،yدانيم(دقت كنيد كه مي
yبا جايگذاري x وz x x  ي كره داريم:در معادله 3 y z x x x x x , y , z            2 2 2 2 2 2 2125 3 125 25 5 5 5 3   

w  داريم: wبا جايگذاري در xyz ( ) A ( )       3 3 5 55 5 5 3 3 3 3 5 3 3 5   
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ارشد كارشناسي يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 بندي واحد مكعب مورد نياز است. ارتفاع حوض چند واحد طول انتخاب شود تا هزينه عايق 256حوضي به شكل مكعب مستطيل با حجم  :318مثال
  )87ـ سراسري  MBA(  ن مينيمم شود؟آ

1 (2  2 (4  3 (6  4 (8  
 :طول، عرض و ارتفاع حوض را به ترتيب  »2«گزينه  پاسخx،y وz گيريم. در اين صورت مساحت در نظر مي

fسطوح حوض برابر (x, y,z) xy xz yz  2   خواهد بود، توجه داشته باشيد كه حوض سقف ندارد! 2
fخواهيم عبارتبنابراين مي (x, y,z) xy xz yz  2 gرا تحت قيد 2 xyz  256  .بهينه كنيم  
)(xy)ضرب ايـن عبـارات يعنـي   است و حاصل yz2و xy،xz2برابر مجموع سه عبارت fچونروش اول:  xz)( yz) x y z 2 2 22 2 ثابـت اسـت بنـابراين     4

xyدهد كه سه عبارت برابر باشند يعنيمينيمم وقتي رخ مي xz yz 2 xو يا 2 y z  xyzدر معادلـه  zبر حسـب  yو x، با جايگذاري2  256  
zشودنتيجه مي  34 256 و بنابراين ،z    آيد.دست ميبه 4

fيم، توجـه كنيـد كـه   كن ـاز روش ضرايب لاگرانـژ اسـتفاده مـي   روش دوم:  (y z , x z , x y)    2 2 2 2
 وg (yz , xz , xy) 

   بنـابراين از معادلـه ،
f g  
  شود:نتيجه مي  

( ) ( )

( ) ( )

y z yz ( )
y z y x y
x z xx z xz ( )
y z z y z
x y y

x y xy ( )





  
             

 
  

1 2

2 3

2 1
2
22 2 2 22

2 2 3

  

xاز دو معادله اخير y z  xyzآيد كه با توجه به معادلهدست ميبه 2  256  توان نتيجه گرفتميz  4،y  xو 8    است.8
 

 كرهتوان داخل نيمحجم بزرگترين مكعب مستطيلي را كه مي :319مثالx y z a  2 2 2 2،z محاط كرد، چقدر است؟ ،  

1 (a3 3
3  2 (a3

2  3 (a34 3
9  4 (a33 3

8  

 :يفرض كنيم نقطه  »3«گزينه  پاسخP(x, y, z) 1رأسي از اين مكعب باشد كه در
كره قرار دارد. در اين صورت طول، عرض و اول و روي سطح نيم 8

zيكرهين مثال فقط نيمشد ولي در امي z2ي كامل را داشتيم، ارتفاع مكعب همخواهد بود. (اگر كره zو  x2،y2ارتفاع مكعب مستطيل به ترتيب    را
Vداريم.) بنابراين حجم مكعب مستطيل ( x)( y)z 2 gباشد كه تحت قيدمي 2 : x y z a  2 2 2   بايستي ماكزيمم شود.  2

Pyx z

x y z

VV V yz xz xy y z x z , z x y x x y z x y z
g g g x y z

             
1

2 2 2 2 2 2 2 84 4 4
2 2 2

SwH −»H nj
  

xيبا توجه به معادله y z a  2 2 2 xريمدا 2 a2 axپس 23 y z  
3

aVو  xyz 
34 34 9.  

ي اكسـترمم وقتـي رخ   طور كلي هرگاه در قيد داده شده و تابع داده شده، تبديل هر جفت از متغيرها به يكـديگر معادلـه را عـوض نكنـد، نقطـه     بهتوضيح: 
xدهد كهمي y z  .باشد  

 

 ي مماس بر كرهكمترين حجم محدود به محورهاي مختصات و صفحه  :320مثالx y z  2 2 2 xي، در يك هشتم اول ناحيه1  ،y   وz   
  كدام است؟

1 (3  2 (3
4  3 (3

2  4 (2 3  

   :كنيم كه صفحه مذكور در نقطه به مختصاتفرض مي»  3«گزينه پاسخA(x , y ,z )   بر كرهx y z  2 2 2   .مماس باشد 1
  بردار عمود بر سطح كره در اين نقطه برابر است با:

  f : x y z   2 2 2 1  
A(x ,y ,z )f ( x, y, z) ( x , y , z )  2 2 2 2 2 2  

  


 
: معادله خط عمود بر سطح x y zf (x x ) f (y y ) f (z z )          

x (x x ) y (y y ) z (z z )     2 2 2        
x x x yy y zz z     2 2 22 2 2 2 2 2        

z

y
x
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

xبا توجه به اين كه y z  2 2 2 1   باشد، داريم:مي  xx yy zz  1    
)Aنقاط تلاقي اين صفحه، با محورهاي مختصات به ترتيب برابر است با , , )

x
1

  وB( , , )

y
1


  وC( , , )
z
1


  باشد.مي  

  باشد كه داريم:نقاط روي محورهاي مختصات ميدست آمده توسط اين هدف ما پيدا كردن ماكزيمم حجم هرم به
  V abc

1
  حجم هرم 6

V ( )
x y z


1 1
6   

  

xبا توجه به اين كه y z  2 2 2 1   ها با هم برابر باشـند ها وقتي ماكزيمم است كه عاملضرب آنباشد، پس مجموع متغيرها، مقدار ثابتي است، حاصلمي ،
xيعني: y z    :و داريم  

  x x x    x    x y z V
( )

              2 2 2 2
3

1 1 1 1 9 31 3 1 6 6 23 3 3
3

        

  باشد.)(توجه داشته باشيد كه در اين مثال قيد مسئله فقط ناحيه يك هشتم اول فضا مي
  

 اي كوهستاني وجود دارد كه ارتفاع در هر نقطه دلخواه مانندمنطقه :321مثال(x,y) از اين ناحيه برابرf (x,y) x y y 2 اسـت. در ايـن ناحيـه     34
xمنحني xoyراهي وجود دارد كه تصوير آن بر صفحه y 2 22     ترين نقطه واقع در اين مسير كدام است؟ترين و پستاست. مرتفع 6

  )Harvardرياضي عمومي دانشگاه (از سؤالات     
  : ارتفاع نقاط، همان تابعپاسخf خواهيم ماكزيمم و مينيمماست و در واقع ميf را با شرطx y 2 22   كنيم:دست آوريم. از روش ضرايب لاگرانژ استفاده ميبه 6

y 
 يا   2

x y
xy ( x) x( y ) x

x y ( y)

  


      


  

2 2

2 2

2 6
8 4 4 2
4 3 2

   

xاگر   گاهآنy   )Aخواهد بود يعني نقاط 6 , )6 وB( , ) 6 آيند.دست ميبه  
yبا جايگذاري رابطه 

   شود:ادله سوم نتيجه ميدر مع 2

  x yx ( ) ( ) x     
            

2 22 2 22 62 2 24 3 6 42 16 8 4
¾²jI•¶ nj  

به ازاي  )C، نقاط4 , )1 )Dو 2 , )1 و به ازاي 2  4 نقاطE( , )1 )Fو 2 , ) 1 دسـت آمـده   در نقـاط بـه   fآيند. با مقايسه مقـادير دست ميبه 2
,Eبيشترين و Dو Cمشخص است كه نقاط F .كمترين ارتفاع را دارند  

f ( , ) , f ( , ) , f ( , ) , f ( , ) , f ( , ) , f ( , )             6 6 6 6 6 6 1 2 16 1 2 16 1 2 16 1 2 16   
  

 ترين مقدار تابعكم :232مثالf (x,y) x y  3 2 xتحت شرايط 1 y 2 29 4   )93(نفت ـ سراسري   افتد؟در كدام نقطه اتفاق مي 18

1 (( , )2 3  2 (( , )
31 2  3 (( , )2 3  4 (( , )

31 2  

 :داريم» 4«گزينه  پاسخf (x) x y  3 2 g(xو 1 , y) x y  2 29 4 از دستگاه لاگرانـژ بـه    fهاي مقيد (مشروط) تابع. براي يافتن اكسترمم18
  ضريب لاگرانژ است.) اين شكل استفاده كنيم: (

x x
y gx

y y
x y

f g
ff xf g y x x ( )x

g g x y
g(x , y)

  
  

                
 

   2 23 2 36 3 99 4 1818 8 24 2 4
18

kÃ¤ nj ÁnHm«ÄI]  

x x , y     2 318 18 1 2  

fدو نقطه اكسترمم مقيد براي (x , y) :يافتيم كه عبارتند ازA( , )
31 )Bو 2 , )

31   كنيم:را در اين دو نقطه حساب مي f. مقدار2

f (B)      3 3 1 5     f (A)    3 3 1 7 

)Bياست و در نقطه 5تحت شرط داده شده fترين مقدارپس كم , )
31   دهد.رخ مي 2
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ارشد كارشناسي يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

A

C´B´

M
H

B
C

x y z z
yz xz xy x y , z z x z z z z

x y z

    



               

2 2 2

2 2 2 2 2 2

9 9 4 72 324

8 72 18 8 72 4 72 32418 18 8 72
´ÃÀjÂ¶ nHo¤ kÃ¤ Á¾²jI • ¶ nj

z z (z )(z ) z , z          2 12 27 9 3 9 3 

 نيمم تابعمقادير ماكسيمم و مي :332مثالxyf (x,y) e محدود به ناحيهx y 2 24   )95(عمران ـ سراسري   ، به ترتيب كدام است؟1

1(e ,e


1 1
4 4  2(, e

1
41  3(, eصفر1,)4  صفر  

 :ابتدا نقاط بحراني» 1«ينه گز پاسخf كنيم:را درون اين ناحيه تعيين مي  

  
xy

x
xy

y

f ye
(x , y) ( , )

f xe





     
  


 


  

fدر اين نقطه داريم ( , ) e 1  هايحالا بايد اكسترممf را روي مرزg : x y 2 24   كنيم:نه بررسي كنيم. از ضريب لاگرانژ استفاده مينيز جداگا 1
xy xyy xy xyx

x y

ff ye xe y e x e x y x y
g g x y

 
  

           2 2 2 28 2 4 22 8
  

x  داريم: gبا جايگذاري در معادله y y y y y x            2 2 2 2 2 1 1 14 1 4 4 1 8 2 2 2
  

)در نقاط fيبا محاسبه , ) 
1 1
2 2 2

f  داريم: ( , ) e e
  

   
1 1 1
2 2 2 41 1

2 2 2
  

eمقدار 3بنابراين از بين 
1
4،e


1
max  داريم: 1و  4 minf e , f e


 

1 1
4 4  

  

 م اين مكعب چقدر است؟كنيم. حج، مكعب مستطيلي با بيشترين حجم محاط مي3و شعاع قاعده  9در مخروط قائم با ارتفاع   :324مثال  
1 (12  2 (6 2  3 (12 2  4 (6  

 :با توجه به شكل مقابل، اگر طول، عرض و ارتفاع مكعب مستطيل را به ترتيـب »  1«گزينه  پاسخx،y وz    بنـاميم، طبـق

BHMقضيه فيثاغورث در مثلث


yبرابر BHكه در آن 
xبرابر MHو 2

xباشد، داريم:مي 2 yx yBM


  
2 22 2

4 4 2 .  

ABCهـاي تشـابه در مثلـث  برابر است زيرا هر دو شـعاع يـك دايـره هسـتند. حـال طبـق        BMبا BCياندازه


 

ABو C

  توان نوشت:مي                        

x y
x yAB BC z z

AB B C


 

    
  

2 2
2 29 92

9 3 3 2
  

x y ( z) (x y ) ( z)       2 2 2 2 23 2 9 9 4 9  

(x y ) z z x y z z         2 2 2 2 2 29 324 72 4 9 9 4 72 324  

Vخواهيمبنابراين مي xyz :را با قيد فوق بهينه كنيم  
  
  
  

      
zبه ازاي  xداريم: 9 y  پس ،V  اما به ازاي ،z  xداريم: 3 y  Vو در نتيجه 2 12 .بيشترين حجم مكعب است  

,A(xكنيم، چون فاصله يك نقطه دلخواه مانند (يا ماكزيمم) مينيمماي بخواهيم فاصله منحني يا رويه را از مبدأ هر گاه در مسأله :توجه y)  يـاA(x, y, z)   (در فضـا)  

dاز مبدأ برابر x y 2 dيا 2 x y z  2 2 fباشد، به جاي آن به ترتيـب از مي 2 (x, y) x y 2 fو 2 (x, y, z) x y z  2 2 كنـيم.  اسـتفاده مـي   2
در حالت كلي،  شود.يا ماكزيمم مي مينيممنيز  dيا ماكزيمم شود، فاصله يا همان مينيمم fباشد و وقتيتر از حالت راديكالي ميو تابع اخير سادهچون محاسبه مشتق د

a)ياگر بخواهيم فاصله از نقطه , b ,c) تابعاكزيمم) كنيمرا مينيمم (يا م ،f (x, y, z) (x a) (y b) (z c)     2 2   .گيريمميرا در نظر  2
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  دوگانه انتگرالدر تغيير متغير  :2درسنامه
  

  

fياين مشكل ممكن است بـه خـاطر ضـابطه   كند. ترتيب متغيرها نيز كمكي به حل انتگرال نمي تعويضهاي دوگانه، در برخي از انتگرال (x , y)    يـا شـكل
  هاي زير دقت كنيد:نمونهبه به وجود آمده باشد.  Dيخاصِ ناحيه

xeاگر تابع زير انتگرال،: 1نمونه 
xباشد، ترتيب 2

D
e dydx

yeمناسب است. اگر 2
yباشد، ترتيب 2

D
e dxdy

xخوب اسـت. امـا انتگـرالِ    2 y
D

e dA
2 2  

xيانتگـرال دوگانـه   ،به همين ترتيـب . ها قابل حل نيستكدام از اين ترتيبچبا هي x
I x y dydx


  

22 2 2 2
 

 dxdyهـاي بـا هيچكـدام از ترتيـب    
  شود.به سادگي حل نمي dydxو

xيهاكه به منحني Dيناحيه: 2نمونه  y2 2،x y2 4،y x2 وy x2   در نظر بگيريد.محصور شده است را  3
   

  
  
  
  

  

  
  

از پايين بـه بـالا مرزهـاي ورودي و خروجـي را      هاyدر راستاي محور كدام از محورها منظم نيست. اگر بخواهيمگون است و در راستاي هيچاين ناحيه لوزي
ها از چپ به راسـت  xر در راستاي محور. به همين ترتيب اگ(شكل وسط) بشكنيم D3و D1،D2يرا به سه ناحيه Dيشويم ناحيهتعيين كنيم مجبور مي

. بنابراين عوض كردن ترتيب متغيرها كمكـي بـه حـل انتگـرال     (شكل سمت راست) را ايجاد كنيم D3و D1،D2يحركت كنيم باز هم مجبوريم سه ناحيه
 نخواهد كرد.دوگانه روي اين ناحيه 

كنـيم  ، تلاش مـي vو uحل آن را هم شرح دهيم. در چنين مواردي با معرفي متغيرهاي جديداكنون كه مشكل را توضيح داديم، بايد راهحل چيست؟ راه
بـراي   بايد در واقع .تري داشته باشيمطوري كه در دستگاه جديد انتگرال ساده ببريم uovگاه محورهايدست به xoyانتگرال دوگانه را از دستگاه محورهاي

  طي شوند: راحل زيرم در اين فرآيند بايد .برويم uovبه فضاي xoyاز فضاي تبديل يك به يكبا يك  انجام اين كار
    شود. گيريي انتگراليا ناحيه انتگرالتابع زير تر شدن كه باعث سادهباشد به شكلي  vو uانتخابالف) 
  .uovجديد در دستگاه Dرسمِ شكل ناحيهو در صورت نياز،  vو uيهاكرانتعيين ب) 
fاست. بايد ديد به جاي vو uي كه بر حسبااست به انتگرال دوگانه yو xي كه بر حسبادوگانهتبديل انتگرال ج)  (x , y) وdxdy گيرندچه عباراتي قرار مي.  

  دهيم.مراحل را گام به گام شرح مياكنون اين 
  گيرند:دسته قرار مي سهدر يكي از اين دارند  vو uهايي كه نياز به تغيير متغيري انتگرالهمه

را با توجه بـه   vو uدر اين حالت انتگرال گرفت. yياxتوان از آن نسبت بهتابع زير انتگرال پيچيده است و نمي هاآنهايي كه در دسته اول: انتگرال

fيضابطه (x , y) كنيم. در توابعانتخاب ميax bysin( )
cx dy




،ax bycos( )
cx dy




يا 
ax by
cx dye

با انتخاب ،u ax by  وv cx dy  تـرِ ابع سـاده توانيم به تومي 

usin
v

)ucosيا  )
v

يا 
u
ve .براي مثال در انتگرال .تري از انتگرال دوگانه خواهيم رسيدبا رعايت اين نكته به شكل ساده برسيم 

x y
x x ye dydx


  

1 1
 

 تغيير متغير 

u x y ،v x y  واضح است كه اين تغيير متغير را براي هر تابعي كه به صورت شود.تر شدن انتگرال ميباعث سادهax byf ( )
cx dy




  .توان به كار بردباشد مي 

fيبه عبارات به كار رفته در ضابطه آن است كه با توجه تري كليشوند اما قاعدهبا همين ايده حل مي ي زياديهااگرچه مثال (x , y) متغيرهـاي ،u وv  را

يكنيم. براي مثال در انتگرال دوگانه انتخاب
D

y( xy )dydx
x

 اگر نياز به تغيير متغير داشتيم، انتخابu xy وyv
x

 .مناسب است  

fها، تابعدسته دوم: در برخي از مثال (x ,y) ياما ناحيه ،پيچيدگي نداردD گون معمولاً نامنظم هستند. حتي اگر نواحي لوزي .استگون لوزي
گون نواحي لوزي شود.انجام مي Dي مرزهايبا توجه به معادله vو uدر اين صورت انتخاب ها ساده نيست.در آن yو xمنظم باشند، نوشتن حدود

,h(xشويم دو تا از مرزها به صورتكنيم متوجه ميها را مرتب ميي آنمعادلهداراي چهار مرز هستند كه وقتي  y) c ,h(xو 1 y) c و دو مرز ديگر به  2

g(xشكل , y) c ,g(xو 3 y) c yمـثلاً بـه جـاي    است عددي ثابـت بـاقي بمانـد.   ي مرزها را طوري بنويسيد كه در سمت رابتدا معادله هستند. 4
x


2 

xyبنويسيد  yيا به جاي 2 x 1 بنويسيدy x 1. وقتيh(x, y) وg(x, y) متغير مناسب را تشخيص داديم، تغييرu h(x, y) وv g(x, y) 
  ي زير توجه كنيد:به دو نمونهاست. 

x

y

D
2y 3x

2y x

2x 4y2x 2y
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yبه خطوط Dيفرض كنيد ناحيه: 1نمونه x 2 2 ،y x 4 2،y x  yو 3 x نويسيم:محدود شده باشد. اين چهار معادله را به اين شكل مي  
y x , y x , y x , y x       2 4 2 2 3   

,h(xها عباراتدر سمت چپ تساوي y) y x  وg(x, y) y x 2 را داريم. يكي راu و ديگري راv واضح است كـه بـا انتخـاب    ناميم.ميu y x  
vو y x  uمرزهاي داده شده تبديل به خطـوط  2  ،u  3،v  vو 2     انـد تبـديل شـده  بـه اعـداد ثابـت     vو uيهـا كـران  پـس شـوند.  مـي  4

  ديد يك مستطيل است.در دستگاه ج Dيناحيهو 
  
  
  
  
  

  

  

uجايگذاري كنـيم. اگـر روابـط    vو uرا برحسب yو xايدانتگرال هم ب زيردر دستگاه جديد، در تابع  Dيپس از تعيين ناحيه y x  وv y x  2   

vخواهيم داشت: ،را از هم كم كنيم u x  x. بنابراين3 (v u) 
1
y،است و با جايگذاري آن در روابط 3 (v u) 

1 توانيم شود. حالا ميحاصل مي 23
fتابع (x , y) را برحسبu وv .بنويسيم  

xهايبه منحني Dيناحيهفرض كنيم : 2نمونه  y2 2 ،x y2 4،y x2 وy x2  يگون اسـت. معادلـه  ايد كه اين ناحيه لوزيمحدود شده باشد. قبلاً ديده 3

x  ها عدد ثابت داشته باشيم. به اين صورت:نويسيم كه سمت راست تساويرا طوري مي Dمرزهاي x y y, , ,
y y x x
   

2 2 2 2
2 4 1 3  

,yh(xها عباراتدر سمت چپ تساوي y)
x


2

,xg(xو  y)
y


2

yuرا داريم. تغيير متغيـر   x y
x

 
2

1 xvو 2 x y
y

 
2

2 ي مرزهـا را بـه شـكل    معادلـه  1

u 1،u  3،v  vو 4  uصورتبه vو uهايساده خواهد كرد. ضمن آن كه كران 2 1 vو 3 2    Dيدسـت آمدنـد. شـكل تبـديل يافتـه     بـه  4
  .يك مستطيل است uovدر دستگاه

  
  
  
  
  
  

fدر اين نمونه هم اگر (x , y) را داشتيم بايد آن را برحسب متغيرهايu وv نوشتيم.مي  
h(x)گون است كه به محورهاي مختصات و منحنيي مثلثيك ناحيه Dياوقات ناحيه دسته سوم: گاهي g(y) c     محدود شـده اسـت. در

uچنين مواردي با انتخاب h(x) وv g(y) يتوانيم ناحيهميD يرا به يك مثلث ساده در صفحهuov  و انتگرال دوگانه را حل  كردهتبديل
ها عبارت زير انتگرال معمولاً نامنظم است، در اين دسته از انتگرال Dيتابع زير انتگرال پيچيده است يا ناحيه هاآني قبلي كه در بر خلاف دو دسته كنيم.

  انجام تغيير متغير ضروري است. ندارند و ايي سادهمعادله Dمرزهاي ،ولي با اين حال .هم منظم است Dيساده است و ناحيه
 يهرگاه ناحيه  :78ثالمD به محورهاي مختصات و منحنيx y  در دسـتگاه   vو uهـاي محدود شده باشد، تغيير متغير مناسب و كران 2

  جديد را بيابيد.
 :يناحيــه  پاســخD ) ــه محورهــاي مختصــات xب   وy   و منحنــي (

x y  uكنيممحدود شده است. فرض مي 2 x وv y   باشد. حـالا
  بنويسيم: uovرا در دستگاه جديد Dي مرزهايبايد معادله

y v
x u

x y u v

   


  
      2 2

 
   

uمثلثي داريم كه به خطوط uovيبنابراين در صفحه  ،v   وu v  uبه شـكل  uهايد است. كرانمحدو 2  2   هسـتند و بـرايv   اگـر از
vپايين به بالا حركت كنيم، خط   مرز ورودي و خطv u 2 مرز خروجي است. يعنيv u  2 .است  

xيمرزي با معادله Dيناحيه xoyيدر صفحهتوضيح:  y  كـرد. بـا   را مشـكل مـي   xببر حس ـ yيا نوشتن yبر حسب xداشت كه نوشتن 2
uيانجام تغيير متغير، اين مرز به خطي با معادله v    تري دارد.ي بسيار سادهتبديل شد كه معادله 2

v

D

2

4

u
3

D

y x 3  y 2x 4 
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y 2x 2 
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تغيير متغير قطبي   
  

ي بـين دو دايـره باشـد، تـرجيح     ي از يـك دايـره يـا ناحيـه    ش، بخدر انتگرال دوگانه گيريي انتگرالهرگاه ناحيه
r)هايدر دستگاه قطبي، مختصات هر نقطه با مؤلفه تغير قطبي (دايروي) استفاده كنيم.ر مدهيم از تغييمي , ) 

  دهد. مي ي هر نقطه تا مبدأ رافاصله rهاست وxزاويه با جهت مثبت محور شود.مشخص مي
در يك دور كامل حول مبدأ داريم   2 يا    مقادير مهم . اند.در شكل زير داده شده  

  
  
  
  
  
  
  
  

rدر شكل سمت راست مشخص شده است. در مبدأ rچگونگي افزايش مقدار    هاي به مركز مبدأ، مقدارو با افزايش شعاع دايرهاستr يابد.افزايش مي  
xدر اغلب موارد، وجود عبارت :4نكته  y2 ي حل انتگرال دوگانه اسـتفاده كنـيم. بنـابراين    يك نشانه براي ما است كه از تغيير متغير قطبي برا 2

xعاملِ و وجودD يدايروي بودنِ ناحيه y2   هاي معمولِ استفاده از دستگاه قطبي هستند.، نشانهتابع زير انتگرالدر  2

x)يهاي دوگانهمثلاً در انتگرال y )
D

e dA 
2 و 2

D
dA

x y 
 2 24

و 
D

xy x y dydx 2   تواند مفيد باشد.، استفاده از دستگاه قطبي مي2

  كنـيم.  اسـتفاده مـي   و rرهـاي از متغي vو uاستفاده از مختصات قطبي، در واقع نوعي تغيير متغير است كه در آن بـه جـاي  : دستگاه قطبي نژاكوبي
در دستگاه قطبـي را   و rاز دستگاه دكارتي و متغيرهاي yو xروابط بين متغيرهاي ببريم. roگاهدستبه xoyخواهيم انتگرال را از دستگاهدر واقع مي

xتوان به شكلمي r cos  وy r sin  .ني ژاكوبيدر اين صورت با محاسبه نوشتrJ  :داريم  

  r

x x
cos r sin(x , y) rJ r (cos sin ) r

y y sin r cos(r , )
r



 
          

    
 

2 2  

  به همين دليل در تغيير دستگاه از دكارتي به قطبي خواهيم داشت:

D D
f(x ,y)dxdy f (rcos ,rsin )rdrd     

yx  كنيم:از اين روابط استفاده مي و rده برحسب متغيرهايدر نوشتن انتگرال r cos , y r sin , x y r , tg ( )
x

       2 2 2 1  

 ممكن است ثابت يا توابعي برحسـب  rيهاكرانآيند و مي دستبهدو عدد ثابت  صورتبه يهاكراندر دستگاه قطبي، : در دستگاه قطبي هاكرانيافتن 
  :بنابراين ترتيب زير را خواهيم داشت نويسيم.را در انتگرال مياني مي rيهاكرانرا در انتگرال بيروني و  يهاكران معمولاًباشند. به همين دليل 

D D
f (x , y)dxdy f (r cos , r sin ) r dr d       

  

در جهت مثلثاتي حركت كنيد. اولـين   .شوندكه از مبدأ به اطراف رسم مي هايي را تصور كنيدشعاعد. شومعمولاً به سادگي انجام مي يهاكرانپيدا كردن 
  دهند.را تشكيل مي يهاكران Dيدر ناحيه را در نظر بگيريد. كمترين و بيشترين مقدارتماس دارند  Dيناحيهكه با  هاييشعاعو آخرين 

xهايبين دايره Dيدر شكل مقابل، ناحيه y 2 2 xو 1 y 2 2 yها و خـط y، محور4 x 
خطمطابق شكل از نيم را مشخص كنيم. يهاكرانخواهيم گرفته است. مي قرار     در جهـت

خطنيم كنيم.مثلثاتي حركت مي   يناحيه هيچ برخوردي باD   .خـط نـيم نـدارد
  نيـز   6

كند. امارا قطع نمي Dيناحيه
  گـذرد. بـه همـين    مـي  Dياست كه از ناحيه شعاعياولين  4

كنيد كهملاحظه مي. رويمپيش ميترتيب در جهت مثلثاتي 
   اي اسـت كـه بـا   آخرين زاويـه  2

  شويم.خارج مي ناحيه اين از آن ازبعد و در تماس است  Dيناحيه

r 2
r 1

r

y

x

D

2
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صورتبهدر اين ناحيه  حدود بنابراين 
  4  rهستند. حـالا نوبـت بـه تعيـين حـدود      2

گـذرد را رسـم كنيـد. در    مـي  Dيهايي كه از مبدأ آغاز شده و از ناحيـه رسد. يكي از شعاعمي
xي، از دايـره شـعاع ايـن  بينيـد كـه   شكل مقابـل مـي   y 2 2 شـده و از   Dيوارد ناحيـه  1

xيدايره y 2 2 rشود. روي مرز ورودي داريـم از آن خارج مي 4 1    و روي مـرز خروجـي
r  rبه شكل rبنابراين حدود. است 2 1   هستند. 2
 ياگر ناحيه :8تذكرD يدرون دايرهx y a 2 2 rصـورت به rيهاكرانباشد،  2 a    يي بـين دو دايـره  هسـتند. در ناحيـهx y a 2 2 2 

xو y b 2 2 aخواهيم داشت 2 r b   ياز دايرهو در خارجx y a 2 2 aصورتبه rحدود 2 r   .هستند  
 هايدر نواحي مقابل كران  :112مثال وr .را مشخص كنيد  

 :پاسخ    

است. اين ناحيه از xoyيربع اول صفحه D1يناحيه   تا
  ادامه دارد و اگـر شـعاعي از مبـدأ رسـم      2

rكنيم، از همان   وارد ناحيه شده و تاr   اهد يافت. پس داريم:ادامه خو
   2 وr   .  

xهايبين دايره D2يناحيه y 2 2 xو 4 y 2 2 قرار دارد. در اين ناحيه يك  9
دور كامـل حـول مبـدأ داريـم پـس        2    توانيـد حـدود  اسـت. البتـه مـي  را

صورتبه       هم بنويسيد. حالا شعاعي را تصور كنيد كه از مبدأ آغاز شـده و
rاي به شعاعكند. اين شعاع از دايرهعبور مي Dياز ناحيه  شـود و  مي وارد ناحيه 2
rاي به شعاعاز دايره  rشود. بنابراينخارج مي 3 2   است. 3

  

  
yبين خط D3يناحيه x xيچنين بـه دايـره  ها قرار گرفته است. همyو محور 3 y 2 2 2 

دانـيم كـه  ها ميyاست. روي محور 2اي به شعاعمحدود شده است كه دايره
  اسـت. روي   2

yخط x ytg  داريم:  3 ( ) tg ( )
x

  
   1 1 3 3  

بنابراين 
  3 rنيز از مبدأ مختصات يعني  rهاياست. كران 2   اي به آغاز شده و تا دايره

rشعاع  rادامه دارند. پس 2  2  .است  
xيخارج از دايره D4يناحيه y 2 2 در ايـن   و در ربع دوم قرار دارد. كمترين و بيشترين مقدار 1

ناحيه
  و 2   د و ازهستند. اكنون شعاعي را رسم كنيد كه از مبدأ آغاز شوD4  بگذرد. در مرز

rورودي 1 تا است و اين ناحيهr   ادامه دارد. پس حدود وr :به اين صورت هستند  

, r
      12  

rنخواهد شد. طبق فرمول rباعث منفي بودن xباشيد كه منفي بودن مراقب x y 2 rهمواره 2   .است  

  
 دانيد زوايايهمانطور كه مي  :9تذكر3

و 2
 از نظـر هندسـي بـر هـم منطبـق       2

بايد دقت كنيـد كـه از كـدام مقـدار آن      ،باشد يهاكرانهستند. هرگاه اين زاويه يكي از 

3آن را ،باشـد  اين زاويـه، كـران بـالاي    اگركنيد. استفاده مي
ناميـده و هرگـاه كـران     2

باشد آن را پايين
 هاي سمت راسـت و سـمت چـپ    دايرهنيمناميم. به ويژه براي مي 2

  بايد اين موضوع را رعايت كنيد.

را به شكل يهاكراني سمت راست دايرهبراي نيم 
   2 صورتبهيهاكران ي سمت چپاما براي نيم دايره ،نويسيممي2 

  
3

2   .شوندنوشته مي2

2


  

2


 

3
2
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2 2x y 1 

x

y

4D

2


 

  

r 

r 1

2 2x y 9 

x

y

32

2D

2 2x y 4  3

r 3

r 2

2 2x y 2 

x

y

y 3x

3D

r 2

r 

x

y

1D

  

2


 

r  

r 



  

303 

كارشناسي ارشد يكتبه مدرسان شريف ر  )2رياضي عمومي ( 

  گانههاي سهانتگرال :4درسنامه 
  

  

آن را بيـان   yو xي تغييـرات توانيم فقط بـا نوشـتن محـدوده   بعدي باشد كه توپر و داراي حجم است، ديگر نميي سهگيري يك ناحيهي انتگرالاگر ناحيه
ي گانـه ي موردنظر نشان دهند. شكل كلـي انتگـرال سـه   را در ناحيه zو x،yيش حدود تغييراتهاكراني داريم كه اهناگكنيم. بنابراين نياز به انتگرال سه

fتابع (x , y , z) يدر ناحيهD ن است:چني  
b h (x) g (x,y)
a h (x) g (x,y)

f (x, y, z) dz dy dx  2 2
1 1

  
  

fوقتي از تابع (x , y , z) نسبت بهz گيريم و حدودانتگرال ميz يدهـيم تـابع دو متغيـره   را به جاي آن قرار ميF(x , y)  آيـد. سـپس بـا    مـي  دسـت بـه
 دسـت بـه عددي حقيقي  xگيري نسبت بهرسيم. در نهايت با انتگرالمي G(x)يدر آن به تابع يك متغيره yو قرار دادن حدود yگيري نسبت بهنتگرالا

  رال است.آيد كه پاسخ نهايي انتگمي

 يگانهحاصل انتگرال سه  :981مثالx x y

x
z(x y)I dzdydx

x y







  
1
 

  را بيابيد. 

 :ابتدا انتگرال مياني را نسبت به متغير پاسخz خواهيم گرفت. از آنجا كهxوy رتكنيم عبارا ثابت فرض ميx y
x y



  ضريبي ثابت است و داريم: 

x y x yz(x y) x y z x y x ydz (x y)
x y x y x y

    
    

  
2 1
2 2 2 

  

F(xيحاصل اين انتگرال، تابع دو متغيره , y) (x y) 
1
 xگيـريم. در ايـن انتگـرال،   مي yدست آمده، انتگرال دوم را نسبت بهاست. اكنون از عبارت به 2

x  متغير است. yعددي ثابت و
x

xy x x(x y)dy (xy ) (x x ) x
x

       


2 2 2
2 2 21 1 1

2 2 2 2 2 2  

G(x)يتا اينجا به تابع يك متغيره yو zگيري نسبت بهبا انتگرال x xI  كنيم:انتگرال را محاسبه ميايم. آخرين رسيده 2 x dx  
31 2 1 1

3 3 
  

 طور كه در انتگرال دوگانه مشاهده كرديد، اين عدد ممكن است مفهوم فيزيكي يا هندسي داشته باشد.گانه، يك عدد حقيقي است. همانجواب نهايي انتگرال سه

ترتيب متغيرها در انتگرال سه گانه   
  

گانه تغيير نخواهد كرد. همين مطلب براي انتگرال سهدوگانه گيري، مقدار انتگرال با تعويض ترتيب انتگرال ،پذيرنتگرالبراي توابع ا ي فوبينيمطابق قضيه
در تعويض ترتيب نكات مطرح شده اما  ،گانه خيلي مورد سؤال نيستهاي سهتعويض ترتيب متغيرها در انتگرالتوجه داشته باشيد كه نيز برقرار است. 

  انه را رعايت خواهيم كرد.انتگرال دوگ

براي مثال اگر
x
zf (x, y, z) e  متغير اشدر ضابطهچون باشد، زير انتگرالy  ،بهتر استپس وجود نداردdy  در ادامه با توجه به در انتگرال مياني باشد و

آن كه در
x
ze متغيرz در مخرج كسر وx در صورت كسر آمده است، ابتدا نسبت بهx و در پايان نسبت بهz گيريم. بنابراين ترتيبانتگرال مي

x
z

D
I e dydxdz  

  است. ين راه براي حل اين انتگرالبهتر

 ترتيب مناسب براي حل انتگرال  :199مثالz
D

ye dzdydx
  را بنويسيد. 2

 :در تابع  پاسخzye
zeتگرال مياني باشد. در ضمن به علت وجـود در ان dxدهيمحضور ندارد، بنابراين ترجيح مي xمتغير 2

گيـري نسـبت   انتگـرال  2

zصورتآوريم. پس بهترين ترتيب براي اين انتگرال بهرا به انتگرال بيروني مي dzمشكل است، بنابراين zبه
D

ye dxdydz
  است. 2

  

 فرض كنيد :200مثالy
dzdydx dxdydz


   

2 1 1
  

  )86(مكانيك ـ سراسري   . حدود انتگرال سمت راست كدام است؟

1( z
dxdydz


  

2 1 2
  

  2( y
dxdydz


  

1 2 1
  

  3( z
dxdydz


  

1 1 2
  

  4( z
dxdydz


  

1 2 1
  

  

 :اغلب حدود انتگرال اعداد ثابت هستند، فقط كران بالاي  »3«گزينه   پاسخz به صورتz y 1      هـا، كـران   است كـه اكنـون بـا جابجـا شـدن آن
yبه صورت yبالاي z 1 شوند. ير حدود به همان شكل جابجا ميخواهد بود. سا  
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 گيري معادل انتگرالكدام مورد با تعويض ترتيب انتگرال :120مثالy

x
f (x,y,z)dzdydx



  2
1 1 1
1 

  )95(مواد ـ سراسري   است؟ 

1(z y
f (x, y,z)dx dydz


  

1 1
  

   2(z
y

f (x, y,z)dx dydz


 


  
1 1  

3(z y
y

f (x, y,z)dx dydz



   
1 1
1  4(z y

y
f (x, y,z)dx dydz

 


  
1 1  

 :خواهيم ترتيبهاي داده شده، ميبا توجه به گزينه » 4«گزينه  پاسخ
D

f (x , y,z)dxdydz   را بنويسيم. ابتدا بايد كمترين و بيشـترين مقـدارz   
  دست آوريم.را در اين ناحيه به
xدر اين ناحيه داريم طبق صورت سؤال،  1 1،x y 2 zو 1 y  1.  

xكهبا توجه به آن  1 xاست، داريم 1 2 1  بنابراين، كمترين و بيشترين مقدار ممكـن بـراي .y    در ايـن ناحيـه عبارتنـد ازy 1   بـا در نظـر .
zيعني zگرفتن حدود y  1 و قرار دادنy   وy 1 شويم كه در تمام اين ناحيهدر اين عبارات، متوجه ميz 1 .است  
z  نويسيم:مي zرا برحسب yحالا حدود y y z    1 1  

yبه صورت yها تصريح شده است، حدودي گزينهطور كه در همهبنابراين همان z  1 .هستند  
y  كنيم.با ساير متغيرها معلوم شده است، توجه مي xيها رابطهروابطي كه در آن به zو yبرحسب xبراي تعيين حدود x x y   2  

z  رتيب خواهيم داشت:به اين ت y
y

I f (x , y,z)dxdydz



   

1 1
 

  

yدقت كنيد لازم نيست حل به طور كامل انجام شود؛ چون x yبايد از dxيكي از مرزها است، پس براي 2
y  غلـط  2) و (1هـاي ( باشد، لذا گزينـه (

zفي چونهستند. از طر y  1 لذاz غلط است.3تواند منفي باشد و اين يعني گزينه (نمي (  

تعيين حدود انتگرال سه گانه   
  

اگـر   توانـد باشـد.)  هـم مـي   zoyو zox(البته اين تصوير در صفحات دارد. xoyي(سايه) بر صفحه بعديدو يك تصوير ،Dبعدي مانندي سههر ناحيه
را  zشوند. اما حدودمانند انتگرال دوگانه نوشته مي xoyيدر صفحه Rيبا توجه به ناحيه yو xنشان دهيم، حدود Rرا با xoyيدر صفحهتصوير 

ي آن بـر  و سـايه  Dيدر شـكل سـمت چـپ ناحيـه     كنـيم. هاي پاييني و بالايي تعيين مـي يص رويهتشخ ها وzدر امتداد محور Dيبا عبور از ناحيه
  .رسم شده است xoyيبر صفحه Dيبينيد. در شكل سمت راست فقط سايهرا مي xoyيصفحه

R

a b

y

x

a x b 

1y=h (x)

2y=h (x)

  

y

z

x

D

z=g (x,y)1

z=g (x,y)2

  

 xoyيبر صفحه Dيسايه Rروبرو هستيم كه Rي دوبعدي به نامو يك ناحيه Dبعدي به نامي توپر و سهگانه با يك ناحيهي انتگرال سهبنابراين در هر مسأله
يا حداقل  Dيگانه را تعيين كنيم. البته اگر بتوانيد ناحيهي انتگرال سههاكرانتوانيم رسم شكل، چطور ميدهيم كه بدون نياز به ه نشان مياست. در ادام

  تر خواهد شد.دود انتگرال سادهتعيين ح را رسم كنيد، xoyيي آن بر صفحهسايه
  Dي گانه بدون رسم ناحيهتعيين حدود انتگرال سه

fي تابعگانهسه انتگرالحدود خواهيم فرض كنيد مي (x, y, z) يرا روي ناحيهD  يمرحله سهتوان در يند را مي. اين فرآبنويسيمبدون رسم اين ناحيه 
  زير شرح داد:

طور كه شرح داديم اغلب اوقات ترتيبكنيم. همانيك ترتيب مناسب براي حل انتگرال انتخاب ميبه تابع زير انتگرال دقت كرده و  :اول مرحله
D

f (x, y, z)dzdydx 
   مناسب است. مگر آن كه به دليل خاصي بخواهيم ترتيب متغيرها عوض شود.
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  شود. ها انجام ميآوريم. اين كار بسيار ساده و بدون نياز به ترسيم رويه دستبه yو xرا برحسب zيهاكرانخواهيم مرحله ميدر اين  مرحله دوم:
آورده و  دستبه yو xحسببررا zتوانيمداده شده است. از اين معادلات مياند، را محدود كرده Dيكه ناحيههايي رويه يمعادله در صورت سؤال

z صورتبهي يهاكران g (x, y) zو 1 g (x, y) كران بالا و كدام يك  هاآنشود كه كدام يك از سؤال مشخص مي صورتبهمعمولاً با دقت  .پيدا كنيم 2
يك مشخص شوند. سپس  yو xصبر كنيد تا حدودست، كران پايين و كدام كران بالا هاآنكران پايين است اما اگر ترديد داريد كه كدام يك از 

,x)ينقطه y) از اين ناحيه انتخاب كرده و درg (x, y)1 وg (x, y)2 يبراي مثال اگر ناحيه ست.بود، كران بالا مقدارش بيشتر. هر كدام كه قرار دهيدD 
zهايبه رويه x y  2 وz x y 2 xيدر ناحيهمحدود باشد و  22 y 2 2 ,x)يقرار داشته باشد، نقطه 1 y) ( , )    انتخاب از اين ناحيه را

داريم zيهاكرانكنيم و با قرار دادن آن در مي
x y

x y

    


   
2 2

2 2 2
2



  
zبنابراين . x y  2 كران بالا وz x y 2   كران پايين است. 22

zبا سه تابع g2و g1در اين مرحله ممكن است به جاي دو تابع g (x, y) 1،z g (x, y) zو 2 g (x, y) در اين صورت بايد با دقت به  ؛روبرو شويم 3
  تشخيص دهيم.  هاآنرا از بين zيهاكران ،سؤال صورت و ساير اطلاعات داده شده در zعلامت

xيالا به كرهاز ب Dيمثلاً فرض كنيد ناحيه y z  2 2 2 zو از پايين به مخروط 1 x y 2 zي مخروط داريماز معادلهمحدود شده باشد،  2 x y 2 2 
zيي كره دو رابطهو از معادله x y  2 zو 21 x y   2 انتخاب كنيم. از آنجا كه  zز ميان اين سه، بايد دو كران برايآيند. امي دستبه 21

zشود كهمعلوم مي ،يكي از مرزها مخروط و ديگري كره است x y 2 ست. در صورت سؤال تأكيد شده كه مخروط كران پايين هاكرانيكي از  2
zاست. چون Dبراي x y 2 zكران بالا يعني ،ران بالا هم بايد مثبت باشدمثبت است، ك 2 x y  2   است. 21

هاي داده شده دقت ي رويهرا پيدا كنيم. به ضابطهxoyيدر صفحهDيرا پيدا كنيم. ابتدا بايد تصوير ناحيهyوxيهاكرانخواهيم حالا مي مرحله سوم:
xيداشته باشند، مثلاً استوانه yوxاي برحسبها معادلهكنيم. اگر برخي از اين رويهمي y 2 2 را  xoyدر صفحهDتواند تصويرهمين معادله مي 4

 هاآنرا مشخص كنند، بايد  xoyيي بسته در صفحهنتوانند يك ناحيه هاآنوجود داشته باشد و  zها متغيري رويهي همهاما اگر در معادلهمشخص كند. 
  آوريم. دستبه yو xاي برحسباز اين معادلات رابطه zرا با هم برخورد داده و با حذف
zبه مخروطDيبراي نمونه فرض كنيد ناحيه x y 2 2 xيكره و 2 y z  2 2 2 حضور دارد. بنابراين  zمحدود شده باشد، در هر دو معادله، متغير 4

xدهيم و خواهيم داشترا برخورد مي هاآن y x y   2 2 2 2 xبه عبارتي 4 y 2 2 و مركز مبدأ است. از اين دايره،  2ه شعاعاي بكه دايره 2
  را بنويسيم.yو xتوانيم حدودمي
 يناحيه  :220مثالD يك جسم توپر است كه به سطوحz xy،y x xو 2 y zيو صـفحه  2       هـاي انتگـرال   محـدود شـده اسـت. كـران

D
f (x,y ,z)dzdydx .را روي اين ناحيه بنويسيد  

 :ابتدا دقت كنيد كه از معـادلات داده شـده، دو مقـدار بـراي      پاسخz  آيـد: دسـت مـي  بـهz  
zو xy هايبنابراين كرانz ها كران پايين است، يك از آنها هستند. اگر ترديد داريد كه كدامهمين

yبهتر مشخص شوند. معادلات yو xبايد كمي حوصله كنيد تا حدود x xو 2 y يك ناحيـه در   2
)كنند. محل برخورد اين دو منحني دررا مشخص مي xoyيصفحه , )  و( , )1   است. 1

xداريم xبراي  1 و برايy با حركت از پايين به بالا مرز وروديy x yو مرز خروجي 2 x است. در نتيجه حدودy  به شـكلx y x 2 
بـا   zهـاي نـامنفي هسـتند؛ بنـابراين در مـورد كـران      yوxرا فهميديم، مشخص شد كه در اين ناحيه yو xي تغييراتآيند. حالا كه محدودهدست ميبه

zتوان گفت كهاطمينان مي xy كران بالا وz  كران پايين است در نتيجهz xy   شوند:صورت زير نوشته ميو حدود انتگرال به  
x xy

x
I f (x , y , z)dzdydx

 
   2

1  
  

 اگر :320مثالS ناحية بستة محدود به صفحات مختصات و صفحة به معادلةx y z   باشد مقدار 1
S

z dxdydz   )85آمار ـ سراسري (  كدام است؟ 2

1 (1
3   2 (1

25  3 (1
6   4 (1

2  

 :3«گزينه   پاسخ«    
S

x x y x x( x y) ( x y)z dxdydz z dzdydx dydx dx
       

         
3 41 1 1 1 1 12 2 11 1

3 12      
  

( x) ( x)dx  
  

4 51 11 1 1
12 6 6  

  

  

1

1

y

x

2y=x

2x=y
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 مقدار : 420مثالx
sin xcos(siny)dydxdz



  2
  

  )89(رياضي ـ سراسري   برابر است با: 
1(sin 1  2(cos 1  3(sin 1  4(cos 1  

 :3«گزينه   پاسخ«    x x
sin x cos(sin y)dydxdz dz sin x cos(sin y)dydx

     

 
 

      2 2
„Ä¼ • UÁoÃ¬−Ho«TºH KÃUoU  

y
sin x.cos(sin y)dxdy cos x cos(sin y) dy cos ycos(sin y)dy sin(sin y) sin

y

  
 

             2 22 2 2 12
 


  

  

 يناحيه: 520مثالD هايسط رويهتوz x y 2 zو 23 x y  2 يگانههاي انتگرالِ سهمحصور شده است. كران 28
D

f (x,y ,z)dzdydx .را مشخص كنيد  

 :هاي داده شده، واضح است كه حدودبا توجه به رويه  پاسخz عبارتند ازz x y  2 zو 28 x y 2 . اگر شكل را رسم نكرده باشيم، در حال 23
جـا كـه   آن از yو xهـاي يك كران بالاست. اين مشكل را در ادامه حل خواهيم كرد. براي نوشتن كرانها كران پايين و كداميك از آندانيم كدامحاضر نمي

  پيدا كنيم. yو xاي بين، رابطهzدهند، بايد آن دو را برخورد دهيم و با حذفبه ما نمي xoyياي در صفحهها ناحيهكدام از رويههيچ
z x y

x y x y x y
z x y

          
  

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
3 3 8 2 4

8
  

xيمعادله y 2 22 هاي افقي و عمودي اين بيضي را تعيـين  ي يك بيضي است. شعاعدهندهنشان 4
xكنيم. به ازايمي  داريمy   yو به ازاي 2   داريـمx  2     در نتيجـه يـك بيضـي بـا .

xصــورتبــه xهــايداريــم. كــران 2و شــعاع افقــي  2شــعاع عمــودي  2 هســتند و بــراي  2

xي بيضياز معادله yهايكران y 2 22 xyيم داشت:خواه 4 
 

24
، به عبارتي داريم:        2

x xy 
  

2 24 4
2 2  

 را بهتر بشناسـيم. يـك نقطـه از درون ايـن     zهاي بالا و پاييناكنون وقت آن رسيده است كه كران
x)يبيضي انتخاب كنيد. مـثلاً نقطـه   , y) ( , )        در ايـن ناحيـه قـرار دارد. بـا جايگـذاري آن در

z                       داريم:                                               zهايكران x y

z x y

    


  

2 2

2 2
8 8

3 
  

zپس x y  2 zكران بالا و 28 x y 2  كران پايين است: 23
x

x y
x yx

I f (x , y , z)dzdydz


 

 


   
2

2 2
2 22

4
2 82
2 34

2

    

  

 مقدار انتگرال :620مثالx x y

x x y
(x y ) dzdydx

  

  
  

2 2 2
2 2 2

31 1 8 2 2 2
1

    )97(مواد و متالورژي ـ سراسري   كدام است؟  

1 (1 8
35
   2 (92

35  3 (72
35  4 (46

35  

 :كنيم:ابتدا انتگرال داخلي را محاسبه مي  »4«گزينه   پاسخ  x y
x y D

I (x y ) dzdydx (x y ) ( (x y ))dydx
 


       

2 2
2 2

3 3
8 2 2 2 2 2 22 2 8 2   

 كنيم:يرا رسم م Dيحالا ناحيه
xرو هستيم، پس با توجه به وجود عاملدايره روبهكنيد، با يك نيمطوركه مشاهده ميهمان y2 در زير انتگرال، بهتر  2

  است از مختصات قطبي استفاده كنيم:

                             
D

I (x y ) ( (x y ))dydx (r ) ( r )rdrd

r r( r r )drd ( )( ) ( ) ( )











      

 
           

  

 

3 3
12 2 2 2 2 222 2

2
5 71 4 6 12

2

8 2 8 2

8 2 8 2 56 1 468 2 5 7 5 7 35 35
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 مقدار انتگرال :720مثال
R

sin( y )dv )هرم به رئوس Rكه در آن 3 , , )  ،( , , )1 ،( , , )1 1 ،( , , )1 1 )و 1 , , )1 1 است، كدام است؟  

  )95وم كامپيوتر ـ سراسري (عل

1(

2

3   2(

4

3   3(

3

4   4(

3

2   

 :ــا از ايــن نقــاط يعنــي نقــاط » 1«گزينــه  پاســخ )چهــار ت , , )1 ،( , , )1 1 ،( , , )1 1 و( , , )1 1 روي  1
yيصفحه 1  .قرار دارند  
)نقاط , , )  ،( , , )1 1 و( , , )1 1 zينيز روي صفحه 1 y  هـا مقـدار  ي آنهمـه  قرار دارند، زيـرا درy وz 

zصورتبه zيكسان است. بنابراين حدود y  هـاي آيند. در ضمن اگر فقط به مؤلفهدست ميبه(x, y) 
)مثلثـي بـا رئـوس    xyشويم كه تصوير اين هرم در صفحهمتوجه ميدر اين نقاط توجه كنيم،  , )  ،( , )1 1 

)و , )1 .است  
  

    ايم:اين ناحيه را در شكل مقابل نشان داده
yدر اين ناحيه داريم: 1 ،و اگر از چپ به راست حركت كنيمx   مرز ورودي وx y  مرز خروجي

xاست. پس y .  

y  گانه خواهيم داشت:با نوشتن حدود انتگرال سه y
V sin( y )dzdx dy   

1 3
  

  
 

  
dzdxدر مورد ترتيب dy توجه كنيد كه چون تابع زير انتگرال برحسب متغيرy گيري نسبت بهاست، بهتر است انتگرالy  را در آخرين مرحله انجام دهيم

  تر شود.هاي مياني سادهتا محاسبه انتگرال

  y yy y
V sin ( y )[z] dx dy ysin ( y )dx dy ysin ( y )[x] dy y sin ( y )dy [cos( y )]
         

     
11 1 1 13 3 3 2 3 31

3       
  

  V [cos( ) cos( )]     
 
1 2

3 3  

  

 اگر :820مثالR ناحيه محصور به صفحاتz y وz  ،x ,y 
  1 yو 2 x  باشد، حاصل 1

R

y cos zdv ،كدام است؟  

  )94برداري ـ سراسري (نقشه

1(2  2 (2  3(  4(3
2  

 :با توجه به آنكه» 1«گزينه  پاسخz y  :داريم  
xy xy xy

y

R R R R

y
I ycoszdv ycos zdzdA ysinz dA ysinydA        

  

yبا رسم خطوط 
 2،x  1 وy x 1 يدر صفحهxy :داريم    

xy
x

R
I ysin ydA ysin ydydx

 


 
   

12 2
1 1  

   گيري جزء به جزء (يا از روش جدولي) داريم:به كمك انتگرال

I (sin y ycos y) dx ( sin(x ) (x )cos(x ))dx
x

 
 

 


       


 

1 12 2
1 1 1 1 1 12

1
  

x cos(x ) (x )sin(x )



       


12 1 1 1 22
1

  

  

x

y

(1,1)

x=y

(1,0)

(0,0)

x

y

z

(1,1,0)

(0,1,0)

(0,1,1)
(1,1,1)

(0,0,0)

x 1 

1
2



y x 1 

y
2
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  :ناحيهبراي يك هشتم اول يك  هاكراننوشتن 
ما چهار ربـع   xoyيفحهي منفي هستند. به همين خاطر در صي مثبت و يك نيمهداراي يك نيمه zو x،yهر كدام از محورهايدانيم؛ طور كه ميهمان

xمختلف داريم كه حالت   ،y   در فضاي بنابرايناست. آن ي ربع اول دهندهنشان(x , y , z) ما  2 2 2  حالت مختلف از نظر علامت داريم كه 8

xمربوط به حالت يك هشتمِ اول آن , y , z   1است. در برخي از سؤالات مقدار انتگرال را براي
توانيـد  خواهند. در اين صورت شما مـي مي Dيناحيه اول از 8

 د صفر را قرار دهيم.يبه جاي آن با بوداز متغيرها منفي  برخيپايين  ندست آوريد و در پايان اگر كرابه Dيرا روي ناحيه هاكرانعادي مانند حالت 

 يگانهانتگرال سه  :092مثال
D

f (x ,y ,z)dzdydx يروي ناحيهD يكه به استوانهx y 2 2 zو صفحات 1 y  zو 2    شـود،   محدود مـي  1
  داده شده است.

  الف) حدود انتگرال را روي اين ناحيه مشخص كنيد. 
1ب) حدود انتگرال را براي

  مقايسه كنيد.دست آمده در حالت (الف) اول از اين ناحيه تعيين كرده و با حدود به 8

 :كنيم:هر كدام از دو قسمت را جداگانه بررسي مي  پاسخ  
zهايبه رويه Dيناحيهالف)  1،z y 2 وx y 2 2 zعبارتند از zهايمحدود شده است. بنابراين كران 1 1 وz y 2.  

xياز آنجا كه معادله yو xبراي نوشتن كران y 2 2 هاي ديگر نداريم. در ايـن  نيازي به برخورد دادن رويه دهد،را به ما مي xoyياي در صفحهدايره 1
xدايره   1 yي دايره به روابطاست و از معادله 1 x    zهـاي هستند. در ضمن اگر ترديد داريم كـه ترتيـب كـران    yهايرسيم كه كرانمي 21

x)يچگونه است كافيست يك نقطه از درون اين دايره مثلاً نقطه , y) ( , )   ها قرار دهيم:را در آن  

  z
z y


   

1
2 2  

yبينيم كهمي 2 zاست. پس 1 1 كران پايين وz y 2 .كران بالاست  x y
D x

f (x , y, z)dzdydx f (x , y , z)dzdydx
 

  
   

2

2
1 1 2
1 11

  

1ها دربراي نوشتن كران ب)
  ها صفر را قرار دهيم:هاي پايين دقت كنيم و اگر منفي هستند، به جاي آناول، كافيست در حالت (الف) به كران 8

x y
I f (x , y , z)dzdydx

 
   

21 1 2
1 

  
بـه   yو xهـاي اند. زيرا مثبت هستند، اما كرانتغييري نكرده zهايبينيد كه كرانالات (الف) و (ب) را مقايسه كنيد، ميدست آمده در حهاي بهاگر جواب

xجاي مقادير منفي از   وy   اند.آغاز شده  
  

 مقدار انتگرال :021مثال
R

xdv كه در آنR منشور واقع در يك هشتم اول و محدود به صفحات مختصات و صفحاتy  xو 5 z  شد، بامي 2

  )93(علوم دريايي و اقيانوسي ـ سراسري   كدام است؟

1(

3

1  2(3
2  3(1

3
  4(2

3
  

 :كهبا توجه به آن» 4«گزينه  پاسخR 1در
xاول واقع است شرايط 8   وy   وz   چنين از برخورد صفحهرا داريم. همx z   بـا صـفحه   2

z   خطx  yكهتوجه به آن را خواهيم داشت. با 2  xنيز يكي از مرزهاي داده شده است داريم: 5  2 وy  5هاي. كرانz  نيز عبارتنـد از 
z   وz x 2.  

  x

R

x
I xdv xdzdydx xz dydx x( x)dydx

 
           

2 5 2 2 5 2 52 2
      

 

x( x)y dx x( x)dx ( x x )dx ( x x )          
2 2 2 2 2 35 25 22 5 2 1 5 5 3 3  


 

 

  

 مقدار: 211مثال
D

(x y )dV 2 1ناحيه محدود به Dرا بيابيد كه در آن 2
zاول و مخروط 8 x y 2 rو استوانه 2 sin  باشد.مي  

  )94(صنايع ـ سيستم ـ سراسري 
1(6

75  2(7
75  3(9

75  4(8
75  
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  گانههاي سهانتگرالتغيير متغير در  :5درسنامه 

يا حل انتگرال در دستگاه مختصات دكارتي مشـكل يـا نـاممكن     هاكرانممكن است نوشتن  ،ناحيهيك گانه روي همانند انتگرال دوگانه، در حل انتگرال سه
. شودتر سادهو حل انتگرال  هاكراننوشتن  كنيم كهكاري ير متغيرهاي مناسب با استفاده از تغي توانيمگاهي اوقات ميكه  اين درسنامه خواهيد ديدباشد. در 

كنـيم  تلاش مـي  wوu،vصورتبه هاآنهاي داده شده، برخي از عبارات تكرار شده باشند، با نامگذاري ي رويهيا در معادله زير انتگرالفرض كنيد در تابع 
ــه ــد، ســاده بر Dي مرزهــايعبــارت زيــر انتگــرال و معادل  يدرونِ رويــه ي داده شــدهناحيــه اگــر تــر از قبــل شــوند. مــثلاًحســب ايــن متغيرهــاي جدي

(x y z) (x y z) (z x)       2 2 22 ــاب   1 ــا انتخ ــد، ب uباش x y z  ،v x y z  2 وw z x  ــه ــه  معادل ــن روي ــهي اي ــورتب  ص
u v w  2 2 2 ,u)ي واحد در دستگاهي كرهشود كه معادلهتبديل مي 1 v, w) .است  

  زير انجام داد: صورتبهتوان در چهار گام د. اين كار را ميرعايت ترتيب در انجام كارها بسيار اهميت دار ،براي انجام تغيير متغير
fي تابعهاي داده شده، يا با توجه به ضابطهي رويهبا توجه به معادلهگام اول:  (x , y , z) متغيرهاي جديدu،vوw ي كنيم. مثلاً اگر ناحيـه را انتخاب مي

x)يگيري به رويهانتگرال y) (y z) (z x)    2 2 uمحدود شده باشد، انتخاب 2 z x ،v y z  وw x y  .مناسب است  
را محاسبه كرده و ژاكوبين دستگاه جديـد را   هاآنهاي جزئي توانيم مشتقداريم مي zو x،yرا برحسب متغيرهاي wوu،vيحالا كه ضابطهگام دوم: 

  شوند:تعريف مي زير به صورت xyzJو uvwJينمادهاآوريم.  دستبه

x y zu v w

uvw u v w xyz x y z

u v w x y z

u u ux x x
(x , y , z) (u , v , w)J y y y , J v v v
(u , v , w) (x , y , z)

z z z w w w

 
   
 

  

 دسـت بـه را  xyzJابتـدا بنـابراين  داريـم.   zو x،yرا برحسـب متغيرهـاي   wوvوuيتر است. زيرا معمولاً ما ضابطهساده xyzJيالبته در عمل محاسبه

uvwآوريم و سپس با معكـوس كـردن آن  مي
xyz

J
J


x)در هـر صـورت وقتـي از دسـتگاه مختصـات دكـارتي       د.شـو مشـخص مـي   1 , y , z)  گاه دسـت  بـه

,u)جديد v, w) رويم، جايگذاري زير لازم است:مي  

uvw
xyz

dzdydx J dwdvdu dwdvdu
J

 
1 

x)هاي داده شده در دستگاهي رويهبه معادلهگام سوم:  , y , z) را به معـادلاتي برحسـب   هاآننيد. بايد توجه كu،vوw      ،تبـديل كنيـد. در ايـن مرحلـه
u)مرزهاي قديمي به مرزهاي جديد در دستگاه , v , w) يشوند. اگر توانستيم، ناحيهتبديل ميD كنيم اما ايـن كـار ضـروري    را در دستگاه جديد رسم مي

  شوند.ي بالا و پايين انتگرال نيز مشخص ميهاكراننيست. در اين مرحله 
fقدرمطلق ژاكوبين را در تابعگام چهارم:  (x , y , z) كنيم. حالا اين تابع را برحسب متغيرهاي جديدضرب ميu،vوw نويسيم. تنها كاري كـه بـاقي   مي

 ماند، حل انتگرال است. مي

 يناحيــه  :522مثــالD در فضــاي(x ,y ,z) بــه وســيلهي نامعــادلاتx  1،y 1 yzو 2  2  مشــخص شــده اســت، حاصــل انتگــرال
y

D
xz y e dydxdz

  دست آوريد.روي اين ناحيه را به 23
 :يكردن ناحيهبه نامعادلات داده شده براي مشخصگام اول:  پاسخD  كنـيم  توجه كنيد. اگر فـرضu x ،v y وw yz يگـاه ناحيـه  آنD   

u)در دستگاه , v , w) با نامعادلاتu 1 ،v 1 wو 2  2 شود. مستطيل تبديل ميشود، يعني به يك مكعب مشخص مي  

  

  كنيم.آوريم و سپس آن را وارونه ميدست ميرا به xyzJحالا بايد ژاكوبين دستگاه جديد را محاسبه كنيم. ابتداگام دوم: 

x y z

xyz x y z uvw
xyz

x y z

u u u

J v v v y J
J y

z yw w w

     
1

1 11
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xگيري با نامعادلاتي انتگرالشوند. ناحيهبه سادگي مشخص مي wوu،vهايدر اين مثال كرانگام سوم:  1،y 1 yzو 2  2  داده شده
uخاباست. با توجه به انت x،v y وw yz هايواضح است كه كرانu،vوw صورتبهu 1،v 1 wو 2  2 .هستند  

|uvwخواهيم قدرمطلق ژاكوبين را در تابع زير انتگرال ضرب كنيم. ديديم كهميگام چهارم:  J | | |
y


مثبـت اسـت پـس     yمقـدار  Dياسـت. در ناحيـه   1

| |
y y


1 u)كردن قدرمطلق ژاكوبين در تابع زير انتگرال، آن را برحسب متغيرهاي جديدخواهد بود. پس از ضرب 1 , v , w) نويسيم:مي    

y y yf (x , y , z)dzdydx xzy e dzdydx xzy e dwdvdu xzy e dwdvdu
y

    
2 2 23 3 21  

uحالا با توجه به آن كه x،v y وw yz :است داريم  vf (x , y , z)dzdydx (wuve )dwdvdu
2  

  ماند حلِ انتگرال در دستگاه جديد:تر شده است. فقط ميبنابراين تابع زير انتگرال هم با اين تغيير متغير كمي ساده

v v v vwI (wuve )dwdvdu uve dvdu ( uve )dvdu u e du
            

       
2 2 2 2

2 221 2 2 1 2 1 2 1
1 1 1 1

22    


  

uI (e e)u du (e e) (e e)
 

      
  


121 4 4 41

2 2


  

تغيير متغير چه ضرورتي داشت؟ اگر بخواهيم اين انتگرال را در همان دستگاه دكارتي حل كنيم، در اولـين   در پايان به اين موضوع توجه كنيم كه انجام اين
yxzyگام بايد انتگرال e dy

تر شد و هـم حـدود انتگـرال بـه     ها سادهگيريكرديم كه انتگرال مشكلي بود. اما با انجام تغيير متغير، هم انتگرالرا حل مي 23
  داد ثابتي تبديل شدند.اع

  

 يگانهحاصلِ انتگرال سه  :622مثال
y z( )

y
x y x yI [ ( ) ( ) ]e dxdydz

  
   

213 4 3 22 3

2

2 24 32 2 
  كدام است؟  

1 (  2 (e
6  3 (e

12  4 (1
6  

 :هايدر تابع انتگرالده عبارت  »1«گزينه   پاسخx y2
zو 2

yهاي انتگرال نيز عبارتاند. در كرانبه كار رفته 3
تكرار شـده اسـت. بنـابراين بـه نظـر       2

xرسد با تغيير متغيرمي y yu x
  

2
2 2،yv  zwو2    كنيم:تري خواهيم رسيد. ژاكوبين دستگاه جديد را محاسبه ميبه انتگرال ساده 3

x y z

xyz x y z uvw
xyz

x y z

u u u

J v v v J
J

w w w



     

11 2
1 1 1 62 6

1
3



 

 

  

يِ آن دقـت كنـيم. هـر كـدام از     هـاي فعل ـ ضرب خواهد شد. براي تشخيص حدود انتگرال در دستگاه جديد بايـد بـه كـران    6بنابراين عبارت زير انتگرال در 
x)هاي انتگرال در دستگاهكران , y , z) ها در دستگاهرا به يكي از كران(u , v , w) كنيم:تبديل مي  

 مرزهاي قديمي ارتباط بين متغيرهاي جديد و قديم مرزهاي جديد

w    zw  3  z    

w  1  zw  3  z  3  

v    yv  2  y    

v  2  yv  2  y  4  

u    yu x  2  yx  2  

u  1  yu x  2  yx  1 2  
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uصورتپس حدود انتگرال در اين دستگاه به 1،v  2 وw 1         هستند. اكنون تـابع زيـر انتگـرال را در قـدرمطلق ژاكـوبين ضـرب كـرده و
w  نويسيم:برحسب متغيرهاي جديد مي w

D
I [ u u ]e ( )dudvdw [ u u ]e dudvdw      

2 21 2 13 2 3 24 3 6 6 4 3
  

  
ضـرب سـه انتگـرال    گانه را به حاصـل توانيم انتگرال سهضرب توابع يك متغيره است، پس ميها اعداد ثابت هستند و تابع زير انتگرال هم حاصلي كرانهمه

wI  يگانه تبديل كنيم: ( dv)( e dw)( ( u u )du)   
21 2 1 3 26 4 3

  
  

)مقدار آخرين انتگرال صفر است: u u )du [u u ]   
1 13 2 4 34 3


دو انتگرال اول نيست (هـر چنـد انتگـرال دوم قابـل      ي. بنابراين نيازي به محاسبه

Iمحاسبه هم نيست!) پس:   .  
  

 اگر  :722مثالT ي محدود به صفحاتناحيه
x y z
x y z
x y z

   
    
    

2
3
1

گاه حاصلباشد، آن 
T

yzdvكدام است؟ ،  

1 (4  2 (8  3 (16  4 (32  
 :با معرفي»  1«گزينه  پاسخu x y z   وv x y z   وw x y z   :داريم  

xyz uvw
xyz

J ( ) J
J

          


1 1 1
1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 4 41 1 1

t»nIw  

uصورت سؤال در دستگاه جديدبا توجه به  2 وv  3 وw  1 معادلات مرزهاي انتگرال هستند. در ضمنu vy 
 uو 2 wz 

   پس داريم: 2

T
u v u wI yz dzdydx ( )( )( )dwdudv (u uw vu vw)dwdudv

     

 
           

3 2 1 3 2 1 2
3 2 1 3 2 1

1 1
2 2 4 16  

)شود، بـه عبـارتي  فرد هستند، انتگرالشان صفر مي w، جملاتي كه نسبت بهwگيري نسبت بهي انتگرالبا توجه به متقارن بودن بازه uw vw)dw


  
1
1  

  پس خواهيم داشت:

  I (u vu)dwdudv (u vu)dudv
    

       
3 2 1 3 22 2
3 2 1 3 2

1 1 216 16  

vuduدر اينجا هم



2
2  است زيراvu نسبت بهu :فرد است. پس داريم  

  I u dudv dv ( )( )( )
  

      
3 2 32
3 2 3

1 1 16 1 16 122 6 416 8 3 8 3 3  

  
 اگر  : 228مثالD اي از فضاي ناحيهxyz باشد، كه به شكلx 1 2،x y 2 2 ،z  1 تعريف شده است؛ و

D
I (x y x y z)dxdydz  4 6 23 

uباشد، آنگاه با تغيير متغير  x vو  2 x y wو  2 z   )92(ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   كدام است؟ uvwدر دستگاه Iمقدار  3

1(I (v v w) dudvdw
u 

   
3 2 4

1
21 136 2(I (v v w) dudvdw

u
   

3 2 4

1
21 1

6  
 

3(I (u v w) dudvdw
u

   
3 2 4

1
2 16

 
 4(I (v v w) dudvdw

u
   

3 2 4

1
2 16 3

 
 

 :كنيم:ابتدا ژاكوبين را محاسبه مي» 2«گزينه  پاسخ  

  

u u u
x y z x

(u, v, w) v v v dududwxy x x x x J J dxdydz
J (x, y, z) x y z J u u u ux

w w w
x y z

  
  

   
             
   

  
  

2 2 3
3

2
1 1 1 12 2 3 6

6 663

 


 

  

  با جايگذاري تغيير متغيرهاي در نظر گرفته شده در تابع زير انتگرال داريم:
  dudvdwI (u v u v w) I (v v w) dudvdw

u u u
            

3 2 4 3 2 42 2
1 1

1 1
66   
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هاي چندگانهانتگرال: چهارم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

دستگاه مختصات استوانه اي   
  

را در اين ناحيه بنويسيم. به عبارتي به جاي  وrحدود yوxيهاكرانتوانيم به جاي قطاعي از دايره يا بين دو دايره باشد، مي xoyبر صفحه Dاگر تصوير
,x)هايمؤلفه y, z) هاياز مؤلفه(r, , z)  .ي متغيرهايرابطهاستفاده كنيمrو يمتغيرها باxوy قطبي مطالعه كرديم. بنابراين مختصات كه در  همان است

ytgداريم: , r x y
x

   1 2 ,r)دستگاه نژاكوبي يداه قطبي براي انتگرال دوگانه ديدطور كه در دستگهمان و 2 , z) برابر باr zJ r  .است  

D D
f (x,y,z)dzdydx f (rcos ,rsin ,z)rdzdrd     

در جهـت مثلثـاتي بـا چـرخش حـول مبـدأ        xoyيكنيد. در صفحهميرا مشاهده  اياستوانهي حركت در امتداد متغيرهاي دستگاه هاي زير نحوهدر شكل
  شود.مي zباعث افزايش مقداراز پايين به بالا ها zدر امتداد محورشود. حركت افزوده مي rدور شدن از مبدأ مقدار يابد و باافزايش مي مقدار

x

y

z

z=1

z=2

  
x

y

z

r=1 r=2

  

π
2θ=0

θ=

z

y

x
  

 بر صفحه Dيطور كه در ابتداي متن گفته شد، اگر تصوير ناحيهاست. همان ترين مسأله در اينجا، چگونگي تشخيص استفاده از اين دستگاهالبته مهم
xoy  مناسب است. همچنين وجود عبارت اياستوانهبخشي از يك دايره يا بين دو دايره باشد، استفاده از مختصاتx y2 تواند ، مير انتگرالزيدر تابع  2

  باشد.  اياستوانهيك نشانه براي به كار بستن دستگاه 
 يهرگاه ناحيه  :12تذكرD شود. توصيه مي اياستوانهاستفاده از دستگاه  معمولاً باشد،هاي زير رويه، محدود به  

  كره و صفحه د ـمخروط و صفحه                   ج ـ فحه                  استوانه و ص ب ـاستوانه و كره                  الف ـ 
 يهرگاه ناحيه  :13تذكرD يآمده باشد، با اين كه تصوير آن بر صفحه دستبهي قائم و يك استوانه افقي از برخورد يك استوانهxoy  ،دايره است

xهايدرون استوانه Dيباشد. براي مثال اگر ناحيه اياستوانهتر از و حل انتگرال در همان دستگاه دكارتي ساده هاكرانكن است نوشتن مم y a 2 2 2 
xو z a 2 2   است. بهتر است مراقب اين حالت خاص باشيد!  اياستوانهتر از قرار داشته باشد، حل انتگرال در دستگاه دكارتي ساده 2
xياستوانهدرون  Dيناحيه مثلاً اگر اما y 2 2 xيو كره 2 y z  2 2 2   . استفاده كنيم اياستوانهقرار داشته باشد، بهتر است از دستگاه مختصات  4
 شباهت زيادي شوند. اين دو دستگاه هاي دوگانه به كار گرفته ميگانه و دستگاه قطبي براي انتگرالهاي سهبراي انتگرال اياستوانهدستگاه   :14تذكر

دايره يا بخشي از دايره باشد.  xoyيدر صفحهد نظر ي موركنيم كه ناحيهرا وقتي استفاده مي هاآناست و هر دوي  rهاآنهر دوي  نبه هم دارند. ژاكوبي
r)در اين است كه در دستگاه قطبي فقط متغيرهاي هاآنتفاوت  , )  علاوه بر اياستوانهرا داريم اما در دستگاهr وير، متغz .نيز حضور دارد  

(x , y) (r , ) (x , y , z) (r , , z)   ÂL‰¤ ½I«Twj ÁH¾ºH¼TwH ½I«Twj  
تعيين حدود انتگرال ها در دستگاه استوانه اي   

  
صورتبهرا متغيرها  معمولاً ترتيب اياستوانهدر دستگاه 

D
f (r cos , r sin , z) rdzdrd    با اين  هاكرانزيرا نوشتن  ،كنيمحل ميانتگرال را نوشته و

  گيريم.روندي مشابه با دستگاه دكارتي را در پيش مي اياستوانه دستگاهدر  zو ،rبراي تعيين حدودت. تر استرتيب ساده
را مشخص كند، از روي همين  xoyبر صفحه Dباشد و بتواند تصوير yو xحسببر هاآنتوجه كنيد. اگر يكي از  ،هاي داده شدهها و محدوديتابتدا به رويه

xياستوانه ،هايكي از رويه كنيم. براي مثال اگررا تعيين ميو rيهاكرانناحيه  y a 2 2 xيدايرهxoyيتصوير آن بر صفحهباشد،  2 y a 2 2 است  2
  م. نويسيمي اين دايرهي درون را با توجه به ناحيه و rيهاكرانو 

  يهاكرانپيدا كرده و  yو xحسباي بررابطه از معادلات، zو حذف هاآنناچاريم با برخورد دادن  باشند، zهاي داده شده، داراي متغيري رويهاما اگر همه
r و  ي. براي مثال وقتي ناحيهكنيم تعيينرا با توجه به آن معادلهD به مخروطz x y 2 zي و صفحه 2 b  محدود شده باشد، با برخورد دادن

xها داريمرويه y b 2 xيدايره xoyبر صفحه Dپس تصوير 2 y b 2 2 است و در اين دايره 2   2 وr b  .است  
zبه شكل zهاي داده شده در مسأله دقت كنيم و از آنجا دو كران برايي رويهتوانيم به معادلهمي rو تعيين حدودپس از  g (x, y) zو 1 g (x, y) 2 

xبا جايگذاري پس از انجام اين كارپيدا كنيم. البته  r cos  وy r sin  يهاكرانz حسبرا برr و نويسيممي .  
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انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحني:  پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 
 پنجمفصل 

  »انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحني « 

  مسيرانتگرال روي خط يا انتگرال روي  :1درسنامه 
  

را با هم ياد بگيريم. (نظر شخصـي  » انتگرال روي منحني«تر و يا به عبارت صحيح» انتگرال روي خط«خواهيم مبحث جديدي تحت عنوان در اين بخش مي
هـا  گيريم تا روي خط! اما چون در كتـاب تر است، چرا كه اصولاً ما اغلب در اين فصل روي منحني انتگرال ميوي منحني صحيحبنده اين است كه انتگرال ر

  بريم!)شود ما هم در اين كتاب اين عبارت را بيشتر به كار ميبيشتر انتگرال روي خط استفاده مي
دهـم مشـكل شـما را بـراي     چار مشكل هستند، اما اگر كمي به كار دل دهيـد! قـول مـي   هيچ ترديدي نيست اكثر دانشجويان در درك مطالب اين مبحث د

ــوع انتگــرال    ــن ن ــورد اي ــا در م ــريم ســراغ آمــوزش! بحــث م ــا بِ ــه دو بخــش اصــلي  هميشــه حــل كــنم! ام ــ انتگــرال خــط 1هــا ب ــدديـ ــع ع   و تواب
2 كنيم.ع عددي را بررسي ميشوند كه ابتدا انتگرال خط تواببندي ميدستهتوابع برداري، ـ انتگرال خط  

ـ انتگرال روي منحني براي توابع عددي 1  
  

fمثلاً» تابع عددي«خواهيم انتگرال يك در اين حالت ما مي (x, y) xy       را روي يك منحني يا خط حساب كنيم. اما قبـل از ورود كامـل بـه بحـث، بهتـر

bخواسـتيم حاصـل انتگـرال   ) مي1طر شريفتان باشد؛ وقتي در رياضي عمومي (خا است ابتدا كمي با مفهوم انتگرال روي خط آشنا شويم. اگر
a

f (x)dx  را

fحساب كنيم، از تابع (x) يدر فاصلهaتاbروي محورxگرفتيم. خبُ اگه محورها انتگرال ميx        ها يك خـط صـاف افقـي نبـود! در واقـع همـين انتگـرال
b
a

f (x)dx شدرا ميyμwHÔ!گذاشت انتگرال روي منحني  

  شد!!)جوري واقعاً محور چقدر زشت ميصورت مقابل بود، (كه اينها بهxيعني اگر مثلاً محور

bشد؛ انتگرالاونوقت مي
a

I f (x)dx   گـذاري كـرد!   ، را انتگرال روي منحنـي نـام  

bتوان گفت؛ انتگراليا به عبارت ديگر مي
a

f (x)dx ) ياد 1كه در رياضي عمومي (

  ها (روي يك خط صاف و افقي) بود.xگرفتيم، به نوعي انتگرال خط روي محور
گيري عادي يگانه سر و كـار داريـم.   ) هستيم، اما در حل اكثر سؤالات انتگرال روي منحني، با يك انتگرال2توجه كنيد؛ درست است كه ما در كتاب رياضي (

fجا ما به جايجا ختم نميشه، چون در اينها به هميناما تفاوت (x) باf (x, y, z) تر، بايا در حالت كمي سادهf (x, y) .سر و كار داريم  
و خبُ تا اينجا سعي كردم شما كمـي وارد بـاغ شـويد و نترسـيد و بدانيـد بحـث خيلـي هـم سـخت نيسـت. بـراي قـدم زدن آرام در بـاغ! ابتـدا بـا تـابع د                

fمتغيره (x, y) كنيم و آگاه باشيد كه اگر تابع حتيشروع ميf (x, y, z) ها كـه بگِـذريم، شـما بـالاخره     ي اينهم باشه، ماجرا تفاوت چنداني نداره! از همه
  موزشي.  فرمول كه نميشه! پس بِريم سراغ فرمول و چند مثال آعشقِ فرمول هستيد و ما هم اعتقاد داريم بي

fفرض كنيد بخواهيم از تابع (x,y) روي منحنيC ي پارامتريبا ضابطهC(t) x(t)i y(t) j 
   ياز نقطهa يتا نقطهb  به طوري كـهa t b  

  باشد، انتگرال بگيريم، فرمول محاسبه به شكل زير است:مي
b

t tC a
f (x,y)ds f[x(t),y(t)] x y dt    2 2  

a


b


y

x
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

دونـم نيـاز بـه توضـيح     خيال شُو، و به جاي اون، انتگرال سمت راستي رو حساب كنُ، مـي يعني چي؟ يعني اين كه انتگرال سمت چپ بي اين فرمولفارسي 
! براي اين كه از انتگرال سمت چـپ بـه انتگـرال    نيست، ولي من براي اون يه درصدي كه شايد نَ ش چيه؟ بايد توضيح بِدمدونن انتگرال سمت راستي داستان

fيسمت راست برسيم، بايد تو ضابطه (x, y)به جاي تمام ،x،هاx(t) و به جاي تمامy،هاy(t)  قرار بِديم و همچنـين ازx(t) وy(t)    مشـتق بگيـريم و
قرار بِديم.  dsضرب كنيم و به جاي dtدر ُهر كدوم رو به توان دو برسونيم و با هم جمع كنيم و يك راديكال هم بالا سر اونا بذاريم و در نهايت اين راديكال

  كند:نوشته شدند و ديگه خبري از متغيرهاي ديگر نيست! حل چند مثال موضوع را بهتر روشن مي tي متغيرها بر حسبتوجه داريد كه همه
 حاصل انتگرال  :1مثال

C
xyds كه در آنC يمنحني پارامتري با معادلهC(t) (cost)i (sint) j 

   يباشد، از نقطهميt   تاt 
   كدام است؟ 2

1 (1
2  2 (1  3 (2  4 (3  

 :يبــا توجــه بــه ضــابطه  »1«گزينــه   پاســخC(t)واضــح اســت؛ ،x(t) cos t وy(t) sin tبنــابراين ،xy sin t cos t sin t 
1 ، از طرفــي 22

x (t) sin t   وy (t) cos t  :و لذا داريم  ds x (t) y (t) dt ( sin t) (cos t) dt sin t cos tdt dt dt         2 2 2 2 2 2 1 1  
تا گيري ساده و معمولي يگانه ازي يك انتگرالهمه چي آماده

  شده است، بنابراين داريم: 2

1
2C

xyds ( sin t) dt sin tdt [ cos t] [ cos( ) cos ( )] [ ]
  

               22 21 1 1 1 1 1 1 1 1 12 1 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
    

  

 

  

  

 مقدار انتگرال :2مثال
C

(x y)ds كه در آنC منحنيx t sint
y cost
 

   )از نقطه 1 , ) تا نقطه( , )2  96(عمران ـ سراسري     باشد، كدام است؟ مي(  

1 (
164 3  2(

324 3   3(
168 3   4( 

328 3   

 :آوريم:ابتدا المان طول قوس را به دست مي  »4«گزينه   پاسخ  

t t
tds (x ) (y ) dt ds ( cos t) sin t dt sin t cos t cos t dt cos t dt | sin |             2 2 2 2 2 21 1 2 2 2 2 2  

  حالا با جايگذاري معادلات پارامتري داده شده داريم:
t t t t t t tI (t sin t cos t)( sin )dt [( t sin sin cos sin sin ( cos )]dt

 
         

2 2 2 21 2 2 4 2 2 2 12 2 2 2 2 2 2 
  

t t t t t t t t t t t( t sin sin cos sin sin cos )dt ( t cos sin sin cos cos )
 

         
2 2 2 3 3 28 82 4 4 4 4 8 82 2 2 2 2 2 2 2 3 2 2 3 2 

  

[ ( )( ) ( ) ( ) ] [ ]                     38 8 324 2 1 8 1 1 8 83 3 3  

ttبراي حل انتگرال  sin dt



2 2 2

  ايم. از روش جدول استفاده كرده

tsinعبارت 2تا يهمچنين توجه داشته باشيد كه در بازه   آيد.باشد و از قدرمطلق مثبت بيرون ميهمواره مثبت مي 2
  
  

  
 حاصل انتگرال  :3مثالx

C
ye ds  در صورتي كهC منحني مسطحx Ln(t ) , t

y arctg(t) t

    
 

2 1 3
2

 89(آمار ـ سراسري باشد كدام گزينه است؟(  

1(  2(Ln


2
29  3(2

9  4(Ln e   42  

 :ابتدا لازم است عنصر طول قوس يعني   »2«گزينه  پاسخds دست آوريم:را به  

  t t t t (t )ds x y dt ( ) ( ) dt dt dt dt
t t (t ) (t )

           
   

2 4 2 2 22 2 2 2
2 2 2 2 2 2
2 2 4 1 2 11

1 1 1 1
  

 بنابراين انتگرال موردنظر برابر است با: 

  x Ln(t )
C

t

Arctg t tI ye ds ( Arctg t t) e dt ( )dt ((Arctg t) Ln(t )) Ln
t t

  




         

   
2 3

2

23 31 2 2
2 2

1
1

2 12 1 22 91 1    

فرض كرديم كه مشتق آن برابر uرا Arctgtرال،در قسمت اول حل انتگ
t 2

1
1

Lnbeضمناً از خاصيتباشد. مي 
b

 
  .كمك گرفتيمهم در حل  1

tt sin

tcos

tsin





2 2
2 2 2

4 2
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پارامتري كردن منحني ها   
  

از  بعضـي باشـد (البتـه در    tتـر تعيـين حـدود تغييـرات    و از آن مهـم  Cي منحني پارامترييدا كردن ضابطهالخط، پهاي منحنيكليد حل سؤالات انتگرال
  دهيم.ر اين خصوص انجام ميي بحث، با هم چند تمرين دشود) به همين دليل قبل از ادامهبه وضوح داده مي Cسؤالات، منحني

1 (C قسمتي از منحنيy x )Aي، از نقطه3 , )1 )Bيتا نقطه1 , )2     است. 8
yهايي به شكل كليترين و شايد بهترين نوع پارامتري كردن منحنيراحت f (x)در نظر گرفتن ،x t و در نتيجهy f (t) باشـد، يعنـي  ميx t  و

yبنابراين t   زير است: صورتبه Cو لذا منحني پارامتري 3
C(t) t i t j  3   

xو چون 1 tصورتبهنيز  t، لذا حدود تغييرات2 1   باشد.مي 2

2 (C منحنيy x

z x

 




2

xياز نقطه 3  xتا 1    باشد.مي 2

xبا فرض t ،گاهآنy t zو 2 t C(t)صورتبه C(t)و لذا 3 t i t j t k  2 3  باشد و چـون ، ميx 1  صـورت بـه نيـز   t، لـذا حـدود تغييـرات   2
t 1   است. 2

3(C يخطي است كه نقطهپارهA( , )2  يرا به نقطهB( , )2
  رساند.  مي 2

xكنـد، بـا فـرض ايـن كـه     تغييـر مـي  هـا  آن چون طول دو نقطه ثابـت و فقـط عـرض     2 ،گـاه آنy t     اسـت و لـذا معادلـه پـارامتريC  صـورت بـه 

C(t) i tj  2  
yباشد و چونمي  

  2  داريموy tلذا ،t 
    خواهد بود. 2

C(t)كلياستفاده از فرمول  ،ABخطروش ديگر براي پارامتري كردن پاره A (B A)t  
  .با جايگذاري مختصات نقاطاستA وB    در اين فرمـول بـه

C(t)يرابطه (x(t) , y(t))
 ي پـارامتري معادله منظور همانرسيم كه ميC(t) x(t) i y(t) j 

   در ايـن روش همـواره  . اسـتt 1    .خواهـد بـود  

)Aدر اين مثال با جايگذاري , )2  وB( , )2
C(t)  خواهيم داشت: 2 A (B A)t ( , ) ( , )t ( , t) i tj , t  

            2 2 2 12 2 2
 

    

tتوجه داشته باشيد كه در اين روش كلي، همواره 1 است اما در روش اول با توجه به تغييراتy حدودt .را مشخص كرديم  

4 (Cيخطي است كه نقطهپارهA( , , )1 1 يرا به نقطهB( , , )1 2     كند.وصل مي 1
C(t)نويسـيم كنيم. در اين روش مـي ها استفاده ميخطابتدا از روش كلي پارامتري كردن پاره A (B A)t  

  و حـدود t   صـورت همـواره بـهt 1 
C(t)  ريم:هستند. پس دا ( , , ) ( , , )t (t , t , t) t i ( t) j ( t)k ; t                 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1

  
    

  را بنويسيم و سپس آن را پارامتري كنيم: ABي خطديگر آن است كه ابتدا معادله يك راه
A A A

B A B A B A

x x y y z z x y z zx y
x x y y z z ( )
      

        
      

1 1 111 2 1 1 1 2



  

xبا فرض  t ،گاهآنy t 1 وz t 2 xبه شكل زير است، دقت كنيد چون Cي پارامتريو لذا معادله 1 1و ،x t لذاt 1 باشدمي.  
C(t) t i (t ) j ( t )k , t
   

      1 2 1 1  
tصورتهر دو روش به از tدر اين مثال خاص، تغييرات 1 اسـتفاده از   در روشطـور كـه گفتـيم؛    هماندست آمد. اين موضوع كاملاً تصادفي است. به

C(t)فرمول A (B A)t  
 هميشهt 1 ها، حدوداما در ساير روش ،استt شود.ي تغيير متغيرها مشخص ميبا توجه به محدوده  

5(C قسمتي از منحنيy | x |  1 )ياست كه نقطه 1 , )  يرا به نقطه( , )2  كند.وصل مي  
  ه دو بخش تقسيم كنيم:با توجه به وجود قدرمطلق، بايد مسير را ب

C(t) C (t) C (t)x t C (t) t i tj ; tx ; x y t ; t
y

x ; x y t ; t C (t) t i ( t ) j ; t
                                

1 2 1

2

11 1
2 1 2 2 1 2 2 1 2

    
 

   

6 (C منحنيx y 2 2  است. 1

xهاي پارامترييكي از منحني y 2 2 x(t)صورتبه 1 cos t وy(t) sin t توان نوشتاست، چون مي:cos t sin t 2 2 ، t، اما حـدود تغييـرات  1
tصورتبه  2 است. يادتان باشد به طور كلي دايرهx y r 2 2 C(t)صورتبهتوان را مي 2 (r cos t) i (r sin t) j

 
  .پارامتري كرد  
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7 (C بيضيx y
a b

 
2 2
2 2   باشد كه مركز بيضي، مبدأ مختصات است.  مي 1

xكنيم؛براي اين بيضي فرض مي cos t
a
    و بـه عبـارت ديگـرx(t) a cos t همچنـين ،y sin t

b
    و بـه عبـارت ديگـرy(t) bsin t  ي لـذا معادلـه  و

C(t)به شكل Cپارامتري (a cos t) i (bsin t) j 
  باشد، حدود تغييراتميt  نيز براي بيضـيt  2         اسـت. يادتـان باشـد بـه طـور كلـي بيضـي

x y r
a b

 
2 2 2
2 C(t)صورتبهتوان را مي 2 (ra cos t)i (rbsin t) j 

 
  پارامتري كرد. 

8(C منحني تقاطع مخروطz x y 2 zيو صفحه 2    است.   2
xرا قرار دهيم و بنابراين 2، عدد zواضح است بايد به جاي y 2 2 xو بـه عبـارت ديگـر    2 y 2 2 ي پـارامتري ايـن دايـره    دانـيم معادلـه  و مـي  4

xصورتبه cos t yو 2 sin t   زير است: صورتبه Cيباشد و بنابراين معادلهمي 2
C(t) cos t i sin tj k  2 2 2

    
cosتوجه به تغييراتو با  t وsin tدر بازه صفر تا ،2لذا ،t   2 .خواهد بود  

9 (C محل برخورد صفحهy x و كرهx y z  2 2 2  در يك هشتم اول صفحه است. 4

y x رسيم:ي مقابل ميدهيم و به معادلهي دوم قرار ميرا در معادله  x x z x z     2 2 2 2 24 2 4  
كنم؛ حتماً بايد دو عبارت بر حسب سينوس و كسينوس باشند، براي جلوگيري از نمايي ميشود، راه 4چي قرار دهيم كه حاصل  zو xبه نظر شما به جاي

xدهم! فرض كنيد؛رسد بايد خودم جواب اتلاف وقت به نظر مي cos t zو 2 sin t   شود:، چون به شكل زير تساوي برقرار مي2

  ( cos t) ( sin t) cos t sin t , t 
     2 2 2 22 2 2 4 4 4 2  

tچون در يك هشتم اول صفحه است لذا 
  2 شود.در نظر گرفته مي  

10(C منحني فصل مشترك كرهx y z  2 2 2 xيگون به معادلهو سهمي 3 y z 2 2   است. 2
  با تلاقي دادن دو منحني داريم:

  x y z
z z z z (z )(z ) z , z

x y z

                  
 

2 2 2
2 2

2 2
3 2 3 2 3 3 1 1 3

2
   

ــا zام  3  ــه ــل قبــول نيســت، چــون معادل ــهي ســهمي قاب xصــورتب y z 2 2 ــه ممكــن اســت  2 xاســت و چگون y2 ــا عــددي منفــي   2 ــر ب براب
( z ( ) )   2 2 3 zشود!؟ بنابراين فقط 6 1 يمورد قبول است و به ازاي آن معادلهx y 2 2 ي را داريم و اين يعني يك دايـره داريـم كـه معادلـه     2
xپارامتري آن با فرض cos t yو 2 sin t C(t)  مقابل است: صورتبه 2 ( cos t) i ( sin t) j k  2 2 1

    
  اي به مركز مبدأ داريم.)است (چون دايره 2تا نيز از tو حدود تغييرات

 
  

  

روش حل انتگرال روي منحني (يا انتگرال روي خط)  
  

fتوان مراحل حل انتگرال روي خط را براي تابعبا توجه به توضيحات داده شده مي (x, y, z) بندي نمود:ه شكل زير دستهب  
 zيـا  x،yكنيم و با توجه بـه حـدود داده شـده بـراي متغيرهـاي     پارامتري مي tرا بر حسب Cبه وضوح داده نشده باشد، ابتدا منحني C) اگر منحني1

  كنيم.  را براي انتگرال جديد تعيين مي tحدود
fي، درضابطهtبر حسب Cي) پس از تعيين ضابطه2 (x, y, z)ا را بـر حسـب  ، تمام متغيره ـt  ي نويسـيم، در ايـن جايگـذاري بـا توجـه بـه ضـابطه       مـي

C(t) x(t) i y(t) j z(t)k  
  

 دهيم.قرار مي z(t)ها،zجاي تمام و به y(t)ها،y، به جاي تمامx(t)ها،xبه جاي تمام 

tيباشد كه همواره از ضابطهمي tبر حسب dsي بعدي نوشتن) مرحله3 t tds (x ) (y ) (z ) dt    2 2   شود.تعيين مي 2
 شود:داريم كه به راحتي با استفاده از فرمول زير محاسبه مي tتگرال معين معمولي برحسب يك متغير) در اين مرحله يك ان4

b
t t tC a

f (x,y,z)ds f (x(t) ,y(t) ,z(t)) x y z dt      2 2 2  
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 حاصل  :4مثال
C

x ds x، در امتداد فصل مشترك دو صفحه2 y z   وx y z  2ي، از مبدأ تا نقطه( , , )3 1   كدام است؟ 2

1 (9 2  2 (3 2  3 (9 14  4 (3 14  
 :هفصل مشترك دو صفحه با تلاقي دادن دو صفح  »4«گزينه  پاسخx y z    وx y z  2 ي شـود كـه يـك خـط بـه معادلـه      ، حاصل مي

x z 2 3  است، با فرضx tگاه، آنz t 
2
yو لذا 3 t

1
  صورت زير است:به Cي پارامتريو بنابراين معادله 3

C(t) (t) i ( t) j ( t)k | C (t) | ( ) ( ) ds dt              2 21 2 1 2 1 4 14 14 141 13 3 3 3 9 9 9 3 3
     

3  بنابراين داريم: 14
C

tx ds t ( )dt [ ] ( )    
332 2 314 14 14 27

3 3 3 3 3
  

  
 حاصل :5مثال

C
(x y z)ds  كه در آنC رد صفحهمحل برخوy x و كرهx y z  2 2 2 )در يك هشتم اول با جهت از نقطـه  4 , , )2 2  

)به , , )2  86(رياضي ـ سراسري   باشد كدام است؟مي(    
1( 4 4 2  2( 4 2  3( 4 2 2  4( 2 2 2  
 :خم »1«گزينه  پاسخC كنيم:صورت مقابل پارامتري ميرا به  

  x cos t , y cos t , z sin t , t 
    2 2 2 2  

t t tds x y z dt ds ( sin t) ( sin t) ( cos t) dt dt           2 2 2 2 2 22 2 2 2  

C
I (x y z)ds ( cos t sin t)dt ( sin t cos t)

 
           2 2 2 2 2 4 2 4 4 2 42


  

  
 حاصل انتگرال  :6مثال

C
(x y)ds كه در آنC دورگرد (محيط) مثلثي با رئوسO( , ) ،B ( , ) 1وA( , )1  ؟باشد، كدام استمي  

1 (2  2 (2 1  3 (  4 (
12 4  

 :براي درك بهتر مسير  »2«گزينه   پاسخCكنيم:را ترسيم مي  
  است: AOو OB،BAشامل سه مسير متفاوت Cطور كه مشخص است مسيرهمان

C OB BA AO
(x y)ds (x y)ds (x y)ds (x y)ds           

  پس براي هر سه مسير بايد جداگانه معادلات پارامتري را بنويسيم.

xداريم، OBدر مسير

y t









بنابراين ،OB i tj tj  
  
كهt 1 است و در مسيرBA :داريم  

BA B (A B)t ( , ) ( , )t (t , t) t i ( t) j ; t             1 1 1 1 1 1
  

     
xداريم AOو بالاخره روي مسير t 1 وy   كهt 1:حالا با جايگذاري معادلات پارامتري داريم .  

C
(x y)ds ( t) dt (t t) ( ) dt ( t ) ( ) dt                

1 1 12 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1
  
     

t t[ ] [ t] [t ]        
2 2

1 1 1 1 12 2 2 12 2 2 2    

كه به صورت Cدر انتگرال توابع حقيقي روي مسيرتوضيح: 
C

fds هستند، جهت حركت روي منحنيC   تأثيري بر جواب ندارد، به اين شرط كه همـواره

aحركت كنيد. وقتي روي يك مسير tدر جهت افزايش t b  ها را به صورتاست، بايد كرانb
a يبنويسيد. در همين مثال، وقتي از نقطهA  به سمت

xاز xرويم، مقدارمي Oينقطه 1 تاx   ها را در جهت كاهشدر حال كاهش است، اما ما نبايد انتگرالt   ي از معادلـه  حساب كنيم. به همـين دليـل
x t 1 كنيم كه با افزايشاستفاده ميt ازt   تاt 1 مقدارx به 1از ها شما را به خط. در واقع استفاده از فرمول كلي پارامتري كردن پارهرسدمي

xيمعادله t 1 رساند:مي  A (O A)t ( , ) ( , )t ( t , )       1 1 1      
  

x

y

A

B

O
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yArctgهرگاه از تابعتوجه: 
x

  كنيم، لازم است به علامتاستفاده ميx دقت كنيم تا مقدار را به درستي تشخيص دهيم. اگر مقدارx    ،منفـي باشـد

)Arctgدانيم كهرا اضافه كنيد. براي مثال همه مي دست آمده،ي بهبايد به زاويه ) 
1 )Aاست. حـالا فـرض كنيـد نقـاط     4 , )2 )Bو 2 , ) 2 ابتـدا و   2

yداريم Aير نقطهانتهاي مسير باشند. د
x
 

2 yهم Bينقطهدر ، 12
x


 


2 )Arctg دقتـي كنـيم در هـر دو نقطـه    پـس اگـر بـي    ؛12 ) 
  1 را  4

A، xيكنيم: در نقطهطور عمل مياين xآوريم. اما با دقت به علامتدست ميبه   است پسArctg( ) 
  

2
2 B،x ي. در نقطـه 4     اسـت پـس 

Arctg( )  
     


2 5
2 4 4 .  

 الخطرال منحنيمقدار انتگ :88مثال
C

xdy ydx
x y



 2 2 روي منحنيC : x y x y   2 2  از( , )1  تا( , )1 در جهت مثلثاتي كدام است؟  

  )81(رياضي ـ سراسري       

1 (
 2  2 (  3 (

2  4 (2  

 :دسـت آوريـم. نقطـه    متن درس كافي است مقدار زاويه نقاط داده شـده را در مختصـات قطبـي بـه     مطالببا توجه به   »3«گزينه   پاسخ( , )1   روي

اينها واقع است، بنابرxمحور 1 و نقطه ،( , )1 روي محورyها واقع است و بنابراين
 2   :داريم . در نتيجه2

C

xdy ydx
x y

 
   

 2 12 2 2  
  

 اگر  :89مثالC اي با مركزدايره( , )2 باشد كه در جهت مثلثاتي در نظر گرفته شده است در ايـن صـورت مقـدار    1و شعاع  2
C

y xdx dy
x y x y



  2 2 2 2  

  )97ـ سراسري  MBA(      ؟كدام است
1 ( 2   2 (   3 (   4 (2  

 :ابتدا منحني  »2«گزينه   پاسخC كنيم. اگر به خاطر داشته باشيد براي تابع را در صفحه مختصات رسم مي
y x,F ( )

x y x y



 2 2 2 2

 تساويP Q
y x
 


 

براي اين ميدان مقدار  جا پايستار نيست.در همه برقرار است ولي 

C
F.dr


 ي محصور توسط آن خم قرار نداشته باشد برابر صفر است. با درون ناحيه روي هر منحني بسته كه مبدأ

   ر صفر است.شود پس طبق قضيه گرين حاصل انتگرال موردنظتوجه به اينكه ناحيه داده شده در سؤال شامل مبدأ نمي
 

 مقدار  :09مثال
C

(x y)dx (x y)dy
x y

  

 2 2كه در آن ،C يدايرهx y a 2 2     ؟است كه يكبار در جهت مثلثاتي طي شده است، چقدر است2

1 (  2 (2  3 ( 2  4 (4  

 :دايره»  3«گزينه  پاسخx y a 2 2 x              نويسيم:صورت پارامتري ميرا به 2 a cos t , y a sin t , t    2  
    :داريم بنابراين

 2
C

(x y)dx (x y)dy (a cos t a sin t)( a sin t) (a cos t a sin t)(a cos t) adt dt dt
x y a cos t a sin t a

         
    

    
2 22 2

2 2 2 2 2 2 2     

توان به دو قسـمت  ي قبل نيز پاسخ داد، دقت كنيد كه انتگرال اين سؤال را ميتوان با توجه به نتايج دو تابع برداري گفته شده در نكتهالبته سؤال بالا را مي
 به شكل مقابل تفكيك كرد:

  
C C

y x x yI dx dy dx dy
x y x y x y x y


    
    2 2 2 2 2 2 2 2   

ماند انتگرال اول، گفتـيم حاصـل ايـن انتگـرال وقتـي در جهـت مثلثـاتي طـي         با صفر است، پس فقط مي خبُ گفتيم انتگرال دوم روي هر مسير بسته برابر
است، اما چون يك علامت منفي پشت آن قرار دارد، حاصل 2شود، برابر بامي 2 شود.مي  

  

2

1

1 2
x

y
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 اگر خم  :91مثالC قوسي از دايرهx y 2 2 )Aي، از نقطه4 , )2 )Bتا 2 , )2  در جهت مثلثاتي باشد، مقدار
C

ydx xdy
x y

 

 2 برابر بـا كـدام    2

  گزينه است؟

1 (


3
4  2 (3

4  3 (2  4 (  

 :نظر به اين كه »  2«گزينه  پاسخcurlF 

 وF

 انتهايي ي اويهناحيه داده شده پيوسته است، با توجه به مطالب متن كتاب، حاصل انتگرال اختلاف ز
)Aي ابتداييي نقاط ابتدايي و انتهايي را حساب كنيم. نقطهو ابتدايي است، بنابراين كافيست زاويه , )2 )Bي انتهاييو نقطه 2 , )2  است، لذا داريم:    

3
4Arctg( ) Arctg , Arctg( ) I 

              


2 1 4 2 42


ÂÄHkTMH ÂÄI¿TºH ÂÄI¿TºH ÂÄHkTMH  

  
 فرض كنيم :92مثالydx xdyI

x y



 2 2 مقدارI اي به مركز مبدأ و شعاعروي دايرهa   85(نفت ـ سراسري   در جهت مثلثاتي كدام است؟(  

1 ( 2  2 (2  34  ) صفر (a2 يعني محيط دايره  
 :دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »1«گزينه   پاسخ  

xdyطبق نكات گفته شده در درسروش اول:  ydx
x y



 2  انتگـرال خواسـته شـده در مسـأله     است، بنابراين مقدار 2روي هر مسير بسته شامل مبدأ برابر 2

 2 .خواهد بود  
xصورت پارامتريرا به aدايره به شعاعروش دوم:  a cos t،y a sin t نويسيم كهميt [ , ] 2:در اين صورت .  

ydx xdy a sin t ( a sin tdt) a cos t (a cos tdt) dt
x y a cos t a sin t

    
  

 2 2 2 2 2 2  

           :  داريم بنابراين
C

ydx xdy dt
x y


    

 
2

2 2 2


  

 

 اگر :93مثالC منحنيr sin  24 باشد كه   2مقدار ،
C

ydx xdy
x y



 2   كدام است؟ 2

1( 2  2 ( 2  34  ) صفر (4   
 :با توجه به نمودار مسير  »2«گزينه   پاسخC     را در  ايـن منحنـي مبـدأ    ،باشـد كه بـه صـورت مقابـل مـي
با توجه بـه نكتـه گفتـه شـده در ايـن سـؤال قرينـه         Qو Pهايؤلفهگيرد و همچنين با توجه به اين كه مبرمي
اند، پس حاصل انتگرال برابرشده 2 باشد.مي  

  
  

 

 حاصل انتگرال  :94مثال
C

y xI dx dy
x y x y
  

 
  2 2 2 2

2 2، در صورتي كهC يمنحني بستهx y 8 8 باشد، كه دو بار در جهت مثلثـاتي طـي    1

  كدام است؟ است، مقدار 22شده برابر با

1 (
8  2 (

4  3 (
2  4 (2  

 :با توجه به اين كه»  2«گزينه  پاسخC بار پيموده شده است، بنابراين داريم: 2ي محصور اين خم قرار دارد و اي است كه مبدأ در ناحيهمنحني بسته  


     28 2 4      ،y xI dx dy ( )
x y x y


        
  2 2 2 22 2 2 2 8  

  

 فرض كنيد  :95مثالC يخطي متشكل از خط واصل نقطهپاره( , )1 )به 1 , )3   يخـط واصـل از نقطـه   و سپس پـاره( , )3   بـه( , ) 1   باشـد.   3

xاگر yF i j
x y x y

 
 

1 2 2 2 2
 وy xF i j

x y x y


 
 

2 2 2 2 2
  در اين صورت حاصل

C C
I F .dr F dr  1 2

   كدام است؟  

1 ((Ln )
1 1322 6  2 ((Ln )

1 1322 6  3 ((Ln )1 22 6  4 (Ln 
2 6  

x

y

44

5

5

C
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 :بـا توجـه بـه ايـن كـه منحنـي        »2«گزينـه    پاسخC    تـوان گفـت؛ تـابع پتانسـيل    كنـد، طبـق مطالـب مـتن كتـاب مـي      از مبـدأ عبـور نمـيF1
    برابـر بـا

f Ln(x y ) 2 2
1

1
F2و تابع پتانسيل 2

 برابر باyf Arctg
x

2 است. در واقعf Lnr1 وf  2 ي ابتدايياست. دقت كنيد در اين سؤال نقطه( , )1  و نقطه 1

)انتهايي , ) 1     :است. پس داريم 3

C
F .dr Lnr Lnr Ln[( ) ( ) ] Ln( ) Ln Ln Ln Ln            2 2 2 2
1

1 1 1 1 1 4 11 3 1 1 4 2 22 2 2 2 2 2 2
 

ÂÄI¿TºH ÂÄHkTMH    

C
F .dr Arctg( ) Arctg( )   

        
 2

3 1 4 13
1 1 3 4 12

 
ÂÄI¿TºH ÂÄHkTMH  

I  پس داريم: Ln (Ln ) 
   

1 13 1 132 22 12 2 6
  

 

 فرض كنيد  :96مثال( x xy y)i ( y x y x) jF(x,y)
x y

    




3 2 3 2
2 2

2 2 2 2 2 2
 

 وC منحني شكل زير باشد، مقدارF.dr
 كدام است؟ ،    

1 (  
2 (6   
3 (2   
4 (4   

y

x

C

 

  
 :كنيد؛ منحنيطور كه ملاحظه ميهمان»  4«گزينه  پاسخC از طرفي چـون عبـارت  گيردمبدأ را در بر مي ،x y2 در مخـرج وجـود دارد و باعـث     2
Fشده
 ي رسد حجم محاسبات كمي كـار را سـخت كنـد! بـا نگـاهي بـه ضـابطه       در مبدأ ناپيوسته شود، پس بايد سراغ روش پارامتري برويم. اما به نظر مي
Fميدان
 توان دريافت كهميF

 هايقابل تفكيك به دو قسمت است كه حاصل يكي از انتگرالF
 :را از قبل بلديم    

F
F

x xy y x y y x y xF(x, y) i j ( i j) x i yj ( i j)
x y x y x y x y x y x y
  

        
     

1
2

3 2 3 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2




       



  

  بنابراين داريم:
C C C

F.dr F .dr F .dr   1 22
        

دانيم حاصلاما مي
C

F .dr 2
 برابر با ،2  در پشت آن، حاصل قسمت دوم برابر با 2است و با توجه به ضريب   2 2 شود، پـس كافيسـت حاصـل    مي 4

C
F .dr 1
  دست آورده و بارا به4 جمع كنيم، اما

C
F .dr 1
  صورت مقابل است:به  

C C
F .dr xdx ydy  1 2 2
    

Pكنيد؛اگر دقت كنيد، ملاحظه مي Q
y x
 


 

  شود.مي 4، و اين يعني حاصل انتگرال فوق صفر است و لذا حاصل كل انتگرال همان

 

 مقدار انتگرال  :97مثال
C

x y x yI dx dy
x y x y

 
 

  2 2 2 xمنحني Cكدام است؟ ( 2 y( ) ( ) 
2 2
3 3 13 Aدر ربع اول و از نقطه 2

3


Bتا نقطه  2
 است(.  

  )91(عمران ـ سراسري 

1 (Ln 


2
3 2  2 (Ln 


3
2 2   

B

A
x

y

  
3 (Ln 


2
3 2  4 (Ln 


3
2 2  

 :دانيم و قرار است تست را كامل حل كنيم:كنيم فرمول كتاب را نميابتدا فرض مي»  3«گزينه   پاسخ  
C

x y x yI dx dy
x y x y

 
 

  2 2 2 2  

صورت انتگرال برداريتوان بهرا مي انتگرال فوق
C

F.dr
  در نظر گرفت كه در آنF

 باشد:به اين صورت مي  x y x yF i j
x y x y

 
 

 2 2 2 2
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F
 يك ميدان پايستار (كامل) است زيرا با فرضx yP

x y



2 xو 2 yQ

x y



2 Pداريم 2 Q y x xy

y x (x y )
   

 
  

2 2

2 2 2
كنيم. . پس تابع پتانسيل آن را پيدا مي2

Vتابع پتانسيل از فرمول Pdx Qdy   آيد، اما در عبارتدست ميبهQ جملاتي را كه شاملx گيريم. پـس كسـر  ظر نميباشند در نx yQ
x y




2 2   

x  است. xشود، زيرا شامل متغيربه طور كلي حذف مي y xV dx ( )dy Ln(x y ) Arctg( ) c
yx y


     

  2 2
2 2

1
2  

  در تابع پتانسيل حساب كنيم: cي ابتدا و انتهاي مرزتوانيم انتگرال روي مرز را مانند انتگرال معين با جايگذاري نقطهاكنون مي

I V V V( , ) V( , ) Ln Arctg( ) Ln Arctg( ) Ln Ln( ) Ln  
              21 1 1 4 1 2 22 3 4 92 2 2 9 2 2 3 2 3 2  I¿TºH HkTMH  

xتـــابع پتانســـيل مربـــوط بـــهتوضـــيح:  yF ( , )
x y x y


 

1 2 2 2 2
 تـــابعLn(x y ) Lnr 2 21

اســـت. همچنـــين تـــابع پتانســـيل مربـــوط بـــه  2

y xF ( , )
x y x y

 
 

2 2 2 2 2
 همانyArctg( )

x
   اين مثال ميدان بردارياست. درF F F 1 2

   تـوانيم بـدون حـل انتگـرال بگـوئيم:      را داريم. پس مي

yV Ln(x y ) Arctg( ) c
x

   2 21
  رسيم.و سپس با جايگذاري نقاط ابتدا و انتهاي مسير به جواب مي 2

)xArctgالبته تعجب نكنيد كه چرا در روش قبلي )
y

 ده و در اين روشدست آمبهyArctg( )
x

yبه وجود آمـده اسـت. زيـرا     xArctg( ) Arctg( )
x y


 2 

و
  گذارد.هم جزء ثابت انتگرال است و در جواب انتگرال معين تأثيري نمي 2

 

 اگر  :98مثالC دايرهx y 2 2   گاه حاصل انتگرال زير كدام است؟باشد كه در جهت مثلثاتي طي شده است، آن 1

cosx siny
C

xy y x x yI [ (tgx)e ]dx [ (tgy)e ]dy
x y x y x y x y

     
   

2 2
4 4 2 2 2 2 4 4
2 3 3 2   

1 (  2 (2  3 (8  4 (6  

 :شويم سؤال سـخت نيسـت!   رسد! اما اگر خوب به عبارات زير انتگرال دقت كنيم، متوجه ميظاهر سؤال كمي وحشتناك به نظر مي»  4«گزينه  پاسخ
  نويسيم:صورت زير ميابتدا انتگرال را به سه انتگرال مجزا به

cos x sin y
C C C

xy x y y xI dx dy (tgx)e dx (tgy)e dy dx dy
x y x y x y x y


     

     
2 2

4 4 4 4 2 2 2 2
2 2 3    

  كنيم:نه حساب ميها را جداگاخبُ حالا هر يك از انتگرال
xدر انتگرال اول ميدان پايستار نيست، چون در مخرج ميدان داده شده در زير انتگرال عبارت y4 داريم، كه در مبدأ پيوسته نيست، بنابراين با اسـتفاده   4

  كنيم:از روش پارامتري حاصل انتگرال را محاسبه مي

C
xy x y ( cos t)(sin t) ( sin t) (cos t) (sin t) cos tI dx dy [ ]dt

x y x y cos t sin t

   
  

   
2 2 2 22

1 4 4 4 4 4 4
2 2 2 2


  

sin«صورت كسر از عبارت  در t cos t2 «فاكتور گرفته و در مخرج كسر از اتحادcos t sin t sin t cos t  4 4 2 21   كنيم:استفاده مي 2
sin t cos t(sin t cos t) sin tdt ( sin t)dt ( sin t) dtI dt [Arctg(cos t)]

sin t cos t cos t( sin t) ( cos t)

        
     

   
   

2 22 2 2 2 2
1 2 2 22 2

2 2 2 2 2 21 11 2 1 21 2 2 1 1 22 2
   

  

توان شرط پايستار بـودن را بررسـي   كند، مياي ميدان داده شده ايجاد نميگونه ناپيوستگي بررويم، در اين انتگرال چون مبدأ هيچمي I2حالا سراغ انتگرال
cos  كرد: x sin y cos x sin y

C
(tgx)e dx (tgy)e dy P (tgx)e ,Q (tgy)e     

Pچون Q
y x
 

 
 

باشد و چون منحني، لذا ميدان پايستار ميC نتگـرال اول صـفر   جـا مجمـوع دو ا  بسته است، پس حاصل اين انتگرال صفر است. تا اين

ي گفتـه شـده نيـاز بـه محاسـبه نـدارد، چـون        برابر با حاصل انتگرال سوم است و حاصل انتگرال سوم با دانستن نكتـه  Iشده است، بنابراين حاصل انتگرال
6Iين انتگرال ضرب شده است، پسدر ا 3است و چون عدد  2دانيم حاصل اين انتگرال برابر بامي    3   شود.مي 2
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نكاتي در مورد تعداد دفعات و جهت پيموده شدن منحني هاي بسته   
  

بيـان   گاهي اوقات ممكن است با سؤالاتي برخورد كنيم كه تعداد دفعات پيموده شدن و جهت حركت بر روي منحني به طور واضح و آشكار در صورت سؤال
كنـيم يـك بيضـي بـا     ي پارامتري منحني مشخص شده باشد. براي اين كه مطلب را خوب متوجه شويد، فرض مـي د و البته اين موضوع در معادلهنشده باش

tي پارامتريو مركز مبدأ با معادله bو عمودي aهاي افقيشعاع  2،C(t) (a cos t) i (bsin t) j 
  ي پارامتري ايـن  مشخص شده باشد. ضابطه

tگويد؛ اول اين كه منحني فقط يك دور كامل ازمنحني دو مطلب را به ما مي   تاt  2       طي شده است و دوم اين كـه در جهـت مثلثـاتي طـي شـده
  ي درك بهتر به شكل و توضيحات زير توجه كنيد:است. طي شده است. برا

tبــه ازاي  ي شــروع، يعنــي، در نقطــه(a , ) هســتيم، درt 
 )يبــه نقطــه 2 , b)در ،t   يبــه نقطــه( a , ) در  ،t 


3
)يبــه نقطــه 2 , b)   

tو در  2 يدوباره به نقطهA(a , ) ي زمـاني رسيم كه ابتداي منحني است. پس در بازهميt  2    ايـم. ثـاتي طـي كـرده   يـك دور كامـل در جهـت مثل  
   

C(t) صـورت بهحالا اگر همين منحني  (a cos t) i (bsin t) j , t    2 2 2
 

     تـوانيم  پـارامتري شـده باشـد، مـي
شـود) چـرا   برابر طي مي 2شود (منحني با سرعت بيشتري، يعني با سرعت ، دو بار طي مي2تا ي زمانيبگوييم در بازه

tكه به ازاي   يدر نقطه (a , )به ازاي ،t 
 )يدر نقطه 2 a , )   و بـه ازايt    يدر نقطـه(a , )   يعنـي اول

tي زمــاني در بــازه منحنــي هســتيم. پــس   ي ايــم و بنــابراين در بــازهيــك دور كامــل منحنــي را طــي كــرده
tزماني  2 ايمدو بار منحني را طي كرده.  

C(t)ي پارامتري: براي معادله1نتيجه  (acoskt)i (bsinkt) j 
  توان گفت؛ منحني مي»k كنـد،  منحني را در جهت مثلثـاتي طـي مـي   » دور  

كه هر دور در مدت زمان 
k
2از ،t   تاt

k



2( t )

k


 
2

شود.، طي مي  

C(t)باشد. دقت كنيـد بـراي  رامتري داده شده ميموضوع بعد، فهميدن جهت طي شدن منحني با توجه به منحني پا (a cos t) i (bsin t) j 
    چـون بـا ،

C(t)كنيم. ولـي اگـر مـثلاً   كنيم، پس يعني در جهت مثلثاتي حركت ميهاي مثبت حركت ميy، به سمتtافزايش (a cos t) i (bsin t) j 
    را داشـته

هاي ساعت) در حركت هستيم و يـا  كنيم، پس يعني در جهت خلاف مثلثاتي (جهت حركت عقربههاي منفي حركت ميyبه سمت tم چون با افزايشباشي
C(t)حتي اگر مثلاً (a sin t)i (bcos t) j 

  را داشته باشيم، چون با افزايشt از نقطه شروع( , b)    يدر حال حركت بـه سـمت نقطـه(a , )   ،هسـتيم
  كنيم.  هاي ساعت و يا همان جهت خلاف مثلثاتي حركت ميپس در جهت عقربه

C(t)ي پـارامتري براي مثال، فرض كنيد منحني با ضـابطه  ( sin t)i ( cos t) j   2 2
  اده شـده اسـت، بـا توجـه بـه      د

kتوضيحات داده شده، در اين   باشد، پس براي ميt از صفر تا


)2تا  و به عبارت ديگر از 2 t )  2 يك دور ،

tشود. اگر به نقاط مختلف مسير حركت دقت كنيد، دريموده ميكامل دايره پ   يدر نقطه( , )2   ي ، يـا همـان نقطـه

tشروع هستيم، در  1
)يبـه نقطـه   2 , )2 در ،t 1   يبـه نقطـه( , )2در ،t  3

)يبـه نقطـه   2 , )2    و در نهايـت

tدر  )يدوباره به نقطه 2 , )2 طور كه ديديد به دليل تعويض جايرسيم هماني شروع مييا همان نقطهsin باcos ،
  جهت حركت تغيير كرد. بنابراين نتيجه زير را داريم:

را  cosktو يـا  sinktكند و اگر علامـت يكـي از جمـلات   گاه جهت حركت تغيير ميرا با هم عوض كنيم، آن cosktو sinkt: اگر جاي2نتيجه
  كند.عوض كنيم، باز هم جهت حركت تغيير مي

 منحني پارامتري  :99مثالC(t) ( cos t ,sin t) 3 4 4
 وt  2 را در نظر بگيريد. حاصل انتگرال

C
y xdx dy

x y x y



  2 2 2   ، چقدر است؟2

  )82سراسري  (تاريخ و فلسفه علم ـ
1 (  2 (2  3 (4  4 (8  
 :ي محدود به مرزاگر مبدأ درون ناحيه»  4«گزينه  پاسخC با تبديل منحني از پارامتري به دكارتي داريم: گاه حاصل انتگرال صفر است امانباشد، آن  

xC(t) cos t i sin t j x cos t , y sin t y       
2

23 4 4 3 4 4 19
   

زماني اسـت كـه مسـير يكبـار در      2) را انتخاب نماييد، چـون 2پس مسير يك بيضي است كه مبدأ درون آن قرار دارد، اما دقت كنيد نبايد سريع گزينه (

sinما در ايـن سـؤال  ، امثلثاتي طي شده باشدجهت  t4 وcos t4    داريـم و ايـن يعنـيk  tو بـه عبـارت ديگـر بـراي ايـن منحنـي در       4  
  

2
4 2 ،  

2

2

2

2

ي شروعنقطه

x

y

t 

b

t 2


a
b

3t 2


t  
x

y

a
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

x x

x

y x x
D y x

I [( ) ( x y)]dA ( x y )dydx [x y y] dx
 


           

22 2
2 2

1 2 12 2 2 21 2 2 1
 

  

[(x ( x x ) x x ) (x x x )]dx       
1 2 2 2 2 2 4 22 2


  

[x ( x x x ) x x x x ]dx ( x x x x )dx             
1 12 2 4 3 2 6 2 4 5 24 4 2 4 4 2 2
 

  


7
15

x x x[ x ] [ ] ( )  
            

15 6 324 4 2 4 2 2 12 1 15 115 6 3 5 3 3 15
   

 

 حاصل انتگرال  :116مثالy y
C

( y xe )dx ( x ye )dy 
2 22 23 2 2در صورتي كه ،C الاضلاعي به رئوسمرز متوازي( , ) ،( , )2 ،( , )3 )و 1 , )1 باشد  1

  هاي ساعت پيموده شده است، كدام است؟كه در خلاف جهت حركت عقربه
1 (6-  2 (6  3 (12  4 (12-  
 :مرز»  1«گزينه  پاسخCاست: زيرالاضلاع شكل ، مرز متوازي  

ها نامنظم اسـت و بـراي رفـع    yي گرين استفاده كنيم. اگر دقت كنيد ناحيه نسبت به محورتوانيم از قضيهكه مسير بسته است، بنابراين ميبا توجه به اين 
  تعيين شوند: ABو OHي خطوطاين مشكل ابتدا لازم است معادله

y (x ) y x x y
       


1
1
 


  OHي خطمعادله 

y (x ) y x x y 
         


1 2 2 23   ABي خطمعادله 2

  م:كنند، بنابراين داريتغيير مي 1تا  هم از yهايو با توجه به اين كه كران

   6y x y y
yD y x y

Q PI ( )dxdy ( y)dxdy [ xy] dy ydy [ y ]
x y

   
 

 
          

     
1 2 1 12 2 16 6 12 6   

  
 

 گرالانت :117مثال
C

(cosxsiny x y)dx sinxcosydy  Cيروي دايره3 : x y 2 2   )92(رياضي ـ سراسري   ؟كدام است 1

)3  1) 2  ) صفر1
2  4(  

 :كه منحنيبا توجه به اين»  1«گزينه   پاسخc باشد، با استفاده از قضيه گرين داريم: بسته مي  

c D
(cos xsin y x y)dx sin x cos ydy [ (sin x cos y) (cos xsin y x y)]dA

x y
 

    
  3 3  

D D
(cos x cos y cos x cos y x )dA x dxdy    3 3   

  .باشد، حاصل انتگرال فوق برابر صفر استها متقارن ميy(دايره به مركز مبدأ) نسبت به محور  cكه تابع زير انتگرال فرد است و ناحيه داخلتوجه به اينبا 
  

 حاصل   :118مثال
C

( x y )dx (x y )dy   2 2 2 22 ) كدام است؟ ،C نشان داده شده در شكل زير است.)منحني بسته   
  )97(معماري كشتي ـ سوانح طبيعي ـ نفت ـ سراسري 

1 (8
3   

2 (4
3   

3 (2
3   

4 (   
  

 :كنيم:گرين استفاده ميا توجه به اينكه مسير داده شده ساده و بسته است، از قضيه ب  »2«گزينه  پاسخ  

C C D D D
Q PI ( x y )dx (x y )dy Pdx Qdy ( )dA ( x ( y))dA (x y)dA
x y

 
            

     2 2 2 22 2 2 2    

با در زير انتگرال فرد است، پس انتگرال آن در اين ناحيه صفر خواهد بود. حالا  xمتقارن و تابع  xقبل از محاسبه اين انتگرال، توجه كنيد كه ناحيه نسبت به متغير 

  :استفاده از مختصات قطبي داريم
D

rI ydA (r sin )rdrd sin d r dr ( cos )( ) ( )( )
                  

131 1 2 1 42 2 2 2 2 1 13 3 3   


   

  

-1

y 

x

y

x
2

2y x

2y 2x x D

0 1

1

y

x
1 2 3

1
D

A

BH

O
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انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحني:  پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مقدار :119مثال
C

x x y y yx y xdx dy
x y x y
   


 

5 3 2 2 3
2 2 2 2

3 xمنحني C، كدام است؟ هرگاه3 y 4 4     در جهت مثلثاتي باشد. 1
  )95 (صنايع ـ سيستم ـ سراسري

1 (  2 (2  3 (4  4 (6  
 :هايبا توجه به اين كه در انتگرال داده شده مؤلفه»  4«گزينه   پاسخP وQ توانيم حاصل انتگرال را به سـادگي از روش پـارامتري   باشند، نميده نميسا

  داريم: Qو Pبندي جملات دركردن مسير به دست بياوريم، پس با مرتب كردن و دسته

C C
x (x y ) y y(x y ) x y xI dx dy (x )dx (y )dy

x y x y x y x y
   

     
    

3 2 2 2 2
3

2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3  

C C

I I

y xx dx ydy dx dy
x y x y


   
  

1 2

3
2 2 2 23

 
  

x  ي گرين داريم:با استفاده از قضيه I1يسبهبراي محا yD D
I (Q P )dydx ( )dydx     1     

)يكه ميدان برداري معروفي است، طبق متن كتاب چون نقطه I2در مورد , )  :درون مرز قرار دارد خواهيم داشت  I  2 2  
I  در نتيجه داريم: I I ( )      1 23 3 2 6 

  

 ميدان برداري  :120مثالF (y, x tg(tgy)) 2 يرا در صفحهxy در نظر بگيريد و خمC ي محدود را مرز ناحيه  
(x ) (y ) }   2 22 2 Dو 1 { x , y    2 2 گذاري شده است، در نظر بگيريد. حاصل،كه در جهت مثلثاتي جهت

C
F.dr
  كدام است؟  

  )Harvardدانشگاه  2(از سؤالات رياضي عمومي 

1 (
2 2  2 (

4 2  3 (
4 4  4 (

2 2  

 :با توجه به ناحيه»  3«گزينه  پاسخD صورت مقابل است، با توجه به اين كـه مسـير بسـته    داده شده شكل به
  گيريم:ي گرين كمك مياست، لذا از قضيه

مساحت ناحيه  
D D D

Q PI ( )dA ( )dA dA D
x y

 
     

   2 1  

  برابر با مقدار زير است: Dمساحت ناحيهاما 


4 4    
12 2 ) 1اي به شعاع (مساحت دايره14 

1
  Dمساحت ناحيه ) 2(مساحت مربعي به ضلع  4

توانـد ارزش قضـيه گـرين را    هايي اسـت كـه مـي   سازي به محاسبات طولاني منجر خواهد شد و اين مثال هم از آن مثالياستفاده از روش پارامترتوضيح: 
  مشخص كند!

  

 يدفرض كن :121مثالاي به مركز مبدأ و شعاع مرز دايرهR هاي ساعت (جهت مثبت) است. اگردر جهت خلاف عقربهF (F ,F ) 1 ميدان بـرداري   2
xyFباشد كه y e

x y


  


2
1 2 2 xFو2 x tgy

x y
  


2

2 2 F.dr، در اين صورت2


 91(علوم كامپيوتر ـ سراسري   ؟كدام است(  

1(2 2((R ) 2 1 3(( R ) 23 2 4(( R ) 22 2 

 :مرز»  3«گزينه   پاسخ ي گرين استفاده كنيم. امابسته است. پس بهتر است از قضيهF1 وF2 در( , )  .تعريف شده نيستند پس ناپيوستگي دارند  
    ها از گرين استفاده كنيم:  ها را جدا كرده و براي آن قسمتهاي پيوسته آنتوانيم قسمتبا اين حال مي

x x

II

y x y xI ( y e )dx ( x tgy )dy dx dy ( y e )dx (x tgy )dy
x y x y x y x y  

              
     

2 2

21

2 2
2 2 2 2 2 2 2 22 2


  

R  كنيم:ي گرين استفاده مياز قضيه I2براي 23) مساحتx yD D
I (Q P )dydx ( )dydx (D      2 1 2 3  

I. پس2شوددانيم كه با يك بار گردش حول مبدأ، حاصل اين انتگرال مي، طبق متن درس ميI1براي  1 2  
I I I R ( R )        2 2

1 2 2 3 3 2  
  توانيد با پارامتري كردن دايره، حاصل آن را حساب كنيد:خاطر نداشته باشيد ميبه I1اگر متن درس را در مورد توضيح:

x R cos t , y R sin t , dx R sin tdt , dy R cos t dt      
ydx xdy R sin t R cos tI I dt dt
x y R

 



  
      

  
2 2 2 22 2

1 12 2 2 2
 

  
  

y

x
1 2

1

2

D

1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 
 ششمفصل 

  »انتگرال روي سطح « 

  و كاربردهاي آن  حقيقيبراي توابع  انتگرال روي سطح :1درسنامه 
  

خواهيم شد. در اين فصل ميها، انتگرال تابعي بر روي يك خط و يا يك منحني در فضا حساب ميآشنا شديم كه در آن سؤالاتيخط با در فصل انتگرال روي
  آشنا شويم.رويه در فضا گيري بر روي يك با انتگرال

است و اين كار به اين دليل انجام صفحه دهيم، تصوير كردن آن بر روي يك ترين كاري كه ما انجام ميي انتگرال روي يك سطح يا رويه، مهمدر واقع براي محاسبه
ديم و به محض اين كه تصوير رويه مشخص شود، ما ديگر خيلي به گيري بر روي سطوح دو بعدي را بلهاي انتگرالهاي چندگانه روشگيرد كه ما از فصل انتگرالمي

تصـوير شـده    xoyيبر روي صفحه Sيبينيد، رويهمي» الف« طور كه در شكلكنيم در روي زمين به كار خود ادامه بدهيم!! همانكنيم!! و سعي ميفضا فكر نمي
  پـردازيم)  مـي هـا  آن هايي داريم كه بعداً بـه ذكـر  توانيم تصوير كنيم (البته محدوديتاين نكته لازم است كه رويه را در هر كدام از صفحات مختصات مي است. ذكر

   .اي به شعاع كره هستندنشان داده كه بديهي است هر سه تصوير، دايره تصوير يك كره را بر روي هر سه صفحه» ب«شكل 

S

z

y

x
D

o

  
  »لفشكل ا«

  
  »شكل ب«

محاسـبه انتگـرال   (اسكالر) و توابع برداري سر و كار داريم. در اين درسنامه روش  حقيقييعني توابع  ،خط، اينجا نيز با دو نوع تابعهمانند فصل انتگرال روي
  كنيم.داري بحث ميرا بيان كرده و سپس در درسنامه بعد، در مورد انتگرال روي سطح براي توابع بر حقيقيتوابع  براي روي سطح

,g(xيبه معادله Sاي مانند فرض كنيد رويه: حقيقيانتگرال روي سطح براي توابع  y, z) C  (اسـكالر)   حقيقـي خـواهيم انتگـرال تـابعي    داريم و مـي
fمانند (x, y, z) را رويS حساب كنيم، يعني قراره حاصل

S
I fd  رو حساب كنيم، در اين صورت اگر فرض كنيمD  تصوير ناحيـهS   روي يكـي از

  تساوي زير را داريم: گاهآنباشد، صفحات مختصات 

S D
| g |fd f dA

| g.p |


 
 

  

gدر اين رابطه،
گراديان رويه ،g وp ي تصوير ي تصوير است. براي مثال اگر صفحهبردار يكه عمود بر صفحهxoy   ،گـاه آنباشـدp k

    در نظـر گرفتـه
iيكي از سه بردار pشود. در واقعمي


،j


kو


g.pشود كـه ي تصوير هميشه طوري انتخاب ميباشد، (صفحهمي  
      پـذير  و ايـن انتخـاب هميشـه امكـان

برابـر بـا    xoz، بـراي صـفحه  dxdyبرابـر بـا   xoyده است. (براي صفحهاي است كه رويه موردنظر تصوير ش، المان مساحت در ناحيهdAاست.) همچنين 
dxdzو براي صفحهzoy برابر باdzdy(.است  

  هاي حل انتگرال روي سطح، بهتر است تصوير چند رويه را بر روي صفحات مختصات با هم مرور كنيم:شقبل از پرداختن به رو
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طحانتگرال روي س: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

z

y

x

D

)به مركز كرهيك نيم , , )3    كـه
تصوير شده و  xoy يبر روي صفحه

بينيد تصـوير آن  طور كه ميهمان
  يك دايره است.

z

y

x

S
3

  

  
قسمتي از يك مخروط كه بر روي 

صــوير شــده و  ت xoy يصــفحه
بينيد تصـوير آن  كه مي طورهمان
هاي ي بين دو دايره به شعاعناحيه

  است. 2و  1

2

1

21
y

z

x

2 2z= x +y

  

yيقسمتي از استوانه x كـه   22
تصوير شده و  zox يبر روي صفحه

بينيد تصـوير آن  طور كه ميهمان
 1و عـرض   3يك مستطيل با طول 

  است.
y

z

x

(1,0, )

1

2y=2x

  

  
بـر  گون كه يك سهميقسمتي از 
تصوير شـده و   xoy يروي صفحه

بينيد تصـوير آن  طور كه ميهمان
ي درون يك دايره به شـعاع  ناحيه

  .است 2

z

y

x

4

R

S 2 2z=x +y

2 2x +y =4

  

روش حل سؤالات انتگرال روي سطح براي توابع عددي  
  

براي حل انتگرال سطح
S

fdيعني انتگرال تابع اسكالر ،f بر روي سطحS :بايد مراحل زير را انجام دهيم  
   ناميم.مي Dار دست آمدهبهكنيم و ناحيه ابتدا سطح را بر يكي از صفحات مختصات تصوير ميگام اول: 
  كنيم:جا روش اول را بيان مياين كار وجود دارد كه ما ايندو روش براي  نيم.را حساب كdكنيمتلاش مي gي با توجه به معادلهگام دوم: 

,g(xصورتبه را اي است. اين معادلهداراي چه معادله Sشويم كه سطحمتوجه مي ،با دقت به صورت سؤالدر اين روش  y, z) C نويسيم و سـپس از  مي
  آوريم:مي دستبه راdي زيررابطه

| g |d dA
| g.p |


 



  

كنيم. دقت كنيد در اين انتگرال دوگانه عادي را حساب مي Dو بر ناحيه كردهآمده را در انتگرال جايگذاري  دستبه dدر اين مرحله :گام سوم و نهايي
fيدر ضابطه لازم است را داريم و yو xباشد، در انتگرال دوگانه، فقط متغيرهاي xoyيي تصوير، صفحهصفحهمثلاً حالت اگر  (x, y, z به جـاي تمـام    (

zبرحسب  ها، مقدار آن راx   وy م. قرار دهي  
 حاصل  :1مثال

S
I zd  در صورتي كهS ي مخروطپوستهz x y 2 zبين صفحات 2   وz    است؟ باشد، چند برابر  1

1 (2  2 (2
3  3 (2 2

3  4 (2  

 :يابتدا ناحيه » 3«گزينه   پاسخS يرا بر صفحهxoy كنيم و آن راتصوير ميD ي رويه مشخص است، سـايه رويـه  ز معادلهناميم. همانطور كه امي 
xي، دايرهداده شده y 2 2 zشد با تلاقـي است. البته بدون نياز به رسم شكل هم مي xoyيدر صفحه 1 1 وz x y 2 بـه ايـن نتيجـه رسـيد.      2

kبرابر با xoyيبراي صفحه pنيد كه بردارهمچنين توجه ك
 .است  

zي مخـروط ، پوسـته Sيرا حسـاب كنـيم. رويـه    dحالا بايد  x y 2 صـورت  يـد ايـن معادلـه را بـه    اسـت. با  2
g(x, y, z) c ي متغيرها را به يك سمت تساوي بياوريمبرسانيم و سپس همه 2توانيم طرفين را به توان بنويسيم. مي:  

g:x y z g xi yj zk | g | ( x) ( y) ( z)

| g | (x y ) z z z z z

            

       

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 4 4 4 8 2 2

   



  

g.kاز طرفي z  2
 

|و بنابراين  g.k | z  2
يم داشت:   ، پس خواه| g | zd dA dA dA

z| g.k |


   


2 2 22


   

xو همچنين dحالا با جايگذاري y2   كنيم:در زير انتگرال به راحتي حاصل انتگرال را حساب ميzبه جاي 2

D D D
I z( dA) zdA x y dA      2 22 2 2  

x«با توجه به وجود  y2 دانيم در ايـن ناحيـه   بهتر است از مختصات قطبي كمك بگيريم، كه مي ،گيري داده شدهزير انتگرال و همچنين ناحيه انتگرال» 2
dA rdrd ،r 1 و   2پس .I شود:رت زير حساب ميصوبه  

rI r(rdrd ) ( d ) ( r dr) [ ] [ ] ( )
                 

32 1 2 1 2 12 1 2 22 2 2 2 23 3 3    
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1

y

z

x

 اگر  :2مثالS يي به معادلهقسمتي از رويهz xy xي، واقع در داخل استوانه به معادله2 y 2 2 باشد، مقدار انتگرال 4
S

ds

x y 
 2 2

2
4 4 1

كدام  

  )84رياضي ـ سراسري (  است؟
1 (2  2 (4  3 (6  4 (8  
 :صفحه تصوير را صفحه»  4«گزينه   پاسخxoyگيريم، در اين صورت ناحيه تصوير درون دايرهدر نظر ميx y 2 2 باشـد. اگـر معادلـه رويـه     مي 4

,g(xداده شده را به صورت y, z) xy z  2  داريم بنويسيم، در اين صورت:  g ( y) i ( x) j k | g | y x        22 2 4 4 1
      

pبا توجه به اينكه اكنون k
 باشد (چون صفحه تصوير صفحهميxoy  (استds آوريم و داريم:را به دست مي    

x y| g |ds dA dA x y dA
| g.k |

 
    



2 2
2 24 4 1 4 4 11


  

    :داريم بنابراين 8 مساحت دايره
S D D

x yds dA dA
x y x y

 
   

   
  

2 2

2 2 2 2
2 4 4 12 2 2

4 4 1 4 4 1
  

 

 حاصل :3مثال
S

yds  كه در آنS يرويهz x y  xو 2  1 وy  2 92(مديريت در سوانح طبيعي ـ سراسري   باشد، كدام است؟مي(  

1(16 8 2
15  2(

8 46 25 15  3(
26 3  4(13 2

3  

 :ي رويه»  4«گزينه   پاسخS  داده شده را بر سطحxy كنيم، لذا تصوير ميds :برابر است با  
g(x, y,z) : z x y g i yj k | g | y            2 22 1 4 1

   
   

pاست xyيي تصوير صفحهبا توجه به اين كه صفحه k
 و g.k 1

 اريم:باشد و دمي  
y| g |ds dA ds dA y dA

| g.k |
 

    


2
21 4 1 2 41


  

  ي داده شده برابر است با:بنابراين انتگرال رويه

S D
yds y y dA y y dydx ( dx)( y y dy) y y dy             

1 2 1 1 22 2 2 24 2 4 2 4 2 4 2
    

  

y  براي حل انتگرال فوق با استفاده از تغيير متغير داريم: u
y u ydy du ,

y u
  

       
2 2 184 2 8 2

  

S S
du uyds u udu u u | yds ( ) ( )                

18 18 18

22 2

31 22 1 1 1 1 1 52 2 13 218 18 2 2 54 2 2 238 8 8 12 12 12 12 3
2

  

 

 گر ا :4مثالS قسمتي از مخروطx y z 2 2 xباشد كه بين صفحات 2   وx  گاهواقع است آن 1
S

x ds     برابر است با: 2
  )89و ژئوفيزيك ـ سراسري  85(رياضي ـ سراسري 

1( 2
2  2( 2  3(  4(2  

 :مخروط»  1«گزينه   پاسخx y z 2 2 xدر محدوده 2 1 :به صورت روبرو است  
Pدر نتيجه ؛اردقرار د yozيپس اين مخروط بالاي صفحه i

 
,g(xچنينهم  y, z) x y z   2 2 2 :بنابراين داريم ،  

g xi y j zk | g | x y z , | g.P | x          2 2 22 2 2 2 2
      

 

S D D
x x y z

I x ds dA x x y z dA
x
 

       
2 2 2 2

2 2 2 22
2  

xاما داريم , x y z   2 2 21 پسy z  2 2 1يعني ناحيهR تصوير مخروط كهS در صفحهyoz ،درون دايـره  استy z 2 2   باشـد. مـي  1
  آوريم:در انتگرال فوق به دست مي x2با جايگذاري

y z
I y z (y z )dydz

 
   2 2

2 2 2 2
1 2  

r  آيد.فوق به صورت مقابل در ميبا تغيير مختصات قطبي انتگرال  rdrd r d
 

      
2 1 22 4 12 22 4 2   
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 dروشي ديگر براي محاسبه ي  
  

بنـدي ميشـه كـه معمـولاً در اكثـر      فرمـول  gيي رويـه باشه، بر مبناي معادلـه  از روش قبل تراين روش كه شايد حفظ كردن و به خاطر سپردن اون راحت
  سه حالت زير را داريم:سؤالات يكي از 

عبـارتي بـر   فقـط  ، هو طرف ديگ zداده شده باشه (يعني يك طرف تساوي فقط yو  xبه طور صريح برحسب  zجوري باشه كه  sي سطح معادلهاگه  الف)
    :زير حساب ميشه صورتبه dكنيم وانتخاب مي xoyي تصوير روفحهص داشته باشيم!) اونوقتyو xحسب

z zd ( ) ( ) dxdy
x y
 

   
 

2 21 

بـر   رتيعبـا فقـط   ،هو طرف ديگ ـ xداده شده باشه، (يعني يك طرف تساوي فقط yو  zبه طور صريح برحسب  xجوري باشه كه  sي سطح اگه معادله ب)
  زير حساب ميشه: صورتبه dكنيم وانتخاب مي yozي تصوير روصفحه داشته باشيم!) اونوقتyو zحسب

x xd ( ) ( ) dydz
y z
 

   
 

2 21 

عبـارتي  بـر   فقـط   ،و طرف ديگـه  yه شده باشه (يعني يك طرف تساوي فقطددا zو  xبه طور صريح برحسب  yجوري باشه كه  sي سطح اگه معادله )ج
  زير حساب ميشه: صورتبه dكنيم وانتخاب مي xozي تصوير روصفحه داشته باشيم!) اونوقتzو xحسب

y yd ( ) ( ) dxdz
x z
 

   
 

2 21 

  
  آيد؟بهتر است و اصولاً روش دوم چه موقع به كار ما مي dيسؤال دانشجو: استفاده از كدام روش براي محاسبه

ه توجه به اينكه در روش اول بايد گراديان رويه را حساب كرد و همچنين ضرب برداري انجام داد، شايد اين روش كمي با خطا توأم باشد، البت خبُ، طبيعتاً با
؟ امـا  تـر اسـت!  توان گفت حجم محاسبات روش اول خيلي بيشتر است؛ بنابراين هر كسي بايد ببيند در استفاده و حفظ كردن كـدام رابطـه راحـت   واقعاً نمي

يح برحسـب دو  يادتان باشد كه اين طور نيست كه اصلاً لازم نباشد روش اول به خاطر سپرده شود! چون در مواقعي كه مثلاً نتوان يك متغير را به طـور صـر  
هاي مرجع دانشـگاهي)  ها (و حتي در اكثر كتابآزمونكمك بگيريم. البته شايد تاكنون در  dيمتغير ديگر معين كرد، بهتر است از روش اول در محاسبه

xصـورت باشند. مثلاً اگر معادله رويه بهسؤالي با اين شرايط مطرح نشده باشد، اما به هر حال سؤالاتي با اين شرايط قابل طرح كردن مي y z z  2 2 2 4 
چيده است و بنابراين بهتر است از روش اول استفاده كنيم. اما براي انتگرال سـطح توابـع   كمي پي yو  xبر حسب  zي صريح گاه محاسبهداده شده باشد، آن

  چنين به دليل برخي ملاحظات ديگر، بهتر است از روش اول (محاسبه گراديان) استفاده كنيم.برداري چون با بردار سر و كار داريم هم
  كنيم:را از دو روش حساب مي dحالا براي تمرين در يك سؤال،

براي مثال حاصل
S

I (x y )d   2 zبخشي از سطح مخروطي sدر صورتي كه  2 x y 2 2 zمحدود به صفحات2   وz    .آوريمدست ميباشد را به 1
  باشد. شود و تصوير آن دايره واحد به مركز مبدأ ميتصوير مي xoyي يه مورد نظر بر صفحهابتدا توجه كنيد كه ناح گام اول:
  آوريم. دست ميرا از هر دو روش بهdطور كه گفتيم براي تمرين و درك بهترهمان گام دوم:

zي مخروط داريمبا توجه به صورت سؤال و معادله x y 2 z(دقت كنيد كه در صورت سؤال گفته شده؛ سطح مخـروط بـين صـفحات    2   وz 1 
zيقرار دارد، و اين يعني ضابطه x y  2   توانيم از روش دوم استفاده كنيم:قابل قبول نيست.) بنابراين مي 2

z z x y x y (x y )d ( ) ( ) dxdy ( ) ( ) dxdy dxdy dxdy dxdy
x y x y x y x yx y x y

  
           

     

2 2 2 22 2 2 2
2 2 2 2 2 22 2 2 2

21 1 1 2  

  كنيم:را حساب مي dحالا از روش اول هم
g(x, y,z) z x y g ( x)i ( y) j ( z)k | g | x y z x y z                  2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 4 4 4 2

   
   

pاز طرفي چون بردار يكه عمود بر سطح  k
 باشد، لذا داريم:مي  

g.k z | g.k | z    2 2
    

   پس داريم:

z x yx y z x y z| g | z z zd dxdy dxdy dxdy d dxdy dxdy dxdy
z z z z| g.k |

     
        



2 2 22 2 2 2 2 2 2 22 2 22
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¾ÃeIº oÄ¼ ~ U

  حالا بايد انتگرال مقابل را حساب كنيم:م: گام سو
D D

I (x y )( dxdy) (x y )dxdy    2 2 2 22 2  

x، دايرهDطور كه در گام اول گفتيم، ميدان از طرفي همان y 2 2 xاست و با توجه به اين كه زير انتگرال، عبارت 1 y2 وجود دارد، بهتر است از مختصـات   2
dxdyدر اين دستگاه ك بگيريم. قطبي كم rdrd  و با توجه به اينكه ناحيه دايره واحد است، پسr 1 و   2:لذا داريم ،  

 2
2  rI r .rdrd ( d ) ( r dr)

    
            

  
   

142 1 2 1 22 3 12 2 2 2 24 4   


  

 فرض كنيد :5مثال يقسمتي از مخروط به معادلهz x y 2 xاست كه 2 y  2 21 z، مقدار4 d


   )84(رياضي ـ سراسري   برابر است با: 2

1 ( 3 2
2   2 ( 3 2

2  3 ( 15 2
2  4 ( 15 2

2  

 :صفحه تصوير را صفحه»  3«گزينه   پاسخxoy يگيريم، در اين صورت ناحيه تصوير دايرهدر نظر ميx y  2 21 باشد و براي مخروط داده مي 4
  آوريم:ست ميرا به صورت زير به د dشده

x y x y x yd ( ) ( ) dydx dydx dydx dydx dydx
x y x y x yx y x y


           

   

2 2 2 22 2
2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 21 1 1 1 1 2
2 2

   

  پس داريم:
D

rz d (x y ) dydx (r ) rdrd ( ) ( ) ( )( )





             

2

1

42 22 2 2 2
1

1 15 22 2 2 2 2 4 24 4 2
ÂLˆ¤ RI ~ Th¶   

  

 انتگرال سطح  :6مثال
S

I Lnzds در صورتي كه ،S بخشي از مخروطz x y 2 zباشد كه بين صفحات 2  zو 1  قرار دارد، چند برابر 2
  است؟   2

1 (Ln 8 3 2  2 (Ln 8 2 3  3 (Ln 8 3 2  4 (Ln 8 2 3  
   :براي مخروط»  4«گزينه پاسخz x y 2 ds، داريم2 dA z، از برخورد مخـروط بـا صـفحات   2 1 وz  xهـاي بـه دايـره   2 y 2 2 1 

xو y 2 2 zرسيم. چونمي 4 x y 2 Lnz، لذا تابع تحت انتگرال به صورت2 Ln(x y ) 2 21
گيري بـين دو  آيد. همچنين ناحيه انتگرالدر مي 2

xيدايره y 2 2 xو 1 y 2 2 ي بين اين دو دايره داريم:كنيم. در ناحيهقرار دارد، پس از مختصات قطبي استفاده مي 4   2 وr 1 2.  

S S
I Lnzds Ln(x y )( )dxdy

I (Lnr ).rdrd ( Lnr)rdrd ( d )( rLnrdr)
  

  

      

 

     

2 2

2 2 2 2 2 22
1 1 1

1 22
2 2 2 22 2  

ÂL‰¤
  

r rI ( Lnr ) ( Ln ) ( Ln ) ( Ln )
             

2 2 2 3 3 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 8 2 312 4 4 4 2 2
  

  

 فرض كنيد  :7مثال قسمتي از سطح مخروطz x y 2 2 zباشد كه بين صفحات  2  zو 1  Iقرار دارد. حاصل 4 x zd


  ، چند برابر2
  ؟است 5

1 (1 24 2   2 (1 23 2  3 (1 2    4 (1 18 2  
 :يطور كه در شكل مشخص است، تصوير ناحيه بر روي صفحههمان»  2«گزينه  پاسخxoy ي بين دو دايره است:صورت ناحيهبه  

          

4
x

y

1

                            x

z

y

z=4

z=1

Σ

  
  با تلاقي دادن هر يك از صفحات با مخروط داريم: براي رسيدن به ناحيه سمت راست

z x y z x yx y , x y
z z

           
   

2 2 2 2 2 22 2 2 21 16
1 4

  

zاست (در صورت سؤال گفته شده بين xoyبا توجه به اينكه مخروط بالاي صفحه 1 وz  zقرار دارد) پس 4 x y 2   ، داريم:2
z z x y x y (x y )d ( ) ( ) dA ( ) ( ) dA dA dA dA
x y x y x y x yx y x y

  
           

     

2 2 2 22 2 2 2
2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 2 21 1 1 2
2 2
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z

y

x

n

z

y

x

n

2

1

  قضيه ديورژانس سطح براي توابع برداري و انتگرال :2درسنامه 
 

  پـردازيم كـه تـابع زيـر انتگـرال،      هـايي مـي  گيري روي سطح براي توابع عددي آشنا شديم. در اين درسنامه بـه بررسـي انتگـرال   در درسنامه قبل با انتگرال
  برداري است.تابع  يك

,g(xيبه معادله Sاي مانندفرض كنيد رويه y, z) C را داريم كهn بردار يكه عمود بر سطحS خواهيم انتگرال تابعي بـرداري ماننـد  باشد، ميF
 را روي

S يعني
S

I F.nd 
  حساب كنيم. در اين صورت اگر فرض كنيمD تصوير ناحيهS  ،تساوي زير را داريم: گاهآنباشد  

S D
gF.nd F. dA

| g.p |


 
 


 
  

روش حل انتگرال روي سطح براي توابع برداري  
  

براي حل انتگرال
S

I F.nd 
 ي انتگرال تابع برداري، يعنF

 بر روي سطحS :بايد مراحل زير را انجام دهيم  
  ناميم.مي Dكنيم و ناحيه موردنظر راابتدا سطح را بر يكي از صفحات مختصات تصوير ميگام اول: 
توابـع   را حساب كنيم كه اين كار به دو روش، مانند آنچه در مورد روش حل انتگرال روي سطح برايdكنيم، تلاش ميgيعادلهبا استفاده از مگام دوم: 

   dبهتـر اسـت صـرفاً از فرمـول زيـر      ،باهبـراي دوري از اشـت   شـود، هاي برداري مطرح مـي چون در اين قسمت بحث گيرد و البتهعددي گفتيم، صورت مي
  را حساب كنيم:

| g |d dA
| g.p |


 



  

gnيرا از رابطه nبردارگام سوم: 
| g |


 



  آوريم. مي دستبه  

F.nعبارتگام چهارم: 
  كرده و به همراهرا حسابd كه حساب كرده بوديم، در انتگرال جايگذاري كرده و بر ناحيهD كنيمانتگرال دوگانه عادي را حساب مي  .  

gnتوان چنين استدلال كـرد كـه چـون   هاي دوم تا چهارم ميالبته در گامتوضيح مهم: 
| g |


 



  و| g |d

| g.p |


 



   تـوان ، لـذا مـيnd    را كـه برابـر بـا 

gnd
| g.p |


  



   مستقيم تشكيل داده و بعد آن را در باشد،ميF

 هـاي  بديهي است نتيجه آن يكسان با همين حالتي است كه در گام ؛ضرب داخلي كرد

Pگيـرد و معمـولاً در حـالتي كـه ناحيـه تصـوير فقـط بـر روي يكـي از صـفحات مختصـات قـرار مـي             چهارم گفتـيم!  و دوم
  برابـرi


،j


kيـا  


   ،باشـد مـي  
  (بيشتر سؤالات مطرح شده هم از اين دسته هستند). باشد.تر ميساده ndمحاسبه يكباره

gnd dA
| g.p |


  





  

وقـت بايـد    نرو به بـالا باشـد، آ   nبستگي دارد. اگر nبه جهت بردار ،n: انتخاب علامت مثبت يا منفي براي بردارnتوضيح مهم در مورد علامت بردار
   ي سومش منفي باشد.لفهمؤوقت بايد  نرو به پايين باشد، آ nي سومش مثبت باشد و اگرلفهؤم
zبراي مثال اول فرض كنيد رويه  x y 2 nداريم و قرار است بردار عمود بر سطح آن، يعنيرا  2

 سو باشد، داريم:برون  
g : x y z g ( x)i ( y) i k | g | x y           2 2 2 22 2 4 4 1

   
  

)صورتبه nبنابراين بردار x) i ( y) j kn
x y

 
 

 2 2
2 2

4 4 1

  
 باشد.مي  

سوي اين سهموي بينيد بردار برونطور كه در شكل ميسو (رو به خارج) باشد و همانبرون nخواهيم بردارخبُ چون مي
)به سمت پايين است k)


خودش منفي است، پـس بايـد    nي سومبايد منفي باشد، و چون مولفه nي سوم، پس مؤلفه

  مت مثبت را انتخاب كنيم.  علا
zگونو يا براي مثال دوم، بخشي از سهمي x y  2 zيكه بالاي صفحه 21     است را در نظر بگيريد. فرض كنيـد

gسو باشد، ابتدابرون nخواهيممي
 كنيم:  ميرا حساب  

g : x y z g ( x)i yj k | g | x y            2 2 2 21 2 2 4 4 1
   

  

)        شود:                                               صورت مقابل نوشته ميبه nبنابراين بردار x) i ( y) j kn
x y

 
 

 2 2
2 2

4 4 1

  
  

سوي اين سهموي به سمت بـالا  مت خارج باشد، و مطابق شكل بردار برونسو و به سبرون nخواهيم بردارخبُ، چون مي
(k)است


خودش مثبت است، پس باز هم بايد علامت مثبت  nي سومبايد مثبت باشد و چون مولفه nي سومپس مولفه

  را انتخاب كنيم.  
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انتگرال روي سطح: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

1

1

2S

z

x
y

 اگر  :05ثالمS بخشي از سطحz x y 2 xباشد كه داخل استوانه 2 y a 2 2 nقرار دارد و 2
  بردار يكه رو به خارج سـطحS  گـاه بـا   باشـد. آن

Fفرض xi xj k  
  حاصل ،

S
I F.nd 

  چقدر است؟  

1 (a 4
4  2 (a 4

2  3 (a ( a )
2 224  4 (a ( a )

2 222  

 :يي رويهدر اين سؤال معادله » 4«گزينه   پاسخg رتصوبهg:z x y  2 2  :تعريف شده است كه براي آن داريم  g ( x) i ( y) j    2 2 1
    

pقرار دارد، پس xoyياز طرفي با توجه به اينكه تصوير رويه بر روي صفحه k
 :و بنابراين خواهيم داشت     

    g.p [( x) i ( y) j k].(k)     2 2 1
      

  كنيم:را حساب مي ndحالا
g xi yj knd xi yj k

| g.p |
   

      


2 2 2 21

          

Fگيري شده! ابتدا تابع انتگرال را با جايگذاريي انتگرالحالا ديگه همه چي آماده
 وnd كنيم.تفكيك مي بازنويسي كرده و آن را به سه انتگرال  

S D D D D D
I F.nd (xi xj k)( x i yj k)dA ( x xy )dxdy x .dxdy (xy)dxdy dxdy                    2 22 2 2 2 1 2 2

        

(مساحت ناحيه
D D

I x dxdy xydxdy (D    22 2  

xدايـره  Dدقت كنيد در انتگرال دوم چون ناحيه متقارن است، پس حاصل انتگرال صفر است و چون ناحيه y a 2 2    Dاسـت، پـس مسـاحت ناحيـه     2
aبرابر با   است، لذا داريم: 2

D
I x dxdy a I a       2 2 2

12  

xصـورت به Dرا حساب كنيم؛ توجه كنيد كه چون ناحيه I1حالا كافيست y a 2 2 صـورت  گـرال در مختصـات قطبـي بـه    هـاي انت اسـت، پـس كـران    2
r a  و   2 شود:نوشته مي  

dxdyهمچنين در مختصات قطبي rdrd  وx r cos :پس داريم ،  
a ar cos a aI (r cos )rdrd ( cos d ) [ ] [ ( )d ] [ ] [ ( )d cos d ]

     
                       

4 4 42 2 2 2 22 2 2
1

1 22 2 2 1 24 2 4 4     
  

a ( a )
2 222

a aI [ [ sin ] ]( ) I I a 
           

4 4
2 2

1 1
12 22 4 2  

  

 فرض كنيد :51مثالS آن قسمتي از استوانهxy e       واقع در يك هشتم اول باشـد كـه تصـوير قـائم آن بـر صـفحهyoz مسـتطيل ،z  1 و 
D : y 1 nباشد. همچنين فرض كنيد 2

 بردار قائم برS باشد كه متوجه بيرون صفحهyoz   است. شـار ميـدانF(x,y,z) i yj zk   2 2
     گذرنـده

nبردار در جهت Sاز
 چقدر است؟  

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 : ي صورت سؤال تصوير رويـه ابتدا توجه كنيد كه طبق گفته  »4«گزينه  پاسخS مسـتطيل ،z 1 وD : y 1 اسـت.   yozي، روي صـفحه 2
xgحالا با فرض : e y                                  :داريمx x xg e i j g.i e g.i e      

       

  و بنابراين داريم:
x

x x
g e i jnd dA ( )dA (i j)dA

| g.p | e e
 

    


1
       

F.ndحالا
  را تشكيل داده و به جايyهايF

،xe دهيم:قرار مي  
x

xF.nd ( i e j zk)( i j)dA
e

          
12 2 2 2 4

       

  پس داريم:
S D

F.nd dA dzdy         
2 1

14 4 4


   

البته بعد از رسيدن به
D

I dA  4توانستيم بگوييم حاصل انتگرال برابر با مساحت مسـتطيلي بـه ابعـاد    ، ديگر نياز به محاسبه انتگرال دوگانه نبود و مي

1 Iاست و لذا 1 ( )    4 1 1 4.  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 اگر :52مثالF(x,y,z) xi x j (x z)k   2    وS بخشي از صفحهx y z  
1 1در 32

nاول فضا و 8
 قائم يكه رو به بالاي سطحS   باشد، مقـدار

S
F.nds
  95هواشناسي ـ محيط زيست دريا ـ سراسري  (ژئوفيزيك و  كدام است؟(  

1 (9
2  2 (9

4  3 (4
9  4 (9  

 :ي سطحمعادله»  4«گزينه   پاسخS به صورتg(x, y,z) x y z   
1 با توجه به اين كه صفحه  .ح غيربسته استكه يك سط داده شده است 32

kبرابر pاست بردار xoyتصوير صفحه
 باشد،ميnds آوريم و داريم.را به دست مي   

( , , )gnds nds ( , , )
| g.p |


  


   



11 1 2 2 2 11
2

  

Fبردار دربا ضرب داخلي اين 
 :داريم  F.nds x x x z   22 2

   

x  كنيم:جايگزين مي yو xرا برحسب zالبته y z z x y F.nds x x x x y x y x                 2 21 3 6 2 2 2 2 6 2 2 6 2 22
   

xيكنيم. از برخورد صفحهرا مشخص مي xoyيبر صفحه Sويريعني تص Aيناحيه y z  
1 zيو صـفحه  32     بـه خـطx y  رسـيم.  مـي  3

1در
xاول داريم 8   وy  ي، بنابراين ناحيهA به محورهاي مختصات و خطx y    شود.محدود مي 3

xx
S

I F.nds ( x y x )dydx [ y xy x y y ] dx [ ( x) x( x) x ( x) ( x) ]dx


                    
33 3 3 32 2 2 2 26 2 2 6 2 6 3 3 2 3 3
   

 

x x x( x x x )dx [ x ]        
32 3 43 2 3 3 8 29 3 8 2 9 92 3 4 

  

  

 هرگاه :53مثالF zi xj y zk   23
   وS يقسمتي از رويهx y 2 2 1واقع در 16

zاول و محصور مابين صفحات 8   وz  nو5
 ّي قائم يكه

ه خارج آن باشد، مقدارروب
S

F.nds
  91شناسي فيزيكي ـ علوم دريايي و اقيانوسي ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟(  

1 (9  2 (5   3 (4  4 (  

 :سطح»  1«نه گزي  پاسخS 1ي يك استوانه است كه درقسمتي از پوسته
ي آن بـه صـورت   اول قرار گرفته است. اين سطح بسـته نيسـت و معادلـه    8

g x y   2 2 16  توان به صورتاست، اين رويه را نميz g(x, y) يت پس تصوير آن بر صفحهنوشxoy يافتد. ما صفحهنميyoz    را بـه عنـوان
Pكنيم كه در اين صورتي تصوير انتخاب ميصفحه i


 باشد و داريم:مي 

  g ( x , y, )n ds dA dA (x , y, )dA
| x | x| g. i |


     


2 2 1

2


    

nds  كنيم:است، علامت مثبت را انتخاب مي Sجكه شار رو به خاربا توجه به آن (x , y , )
x


1   

F.n  ي ضرب داخلي داريم:با محاسبه ds (xz xy)dA (z y)dA
x

   
1   

  پس داريم:
S D D

I F.n ds (z y)dA (z y)dydz      
   

zدر صورت سؤال داده شده است: zحدود  5.  
xيبه معادله yبراي تعيين حدود y 2 2 xو شرط 16  ،y   كنيم. در ربع اول داريمتوجه ميy  4.  

yI (z y)dydz (zy ) dz ( z )dz ( z z)           
25 4 5 5 24 54 8 2 8 92   


 

  

  

A

x y 3 

3

3

y

x
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انتگرال روي سطح: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 به مقدار انتگرال  :1تذكر
S

I F.nd 
 شار عبوري ميدان ،F

 از سطحS در جهتn شود. گفته مي 

 شار ميدان :54مثالF xi xj k  4 4 2
    طحي كه اشتراك رويهبر روي سz x y 2 zو صفحه  2  ها باشد، كدام zاست و جهت آن به سمت محور  1

  )93برداري ـ سراسري (نقشه  است؟

1 (2   2 (3
2   3 (   4 (

2   

 :فرض كنيم»  1«گزينه   پاسخS يبخشي از صفحهg(x , y , z) z 1  رويهباشد كه درونz x y 2  قرار دارد و يـك سـطح غيربسـته اسـت.     2
xدايرهرويه، برخورد اين صفحه با  y 2 2 بـردار   پس در اين حالت ناميممي Rاي به شعاع يك است كه آن رادايره xyبر صفحه Sاست، پس تصوير 1

gبرابر است با را كه nيعني Sسو بر سطحقائم يكه برون kn k
| g |


  
 1

   آوريم و دردست مي، بهF
 كنيم. ضرب مي  

)  2مساحت) (R 2مساحت
S S S

F.nds ( xi yj k).(k)ds ds (s        4 4 2 2 2
    شار  

  

rصورتبهاي ي پارامتري رويهاگر معادله :6تهنك  r(u , v) 
  ،يبردار يكه عمود بر رويه از رابطه گاهآنداده شده باشد

r r
u vn
r r| |
u v

 

  

 


  
 


 

شود و حساب مي 

rي زيراز رابطه d،ي پارامتريچون گفتيم براي اين رويه rd | | dudv
u v

 
 

  
 

  :به شكل زير است براي اين رويه ndتوان گفتشود، پس ميحساب مي 
r rnd ( )dudv
u v
 

   
 

 
  

 ي پـارامتري شار آب گذرنـده از سـطحي بـا معادلـه      :55مثالr(u, v) ui u j vk  2    يدر فاصـلهu  2 وv  3     بـا بـردار سـرعت
F yi j xzk  2

   كدام است؟  
1 (24  2 (32  3 (12  4 (16  

 :ابتدا»  3«گزينه  پاسخr r
u v

 
 


 

  كنيم:را حساب مي 
i j k

r r r ri uj , k u ui j
u v u v

  
       


 

   
       

   
2 1 2 2

1
  

ndبنابراين ( ui j)dudv  2
  سؤالباشد، از طرفي در اين ميy u 2،x u وz v باشد، بنابراين داريم:مي  

  12
S

uF.nd (u i j uvk)( ui j)dudv ( u )dudv [v] [ u]               
43 2 3 2 3 22 3 22 2 2 2 24    

        شار  

  
 اگر  :56مثالS  ي پارامتريمعادلهرويه پارامتري با قائم رو به بالا وS : r(u, v) (u v )i u j (u v )k , (u, v) D     2 2 2 2 2     ،باشد  

F(x,y,z)و (x y)i (y z) j (x y)k     
  گاه حاصل، آن

S
I F.nd 

  كدام است؟  

1 (  2 (2
2  3 (1

2  4 (4 2  

 :ابتدا»  1«گزينه  پاسخr r
u v

 
 


 

  كنيم:را حساب مي 

r i j ku(i j k)
r ru u u u uvi uvk uv( i k)

r u vv(i k) v v
v

     
     

  


                   


2
2 2 2 4 4 4

2 2 2
    

ndپس uv( i k)dudv    4
  گيريم) حالا(كه علامت مثبت را در نظر ميF(u, v)

 ي كـار ابتـدا بـا توجـه بـه معادلـه      دهـيم. بـراي ايـن   را تشكيل مي
r(uرامتريپا , v) شويم كهمتوجه ميx u v 2 yو 2 u  zو 2 u v 2 F(xاسـت، حـالا بـا جايگـذاري ايـن نتـايج در       2 , y , z)

  تـوانيم آن را  مـي
,F(u  بنويسيم: vو uبرحسب v) (u v u )i ( u u v ) j (u v u )k v (i j k)            2 2 2 2 2 2 2 2 2 2       
F.nبنابراين

  :برابر است با[v (i j k)]. uv( i k) uv uv       2 3 34 4 4
    

پس حاصل ،
S

I F.nd 
  .نيز برابر با صفر است  
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انتگرال روي سطح: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيد  :95مثالn (cos )i (cos ) j (cos )k     
   داي مانني بستهسوي رويهبردار قائم يكه برونS باشد كه جسم همگني مانندV را كه در

,x,y)كند را در خود محدود كرده است. اگر مركـز جـرم ايـن جسـم    شرايط قضيه ديورژانس صدق مي z)  و حجـم آن| V و گشـتاور لختـي آن حـول     |
  ؟نيستهاي زير درست يك از گزينهگاه كدامباشد، آن zIها،zو گشتاور لختي آن حول محور xIها، برابر باxمحور

1 (
S

(xz cos yz cos z cos )d | V | z      22 3 9  2 (
S

(y cos xycos xz cos )d | V | x      2 2   

3 (zS
(x y )(xi yj).nd I    2 2 4

     4 (xS
(x y )(xi yj).nd I

  
    2 2 4 

   :توانيم از ها مجبوريم هر چهار گزينه را بررسي كنيم؛ اما قبل از آن اولاً توجه كنيد كه چون سطح بسته است، ميبا توجه به گزينه»  4«گزينه پاسخ
  توجه كنيد:كرديم،  هاي چندگانه اشارهكه در فصل انتگرالير قضيه ديورژانس كمك بگيريم و ثانياً به يادآوري ز

  هاي زير را داريم:هاي چندگانه، تساويبا توجه به فصل انتگراليادآوري: 

V V V V V V
xdv x dv x | V | , ydv y dv y | V | , zdv z dv z | V |            

z V
I (x y )dv  2 xهاz= گشتاور ماند نسبت به محور2 V

I (y z )dv ,   2   هاxگشتاور ماند نسبت به محور 2

S V V V
: I (xz cos yz cos z cos )d (divF)dv (z z z)dv ( z)dv | V | z              22 3 2 6 9 9

 ) 1گزينه(  

S V V V
: I (y cos xy cos xz cos )d (divF)dv ( x x)dv xdv x | V |              2 2 2


 ) 2گزينه(  

zS V V V
: I [(x xy )i (x y y ) j].nd (divF)dv ( x y x y )dv (x y )dv I               3 2 2 3 2 2 2 2 2 23 3 4 4

   ) 3گزينه(  

xS V V V
: I [(x xy )i (x y y ) j]nd (divF)dv ( x y x y )dv (x y )dv I               3 2 2 3 2 2 2 2 2 23 3 4 4

   ) 4گزينه(  

 

 اگر :96مثال : 3   تابعي همواره ناصفر و داراي مشتق پيوسته باشـد كـه  2 )divو 4 )  1    آنگـاه مقـدار انتگـرال ،

S
d

n



   كه در آنS كره يكه به مركز مبدأ و

n



  )96(مكانيك ـ سراسري   باشد، كدام است؟ مي Sدر جهت بردار قائم يكه رو به خارج  مشتق جهتي 

1 (4  2 (6  3 (8  4 (12  

 :ر ازدانيم منظومي»  3«گزينه   پاسخ
n



n.يعني nدر راستاي بردار ، مشتق جهتي
  با توجه به اين كه باشد.ميS   باشـد  يك كره كامـل مـي

     كنيم.انتگرال موردنظر از قضيه ديورژانس استفاده مي بنابراين براي محاسبه پس يك سطح بسته است و

   
S S V V

dI d .nd div( )dv dv
n


         
    2   

)div      :داريم از طرفي توجه كنيد كه ) . div( ) | |            2 2 24
      

    :خواهيم داشت بنابراين            2 2 24 1 6 6  

              :داريم در نتيجه
   

46 واحد حجم كره  83
V

I dv   6 6 
  

 ـ      Cاي همـوار بـا مـرز   رويـه  Sيـك منحنـي بسـته و    Cكنـيم فـرض مـي    :7نكته  Fپـذير رداري مشـتق باشـد. در ايـن صـورت بـراي ميـدان ب
 ،  

divFاگر 

 باشد، حاصل انتگرال

S
I F.nd 

  مستقل از انتخابS         است. عكس اين مطلب نيز برقـرار اسـت؛ يعنـي اگـر حاصـل انتگـرال، مسـتقل از

divFگاهباشد، آن Sانتخاب 

 .خواهد بود  

 فرض كنيد  :97مثالC1 خط مستقيم بين( , , )1   تا( , , )1  و ،C2 دايرهنيمy  ،z   وx y 2 2 يك سطح همـوار بـا    Sباشد، همچنين 1
Cيلبه C1 2 با قائم رو به خارج باشد وF

 صورت مقابل تعريف شود:به  F ( x z)i (xy y z) j y (z )k        2 3 2 1
    

حاصل انتگرال
S

I F.nd 
 در صورتي كه حاصل ،I مستقل از انتخابS باشد، كدام است؟  

1 ( 2  2 ( 
3
2  3 ( 

3
4  4 ( 

3
8  

 :كه انتگرالبراي آن»  4«گزينه  پاسخI مستقل از انتخابS باشد، بايد ديورژانسF
 :صفر باشد  divF x x y y     2 22 3


  

در اين صورت
 

1
و 2  3 آيد. حال براي محاسبه انتگرال موردنظر، سطحدست ميبهS صورترا بهx y 2 2 1،z  وy     با بـردار قـائم رو

kبه خارج
 ت داريم:گيريم، در اين صوردر نظر مي  

S S S
I F.nd F.kd y dxdy r sin .rdrd

  
              

12 2 2 33 3 8 

   
  



  

473 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

  

گونـه سـؤالات مـا نبايـد نگـران      توانيم از قضيه ديورژانس استفاده كنيم. در ايـن و ما نمي بسته نيست Sگاهي اوقات سؤالاتي داريم كه سطحِ :8نكته 
اضافه كنيم و آن را به يك منحني بسته تبديل كرده و سپس از قضيه ديـورژانس اسـتفاده كنـيم.     Sرا به سطح Sه مانندتوانيم يك سطح سادباشيم! چون مي

  ايم، كم كنيم.  دست آوردهار انتگرالي كه با استفاده از قضيه ديورژانس بهايم، از مقدحساب كرده Sواضح است در نهايت بايد مقدار انتگرالي را كه روي سطح

 Sتشخيص باز يا بسته بودن سطح   
  

را تشخيص  Sسطح بودن بستهيا  باز، آن است كه بتوانيم با توجه به توضيحات صورت سؤال، Sيك موضوع مهم در حل سؤالات انتگرال روي سطح
  در مسأله به صراحت عنوان شده است، اما اغلب اوقات چنين نيست و ما بايد اين مطلب را تشخيص دهيم.  Sدهيم. گاهي اوقات بسته بودن

  كنيم با چند مثال مهم اين موضوع را آموزش بدهيم:سعي مي

xي كامل مثليك كره الف) y z a  2 2 2 xگون كامل مثليا يك بيضي 2 y z
a b c

  
2 2 2

2 2 2   دهند.سطح بسته تشكيل مي 1

ي بالايي نيمه Sگون يك سطح بسته نيست. بنابراين اگر گفته شودي بالايي يك بيضيي بالايي يا نيمهكرهاما نيم
xيكره y z a  2 2 2 را طراح سؤال ممكن گيريم (مطابق شكل). همين عبارت ، آن را سطح باز درنظر مياست 2

xسطح Sاست به شكلي ديگر بيان كند:  y z  2 2 2 zبا شرط 4   است؛ در اين صورت همS  .سطح باز است  
z(تفاوتي هم ندارد كه   بنويسند ياz  ها ديده شده است.). چون هر دوي آنها در آزمون  

)يبراي درك بهتر مثلاً توجه كنيد كه نقطه , , )   كند، پس جزو سطحي كره صدق نميدر معادلهS  .نيست  
xيك استوانه اگر به صورت تساويي معادله ب) y a 2 2   ي استوانه است. نوشته شود، فقط شامل بدنه 2

در چنين شرايطي طراح سؤال براي آن كه به ما بگويد چه قسمتي از سطح استوانه مورد نظرش است، 
Aمحدوديتي به صورت z B  ياA z B  دهد كه در هر صورت،هم ميS  .يك سطح باز خواهد بود 

xدر واقع شرط y a 2 2 دهد از نقاط روي سطح استوانه خارج شده و نقاط داخلي آن را هم به ما اجازه نمي 2
)يدرنظر بگيريم. مثلاً نقطه Sجزو  , , A)  و نقطه( , ,B)  جزء سطحS نيستند؛ زيرا در شرط 

x y a 2 2 اهد بود. يك سطح باز خو Sنيستند و Sكنند، پس سقف و كف اين شكل جزو سطحصدق نمي 2
Aيك حالت ديگر آن است كه طراح سؤال به جاي شرط z B   :به صورت فارسي بگويد  

zصفحات بينبخشي از استوانه كه « A وz B در اين صورت هم» قرار داردS ود.سطح باز خواهد ب  
zتواند صفحاتي مانندحالا اگر طراح سؤال بخواهد يك سطح بسته به ما بدهد، مي ج) A وz B  را كه

  گويد:ميرا معرفي كند،  Sخواهددهند به سطح رويه اضافه كند. مثلاً وقتي ميسقف يا كف شكل را تشكيل مي
S يصفحه وي بالايي كرهسطح نيمz    دهد كهمينشان » و«است. حرف ربطS  از تركيب دو رويه با هم ايجاد
zيكره و صفحهكره، سطح نيمشود؛ يعني مثلاً در مورد نيممي   ،روي همS دهند. پسرا تشكيل ميS  يك سطح

xيبسته است. همچنين اگر طراح سؤال بخواهد از استوانه y 2 2   يك سطح بسته بسازد، مثلاً ممكن است بگويد: 1
S يز استوانهبخشي ا( z ) x y   2 23 1 صفحات به همراهz   وz  است كه در اين  3

رفي بسته خواهد بود. يك نوع ادبيات ديگر هم براي مع Sهستند و Sصورت سقف و كف شكل هم جزو
zيدانيم كه معادلهمييك سطح بسته داريم.  a x y  2 2 ي نقاط روي دهندهنشان 2

ي توپر داشته باشد، به جاي تساوي از ي بالايي است. حالا اگر طراح سؤال بخواهد يك ناحيهكرهنيم
zنويسدكند. مثلاً مياستفاده مي نامعادله a x y   2 2 2اين صورت شكل حاصل  . در
شود. (مانند آن است كه يك سيب كروي را دقيقاً نصف كرده كره را هم شامل ميي داخل نيمناحيه

در اين روش، بسته است. در واقع  باشيد.) در اين حالت، تمام سطح دورتادور اين جسم، يك سطح 
سطح  Sگويد كهكند و ميان ميرا كه به دو يا چند رويه محدود است، بي توپري طراح سؤال يك ناحيه

بعدي، مرز يك ناحيه همان پوسته  3اين ناحيه است. توجه داشته باشيد كه در فضاي مرزيا  خارجي
ي خود رويه را به آن است كه طراح معادلهسؤالات ي اين نوع از يا سطح خارجي آن است. نشانه

xبه جاي نويسد، مثلاًت نامساوي ميصور y a 2 2 xنويسدمي 2 y a 2 2 يا به جاي  2
z x y  2 zنويسدمي 21 x y   2 21  
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انتگرال روي سطح: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

   كنيم:حالا به عنوان تمرين، چند نمونه زير را مرور مي
1(S يكرهي محدود به نيمناحيه سطحz x y  2 zيو صفحه 24    .دهدنشان مي» و«(طبق قسمت (ج)، حرف ربط استS .(بسته است  
2(S يمرز ناحيهD محدود به| x | 1،| y | |و 1 z | (همه عبارات به صورت نامساوي هستند، پس طبق قسمت (ج) يك ناحيه توپر داده است.  1

  بسته است) Sشده، پس
3(S يسطح رويهz x y  2   باز است) S(طبق قسمت (ب) رويهاست.  xoyيدر بالاي صفحه 22
4(S يسطح ناحيهD با مشخصاتx y 2 2 zو 9  5  .مه عبارات به صورت نامساوي هستند، پس طبق قسمت (ج) يك ناحيه توپر (هاست

  بسته است) Sداده شده، پس
5(S سطح استوانهx y 2 2 zباشرط، 4  1   باز است) S(طبق قسمت (ب) رويهاست.  2
zيكرهشامل نيم S) سطح6 a x y  2 2 zيو صفحه 2   .گويدمي» و«(طبق قسمت (ج) حرف ربط  استS (بسته است  
)يهبخشي از استوان S) سطح7 z ) x y   2 21 9 همراه صفحاتبهz   وz    بسته است) Sگويدمي» همراهبه«ي (طبق قسمت (ج) واژهاست.  1
8(S يمرز ناحيهx y 2 2 1،x y z  2 2 2 مرز يك ناحيه توپر است، پس بسته است. توجه كنيد كه ناحيه  Sدهندها نشان مي(نامساوياست.  4

 و خارج از استوانه به شعاع يك قرار دارد.) 2اي به شعاعموردنظر، داخل كره

 اگر  :89مثالSكرهسطح نيمx y z a  2 2 2 zبراي 2   باشد وn
   بردار قائم يكه رو به خـارج رويـهS  باشـد وF ( xz)i (yz) j ( z )k    22 1

  ،   
در اين صورت حاصل

S
I F.nd 

  كدام است؟  

1 (a a
 4 25

4  2 (a 45
2  3 (a 45

4  4 (a a
 

4
25

4  

 :4«گزينه   پاسخ«    

n

S

n

S´

S

S´

nx x x

yyy

z z z

n

  

ي يعنـي بخشـي از صـفحه    Sس استفاده كرد! ولي به راحتي بـا اضـافه كـردن   توان از قضيه ديورژانبسته نيست و نمي Sبينيد سطحطور كه ميخبُ همان
z   كه درون دايرهx y a 2 2   توان يك ناحيه بسته توليد كرده و از قضيه ديورژانس استفاده كرد؛ پس داريم:قرار دارد، مي 2

S S S S S V S

I I

F.nd F.nd F.nd I F.nd (divF)dv F.nd
  

               
1 2



         

 
  

P  كنيم، براي اين منظور توجه كنيد كه داريم:را حساب مي I1ابتدا انتگرال Q RdivF z z z z
x y z
  

      
  

2 2 5
  

a a
V V

I (divF)dv ( z)dzdydx ( cos ) sin d d d ( d )( cos sin d )( d )
 

 
                       

2 22 32 21 5 5 5
     

  

a 45
4

asin aI ( )[ ] [ ] ( )( )


 
     

22 4 4
1

15 2 12 4 2 4 
  

DS  برويم: I2يخبُ حالا بايد سراغ محاسبه S S S
I F.nd (z )dydx ( )dydx dydx S a

   
                2 2

2 1 1
    

a  بنابراين داريم: a
 

4 25
4

aI I I ( a )
     

4
2

1 2
5

4  

nتوضيح در مورد جهت بردار قائم
 ي انتگرالدر محاسبهI2: بردار قائمn برابر باk

    تعيين شد، چون كه جهت اين بردار، هميشه بايد جـوري باشـد
Sيكه رو به خارج سطح بسته S  .باشد  

  



  

475 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 اگر  :99مثالS بخشي از سطح مخروطz x y 2 z، (براي2 h بوده و (n (cos ,cos ,cos )   
  بردار عمود خارجي رو به بالا بر اين سطح

گاه حاصلباشد، آن
S

I (x cos y cos z cos )d       2 2   كدام است؟ 2

1 (h


4

2  2 (h 4

2  3 (h 4  4 (h 4  

 :صورت زير نوشت:توان بهابتدا توجه كنيد كه انتگرال داده شده را مي»  1«گزينه  پاسخ  

S S
I (P cos Qcos R cos )d F.nd , F (x , y , z )          2 2 2    

، آن را بـه  Sخواهيم با اضافه كردن اين درپوش به سـطح . ميسته نيستبي مخروط است، يعني درپوش ندارد؛ پس ، فقط شامل بخشي از بدنهSيناحيه

zيقسمتي از صفحه Sسطحي بسته تبديل كنيم. فرض كنيم h است كه با مخروطz x y 2 2 Sتلاقي دارد. در اين صورت 2 S    يك سطح بسـته
    ي ديورژانس نوشت:توان با استفاده از قضيهاست. پس مي

                       
S S V V

J F.nd (div F)dv ( x y z)dv


        2 2 2


   

zدرون مخروطVيكه ناحيه x y 2 zيو صفحه 2 h يار دارد. معادلهقرz x y 2 كند، بنابراين با استفاده از تغيير نمي yو xبه ازاي 2

توان نتيجه گرفت كهفرد بودن تابع زير انتگرال مي
V

( x y)dv  2 2  .  

x

y

x

z

y

x

z

y

2 2 2S:z =x +y ,0 z h 

S´:z=h
S´:z=h

z

2 2 2S:z =x +y

  
بسته با تركيب اين دو سطح به يك سطح 

  رسيممي
zيخواهيم بخشي از صفحهمي h  را به

  كنيم.مخروط اضافه 
S.مخروط بدون درپوش است  

خبُ حالا بايد مقدار
V

J zdv  كنيم. از برخورد مخروط بـا  استفاده مي اي، از مختصات استوانهرا حساب كنيم، براي ناحيه محدود به مخروط و صفحه 2

zيصفحه h يدايرهx y h 2 2 داريـم  آيـد. پـس  دسـت مـي  بـه  2   2؛r h    كـران پـايينz  آيـد  دسـت مـي  ي مخـروط بـه  از معادلـه

z x y r  2 zو كران بالاي آن 2 h :است. پس داريم    

r

h h h hh h
r

z h r h r r hJ z rdz drd r[ ] drd r( )drd [ ] d
    

                 
2 2 2 2 2 4 42 2 2 22 2 2 22 2 2 4 8 2      

  

hرا حسـاب كنـيم و مقـدار آن را از    Sخبُ حـالا بايـد مقـدار انتگـرال سـطح روي      4

Sبرسـيم. روي  Iكـم كنـيم تـا بـه     2 :z h   :داريـمn ( , , ) 1   

F.nبنابراين z h 2 2  توان نوشت:و مي  

  ) h ( h ) h   2 2 مساحت 4
S S

F.nd h d h (S
 

      2 2   

  پس خواهيم داشت:
S

h hI F.n d h 
      

4 44
2 2
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انتگرال روي سطح: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 فرض كنيد  :100مثالF (y z )i y j yzk   2 2 2 2
   وS ياي با معادلهرويه( y ) x z y   2 2 21  وn

   قائم يكه رو به خـارج رويـهS   ،اسـت

مقدار
S

F.nd
   كدام است؟  

1 (
4  2 (   3 (

 4   4 (  

   :از آنجا كه رويه  »2«گزينه پاسخS سـطح  ؛ لذا براي حل ايـن سـؤال بهتـر اسـت    استفاده كرد توان از قضيه ديورژانسبسته نيست، بنابراين نميS1   
  اضافه كنيم تا شرايط استفاده از قضيه ديورژانس مهيا شود: Sرا به صورت مشخص شده به سطح

S S S S S S S S
F.nd F.nd F.nd F.nd F.nd F.nd             1 1 1 1 

             

x

y

S
2 2

1S :y=1,x +z 1z

x

y

z

1

x

y

Sz

1

1S

n
n

1

  

Sحالا با توجه به اينكه سطح S1 :بسته است، پس با استفاده از قضيه ديورژانس داريم  
S S V

F.nd (divF)dv  1

   

Fابتدا ديورژانس تابع برداري
 كنيم:را محاسبه مي  

S S
(y z ) ( y ) ( yz)F (y z , y , yz) divF y y F.nd

x y z
    

             
    1

2 2 2
2 2 2 22 2 2



      

yييعني صفحه S1از طرفي با توجه به اينكه سطح 1 يك صفحه موازيxoz است، بنابراينn j
 :و لذا داريم    

)  مساحت
S D D D

F.n d (y z , y , yz).( , , )dA y dA ( )dA (D            1
2 2 2 22 1 1

     

  

xياست كه با معادله xozيصفحه بر S1تصوير Dيناحيه z 2 2 D  شود.مشخص مي 1 :x z ; 2 2 1  

  
  به اين ترتيب خواهيم داشت: 

S S S S
F.nd F.nd F.nd ( )           1 1

       
 

 چنانچه :101مثالSيهسطح روz x y  2 باشد، xoyدر بالاي صفحه 22
S

F.nds
 90(عمران ـ سراسري   چقدر است؟(  

n
برداري كه عمود بر سطح بوده وF

 باشد:به صورت مقابل مي  F(x,y,z) ( xy y)i ( y ) j ( x )k     2 26 3 1 3
    

1 (2  2 (6  3 (12  4 (24  

 :يرويه»  3«گزينه   پاسخz x y  2 zييك سطح باز است كه با صفحه 22  يدر دايرهx y 2 2  Sكند. اگر فرض كنيمبرخورد مي 4
zيبخشي از صفحه  ياست كه درون دايرهx y 2 2 Sيقرار دارد، رويه 4 S  شود. رويبسته ميS S  ي ديورژانس داريم:با استفاده از قضيه  

  
S S V V

F.nds (divF)dv ( y y )dv


        6 6


     

Sكافيست انتگرال روي : z   را حساب كنيم. براي اين صفحه داريمn k


 يو با توجه به معادلهg : z  :داريم 

| g |ds dA dA dA
| g.k |


  


1
1


  

  بنابراين داريم:

  
S S S

F.nds F.kds x dA r cos rdrd ( cos )d r dr ( )( )( )
 

  
                    

2 2 2 22 2 2 313 3 3 1 2 3 4 122   

 جواب  

z(توجه داشته باشيد كه اگر در صورت سؤال صفحه   شد).در اين صورت رويه داده شده يك رويه بسته مي ،شدهم گفته مي  
  

z

x D
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 فرض كنيد  :102مثالS يقسمتي از استوانهx y ax 2 2 zباشد كه بين صـفحات افقـي   2   وz b (b )       قـرار دارد. شـار رو بـه خـارج
zFميدان xi (cosz ) j e k  2   كدام است؟  

1 (a b 22  2 (bb a e a a    2 2 2  3 (a b 2  4 (bb a e a a    2 2 22  
   :ي استوانه به صورت مقابل است:ابتدا توجه كنيد كه معادله»  3«گزينه پاسخ  x y ax (x a) y a     2 2 2 2 22  

a)يك دايره به مركز xoyيي اين استوانه در صفحهدر واقع قاعده , ) و شعاعa  است. از طرفي استوانه در راستاي محـورz   هـا، بـين صـفحاتz   وz b   
هاي اسـتوانه  ) خواسته شده است و درپوشSي جانبي استوانه (يعني هماندهد. دقت كنيد شار خروجي از پوستهرا نشان مي Sقرار دارد، شكل سمت چپ سطح

zكه از تلاقي استوانه با صفحات   وz b جزء سطح ،شودحاصل ميS ها را قرار دهيم و تساوي زير را بنويسيم:توانيم اين درپوش. اما مينيستند  

S V z b z
I F.nd (divF)dv F.nd F.nd I I I

 
             1 2 3
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n2 2 2z=b (x-a) +y a

2 2 2z=0 (x-a) +y a

  
 Dكنـيم. فـرض كنـيم   ها را از انتگرال اول كـم مـي  يم و مقدار آنكنهاي دوم و سوم را حساب ميآوريم و بعد از آن انتگرالابتدا انتگرال اول را به دست مي

  باشد. xoyيبر صفحه Vيتصوير ناحيه
bbz z z b

V V D D D
I (divF)dv ( e )dv dxdy ( e )dz dxdy[z e ] (b e )dxdy               1 1 1 1




  

bمساحت ناحيه ( b
D

I (b e ) dxdy (b e ) (D      1 1 1  
x)درون دايره Dيناحيه a) y a  2 2 aاست و لذا مساحت آن 2 a  2   باشد. مي 2

bبنابراين bI (b e ) a b a e a a         2 2 2 2
1 zي شار روي سطحي انتگرال دوم، يعني محاسبه، حالا سراغ محاسبه1 b رويـم: واضـح اسـت    مي

kبرابر با nبردار


  است (چون بايد رو به خارج سطح بسته باشد) 
b) e a  bمساحت ناحيه2 b b

z b D D D
F.nd (F.k)dA e dA e dA e (D


        1 1 1 1

   
nبايد رو به خارج سطح بسته باشد، يعني nرويم: (توجه داريد كه بردارو در نهايت سراغ حل انتگرال سوم مي k 

 (است  
) a  مساحت ناحيه2

z D D D
F.nd F.( k)dA ( e )dA dA (D


           2 2 2 2




   

b  بنابراين حاصل انتگرال خواسته شده در صورت سؤال به صورت مقابل است: bI I I I b a e a a e a a a b              2 2 2 2 2 2
1 2 3  

  
 فرض كنيد  :103مثالxF (x y z )i (e y ) j ( x)k       

22 2 22 3
   وs  بخشي از سطح كـرويx y z a az   2 2 2 23 باشـد بـه طـوري     2

aكه   و ناحيه بالاي صفحهxoy رو به خارج باشد. در اين صورت شارF
 در سراسر سطحs كدام است؟  

1 (a 23  2 (a 29  3 (a 26  4 (a 218  
 :صورتتوان بهرا ميداده شده  ي كرهمعادله»  2«گزينه  پاسخx y (z a) a   2 2 2  يبخشي از اين كره است كه بالاي صفحه sنوشت. سطح 24

z   يقرار دارد. از برخورد كره و صفحهz   يبه دايرهx y a 2 2 x، بـه همـراه سـطح درون دايـره    sس سطحرسيم. پمي 23 y a 2 2 روي  23
zصفحه   كه آن راs دهند، طبق قضيه ديورژانس داريم:ناميم، يك سطح بسته را تشكيل ميمي    

s s s s v s

I I

I F.nd F.nd F.nd divFdv F.nd


       

   
            

1 2

  

sي درونناحيه vيناحيه s  ياست. با محاسبهdivF
 بينيم كهميdivF x y 2 2

 است. با توجه به فرد بودنx2 وy2 تـه كـه   و با استفاده از اين نك
  دهد، خواهيم داشت:را تغيير نمي vمعادله مرزهاي yو xجايگذاري

v
I ( x y)dv   1 2 2  

)و رو به خارج، بردار sرا حساب كنيم. بردار عمود بر سطح I2كافيست k)
 باشد. بنابراين داريم:مي    

s
F.( k)d


  آوريم.دست ميرا به  a  )s(مساحت29

s s s
I I F.( k)d ( x)dxdy dxdy




  
           2 3 3 3  

و در نتيجه
s
F.nd a
 

     است. 29
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