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هندسه تحليلي و جبرخطي: اولفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  ي ماتريسرتبه :3درسنامه      
  

ي آن را شرح دهيم. پيش از آن لازم است با مفهوم استقلال و وابستگي خطـي  ي ماتريس آشنا شده و روش محاسبهخواهيم با مفهوم رتبهدر اين بخش مي
  ناميم.هاي سطري يا ستوني را گاهي اوقات بردار مياز درس، ماتريس قسمتيد. در اين آشنا شو

استقلال و وابستگي خطي   
  

Aمــاتريس
 
   
  

1 1 2
3 5 1
7 11 22

 تــوانيم بــه صــورترا در نظــر بگيريــد. ســطرهاي آن را مــي A 1 1 1 2 ، A 2 3 5 1 و A 3 7 11 22 

اگر سطر دوم را دو برابر كـرده و   شويد كهجود دارد را پيدا كنيد؟ با كمي دقت متوجه مياي كه بين سطرهاي ماتريس وتوانيد رابطه. آيا مينامگذاري كنيم
Aبه عبارتي .آيدبا سطر اول جمع كنيم، سطر سوم به دست مي A A 3 2 د داشته باشـد، ماننـد مثـال    اي بين سطرهاي ماتريس وجواست. اگر رابطه 12

   اند.ي خطيوابستهبه يكديگر  Aگويند سطرهاي ماتريسمي اين حالتدر  ،با استفاده از سطرهاي اول و دوم توليد كنيمسطر سوم را  بالا، كه توانستيم

Aي ديگر به ماتريسدر يك نمونه
 

  
 

1
5 7
   دقت كنيـد، داريـم A 1 1  و A 2 5   اي بـا هـم ندارنـد.    هـيچ رابطـه   A2و A1امـا ايـن بـار    .7

  شود:توليد نمي A2ضرب كنيد،  5را در  A1مثلاً اگر نيست. A1مضرب A2در واقع   A A  1 25 5 1 5   
 كننـد ابتـدا فـرض مـي    A2و A1در رياضيات، براي اطمينان از مستقل خطـي بـودنِ  هستند.  مستقل خطي Aگويند سطرهاي ماتريسدر اين حالت مي

c A c A o 1 1 2 cشده باشد. اگر از اين معادله بتوانيم نتيجه بگيريم كه 2 c 1 2  ايم كهاست، نشان دادهA1 وA2  در مـثلاً  هسـتند.  خطـي  مستقل
cمثال از تساوي اين A c A o 1 1 2 خواهيم داشت: 2         c c c c c c c , c        1 2 1 2 2 1 2 21 5 7 5 7 5 7        

cپس بايد 2  وc 1   .يعنيباشدA1 وA2 .مستقل خطي هستند  
  ي ديگر:چند نمونه

Aبه سطرهاي ماتريس  
  
 

1 2 3
5 1 15

كنيد. داريم توجه  A 1 1 2 و 3 A 2 5 1 15بينيم كـه ، با كمي دقت ميA2 مضـرب ،A1   .اسـت  

Aبه عبارتي A2   ي خطي هستند.  وابسته A2و A1دهد كهاست. اين نشان مي 15

Aاكنون به سطرهاي ماتريس
 

  
 

1 2 5
3 1

توجه كنيد. داريم  A 1 1 2 و 5 A 2 3 1آيا .A2 مضربي ازA1 بينيـد كـه چنـين    است؟ مي

cرا پيدا كنيم طوري كه c2و c1ها وجود ندارد. اگر سعي كنيم اعداداي بين آنرابطه A c A o 1 1 2 cبينيم كه تنها حالت ممكنمي ،باشد 2 c 1 2  است:  
         c c c c c c c     1 2 1 2 1 1 21 2 5 3 1 3 2 5        

cدر اين صورت بايد 12  وc c 1 23  يعني تنها حالت ممكن آن است كه .باشدc c 2 1  دهد كهباشد. اين نشان ميA1 وA2  .مستقل خطي هستند  
    وقتي دو سطر از ماتريس، مضرب هم نباشند، حتماً نسبت به هم مستقل خطي هستند.تعداد سطر، در مورد هر نوع ماتريس با هر مرتبه و هر  نتيجه:

Aدر آخرين نمونه، به سطرهاي ماتريس
 
   
  

1 1
2 3 5
5 7 1




توجه كنيم. داريم  A 1 1 1 ، A 2 2 3 و 5 A 3 5 7 1. هـا  ت به درايهبا كمي دق

Aآيد. يعنيشويم كه سطر سوم از مجموع سطر اول با دو برابر سطر دوم به دست ميمتوجه مي A A 3 1   .ي خطي هستنداين سطرها وابسته ،بنابراين .22
 مـثلاً سـطرهاي مـاتريس   بـه صـورت تركيـب خطـي سـاير سـطرها بنويسـيم.         هـا را اند اگر بتوانيم يكي از آني خطيوابسته Aسطرهاي ماتريسنتيجه: 

A
 
   
  

1 2 5
4 2

1 2 7
 توانيم سطر سوم را به صورت مجموع سـطرهاي اول و دوم بنويسـيم:  زيرا مي ،مستقل خطي نيستندA A A 3 1 . سـطرهاي ايـن   2

  ي خطي هستند.ماتريس، وابسته
  بيان كنيم: تربه شكل كلي كه تعريف استقلال خطي و وابستگي خطي رااكنون آماده هستيم 

 اگر بتوانيم يك تركيب خطي پيدا كنيم كه در آن :تعريفm mc A c A o  1 1  ي ضرايبباشد اما همهic  گـوييم صفر نباشند، مـيA1،A2  .. وmA 
mcرسد همان حالتي خطي هستند. اما اگر تنها حالتي كه به صفر ميوابسته c  1   گوييمباشد، ميA1،A2و ... ،mA دمستقل خطي هستن .  
  .هاي مربع استتياج داريم. اين ابزار همان دترمينان ماتريسها احتشخيص آن براي ترقوي. اما به يك ابزار شديمبا مفهوم استقلال و وابستگي خطي آشنا  تا اينجا

detاگرقضيه:  A   دهد كه سطرهاي ماتريسباشد، نشان ميA اند. به همين ترتيب اگري خطيت به هم وابستهنسبdet A     شـود  باشد، ثابـت مـي
  اند.نسبت به هم مستقل خطي Aسطرهاي
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 سطرهاياگر  :1مثال     A ,A a ,A  3 2 12 3 4 2 1 1 1 Aاز ماتريس 2 3   كدام است؟ a اهگآنوابسته خطي باشند،  3

1 (1  2 (2  3 (1
2  4 (2  

  : اگر سطرهاي ماتريس  »3«گزينه پاسخA ي خطي باشند بايد دترمينانوابستهA .صفر باشد  

                      a ( a) ( a ) a         
2 3 4

12 1 8 3 4 6 2 8 21 1 2
   

  
 به ازاي كدام مقدار :2مثالm بردارهاي( ,m, )2 )و 1 , , )1 3 )و 2 , , )1 4    اند؟خطي وابسته 3

1( 2-  2( 1-  3( 1  4( 2  
 ي داشته باشند آن است كه دترمينان مربوط به اين سه بردار مساوي صفر باشد.آن كه سه بردار وابستگي خط شرط  »3«گزينه  :پاسخ  

m
( ) m( ) ( ) m m m                   

2 1
1 3 2 2 9 8 3 2 1 4 3 2 5 7 5 5 1

1 4 3
    

رتبه ماتريس   
  

سـتون را از   nسـطر و  mهـر مـاتريس بـا   طـور كـه قـبلاً گفتـيم؛     همـان  را بـا هـم اشـتباه نگيريـد!    مـاتريس   يمرتبهماتريس و  يرتبهتوجه كنيد كه ابتدا 
mيمرتبه n ماتريس مربعِ مثلاً ناميم.ميn nA   يمرتبهيك ماتريس راn ي رتبـه ابتـدا مفهـوم   تـر اسـت.   ي ماتريس يك بحث مفهومياما رتبهگوييم. مي

  هاي زير توجه كنيد:به نمونه براي ورود به بحثهاي مختلف براي تعيين رتبه را خواهيم گفت. دهيم و در ادامه، راهماتريس را شرح مي

   ي يك:نمونه

A

 
  
 
 
   

1 2 3 5
2 4 6 1
3 6 9 15
2 4 6 1





  

  طرهاي دوم، سوم و چهارم هر كدام مضربي از سطر اول هستند. به عبارتي داريم:شويد كه سدقت كنيد. متوجه مي Aي بين سطرهاي ماتريسبه رابطه

A A , A A , A A   2 1 3 1 4 12 3 2  
اول هستند. در چنـين حـالتي    به سطر خطي ي سطرها همگي وابستهوجود دارد و بقيهخطي فقط يك سطرِ مستقل  Aشود كه در ماتريسپس نتيجه مي

را بـه   Aي. رتبـه دهـد نشـان مـي   ي يك مـاتريس، تعـداد سـطرهاي مسـتقل خطـي آن را     رتبهي يك دارد. در واقع رتبه Aماتريس ئيمگومي
rank(A)صورت 1 ييا به شكل خلاصه شدهr(A) 1 كنيم.بيان مي  
  ماتريس مقابل را در نظر بگيريد. ي دو:نمونه

B
 
   
  

2 3 4 1 4
2 3 1

2 5 7 1 5
   

؟ واضـح اسـت كـه چنـين نيسـت.      مضـرب يكـديگر هسـتند   اول  ومنظور آن اسـت كـه آيـا سـطر دوم     اي وجود دارد؟ رابطه Bطرهاي اول و دومسآيا بين 
وم طر مستقل خطي دارد. حالا بـه سـطر س ـ  حداقل دو س Bمضرب يكديگر نيستند. بنابراين تا اينجا متوجه شديم كه ماتريس كدامهيچ B2و B1سطرهاي

سطر سوم، مجموعِ سطرهاي اول و دوم اسـت. بنـابراين    شود كهاي وجود دارد؟ با كمي دقت معلوم ميتوجه كنيد. آيا بين اين سطر با سطرهاي قبلي، رابطه
هـا نشـان داد كـه    چند خواهد بـود؟ بررسـي   Bي ماتريسسطر سوم يك سطر مستقل نيست، بلكه وابسته به سطرهاي بالاتر از خود است. به نظر شما رتبه

rank(B)  :است 2 برابر با Bياست. بنابراين رتبه هاخطي و يك سطر وابسته به آنسطر مستقل  2داراي  Bماتريس  2  
هـا را بـه شـكل مفهـومي بررسـي      ي اين ماتريسخواهيم رتبه. مياستها سه ي آنهمهي مرتبهرا داريم كه  Cو A،Bدر اينجا سه ماتريسي سه: نمونه
  م.كني

A , B , C
     

             
          

1 3 2 4 5 2 1 2
2 6 4 3 2 4 1 3
5 15 1 1 3 2 1 7
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ها معطوف كنيد. سطر اول اين ماتريسي بين آنو رابطه Aخواهيم كه توجه خود را به سطرهاي ماتريساز شما مي A  1 1 3 است. سـطر دوم،   2
  آمده است. دستبهبلكه وابسته به آن است. در واقع سطر دوم از دو برابر كردن سطر اول  ،مستقل از سطر اول نيست A A  2 12 6 4 2  

برابر شده است. به عبارتي داريم 5سطر سوم هم همان سطر اول است كه  A A  3 15 15 1 5يجـه گـرفتيم كـه در مـاتريس    ب! نت. بسيار خ ـA 
rank(A))اسـت  برابـر بـا يـك    Aيگوييم رتبهدارد. مي خطي فقط يك سطر مستقل Aسطرهاي دوم و سوم وابسته به سطر اول هستند. ماتريس )1 .

 مضرب يكديگر نيستند. بنابراين فعلاً دو سطر مستقل Bبينيم كه سطرهاي اول و دومبررسي كنيم. با كمي دقت مي Bع را در ماتريساكنون همين موضو
سـطرهاي   تفاضلكه سطر سوم،  بينيدميكنيد  دقتسطرهاي بالاتر است؟ اگر كمي  هم مستقل از Bايم. اما آيا سطر سومدر اين ماتريس پيدا كرده خطي

Bداريم: Bاول و دوم است. در ماتريس B B 3 1 شـما  داراي دو سطر مستقل خطي و يك سـطر وابسـته خطـي اسـت. بـه نظـر        B. بنابراين ماتريس2
rank(B)زديدچند است؟ درست حدس  Bيرتبه  رسـيده اسـت. آيـا     Cسطر مستقل خطي دارد. حالا نوبـت بـه مـاتريس    2است. زيرا اين ماتريس  2

ها مضرب ديگـري نيسـت. تـا    از آن كدامهيچزيرا  ؛اندشود كه اين سطرها مستقل خطيبه سادگي معلوم ميمضرب يكديگر هستند؟  Cسطرهاي اول و دوم
اي بـين ايـن سـطر بـا     رسد كـه رابطـه  اش با سطرهاي قبلي توجه كنيم. به نظر نمياست. حالا به سطر سوم و رابطه 2حداقل  Cيدانيم كه رتبهجا مياين
ها توانيم مطمئن باشيم؟ شايد با ضرب كردن سطرهاي اول و دوم در اعداد مناسب و جمع و تفريق كردن آنطرهاي قبل وجود داشته باشد. اما از كجا ميس

 شـود كـه  ثابـت مـي   ،اگر دترمينان يك ماتريس مربع صفر نشـود شود. بتوانيم سطر سوم را بوجود آوريم. اينجاست كه نقش دترمينان مشخص مي
detي. پس با محاسبهاند و به يكديگر وابسته نيستندسطرهاي آن ماتريس، مستقل خطي Cبينـيم  توانيم كار را تمام كنيم. با انجام محاسبات ميمي

detكه C  15 است پسdet C   است. يعني ماتريسC ي آن برابـر بـا سـه    شـود كـه رتبـه   جا معلوم مـي از اين .داراي سه سطر مستقل خطي است
rank(C)است:  3.  

  آماده هستيم كه تعريف دقيق رتبه را بيان كنيم: با توجه به توضيحات فوق،
mتعداد سطرهاي مستقل خطيِ ماتريس: رتبه تعريف nA  ناميم و با علامتي آن ميا رتبهرrank(A) ياr(A) دهيم. در برخي از منابع، تعداد نشان مي

هـاي  شـود كـه رتبـه   اما چـون ثابـت مـي    .نامندي آن ميي ستونرا رتبه Aهاي مستقل خطيي سطري آن و تعداد ستونرا رتبهAسطرهاي مستقل خطي
  با هم برابرند، اين مفاهيم كاربرد چنداني ندارند. البته بهتر است تساوي زير را به ياد داشته باشيد: Aسطري و ستوني 

A(rank(A)(تعداد سطرهاي مستقلِ خطيِ )Aهاي مستقلِ خطيِ(تعداد ستون  
  

mين در ماتريسا. بنابربرعكسستونِ مستقل خطي است و kسطر مستقل خطي باشد، حتماً دارايkوقتي يك ماتريس داراي nA ي، رتبهA تواند از نمي
  ها بيشتر باشد.تعداد سطرها يا تعداد ستون

mدر هر ماتريسنتيجه:  nA كه ،m سطر وn ي ماتريسرتبه ،ستون داردA تواند ازنميn وm پس داريم: ،بيشتر باشد  
A rank(A) min(n,m)    

  بنابراين داريم: است.با يك ابر ي هر ماتريس غيرصفر، حداقل براست. رتبه oشود، ماتريس صفراش صفر مياز طرفي، تنها ماتريسي كه رتبه
A o rank(A) min(n,m)   1 

ي مربـع اسـت و راه   هـا ماتريسزير ها استفاده از دترمينانِدو راه مختلف وجود دارد. يكي از آن Aي ماتريسبراي تعيين رتبههاي پيدا كردن رتبه: روش
(مفهـوم سـطري ـ اشـلي را در ادامـه توضـيح        است كه به روش حذفي گاوس معروف است. كردنِ ماتريس  ـ اشليسطري  انجام عمليات سطري براي  ،دوم
  دهيم:ها را به طور كامل شرح مياكنون اين روشدهيم) مي

mهر ماتريسالف) استفاده از دترمينان:  n  لاً يك ماتريسِيِ مربعي است. مثهاماتريسداراي زيردر درون خودش3 3يهـا ماتريسداراي زير 4 3 
2و 1و 2 3هايزيرماتريس ،براي مثال در شكل زير است. 1 2هايو برخي از زيرماتريس 3 ي مربع هاماتريسابتدا از بزرگترين زير ايم.را نشان داده 2

  كند.ي ماتريس را مشخص ميي آن، رتبهها مخالف صفر شود، مرتبهنان يكي از آنيگيريم. به محض آن كه دترمها را ميكنيم. دترمينان آنآغاز مي
   

  
  

4 2 3 1
2 1 2 4
2 5 3 11

3(زيرماتريس هاي 2( برخي از زيرماتريس هاي )3 2( 

A
  

   
  

4 2 3 1
2 1 2 4
2 5 3 11

  
  
  

4 2 3 1
2 1 2 4
2 5 3 11

  
Aريسي ماتخواهيم رتبهفرض كنيد مي 3 هـاي مربعـي انتخـاب    تـوانيم در داخـل آن مـاتريس   اما مي ؛را تعيين كنيم. اين ماتريس خودش مربعي نيست 4

3هايناميم. بررسي را از زيرماتريسهاي مربعي ميها را زيرماتريسكنيم. ما آن ستون سمت راست و ديگري  3تفاده از ها با اسكنيم. يكي از آنآغاز مي 3
  ستون سمت چپ تشكيل شده است.  3با استفاده از 

3هايابتدا دترمينان اين ماتريس ست. اما اگر ا 3برابر با  Aيشويم كه رتبهها مخالف صفر باشد، متوجه ميكنيم. اگر دترمينان يكي از آنميرا حساب  3
2هايكمتر است و بايد به سراغ زيرماتريس 3از  Aيشويم كه رتبهها صفر شود، متوجه ميدترمينان هر دوي آن   برويم: 2

,
   

   
 

4 2 3 2 3 1
2 1 2 1 2 4
2 5 3 5 3 11
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A

 
 
 
 
 
 

1 2 3 4
4 4 4 4
4 4 4 4
4 4 4 4

2هايلازم شد كه به زيرماتريسپس  ايم. به محض آن كه دترمينان يكي از ها را نشان دادهبرخي از آن ،ها زياد است و ما در شكلتوجه كنيم. تعداد آن 2
  ي كار نداريم.، ديگر نيازي به ادامهمخالف صفر شدها آن


 

4 2 82 1   

2ياگر دترمينان همه است. 2برابر با  Aيپس مطمئن شديم كه رتبه ي دو نكتـه  برابر با يك است. Aيكه رتبه گرفتيمنتيجه ميشد، ها هم صفر مي2
  مهم را بايد به ياد داشته باشيد:

Aفقط ماتريس صفرـ 1 o بزرگ بررسـي   ي مربعِهاماتريسدر اين روش حتماً از ـ 2ي يك دارند. حداقل رتبه هاماتريسي صفر است و ساير داراي رتبه
  را شروع كنيد.

Aي ماتريسخواهيم رتبهبراي مثال فرض كنيد مي 

 
   
  

3 4

3 3 3
2 1 1
1 3 1 4


  هـاي مربـع در ايـن مـاتريس،    مـاتريس . بزرگتـرين زير تعيين كنيمرا3 3 

  شود:مي 3برابر با  Aيها صفر نشود كار تمام است و رتبهكنيم. اگر يكي از آنها را حساب ميا دترمينان آنهستند. ابتد

det , det
   
        
       

3 3 3 3
2 1 1 1
1 3 1 3 1 4

 
     

2هـاي بـه زيرمـاتريس  است. حالا  3كمتر از  Aيشويم كه رتبههر دو دترمينان، صفر شدند. پس مطمئن مي هـا  توجـه كنـيم. خوشـبختانه اولـين آن     2

detدترمينان غير صفر دارد:
 

   
 

3 3 62 


rank(A)است:با دو برابر  Aي ماتريسبنابراين رتبه   2  

 ي ماتريسرتبه  :3مثالA
 
   
  

1 2 3 4
2 4 6 8
3 6 9 12

  را تعيين كنيد. 

 :هايي از سطر اول هستند. سطر دوم، دو برابر سطر اي از دترمينان استفاده كنيم. سطرهاي دوم و سوم مضربنيازي نيست در چنين مثال ساده  پاسخ
Aاول است و سطر سوم سه برابر آن است. A2 Aو 12 A3 rank(A)برابر است با يك: Aيپس واضح است كه رتبه .13 1.  

  

 ي ماتريسرتبه  :4مثالA
 
   
  

1 5

2 11

  
    
  

  را تعيين كنيد. 

 :توان گفت سطر دوم همان سطر اول است كـه در صـفر ضـرب    ر است. ميسطرهاي اول و سوم مضرب يكديگر نيستند. اما سطر دوم كاملاً صف  پاسخ
  برابر است با دو: Aيشوند. پس به طريق مفهومي واضح است كه رتبهشده است. بنابراين سطرهايي كه كاملاً صفر هستند مستقل خطي محسوب نمي

rank(A)  2  
  

يك سـطر بـا مضـربي از سـطر ديگـر، مقـدار دترمينـان تغييـر نخواهـد كـرد.            قدانيد كه با جمع و تفريايد. ميهاي دترمينان آشنا شدهقبلي با ويژگي در بخش
ي رسانيم كه انجـام ايـن عمليـات رتبـه    طور جمع و تفريق يك ستون با مضربي از ستون ديگر، تأثيري بر دترمينان ماتريس ندارد. اكنون به اطلاع شما ميهمين

  ي آن را تعيين نماييد.تر كنيد و سپس رتبهتر شدن مسأله، ابتدا با اعمال فوق ماتريس را سادهتوانيد براي سادهماتريس را هم تغيير نخواهد داد. پس مي

 رتبه يا  :5مثالrank ماتريسA

 
 
 
 
 
 

1 2 3 4
5 6 7 8
9 1 11 12
13 14 15 16


  كدام است؟ 

1( 3  2( 2  3( 1  4( 4  
 :ي مـاتريس تغييـر   گفتيم كه با كم كردن يا جمـع كـردن دو سـطر بـا يكـديگر، رتبـه        »2«گزينه   پاسخ
هـر سـطر را    كنـيم و از سطر آخـر شـروع مـي    ها،تر شدن درايهتر شدن مسأله و كوچككند. پس براي سادهنمي

  كنيم:اش ميمنهاي سطر قبلي
  

  

 فقط دو سطر مستقل دارد. Aكه سطرهاي دوم، سوم و چهارم با هم برابرند اما سطرهاي اول و دوم مستقل خطي هستند. بنابراين ماتريس استحالا واضح 
rank(A)پس:  2.  

  

خـواهيم  وم رتبه و چند قانون ساده، رتبه را مشخص كنيم و نيازي به استفاده از دترمينان نداشتيم. حالا ميتوانستيم با تكيه بر مفههاي بالا در مثالتوجه: 
  با استفاده از دترمينان حل كنيم.تر را يك مثال مشكل
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V3

V2

V1

Bz2

A

y2y1

x

x1

x2

z1

z

y

y

z

x

A(x,y,z)

z

y
x

  ا در فضاي سه بعديبرداره :4درسنامه 
  

 شهر و مدت زمان پرواز يك هواپيمـا، ي دو توان با يك عدد حقيقي بيان كرد. براي مثال، قد و وزن يك شخص، دماي محيط، فاصلهها را ميبرخي از كميت
ها وجود دارد كه علاوه بـر  نوع ديگري از كميت اناميم. اممي اسكالرهاي ها را كميتاين كميت توانيم با يك عدد حقيقي بيان كنيم.ها را ميهر كدام از اين

  مقدار، داراي جهت نيز هستند.  

دانيـد كـه   توپي را تصور كنيد كه قرار است يك بازيكن فوتبال به آن ضربه بزنـد و شـما مـي   
8هاي اين بازيكنسرعت شوت  توانيـد مسـير   مـي ا اين اطـلاع  بآيا  .كيلومتر بر ساعت است

توانيـد، چـون جهـت حركـت تـوپ را      واضح اسـت كـه نمـي   كنيد؟  بينيپيشحركت توپ را 
توان فقط با يك عدد حقيقي بيان كرد. زيرا علاوه بـر انـدازه،   كميت سرعت را نميدانيد. نمي

km. با دانستن جهت حركت توپ و عددهم دارد جهت
h

8 توانيم مسير حركت تـوپ را  ي، م
  بيني كنيم.پيش

داراي جهـت هـم هسـتند     ،كـه عـلاوه بـر انـدازه    هايي مانند نيـرو، سـرعت و شـتاب،    كميت
هـا را  اگـر دو بـردار داشـته باشـيم كـه مـوازي هـم باشـند آن         .ناميممي برداريهاي كميت
هت باشـند. در شـكل   ججهت يا غيرهمراستا ممكن است همناميم. بردارهاي هممي راستاهم

Aمقابل بردارهاي
 وB

 جهت نيستند.  اما هم ،راستا هستندهم  
دستگاه مختصات قائم   

  
چه تصوري از درس هندسه داريد؟ در هندسه معمولي، از مفـاهيمي ماننـد انـدازه، زاويـه،     

شود. از آنجا كه اقليدس براي اولين بار اين نـوع هندسـه را بـه    تناسب و توازي استفاده مي
  گوينـد.  هـم مـي   اقليدسـي ي صورت اصـولي و مرتـب شـده بيـان كـرد، بـه آن هندسـه       

ي در هندسـه  امـا  ي اقليدسي چيزي به نام محورهـاي مختصـات وجـود نـدارد،    در هندسه
شود كه و اين باعث مي دهيمما هر شكل را در يك دستگاه مختصات قائم قرار مي تحليلي

x)هر نقطه داراي مختصاتي به صورت , y , z) توانيم علاوه بر قوانيني كه در باشد. حالا مي
ي ي خـط، شـيب خـط، معادلـه    ي اقليدسي داريم، از ابزارهاي جديدي مانند معادلههندسه
  نيز استفاده كنيم. نظاير آندايره و 

امـا در   .نيـاز داريـم   yو xاي كه در يك دستگاه مختصات بررسي شده باشد. براي اشكال مسطح، فقط به دو محوريعني هندسه ،ليي تحليبنابراين هندسه
  توانيم علاوه بر اشكال مسطح، اشكال فضايي را نيز تحليل كنيم.مي zو x ،yيك دستگاه سه بعدي با محورهاي

را  zو x،yهـاي معمولاً مؤلفه .است مختصيا  مؤلفههر نقطه داراي سه در اين دستگاه 
دو نقطه از دستگاه سه بعـدي   BوAناميم. اگرض و ارتفاع آن نقطه ميبه ترتيب طول، عر

  آيد:ي فيثاغورت است به دست ميي قضيهي زير كه نتيجهها از رابطهي آنباشند، فاصله
| AB | (x x ) (y y ) (z z )     2 2 2

2 1 2 1 2 1


  
 Bو Aهـاي از ميانگين مؤلفـه  ABخطي وسط پارهنقطهرا نصف كنيم،  ABخطاگر پاره

  آيد:به دست مي

  x x y y z z(A B)M ( , , )
  

  1 2 1 2 1 2
2 2 2 2  

را به چنـد   ABخطتوانيم پارهي آن ميكه به وسيله تر هم دارداين فرمول يك حالت كلي
 6را بـه   ABخـط خـواهيم پـاره  تصور كنيـد مـي   ،مثال. براي قسمت مساوي تقسيم كنيم

,...ينقطـه  5 ،مطـابق شـكل  قسمت مساوي تقسيم كنيم.  P1وP5    بايـد مشـخص شـوند. 
تـر  نزديك Bدقت كنيد. هرچه به زير آيد؟ به روابطچگونه به دست مي iPنقاطمختصات 

  شود.آن بزرگتر ميBشويم ضريبمي
  

A B A B A B A B A BP P P P P    
    1 2 3 4 5

5 4 2 3 3 2 4 5
6 6 6 6 6  

iياز رابطـه  iPقسـمت مسـاوي تقسـيم كنـيم نقـاط      nرا به ABخطدر حالت كلي اگر بخواهيم پاره
(n i)A iBP

n
 

  بـه ازايi , , , n 1 2 1 
  آيند.دست ميبه

A









B

M
5P

4P

3P
2P

1P

x

y


A

B


C
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y

z

x

k i

j

 نقاط  :1مثالA( , , )1 2  وB( , , )5 6 روي  Cيرا در نظر بگيريـد. نقطـه   4
|چنان است كه ABخطپاره AC | | BC |   را پيدا كنيد. C. مختصات3
 :فرض كنيد  پاسخAB  يايم. در اين صورت نقطههچهار قسمت مساوي تقسيم كردرا بهC نزديكترين نقطه بهB :است. پس داريم  

B A ( , , ) ( , , ) ( , , )C ( , , )   
    

3 3 5 6 4 1 2 16 16 12 4 4 34 4 4
  

بردار   
  

ABباشد را بـا علامـت   Bو انتهاي آن در Aيناميم. برداري كه ابتداي آن در نقطهدار را يك بردار ميخط جهتهر پاره


مبـدأ   Oدهـيم. اگـر  نشـان مـي   
OAمختصات باشد، بردار


Aعلامت همان را اغلب با 

 بردارها دو روش وجود دارد. براي نشان دادن دهيم. نشان مي  
ABهاي بردارمؤلفه :لاو روش


AB  نويسيم:را به اين صورت مي  (x x , y y , z z )   2 1 2 1 2 1


  

)Aهاي ابتداي آن كنيم. براي مثال برداري كه ازهاي انتهاي بردار را منهاي مؤلفههميشه بايد مؤلفه , , )1 2 )Bبه 3 , , )4 2   رود برابر است با:مي 6
AB ( , , ( )) ( , , )       4 1 2 2 6 3 3 4 9


  
ABاز بردارهاي واحد براي نوشتن بردار :روش دوم


i. مطابق شـكل بردارهـاي  كنيمفاده مياست 

 ،
j


kو 


هستند. هر بردار ديگر، تركيب  zو x ،yي واحد و در جهت محورهايبردارهايي به اندازه 
AB  براي مثال داريم: .خطي اين سه بردار است ( , , ) i j k    3 4 9 3 4 9

   
  

ABي برداراندازه بردار: اندازه


  به عبارتي داريم: ،Bياز نقطه Aيي نقطهبرابر است با فاصله 
AB (x x ) (y y ) (z z )     2 2 2

2 1 2 1 2 1
 

هـا  هاي نظيـر آن گوييم. به لحاظ تحليلي براي تساوي بردارها بايد مؤلفهم برابر ميدو بردار را كه اندازه و جهت يكساني داشته باشند، با ه تساوي بردارها:
  برابر باشند.

شود كه عبارتند از جمع برداري، ضرب اسكالر، ضرب داخلي و ضرب خارجي، كـه در  براي بردارها چهار عمل جبري تعريف مي اعمال جبري روي بردارها:
  دهيم.ا شرح ميادامه، طرز محاسبه و كاربرد هر يك ر

Aدر بردار يك عدد حقيقي مانند ضربحاصل ضرب اسكالر در بردار:
برداري مانند ،B

 است كه اگر ،مثبت باشدB
 م جهـت بـا  برداري است هA

 و
B،منفي باشد اگر

 برداري است در خلاف جهتA
ي ه. و اندازB

 ،| | برابر اندازه بردارA
 .خواهد بود(B A) 

   
A(xاگر دو برداردو بردار: و تفاضل جمع حاصل , y , z )1 1 1

  وB(x , y , z )2 2 2
  ،خواهيم داشت : گاهآنمفروض باشند    

A B (x x , y y , z z ) , A B (x x , y y ,z z )         1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
     

Aرسم هندسيِ بردار براي B
  و راه وجود دارد:د   

Aبردار ابتدا پايين، مطابق شكل سمت راست :روش اول
  كنيم، از انتهاي آن بردارميرا رسمB

  كنيم، سپس ابتدايميرا رسمA
   را بـه انتهـايB

   وصـل
Aآيد كه اضلاع آنكنيم. مثلثي به دست ميمي

 ،B
 وA B

  ناميم.  هستند. اين را روش مثلث مي  
Aبردارهاي مطابق شكل سمت چپ :روش دوم

 وB
  سپس از انتهاي برداركنيم. ميرا از يك نقطه رسمA

، اندازه بابرداري موازي و همB
  كنيمميرسم .

Bاز انتهاي بـردار 
   انـدازه بـا  ، بـرداري مـوازي و هـمA

   گيـريم مـي شـود را در نظـر   هـا سـاخته مـي   رالاضـلاعي كـه بـا ايـن بردا    متـوازي . كنـيم مـي رسـم.   
Aيكي از قطرها ،مطابق شكل B

  و قطر ديگرA B
   .برداررا نشان خواهد دادA B

  از انتهايB
 به انتهايA

 شود.رسم مي  
  
  
  
  
  

  
  

  الاضلاعقانون متوازي                                                                                        قانون مثلث
 اگر :2مثالA ( , , ) 1 3 4

  وB ( , , ) 2 1 2  ،حاصل گاهآنباشدC B A 3 2
  كدام است؟  

1(( , )4 9 2  2(( , , ) 4 3 2 3(( , , )8 9 14  4 (( , , )8 9 2  
 : هاي اسكالر داده شده، داريم:ي ضرببا محاسبه»  2«گزينه پاسخ     C ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )         3 2 1 2 2 1 3 4 6 3 6 2 6 8 4 3 2

  

Aبردارهاي غيرصفر برداري كه امتداد نيمسازتداد نيمساز دو بردار: ام
 وB

 به صـورت دهد را نشان ميA BC
| B || A |

 
 
    شـود. بـراي مثـال    نوشـته مـي

Aاگر ( , , ) 2 2 1
 وB ( , , ) 3 4


 د داريم:باشن  ( , , ) ( , , )C ( , , )  

2 2 1 3 4 2 19 17
3 5 3 15 15

   
  


B


A

 
A B

 
A B

 
A B


A


B

A BC
  

| BC || AC |
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B

A

θ

  هاي هادي يك بردار:كسينوس
uزوايـايي باشنـد كـه بردار دلخـواه و ،اگـر (a, b,c)

 ت محــورهاي هاي مثبـ ـبا جهتx،y وz  گـاه آنســازد،  مـيcos،cos وcos   را
  آيند:ت ميگوييم و از فرمول زير به دسهاي هادي بردار يا خط ميكسينوس

ccos
| u |

    و  bcos
| u |

    و  acos
| u |

    
  زير را داريم:با توجه به تعريف فوق بلافاصله نتيجه 

cos cos cos     2 2 2 1 
 اگر :3مثال، و زوايايي باشند كه خطd سازد، كداميك از روابط زير صحيح است؟با محورهاي مختصات مي  

1(    9   2(sin sin sin    2 2 2 2  
3 (cos cos cos    1  4(   18   
 با توجه به اينكه»  2«گزينه :  پاسخ، و داريم زواياي هادي هستند، پس:  

cos cos cos sin sin sin sin sin sin                    2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 2  
  داخلي دو بردار  ضربحاصل 

Aضرب داخلي بردارهاي
 وB

 را با علامتA.B
  ي ضـرب داخلـي دو بـردار   دهند. براي محاسـبه نشان ميA (x , y , z ) 1 1 1

 وB (x , y , z ) 2 2 2
  دو راه

A.B          ي بين دو بردار ضرب كنيم:توانيم اندازه دو بردار را در كسينوسِ زاويهوجود دارد، مي | A | . | B | cos 
     

  ها، به دست آوريم:توانيم آن را با استفاده از مؤلفههمچنين مي
A.B x x y y z z  1 2 1 2 1 2
   

  بنابراين خواهيم داشت:
A.B | A || B | cos x x y y z z    1 2 1 2 1 2
   

  باشد.كه با توجه به رابطه فوق زاويه بين دو بردار از فرمول زير قابل محاسبه مي
x .x y .y z .z

cos
x y z . x y z

 
 

   

1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

  

 زاويه بين دو بردار :4مثالV ( , , )1 1 11 2


  وV ( , , )2 3 4


 كدام است؟  

1 (3   2 (6   3 (Arccos 1
3  4 (Arccos 22

75  

 : 4«گزينه پاسخ«                        ( ) ( ) ( )cos Arccos( )
.

    
      

  
3 1 11 4 2 22 22 22

15 5 75 751 121 4 9 16
 
 

  
  

A(xدو بردار شرط عمود بودن دو بردار: , y , z )1 1 1
 وB(x , y , z )2 2 2

 :در صورتي بر هم عمود هستند كه داشته باشيم  
A.B x .x y .y z .z   1 2 1 2 1 2
 

 
   خواص ضرب داخلي:

A.Bضرب داخلي بردارها خاصيت جابجايي دارد يعني داريم: )1 B.A
  . 

A.Aاش به توان دو:ضرب داخلي هر بردار در خودش برابر است با اندازه )2 | A | 2    
آيد كهبيشترين مقدار ضرب داخلي دو بردار وقتي به دست مي )3   بنابراين داريم: .باشد| A.B | | A || B |

    
A.(Bپذير است:ضرب داخلي در جمع بردارها بخش )4 C) A.B A.C  

       
 اگر  :5مثالa

،b
 وc

 بردارهاي يكه باشند و در تساوي| a b | | b c | | c a |     2 2 2 9
      ،مقدار گاهآنصدق كنند| a b c | 2 5 5  كدام است؟  

1(3 2(9 3(6 4 (2  
 :براي هر بردار دلخواه»  1«گزينه  پاسخV

 :داريم| V | V.V2  ِپس تساوي .| a b | | b c | | c a |     2 2 2 9
     توان چنين نوشت:را مي  

(a b).(a b) (b c).(b c) (c a).(c a) a.a a.b b.a b.b b.b b.c c.b c.c c.c a.c c.a a.a                     9 9
                                    

a.b اما b.a
   است وa.a | a | 2  :به همين ترتيب براي ساير بردارها خواهيم داشت .  | a | | b | | c | a.b b.c a.c      2 2 22 2 2 2 2 2 9

         
|يكه هستند پس: cو bو aبردارهاي a | | b | | c |  1

 .  

(a.b a.c b.c) a.b a.c b.c         
36 2 9 2
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هندسه تحليلي و جبرخطي: اولفصل  كارشناسي ارشد يكن شريف رتبه مدرسا

  

B

A

θ

A B

B

A

θ
A
BProj

aدهيم برداري بردار خواسته شده را حساب كنيم. براي اين كار ابتدا نشان ميتوانيم اندازهاكنون مي b c 
  :بردار صفر است  

| a b c | (a b c).(a b c) (a.a b.b c.c a.b a.c b.c)            2 2 2 2
                     

(| a | | b | | c | (a.b a.c b.c)) ( ( ))           2 2 2 32 3 2 3 32
       

|پس a b c |  
   است يعنيa b c  

   :به اين ترتيب خواهيم داشت  
| a b c | | a b c a | | (a b c) a | | a | | a | | a |              2 5 5 5 5 5 3 5 3 3 3 3 3

              
 

  :طول تصوير يك بردار
Aدر شكل مقابل، تصوير بردار
 روي بردارB

 را با علامتA
BProj الزاويـه،  ايم. در مثلث قـائم نشان داده

  عبارتي داريم:به . است ت ضلع مجاور، به وتربرابر با نسب يدانيد كه كسينوسِ زاويهمي
A

AB
B

Proj
cos Proj | A | cos

| A |
     


n»I\¶ ”±†

oU»
  

A.Bcosاز طرفي ديديم كه
| A || B |

 
 
   ي قبلي داريم:در رابطهاين تساوي است. با جايگذاري  

A
B

A.BProj | A | cos
| B |

  

 
  

Aكوچك باشد، تصوير يزير توجه كنيد. وقتي كه زاويه يهابه شكل
 ي(سايهA

روي (B
 ي خودتقريباً به اندازهA

    ياست. با بزرگتـر شـدن زاويـه ،
Aيسايه

 شود تا آنجا كه وقتيتر ميكوچك  9  شود.صفر مي باشد، طول اين تصوير  

B

A

B B B

A
A A

θ=10 θ=30 θ=60 θ=90  

 طول تصوير بردار :6مثالA i j k  
    بر بردارi kB 

 2

 
 كدام است؟  

1 (2  2 (2
2  3( 2 2  4 (2  

  : طبق فرمول داريم:  »1«گزينه پاسخ                         A
B

( ) ( )
A.BProj
| B |

( ) ( )

   
     

 2 2

1 1 1 11 1 2 2 22 2 2 2 221 1 1 1 2
2 22 2

 
  

  خارجي دو بردار ضربحاصل       

ــاي A برداره x i y j z k  1 1 1
    وB x i y j z k  2 2 2

     .ــد ــر بگيري ــلرا در نظ ــربحاص ــارجي  ض خ
Aردارهايب

 وB
 برداري است مانندC

 كه بر هر دو بردارA
 وB

 براي تشخيص جهت آن نيـز از   .عمود است
  شود.م. البته اين كار براي مسائل فيزيكي لازم ميكنيقانون دست راست مطابق شكل استفاده مي

Cدر مسائل فيزيكي، براي تشخيص جهت صحيح بردار
، كننـد.  از قانون دست راست، مطابق شكل استفاده مي

Aاگر چهار انگشت را روي
 قرار داده و به سمت جهت با آنو همB

 ببنديم، انگشت شصت، جهتC
   را نشـان

  كنيم:ي ضرب خارجي از دترمينان استفاده ميبراي محاسبه دهد.مي
i j k

C A B x y z (y z z y )i (z x x z ) j (x y x y )k
x y z

        1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1
2 2 2

  
      

 خارجي دو بردار غير صفر ضربحاصل اندازه :1تذكرA
وB

 كه با نمادA B
  شود برابر است با:   نشان داده مي  

| C | | A B | | A | . | B | sin   
    

Aزاويه بين دو بردار كه
وB

 باشدمي.  
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