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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

    1آزمون (پاسخنامه (    
  

حـل  ي اول ايـن كـار را انجـام دهـيم،     مساوي قرار دادن دو تابع است. اما اگر بدون ساده كردن ضابطه ،اين نوع سؤالات براي حل حل كلاسيكراه  »2«ـ گزينه 1

  كنيم:ي اين تابع را ساده مي، پس اول ضابطهها سخت خواهد بودمعادله
x x x x

xe e e e x
y Ln cosh x sinh x Ln( ) Ln(e )

  
     

1
2 1

2 2 2 2  

x  دهيم:ي دو تابع را مساوي هم قرار ميحالا ضابطه
x x x x x , x      2 27 4 42 2   

)Aبنابراين نقاط , )  وB( , )4 AB  ، محل تلاقي دو نمودار هستند.2 ( ) ( )    2 24 2 2 5   
  

yيبطهاز ضا  »2«گزينه ـ 2 f (x)،xرا برحسبy آوريم.دست ميبه    
x

x log yx
y log y x log y log y x x log y x log y x(log y ) log y x

x log y
             

 
21 2 2 2 2 2 2 2

2
2 11 1  

logپس y
f (y)

log y
 


1 2

2 fيتوانيم ضابطه. البته مي1 (x)1 را هم با جايگذاريx به جايy .بنويسيم  
 

x    »1«ـ گزينه 3
y

x x


  

6 61  

xبه ازاي   همواره عبارت 6
x

عددي غيرطبيعي (كسري) خواهد بـود و   6
)متعلـق بـه مجموعـه اعـداد طبيعـي      yمقدار )      نخواهـد بـود، لـذا بـه
xازاي 1 مـورد   4گـردد در ملاحظه مي .كنيمبررسي مي xكه 6
  هار عضو دارد.نيز عدد طبيعي خواهد بود، لذا تابع چ yمقدار

x y

x y

x y

x y

x y

x y

      

      

      


      


      



     


61 1 71
62 1 42
63 1 33
6 54 1 4 2
6 115 1 5 5
66 1 26













  

  

fيبراي محاسبه  »2«ـ گزينه 4 ( log )21 24 اي است، بايد ابتدا مقدارچون تابع چندضابطهlog21 24  اي را تعيين كنيم تا معلوم شود كه از چه ضـابطه

logكنيمي سوم استفاده بايد از ضابطه    يم:بايد استفاده كن log log log      1 31
2 2 2 21 24 2 1 2 1 1 24 1       

f ( ) / / /       1 2 1 5 2 3 2 5 6 4 5 1 4    
  

g  زيرا: .ها با هم برابر نيستاما دامنه ،) هر چند دو ضابطه با هم برابرند1در گزينه (  »3«ـ گزينه 5 fD : { }, D     
g  دو تابع برابر نيست. ي)  نيز دامنه2در گزينه ( g fx , D : x D D f (x) g(x)       1 fDيا 1 : x 1   
  ها با هم برابر هستند.ها و هم ضابطه) هم دامنه3در گزينه (
fD  ) دامنه دو تابع با هم برابر است: 4در گزينه ( : {x | x k } (k ) 

   2  

gD : {x | x k } (k ) 
   2  

f  دو ضابطه با هم برابر نيستند، زيرا داريم: اما ( ) , g( ) f ( ) g( )
   

        2 23 3 3 3  
  

cosدانيم كهمي  »3«گزينه  ـ6 x  1 4 )cos  :داريم است. بنابراين 1 x) cos x
cos x

          


1 12 2 4 2 5 3 2 4 1 15 3 2 4   

f:يعني (x) 
1 , ست بابرابر ا fپس برد تابع  ،15

 
  

1 15 .  
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تابع: فصل اول كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

     »4«ـ گزينه 7
k k

k k k k
k k

T ( ) . ( x ) .( ) ( ) . .x
k kx





   

      
   

1
13 3 21

1 11 11 1
2 2


   

k  را برابر صفر قرار دهيم: xبايد توان ،باشد xبراي اينكه جمله فاقد k
k k


    

1 2 5 43 2
   

!
( ) . .

! !

 
       

4
4

1 1 1 1 1 51 4 4 6 16 82
  جمله مورد نظر  

 

yتوابع يدانيم دامنهمي  »1«ـ گزينه 8 Arcsin f (x)  به شكلf (x)  1 xArcsinاما چون خود ،باشدمي 1 Log2 لـذا بايـد داشـته     ،زير راديكال است
xArcsinباشيم:  log 2 ، س داريم:پ  

              
x

x

Log x
x

Log x

      
  

2

2

1 1 2
1 2
  

 

  علامت باشند. اگر هر دو مثبت باشند، داريم:هم bو a) هنگامي برقرار است كه1تساوي (   »4«ـ گزينه 9
a , b a b | a | a , | b | b , | a b | a b              

a  و اگر هر دو منفي باشند، داريم: , b a b | a | a , | b | b , | a b | a b                 
|هم علامت باشند، داريم: bو a) هرگاه2رد تساوي (در مو a b | || a | | b ||   حالا اگر| a | | b | م:باشد، داري  | a | | b |    
|  :داريم پس a b | || a | | b || | a | | b |      

 

|دانيم كهمي  »1«ـ گزينه 10 x |   :بنابراين| x | , , , ,   1 2 3  :در نتيجه داريم  |x|y , , , , y , , , ,     1 2 32 2 2 2 2 1 2 4 8    
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

    2آزمون (پاسخنامه (    
)،tghxي تغييراتبازه  »4«گزينه ـ 1 , )1 tghxباشد، به عبارتيمي 1  1 نيـز صـعودي    Arctgxتـابع  .1

  بگيريم و در نتيجه داريم: Arctg،توانيم از طرفين نامساويپس مي ،است

Arctg( ) Arctg(tghx) Arctg( ) Arctg(tghx)
 

      1 1 4 4  

  

  
  كنيم:ضابطه تابع را به صورت زير ساده مي ،مخرج در براكت دوم ابتدا با تقسيم صورت بر  »4«گزينه ـ 2

a a
f (x) f (x)

x x x x

                                

2 7 2 74 49 4 4 9 9 4 4 9  

fاست، بايدتابع زوج  چون (x) f ( x)     ،داريم:لذا باشد  a a

x x x x

                              

2 7 2 74 49 4 4 9 4 9 9 4   

aشود به ازايها به سادگي ملاحظه ميبا توجه به گزينه     تساوي فوق برقرار است. 5
  

aبا فرض  »3«گزينه ـ 3 b   :داريم  f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( )        2 2 2 4           
bاما با فرض x وa   :داريم  f ( x) f ( x) f ( ) f (x) f ( x) f (x)       2 2    

  
fofپذير،دانيم كه در هر تابع معكوسمي  »3«ـ گزينه 4 (x) x 1 است. بنابراين خطy x ي تـابع آيد. فقط بايد دامنهدست ميبهfof (x)1   را تشـخيص

fدهيم. طبق صورت سؤال : [ , ] [ , ] 1 1 1 fپس 2 : [ , ] [ , ]  1 1 2 1 f  ها خواهيم داشت:و با تركيب آن 1 f[ , ] [ , ] [ , ]


  
1

1 2 1 1 1 2  
fبه عبارتي دامنه و برد تابع of1 يهمان بازه[ , ]1   ) صحيح است.3گزينه ( ، پساست 2

  

  »3«ـ گزينه 5
yبا رسم نمودار دو تابع  x yو 2 sin x شود كه و مشاهده محل تلاقي دو منحني ملاحظه مي

x،معادله يهتنها ريش   باشد.  مي  
  
  
  

 
 

  

  
]يست نمودار را در فاصلها كافي  »1«ـ گزينه 6 , ]   باشد.قابل رسم مينمودار مشابه  روشها به و در ساير فاصله كنيمرسم  

x y arccos(cos x) x       
x x , cos x cos( x) arccos(cos( x)) x                

  باشد. ها نيز شكل به همين ترتيب قابل رسم ميدر ساير فاصله
  

f ،xتابع يدامنه »4« ـ گزينه7 1 است و به ازايx 1 حداقل ،f  آيد، در نتيجهيبدست م 14برابرfR [ , ) 14 .خواهد بود  
 

cبايد ،كه تابع زوج باشدبراي اين »3« ـ گزينه8  2 وa b  در نتيجه .باشدa b c   2 .خواهد بود  
 

y    »4«ـ گزينه 9    ياy y y
y yx yx x y y y(y ) y

yx x

 
               



2
2 2

2
1 2 1 1 1

2
    

yتوجه شود چون وقتي   است، مقدارx دانيمشود و مينيز برابر صفر ميx   :جزء دامنه نيست، پس داريم  fR ( , ] ( , )   1    
 




x

y

x

y

tghx1

1

2




2






y sin x

y 2x

x  

y  

2  1  3  
-1 

-1 -2 -3 
1  


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تابع: فصل اول كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

                »4«ـ گزينه 10
aتواند از جزء صحيح خارج شود وعدد صحيح مي روش اول:   بنابراين داريم: ،يك عدد صحيح است  a a a a a                     2  

  با استفاده از اين نكته داريم:

                       
a

a

a a a

a a a
a a a a A a a a

a a a a

  

  





            
                                                  

  
                      

4

2

2 5 22 5 3 32 5 2

3 2 2






  

aبه ازايروش دوم:  1  ها به ازايگزينه كدام ازهيچحاصل  3و 2، 1هاي گزينه صفر خواهد شد و در برابرحاصل عبارتa 1 شود. برابر صفر نمي  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

    1آزمون (پاسخنامه (    

                                   »1«گزينه ـ 1
x
lim f ( ) f ( )

x





  


1 9 11 3  

  

x          كنيم:ابتدا تكليف جزء صحيح را معلوم مي  »3«گزينه ـ 2 x            1  

x x

x x (sin x) ( ) ( ) ( x)lim lim
( ) ( x)(x )tg x  

     


2

2
9 4 2 1 2 2 4

1 3 31 3 
  

  
  :داريم لذا ،با توجه به حاصل حد بايد بيشترين توان صورت را انتخاب كنيم  »4«گزينه ـ 3

x

xn n lim a
ax


         

5

5
3 23 5 2 2 nضتناق        3 n n n     

52 5 3 22  

a  :داريم بنابراين n   
2 42 3 3  

  

g(x)  توان به شكل مقابل نوشت:را مي g(x)عتاب  »3«گزينه ـ 4 (x ) (x )f (x)  21 2  
xدر نقاط g(x)كراندار است، لذا حد تابع fچون تابع 1 وx  2    .تـا اينجـا   پـس  برابـر صـفر اسـتg(x)  نقطـه حـد دارد. از طرفـي تـابع     2درf (x)  در

xنقطه  با در اين نقطه برابر g(x)حد دارد و لذا حد تابع 2
x x
lim g(x) lim f (x)
 

 
2 2

 3دقيقاً در  g(x)پس ،در اين نقطه هم حد دارد) gباشد (يعنيمي 4
  نقطه حد دارد.

  

مبهم صورتبهحد   »1«گزينه ـ 5


  كنيم:هاي زير استفاده ميارزياست. براي محاسبه حد از هم 

x x x xsinh x ~ x , sin x ~ x , cos x ~ , cosh x ~   
3 3 2 2

1 16 6 2 2  

  برابر است با: مورد نظربنابراين حد 
x x x x

x x xx xsinh x sin x xlim ( ) lim ( ) lim lim
cosh x cos x x x x   

  
   


  

3 3 3

2 2 2
6 6 3

31 12 2
   

  

 

مبهم صورتبهحد   »4«گزينه ـ 6


x  كنيم:هاي مقابل استفاده ميارزياست، براي محاسبه حد از هم  xsin x ~ x , tg x ~ x 
3 3

1
6 3  

  در اين صورت:
x x

( x) ( x)( x ) ( x ) xlim lim
(ax) a x aax (ax )

  

    
  

 

3 3
3

3 3 3 3

3 22 3 3 2 5 156 6

3 3

  حد حاصل 

از معادله
a
 

3
15 3

a، مقدار25    آيد.مي دستبه 5
 

مبهم صورتبهحد   »2«گزينه ـ 7


x  كنيم:هاي مقابل استفاده ميارزياست، از هم  x xe ~ x , Ln( x) ~ x   
2 2

1 12 2  

  در اين صورت:
x x

x x( x x)
lim lim

x xx x
  

   
  

 

2 42

4 42 2

1 1 12 4
2

2 2

  حد  حاصل 

 

حد اول  »  2«ـ گزينه 8
at

at at att t t

e atlim( ) lim lim a
t te te te  


   

1 1 1
  

  

sin x( sin x) ( )

x
lim e e





  1 1 1

sin xsin x( )sin x sin xLn cosecx sin x(cosecx ) sin x
x x x x
lim (cosecx) lim e lim e lim e

   




   
  

22 2 2
1

1
   

  
aنابرايناز آنجايي كه حاصل حد اول، دو برابر حاصل حد دوم است، ب   2 1   خواهد بود. 2
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حد و پيوستگيوم: فصل د كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

xبا جايگذاري  »2«گزينه ـ 9  در عبارت به حالت مبهم1 صورتبهدانيم حاصل رفع ابهام اين حالت خاص رسيم. ميميLe شود و داريم:مي  

x x x x

x
tgx tgx sin x tgx sin xL lim ( ) lim ( ) lim lim

sin x sin xsin x x x ( x) x   

    
     

  

3

3 3 3 3
1 1 1 1 1 1211 1 21   

KwI¹¶ ÁpnH´À oM I¹M  

 e حاصل حد   e 
1
2  

 

حالت  »3«گزينه ـ 10


xx  كنيم:ارزي استفاده ميبنابراين از هم ،است  sin x ~ x  
3

6  

x x x x x

x x xx (x )x sin xlim lim lim lim lim
x x x x(xsin x) (x(x )) (x ) x ( ) ( )

    

 
   

   

3 3 3

3 3 3 3 33 4 2 22 32 2 2 2 2

1
16 6 6 6
6

1 16 6 6 6
    

  

 
  دهيم تا به توان مخرج برسيم. ابتدا مخرج مشترك گرفته و صورت را تا جايي بسط مي  »2«گزينه ـ 11

  
x x x x

x x xx ( )x ( cos x) ! !lim ( ) lim ( ) lim lim
cos x !x x ( cos x) x xx ( )

   

    
     

 
 

2 4 422

2 2 2 42

22 1 11 1 2 1 2 12 4 4
2 2 4 122 1 2 1 1 2

   
  

  
uاستفاده كنيم. وقتي tgh(u)لورناز اولين جمله بسط مك  »3«ـ گزينه 12  داريم:tgh(u) uنظر فرم . حد مورد1 پس بـه ايـن ترتيـب آن را     ،دارد

  كنيم:تر كرده و سپس حل ميساده
x

x x x x
x x x x
lim ( tgh ( x )) lim ( x ) lim ( x) lim e e

   

 

   
     

21 1 1 1
2 11 1 1

   
  

  

xsinh(x)  استفاده كنيم: sinh(x)لورناز دو جمله اول بسط مك  »3«ـ گزينه 31 x
!

 
3

3   

vدهد از قاعدهرخ مي 1سپس با توجه به آن كه فرم vu( u) e1 گيريم:كمك مي  
x( )

x x x x
x x x x

x xsinh(x) xlim ( ) lim ( ) lim ( ) lim e e
x x   


   

2
2 2 2 2

31 1 1 1 12
6 6

1
6 1 6   

  

 
g(x)هرگاه حد نمايي  »4«گزينه ـ 14

x a
lim f (x) 


1 است كه آن را به صورت اينبهترين راه  ،قسمتي از يك حد بزرگتر باشدg(x)Lnf (x)e  بنويسيم و سپس

)uLnارزياز هم u) u  
2

1 ueارزيو هم 2 u1  است كه اينارزي كنيم. البته شرط استفاده از هماستفادهu   :برود. در مخرج كسر داريم  

x Ln( )x x x x(( ) ) ( ) e
x x


   

22
111 11 1  

xوقتي  داريم
x


1  رزيتوان از همپس ميLn اده كرد:استف  
x ( ) xx xe e

 


2
2

1 1 1
2 2مخرج كسر  

  توانيم مقدار حد را به سادگي محاسبه كنيم:حالا مي
x

x x

elim e

e e
  

  1 1
2 2

  جواب حد1

)xچرا در اين سؤال، با آن كهسؤال دانشجو:  )
x


زيارتوانيم از هماست، نمي 1داراي فرم 11

xx x( ) e
x




111   به اين صورت و در مخرج كسر كنيماستفاده  

  بنويسيم:
x x.x.xx x xx

xx xx x

e e(( ) ) e e lim lim
x e(( ) )

x
 

    


111 111
  

g(x)تر باشد؛ استفاده از فرمولداشته باشيم كه بخشي از يك حد بزرگ 1هرگاه حد نمايي به صورتپاسخ:  g(x)(f (x) )f (x) e 1 ست ما را به جـواب  ممكن ا

g(x)نادرست برساند. در اين نمونه از سؤالات هميشه از فرمول g(x)Lnf (x)f (x) e ارزيكنيم و سپس از هماستفاده ميuLn( u) u 
2

1 2   مسأله را حـل

g(x)(fارزياگر از هم كنيم.مي (x) )e 1 جملات به جواب نادرست برسيم. استفاده كنيم ممكن است با حذف برخي از  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

حالت ابهام  »1«ـ گزينه 15


sinهايارزياست. با توجه به هم  x ~ x،sinh x ~ x،xe x 1 و اين كهArctg 
  Arcsecو 2 

    ، لذا داريم:2

x

x .x.
lim

x. x.






 


2
2

2 2

  حاصل حد

 
fوقتي ديديد تابع  »1«گزينه ـ 16 (x) رو هستيد:بين دو تابع گير افتاده! و حد آن مورد سؤال است مطمئن باشيد، با يك تست ساندويچي روبه  

x x x

x x xlim , lim lim f (x)
x x  

 
   

2
2

2 3 2 52 2 2  
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حد و پيوستگيوم: فصل د كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  كنيم:ها را بررسي ميتمام گزينه  »4«گزينه ـ 17
x x
l im ( cos ) l im [ cos( )] cos( )

x


 
       


1 11 1 1 1 1   )1: گزينه ( 2

xمقدار دانيم درمي   باارز همx،پس داريم: است  
x x
l im x lim x
 

     ) 2: گزينه(  
|منفي است، پس xچون x | x  باشد:مي  

x x
l im | x | l im ( x) ( )
 

       ) 3: گزينه(  

|منفي است پس xچون x | x  باشد:مي  
x x x

sin x sin x xl im lim lim ( )
| x | x x    

   


1
  

  
 

    »4«گزينه ـ 18
x x

xlim Arcsin( ) lim Arcsin( )
x 

 
   


1 11 2  

 
xكهاينبا توجه به   »4«گزينه ـ 19 1  آوريم: دستبهريشه مخرج كسر است، بهتر است حدود چپ و راست را  

x
lim Arctg Arctg Arctg Arctg( )

x ( )


     

    1

1 1 1
1 1 1 2  

x
lim Arctg( ) Arctg Arctg( ) Arctg( )

x ( )


    

    1

1 1 1
1 1 1 2  

  حد چپ و راست با هم برابر نيستند، لذا تابع حد ندارد.
 

  »4«گزينه ـ 20

x ( ) x ( )

x ( ) x ( )

lim f (x) lim
( x) ( )

lim f (x) lim
( x) ( )

 

 

   

   

          

     
     

2 2 21 1

2 2 21 1

1 1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1

  

توان طوري انتخاب كرد كه تابع را نمي Aعددي حقيقي نيست، پس نهايتگردد و چون بي بايد برابر Aبايد حدود چپ و راست برابر مقدار تابع شوند، يعني
  فوق پيوسته شود.

 

  تابع فقط دو خط مجانب افقي دارد:  »2«گزينه ـ 21
x x

x x
x x xlim Arccos( ) lim Arccos

x x 

 
 


 

2
4

4 2
1 2 1 2  

x

x

x xx lim Arccos Arccos
x

x xx lim Arccos Arccos( )
x





                  

2 11 2
2

2 1 2

  

 

sin    »2«گزينه ـ 22 x sin x sin x sin xy cos x x ,
sin x sinx cos x cos x

   
      

3 23 3 4 3 4 3
2 2 2 2 2  

 

nnارزيِاز هم Aيبراي محاسبه  »1«ـ گزينه 23  
3

2 2 21 2 3  كنيم:استفاده مي  n n
n n

n nA lim lim ( )
 

 
13 3

3 3   

n  داريم:p(n)اي ماننددانيم كه براي هر چندجملهاگرچه مي
n
lim p(n)


1  

  دهيم:اما براي كامل بودن اثبات، چنين ادامه مي
n n n

nLn( ) nHOPlim LnA lim lim
n n  

 

3
2

3
3

1
3

  

Aبنابراين: e 1 است. در موردB ه اين دقت كنيم كهبsin(n خـواهيم   nدار هستند. بنابراين با تقسيم صورت و مخرج بـر هر دو توابعي كران cos(n)و 2(

  داشت:
n

sin n
nB lim

cos n
n



 
  



2
1 1 111



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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

پذير اسـت پـس در ايـن نقطـه پيوسـته هـم هسـت پـس        مشتق aدر fتابع  »2«ـ گزينه 24
x a
lim f (x) f (a)


     حـالا اگـر فـرض كنـيمx a
n

 
گـاه  آن 1

nوقتي  داريمx a پس
n
lim f (a ) f (a)

n
 

  شود.مي 1است كه مبهم نيست و مقدارش برابر با  1بنابراين حد داده شده داراي فرم 1

 
fمنحني كهاينبراي   »3«ـ گزينه 25 (x)  يلمجانب ما« تفاضلپايين مجانب مايل خود باشد، بايدf (x)  «     كوچكتر از صفر باشد. پـس بايـد مجانـب مايـل را

x  حساب كنيم: a x (a )
aax ax

  
 

3

2 2
2 2    

xyبنابراين مجانب مايل 
a

 :است؛ پس داريم  x a x x a x a a a
a aax ax ax

      
          

3 3 3

2 2 2
2 2 2 2 2      

  
ه اين كهبا توجه ب  »1«گزينه ـ 26

x
lim ( cos x) 


 1    و توجه به اين كه عبارت داده شده در سمت چپ نامساوي فوق، بزرگتر يا مساوي صـفر اسـت (چـون ،

  داخل قدرمطلق است)، لذا داريم:
x

f (x)lim | |
f (x)

 



  


1 11  

  بنابراين بر طبق قضيه ساندويچ داريم:
x x x

f (x) f (x)lim | | lim | | lim f (x)
f (x) f (x)

  
  

 
     

 
1 211 1  

  

ارزيبا توجه به هم Bو Aبراي محاسبه حد  »2«گزينه ـ 27
u ucos u 

2
1   داريم: 2

x x x x

x x( )cos x x!A lim lim lim limx x x      

   
   

2 2
1 1 1 11 2 4

2
2 2 2

   


Â²¼ºoMÁpnH´À oM I¹M   

x x

xx

B lim lim
x  

 

24

2
2

2
x2

2  2

2

   

  
)ابتدا لازم است عبارت را ساده كنيم، بدين منظور عبارت مقابل حد را در  »3«گزينه ـ 28 x)1 كنيم و سپس به طور متوالي از اتحاد ضرب و تقسيم مي

  كنيم.مزدوج استفاده مي
n n n

( x)( x)( x )...( x ) ( x )( x )...( x ) x
x x x


       

 
  

12 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1  

xآمده  دستبهدر عبارت  توجه كنيد كه حال cos    گيريم:را جايگزين كرده و حد مي 2

  
n

n

(cos )lim ( cotg )
cos cos sin






   

 

12 2
2

1 2 1 1 1 1 11 2 1 2 22 1
 
  

  

  
   »3«گزينه ـ 29

   x ( ) x ( ) x ( )

x ( ) x ( )

x ( ) x ( ) x ( )

x (x )lim f (x) lim lim
tg (x ) tg (x )

lim f (x) lim f (x) ( )
x (x )lim f (x) lim ( lim

tg (x ) tg (x )

  

 

  

      

   
      

 
 

 
     

  
   

 

1 12 2 2

2 2
1 12 2 2

2 2 1
2 2 1 1 2

2 2 1
2 2

  

  

  ت را برداريم:توانيم براككند، ميميل مي چون درون براكت به سمت  »3«ـ گزينه 30
n n n

n n nx x

x x xlim lim
x x x 


  



2 2 2

2 2 2
2 1

23 2
  حاصل حد 

  

 ارزيهم

A B






     







2 2 2 2 2
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حد و پيوستگيوم: فصل د كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

yمجانب افقي تابع  »2«گزينه ـ 31
a


aباشد، پسمي 1  2 آيد، يعنيمي دستبهx xf (x)

x x
 


  

2

2
5 4

2 5 3
fمقدار . ( xدر fحد با بايد برابر 1( 1 باشد: 

    
Hop

x x x

x x xlim f (x) lim lim f ( )
xx x


  

  
       

   

2
21 1 1

5 4 2 5 3 1 34 52 5 3
  

  

  يابيم:هاي آن را ميو سپس مجانب بيايد دستبه xبر حسب yكنيم به طوري كهابتدا منحني را مرتب مي  »1«گزينه ـ 32

                                     x xx y x y x y y x y (x ) x y y
x x

            
 

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 21

1 1
  

:دو مجانب قائم دارد.  x x x       2 21 1 1 مجانب قائم  
 .دو مجانب افقي دارد

x
lim y


    1 1  
  مجانب است.  4پس منحني داده شده داراي 

  

مبهم  صورتبهحد   »2«گزينه ـ 33


  كنيم:هاي زير استفاده ميارزياست. براي محاسبه حد از هم 

x ( x)e x
!

   
2

2 21 2 2              ,           x xtg x x    
3 5

1
3 5   

tgبراي x1  جمله بسط فوق و براي دوازxe2 آيد:زير در مي شكل بهشوند. در اين صورت حد كنيم، زيرا جملات اول حذف مينيز از دو جمله بسط استفاده مي  

x x

x(x x )( x ) x
lim lim

x cos ax x cosax  

   
 

   

3 4

2 2

21 2 13 3
2 1 2 1

  حاصل حد

cosلورندانيم بسط مكدرصورت كسر برابر باشد. مي xدر مخرج كسر با درجه xبراي اينكه حد اخير برابر عدد شود، لازم است درجه ax زير است: صورتبه    
a x a xcosax

!
    

2 2 4 4
1 2 4   

aدر مخرج با جمله x22بنابراين لازم است جمله x
2

2
cosدر بسط 2 ax يعني ،حذف شودa

 
2

2 2  پسa  2 مـورد  . در اين صورت حد آيددست ميبه

  آيد.دست ميبه 1برابر  نظر
x x

x x
lim lim

x x xx ( )
  

  

   

4 4

2 4 42

2 2
3 3 124 162 1 1 32 24

  حاصل حد

 

vاست، براي رفع ابهام از فرمول  1صورت مبهم بهحد   »4«گزينه ـ 34 v(u )u ~ e 1 كنيم. در اين صورت داريم:استفاده مي  



xx ee xx ( )coth x( ) .coth x tg h x x
x x x x

elim ( ) lim e lim e lim e e e




   


   

1 11 1 11 22 2 21
2   

ÁpnH´À  

tghxارزيدر محاسبات فوق از همتوضيح:  x .استفاده كرديم  
 

xبا قراردادن  »3«گزينه ـ 35  در عبارت به حالت مبهم1 رسيم. حاصل رفع ابهام اين حالت خاصميLe شود و فقط بايدميL    را به روش زيـر محاسـبه

  نمود:
x x

Arcsinh x Arcsinh x xL lim ( ) lim
xx x  


  2 3

1 1 

Arcsinhبجاي x ارزدهيم (توجه كنيد چون مخرج همارزي مناسب را قرار ميهمx3 بنويسيم.) 3لورن صورت آن را تا توان است كافي است بسط مك  

e



1
حاصل حد  6

x

xx ( ) x
lim

x

 
  

3

3

1
12 3
6
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

هايدر محاسبات زير از تساوي  »1«گزينه ـ 36

 

1


و 

 

1


  ايم.استفاده كرده 

  A A   1 2 4 3 1
x

x x

x
x

lim lim A

lim A



 







 






         

     

 

11
1 1

1 1
11

1 2
1

17 7 7 3 41

17 7 7 3 31






  

 
  نفصال توابع را از درون به بيرون تعيين كنيم:بايد نقطه ا  »3«گزينه ـ 37

fنقطه انفصال (x):      نقطه انفصالf (x) , x x
x

    

1 1 11   

fنقطه انفصال (f (x)):     نقطه انفصالxf (f (x)) f ( ) x
x x x( )

x


      

 


1 1 1 1111 1 1

  

fنقطه انفصال (f (f (x))):  f (f (f (x)) f ( ) x
x ( )

x

    
 

1 11 11 1
  

 
Arccotدكنيبراي درك بهتر فرض مي  »3«گزينه ـ 38 gx uوقتي ،x   گاهآنu  ، :پس داريم  

x u
lim Arccot gx lim u




 

              
 

sinارزيبا استفاده از هم  »1«گزينه  ـ39 x x :داريم  
a b a b a b

c c cx x x

x sin x x x xlim lim lim
sin x x x



  
 

  
  

aحالت داريم. اگر 3اكنون  b c ي صورت بيشتر است و با ساده كردن كسر داريم، درجهa b c
x
lim x  





اگر .a b c ي مخرج بيشتر است و بـا  رجه، د

c  ساده كردن كسر داريم: a bx
lim

x  
  

1 1
 

  

aكهنهايت. تنها زمانيپس در اين دو حالت مقدار حد يا صفر است يا بي b c ، :داريم  
a b

cx x

x xlim Lim
xx



 
 1

 
  

aپس بايد b c .  
 

    »2«گزينه ـ 40
x x

( x)( x)( x) ( x x x )( x)lim lim
x x 

        


21 1 2 1 3 1 1 2 2 1 3 1
 

  

x x x x

x x x x x x x x x( x x )lim lim lim lim ( x x )
x x x   

         
      

2 2 3 3 2 2
21 3 3 9 2 6 1 6 11 6 6 11 6 6 11 6 6

   
  

xالبته با كمي دقت از همان ابتدا چون در توضيح:  در صورت كسر بايد كوچكترين توان را انتخاب كرديم، پس بايد ضريبx لبته دقـت كنيـد   را برداريم (ا
  .)شوداز صورت حذف مي 1گرفتيم ولي در اين مثال ماند بايد آن را به عنوان كمترين درجه ميدر صورت باقي مي 1اگر عدد ثابت 

 
 

 نقطه انفصال ندارد 
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حد و پيوستگيوم: فصل د كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

    2آزمون (پاسخنامه (    
  

x  ارزي خواهيم داشت:با استفاده از مفهوم هم  »3«گزينه ـ 1 x x x x xe x x x
! ! !

         
2 2 3 2 3

1 12 2 3 2 3  

A
!

  
1 1
3 6

tg x x x

xlim ( )
x ! !x

x x

x xlim (e x ) lim ( ) e e
!


 


 



 
      

1 31
3 3 3

1 12 3 1 13 31 12 3  
  

  »3«گزينه ـ 2
x x
lim Ln(x ) lim .Ln(x ) .Ln( )
 

   13951 1395 1 1395 1
 

  
fيبا توجه به ضابطه (x) شود تابعملاحظه ميf (x)e برابر صفر خواهد بود. مورد نظرب لذا جوا ،باشدكراندار مي  

x  يادآوري:
lim f (x) . g(x)





 


nHkºHo¨ÍMIU

  

  

  نويسيم.لورن توابع صورت را تا درجه چهار مياست، پس بسط مك x4كنيم، چون مخرج كسر هم ارزلورن استفاده مياز بسط مك  »3«گزينه ـ 3 
x x( )x x x xLn(cos x) Ln( ) ( )

  
      

2 4 22 4 2 4 2 241 2 24 2 24 2


     

x ( x ) x x       
1

2 2 2 42 1 11 1 1 2 8  

  بنابراين حد مورد نظر برابر است با:
x x

x x x xxLn(cos x) xlim lim
sin x x 


       

 

2 4 4 422

4 4

11 11 1 12 24 8 2 8
24 

  
 

xبا قرار دادن  »1«گزينه  ـ4  در كسر، به حالت مبهم


xرسيم. چونمي  توان به جاي، لذا ميsinh(tgx) لورن آن استفاده نمود:از بسط مك  
x x u u uutgx x , sinh u u

! ! !
        

3 5 3 5 72
3 15 3 5 7  

x x xsinh(tgx) sinh(x ) (x ) (x )
!

             
3 3 3

31
3 3 3 3  

  بنويسيم. x3جملهلورن صورت را فقط تا باشد، كافي است بسط مكمي x3دقت كنيد، چون مخرج كسر

x(xلازم نيستتوجه:  )
!

 
3

31
3 ارز مناسـب،  ي هـم توان به جاي آن جملهبريم، بنابراين ميرا به كار مي x3زيرا ما فقط تا جمله ؛را كامل به توان برسانيم 3

x
!

31
sinh(tgx)  يگزين كرد:را جا 3 x ~ x ( )x x

!
   31 1

3 3  

x x

( )xsinh(tgx) xlim lim
x x  


 

3

3 3

1 1
13 6
2                 

  
xبا قرار دادن  »4«گزينه  ـ5  در عبارت، به حالت مبهم1 ت خاصرسيم. حاصل رفع ابهام اين حالميLe شود و فقط بايدميL  را به روش مقابل محاسبه

  نمود:
x x

cos x cos x cosh xL lim ( ) lim ( )
cosh x cosh xx x  


  2 2

1 11 

؛نويسيمارزي مناسب براي مخرج را ميابتدا هم
x

cos x cosh xlim
x


cosلورن صورت برايهاي مككافي است بسط شد، پس x2ارزچون مخرج هم، 2 x وcosh x 

  نوشته شود: x2نيز تا
x

x x
x! !lim e

x x




   
    

2 2
2 1

2 2

1 12 2 1


ke   
 

xبا قراردادن   »1«گزينه ـ 6   به حالت مبهمدر كسر


ارزي مرسيم. براي صورت از همي 
xLn(x ) x1      ارزي و بـراي مخـرج ابتـدا هـمcosh x  را

  كنيم و داريم:ارزي برنولي استفاده مينوشته، سپس از هم
x x x

x x
cosh x ! !lim lim lim

x x xx x ( ) ( ) ( )
! ! !! !

  

 
    

     

2 2

2 2 22 2
3

1 11 2 2 6
1 1 1 11 11 1 3 2 2 2 3 2 22 2

  
ke  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

xبا قراردادن   »4«گزينه ـ 7  1 در كسر به حالت مبهم


  كنيم و داريم:رسيم. براي رفع ابهام از قاعده هوپيتال استفاده ميمي 

Lnx xyy x Lny xLnx Lnx y x ( Lnx)
y


        1 1´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH ´ÄoÃ¬Â¶ ¢Tz¶ ¸Ã oŠ pH  

حد
x xx

Hop

x x x

x ( Lnx) x ( )x ( Lnx) xlim lim lim

x x
  

   
      

 

2

1 1 1
2

111 1 1 1 21 1 11



´Ã¹¨Â¶½jIŸTwH pH½nHM»jRn¼‚ ¢Tz¶
Zoh¶¢Tz¶

 

 

  كنيم:در مزدوج ضرب ميدو بار براي رفع ابهام صورت و مخرج را   »3«گزينه ـ 8 
x

x x xlim x ( x x x )
x x x

   
    

   
3 2 2 12 2 1

2 2 1
 

x x

x x x(x ) (x ) ( x(x ) (x )) x(x ) (x )
lim x lim x

x x x x x x x(x ) (x ) 

           
  

          
3 32 2 2 4 1 2 2 1 2 1

2 2 1 2 2 1 2 1
 

xدانيم كهحالا مي x2  وx(x ) x x | x |   2 22 2 2 كه اين جمله هم وقتيx   باx پس داريم: ،است ارزهم  

x xlim
x x


  

2 1
48

حد  
x

[x(x ) (x ) ]lim x
( x )( x)

  
 

2
3 2 2 1

4 2
  حد 

 

حالت كسر  »4«گزينه ـ 9 


  دهيم.بسط مي x4يسر را تا جملهاست لذا صورت ك x4است. همچنين مخرج كسر 

cosارزيبا توجه به هم x :در صفر داريم  u sin xu sin xu cos u ~ cos(sin x) ~     
2 2

1 12 2  

sinارزيهم x درx  برابر است باxsin x ~ x
!


3

  ه به موارد گفته شده داريم:. با توج3

x x x x

sin x x x sin x( ) ( ) (x sin x)(x sin x)cos(sin x) cos xlim ( ) ~ lim ( ) lim ( ) lim
x x x x      

     
 

2 2 2 2

4 4 4 4

11 12 2 2 2 2  

x

x x x(x (x ))(x x ) ( )( x)
lim ~

x x

   
 

3 3 3

4 4

1 1 2 12 6 6 2 6
6  

x3در كسر ما قبل آخر،توضيح: 

xچون وقتي ؛را برابر صفر در نظر گرفتيم 6  گاهآنx3

  .توان آن را صفر را در نظر گرفتخيلي كوچكتر است و مي xنسبت به 6
 

tكنـيم تـا متغيـر بـه سـمت صـفر ميـل كنـد.        است. در اولين قـدم از تغييـر متغيـر اسـتفاده مـي      حالت مبهم  »1«گزينه ـ 10 
x


xركـه اگ ـ  1 ، 

tگاهآن  باشد.مي  

  
x xt

t
x

C lim x (cos ) lim (cos t t )
x x t 


    4 2

2 4

1
1 1 1 11 1 22

  

tوقتي  باشد، براي تابعcos t نويسيم.مي 4مخرج، بسط را تا توان  4ارز استفاده كنيم و با توجه به درجه لورن تابع به عنوان همتوانيم از بسط مكمي  
t t t tcos t
! !

     
2 4 2 4

1 12 4 2 24  

x x

t t tC lim ( t ) lim ( )
t t  

      
2 4 42

4 4
1 1 1 11 12 24 2 24 24  
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حد و پيوستگيوم: فصل د كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

xبا جايگذاري  »1«گزينه ـ 11   به حالت مبهم م. دانشجو بايد توجه داشته باشد كه هنگـام اسـتفاده   گيريرسيم. براي رفع ابهام مخرج مشترك ميمي
sinارزياز هم u  ،صفر نشودو بايد به جملات، آنقدر اضافه كرد تا حاصل  ارزي معتبر نيستهماگر جملات يكديگر را حذف كنند.  

x x x

x( )x x x x xsin sin x ( sin sin x)( sin sin x) ( ( ) x )( x)
! !lim ~ lim lim

x x x(sin x)( sin )    

     
 

3 32 2

4 42 2

24 2 2 2 2 22 2 2 2 3 3
4 2

  حد 

x x

x x(x x )( x) xlim lim
x x  

  
  

3 3
3

4 3

2 2 3 124 6
24 4  

  دهيم.ادامه مي x4شد، بسط صورت را تا رسيدن به x4ارزيخرج همچون متذكر: 
  

  شوند:نويسيم زيرا جملات قبلي حذف ميمي x2يها را تا جملهارزيهم   »1«گزينه ـ 12

xxلي:         ارزي برنوهم   x   211 1 2 8  

    هاي مك لورن:بسط
x

x x x xcos x cos x
! ! ! !
xe x

!


       



   

2 4 2

2

1 12 4 2 4

1 2

  

  
x

x x x

x x( x ) ( x)e x ! !lim lim lim
x cos x x x x x( x ) ( )

!

    

    
    

      

2 2

2 22

1 11 2 2 611 11 1 122 8 2 4
  

  

 

xcosارزياز هم  »3«ـ گزينه 13 x ~ 
2

1 xcoshو 2 x ~ 
2

1   شود: نتيجه مي 2

n nn ( ) n ( )

n n n
n n n

nlim ( ) lim e lim e e

n

 


 
 



  




  




2 2
2 22 2

2 2
2 22 2

1
22 1

1 12 2 2
2
2

1
2

1
2

  

 

xوقتي  »4«ـ گزينه 14 
 tگاهآن 2 (x ) 

  2 :و خواهيم داشت  tsin(x) cos(x ) cos(t) 
   

2
12 2  

tعلاوه براين تغيير متغير، وقتي كه  ارزيتوانيم از هممي
t mtmLn( )mt m( ) e e t

 
 

2 2
2 1 22 21 12 2   :نيز استفاده كنيم. به اين ترتيب داريم  

t t t

t( ) t t
L lim lim lim

t t [ t ][ t ] t[ ( ) ][ ( ) ]
  



  
 

   
     

   
   

      

2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 12 2 2
1 1 1 11 1 1 1 2 2 22 2

  

بايدشود،  3چون قرار است حاصل اين حد 



، پس3   3   ،گـاه آن، و اگر طرفين را به تـوان دو برسـانيم      2 2 2 ، و 3

لذا    2 2.  
 

sinفرض كنيم  »3«ـ گزينه 15 xy x وقتيباشد .x ارزي، همsin x x :را داريم  

x x x x x x

Lnx xxlim Lny lim xLnx lim lim lim ( ) A lim y e
x

x x
     

         


2

2

1
11 1


     

  

xوم، يعني:اما در حد د
x

B lim ( arctgx)




)arctg، چون2 ) 

  arctgxدانيم كهرخ خواهد داد. مي 1، لذا فرم2 arctg( )
x


 

1
  پس داريم: ،2

x
x

B lim ( arctg( ))
x

 

2 11   
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

xوقتي  داريم
x


)arctgپس 1 )

x x
1 x  بنابراين داريم: 1

x x

xB lim ( ) lim exp( ) e
x x




 


   

 

22 21  

e
2A

B
e



 2
1  

 

xچون  است. 1داراي فرم مبهم Aحد  »3«ـ گزينه 16  پسt
x

 
sin. دو جمله اول بسط 1 (t)1 وقتي كهt  صورت بهtt

!


3

بـه   است 3

  اين ترتيب خواهيم داشت:
x

x x x
x x x

A lim (x( )) lim ( ) lim e e
x x x  

     
2

2 2 2
1 1

6 6
3 2

1 1 11
6 6

  

در واقع: ،فرم مبهم ندارد Bاما
x x

tg(x)
x

e eB lim ( ) 







  1 Aپس ،12 e

B


1
6.  

 

داراي فرم مبهم مورد نظرحد   »4«ـ گزينه 17


گيـر اسـت و بـا    ، اما اين روش قدري وقـت توان با استفاده از هوپيتال محاسبه حد را انجام داداست. اگرچه مي 

xتوجه به آن كه  تر كنيم.لورن حد را سادهكنيم با استفاده از بسط مكبايد دو بار هوپيتال گرفت. به اين دلايل سعي مي ،ي مضاعف صورت استريشه  

sin(u)هايارزيكار را با استفاده از هم u وucos(u)  
2

1 )Lnارزيكنيم و سپس با همآغاز مي 2 u) u1  هـا زمـاني   ارزيدهيم (همه اين همادامه مي
uمعتبر هستند كه .(  

x x x x x

sin( x ) x x xlim lim lim lim lim
Ln[cos( x x)] ( x x) x ( x ) ( x )( x x)Ln[ ]

    

 
     

    

2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2
3 3 3 6 6 612 2 2 1 2 121 22

    
    

 
xاز آنجا كه  »2«ـ گزينه 18  لورن به اين شكل استفاده كنيم:از بسط مك  

x(x )ln( x) ( x ) x xxx x( x) e e e e e e e ( x)
   

          

222 2 1 2 2 2 221 1    

  همچنين با طي كردن مراحل مشابه:
x xln( x)

x x( x) e e e e e ( x) 
 

   
3 33 3 31 3 32 2 31 1 2  

  با جايگذاري در حد خواهيم داشت:
x x

e ( x) e e xL lim lim
ee ( x) e e x 

  
  

  

2 2 2

3 3 3
1 2

3 3 31 2 2
 

  

 

xاز تغيير متغير  »2«گزينه  ـ19
t


  كنيم:بازنويسي مي مقابل صورتبهكنيم و حد را استفاده مي 1

t
lim ( | t | )

t



       2

1 1 2   حاصل حد 3

tچون لذا ،| t | | t |   :1  و بنابراين داريم
2t t t t

| t | (| t | )
| t | | t | tlim ( ) lim lim lim ( )

t t t t
 

   


  

   
2 2

2 2 2 2

1
1 2 2

2 2
  حاصل حد 

  
  دهيم:به دو روش به اين تست جواب مي  »4«گزينه ـ 20 

فرم مبهمروش اول: 


يـافتن حـد كـافي    توابع موجود بـراي   لورنِاولين جمله بسط مكلورن استفاده كنيم. توانيم هوپيتال بگيريم يا از بسط مكدهد. ميرخ مي 
uكنند. يادآوري كنيم كه وقتياست؛ زيرا مقدار حد را جملات با كمترين درجه تعيين مي  :داريم  Ln( u) u1   

xx x x x

sin( x) arctg ( x) x x ( x) x x x x xlim lim lim lim
xLn(sin x x ) xe Ln(x x ) x( x) (x x) x x   

     
   

         

2 2 2

2 2 2 2
2 2 3 3 2 2 3 3 2 6 3 8 243 1 3 1 1 3   

  

xx  با استفاده از هوپيتال: روش دوم: x x

cos( x) x
sin( x) arctg ( x) x HOP xlim lim

sin x cos xLn(sin x x ) xe e (x )
sin x x

 

 
     

     
 

2 2
2

2

62 2 62 2 3 3 2 6 81 9 22 3 3 1 43 1 1
3 1

 
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حد و پيوستگيوم: فصل د كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

nA:دهيمقرار مي  »4«گزينه  ـ21 ( )( ) ( )
n n n

   2 2 2
2 4 21 1   در اين صورت داريم: ،1

nLnA Ln( ) Ln( ) Ln( )
n n n

      2 2 2
2 4 21 1 1  

)Lnارزيبا استفاده از هم x) ~ x1 وقتيx  شود:نتيجه مي
n(n )( )n n n nLnA ~ LnA ~

n n n n n n


   

     
2

2 2 2 2 2 2

122 4 2 2 4 2 2  

nوقتي عبارت ،n n
n
2

LnAاست، بنابراين 1ارز هم 2 1 و در نتيجهA e.  
  

n  است، بنابراين داريم: 1مبهم صورتبهحد   »3«ـ گزينه 22 n
xx.

x x x
nx x x

lim ( ) lim e lim e
x  

  

1
11  

nاگر 1آيد.مي دستبه 1 با شود و حاصل حد برابر، رشد مخرج بيشتر و حد كسر برابر صفر مي  
nاگر 1واضح است كه حد برابر ،e آيد.مي دستبه  
nاگر  1، رشد صورت بيشتر و حد كسر و حاصل حدe يا شود.مي  

 
axهاي معادلهريشه و چون  »3«ـ گزينه 32 bx c 2 :هستند، بنابراين داريمax bx c a(x )(x )    2 با جايگذاري خواهيم داشت:  

x x

cos(ax bx c) cos a(x )(x )lim lim
(x ) (x ) 

     


 

2

2 2
1 1  

uارزي درطبق فرمول هم ،ucos u ~
2

1   ، داريم:2
x x

[a(x )(x )]
a (x ) a ( )lim lim

(x ) 

 
  

  


2
2 2 2 2

2
2

2   حاصل حد 2

 
    »4«گزينه ـ 24

حاصل حد x x

sinh x x ( x)( sinh x )lim ( )( sinh x ) lim
sinh x sinh xe e 

    
 

  
1 3 2 11 2 12 2   

ي حاصـل حـد دقـت كنيـد     دهـيم، امـا در محاسـبه   آمده را در توان قـرار مـي   دستبهابتدا حاصل حد را حساب كرده و در نهايت عدد  ،براي راحتي در محاسبات

كه
x xe esinh x


 xو چون 2  لذا ،xsinh x e

1
sinhبا جايگزين كردن اين مقدار به جاي .2 x  :داريم  

x

xx x x x

e( x)( )( x)( sinh x )lim ( ) lim lim ( x) lim ( x )
sinh x e( )


   

   
       



3 23 2 1 2 3 2 2 62
2

  

eو لذا حاصل حد برابر با    .است  
  

  شود:زير تعريف مي صورتبه sgn(x)ع علامتكنيم، تابيادآوري مي  »4«گزينه ـ 52
; x

sgn(x) ; x
; x

   
  

1

1
  

  كنيم:حالا حد چپ و راست تابع را با هم حساب مي
x ( ) x ( )

lim sgn(x x ) lim sgn(x )(x ) ( )
    

         2
2 2

2 1 2 1 1 1  

x ( ) x ( )
lim sgn(x x ) lim sgn(x )(x ) ( ) ( )

    
         2

2 2
2 1 2 1 1 1  

  حد چپ و راست با هم برابر نيستند، پس تابع حد ندارد.
sgn(xردقت كنيد، مقدا )1 برايx 1  و براي  1برابرx 1 برابر1 است، پس در هر دو حالتx ( ) 2 وx ( ) 2  مقـدارsgn(x )1  برابـر1 

sgn(xشود. مقدارمي ) xبراي 2  2  و براي 1برابرx  2  برابـر1    اسـت، پـس مقـدارsgn(x ) xبـراي  2 ( ) 2   بـراي و  1برابـرx ( ) 2 
  است. 1برابر
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

sinتـوانيم فـرض كنـيم   در هر دو حـد خواسـته مـي     »2«گزينه ـ 26 x  xنوشـته و حـل كنـيم. در ايـن صـورت      و حـد را برحسـب   1 sin    ،اسـت

xوقتي  گاهآن:  :و لذا داريم  
x

x( x ) sin ( sin )A lim lim
x (sin x) sin 

     
 

   

2 2

2 1 3 3 2
1 1 1 1

1 1 
  

sinدانيم كـه مي cos | cos |     2 اسـت البتـه در ايـن مثـال     21    كنـد و ميـل مـيcos( ) 1       .مثبـت اسـت پـس قـدرمطلق لازم نيسـت  

  در نتيجه داريم:
x

( )x( x ) sin ( cos )A lim lim lim lim
cosx (sin x) ( )

   


    

   
      

2
2

3 2 22 1 3 3

1
1 1 1 12 2

21 1 12 2
   

ÁpnH´À
  

xدانيم اگر مي: Aمحاسبه a، گاه آنf (x)  .  در نتيجهm f (x) f (x)
m

  
11 1   

x ( ( x) ) ( ( x )) x          2 2 2 21 11 1 1 1 2 2  

x(اگر   ، گاه آنx 2 (  x ( x ) ( x )      2 2 211 1 12  

x x

x( x ) x
A lim lim

( x )x ( x )x 
  

   

2 3

2 3 2 3

1 1
12 2

1 1 21 12 2
 

  

x(اگر   ، گاه آنArcsin x x(  
sinنِ كسينوس و كتانژانت در صورت و مخرججا كه كماهم از آن Bيدر محاسبه x1 است، بهتر است با تغيير متغيرsin x    تر كنيم.اين حد را ساده 1

  sin x x sin    1  

)sinدانيم كهمي )  
2 1

4 2 2
xاست بنابراين وقتي  

1
2

گاهآن ،
   ، لذا داريم:4

x

Hopx cos(sin x) sin cos cos sinB lim lim lim
cotgcotg (sin x) cotg



  
  

    
   

    

1

1 21
4 42

2 2
22 2

1 1 1 21 1
  

  :Bمحاسبه 

x x

xcos(sin x) x x cot g(sin x) x , x
x

x x xB lim lim
x

x

 

 


     

 
  




21 2 1

2

1 12
2 2

11 1 1

2
211



  

A  داريم: Bبر Aدر نتيجه با تقسيم
B
  

1
1 22

22 2
2

  

  

xتابع در نقطه كهاينبراي   »2«زينه گـ 72  ارزي چون مخرج جمله ، پيوسته باشد، بايد در اين نقطه حد داشته باشد، با توجه به قوانين همx3  را دارد، بايد
  نوشت: x3ارزي را تا جملههم

x x x

x x ( x) A BA(x ) B( ) ( x ) ( )x x (A )x BA sin x Bcos x sin xlim ( ) lim lim
x x x  

           
 

3 2 3 3 2

3 3 3

2 81 2 22 6 2 6 6 6 2
  

  

  كنيم:تقسيم مي x3حال صورت و مخرج را بر
x

A B (A ) Blim[( ) )]
x x x

  
  2 3

8 2
6 2  

وجود دارد بايد برابر صفر شود چون در غير اينصورت به حالت ابهام xصورت كسرهايي كه در مخرج آنها 


jk– كه تابع پيوسته  مسألهيم و با فرض دهمي
B  است تناقض دارد: ,A A      2 2  

fمقدار (x)  باشد يعني داريم: آوريم كه برابر حدود چپ و راست تابع ميمي دستبهرا  
x

Af ( ) lim f (x)


   
    

8 2 8 16 6  
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nارزيه از هماستفاد  »4«گزينه ـ 82
u

u( u )
n

 1 1 :بهترين روش حل اين تست است  

x x x

x x x( ) ( )x xlim ( ) lim lim ( )
x x xx x ( ) ( )    

    
  

     
3 3

21 11 1 32 2 2
2 21 1 1 13 3 3

  

 

    »3«گزينه ـ 29
n n n n

n n nx x

(x x ) (x x ) (x x ) (x x )lim lim ( ) ( )
x x x 

        
 

2 2 2 21 1 1 1  

n n n n n n

n n n nx x

[x( )] [x( )] x ( ) x ( )
x x x xlim lim ( )

x x x x 

       
   

2 2 2 2
1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1

  

n n n n n
x x
lim [( ) lim ( ) ] ( ) ( )

x x 
          2 2

1 11 1 1 1 1 1 1 1 2  
 

  كنيم:را حساب مي Arccosحد عبارت پرانتز جلويابتدا   »3«زينه گـ 30
x x
lim ( x x x) lim ( x x)
 

     2 1 1
2 2  

x
lim Arccos( x x x) Arccos( )



   2 1

2 3  
 

xها بايد حدود چپ و راست در نقطهبا توجه به گزينه  »2«گزينه ـ 13 k   ا با مقدار تابع مقايسه كنيم، براي اين منظور داريم:ر 2
xحال اول براي بررسي حد چپ در نقطه k k)فرض كنيم: 2 ) x k  2 k)  ، پس داريم:21 ) x k x k       1 1  

xپس حد چپ تابع در نقطه k   برابر است با:  2
x (k )

klim ( x x ) x (k ) k k k k


           2
21 1 1 1  

xاما براي بررسي حد راست تابع در نقطه k k، فرض كنيم2 x (k )  2 k  داريم: ،21 x (k ) k x k x k          
2 21 1  

xپس حد راست تابع در نقطه k   برابر است با: 2
x (k )

lim ( x x ) k k k k


        2
2  

xر تابع در نقطهمقدا k fبرابر 2 (k ) k k k k        
2 2 xپس تابع در هر نقطه مانندباشد، مي 2 k   فقط پيوستگي راست دارد. 2

xالبته در كنكور تست فوق را با بررسي عددي مثلاًتذكر:  ( ) xيا 21    توانيد پاسخ دهيد!به راحتي و در زمان بسيار كمتري مي 22
 

  كنيم:ها را بررسي ميتمام گزينه  »4«گزينه ـ 32

xتابع در نقطه  ):1بررسي گزينه (   .پيوسته نيستx

x

lim Arctg Arctg Arctg
x

lim Arctg Arctg Arctg( )
x













              
  

1 1
2

1 1
2

   

xفقط در نقطه sgn(x)توجه به نمودار و تعريف تابع علامت ): با2بررسي گزينه (   .ناپيوسته است  

عددي غيرمشخص   ):3بررسي گزينه (
x
lim cos ( ) cos ( ) cos

x
   



2 2 21 1  
xدر   .تابع اصلاً حد ندارد چه برسد كه بخواهد پيوسته هم باشد  

f): در تابع4بررسي گزينه ( (x) x sin x    ،sin x جا پيوسته است، پس اينكه همهx       از طرفـي   .است كه ممكن است باعـث ناپيوسـتگي تـابع شـود
xدانيممي   ن در نقاط صحيح همواره مقداردر نقاط صحيح ناپيوسته است، اما چوsin x   شود، پس تابع پيوسته است.مي  

yتابع نكته: g(x) f (x)    هاي معادلهبه شرط پيوسته است كه ريشهf (x)  مقدار ،g(x)  .را همزمان صفر كند  
f( در اين تست (x) x وg(x) sin x  (در نظر بگيريد  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

cosضرب جمع به حاصلبا استفاده از فرمول تبديل حاصل  »1«گزينه ـ 33 cos sin sin   
    2 2   شود:تست حل مي 2

x x

x x x xlim cos( x cos x ) lim sin sin
 

     
    

1 1 1 11 1 2 2 2  
  كنيم:ميحساب  ،هستند sinكه كمان را حد عبارتي

x x x

x x ( x x )( x x ) (x ) (x )lim lim lim
( x x ) ( x x )  

           
 

     
1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 1 1 2 1 1
  

x x x

x xlim lim lim sin( )
( x x ) x  

  
    

2 1 1 1
22 1 1 2

  

  حد اول برابر صفر شد، اما براي عبارت دوم داريم:
x

x xlim sin( ) sin( )


  
     

1 1 1 12 jk–  
پس حد كل عبارت برابر با عدد كراندار .است  

 
  آوريم: دستبهتوانيم حد آن را به سادگي اگر به توان كسر توجه كنيم، مي  »3«ـ گزينه 34

  
x x x

x ( x )( x )lim ( ) lim ( ) lim ( x )
x ( x )  

  
   

 1 1 1
1 1 1 1 2

1 1
  

x  در نتيجه داريم: x

a( x) sin (x ) a( x) (x )lim [ ] lim [ ]
x sin (x ) (x ) (x ) 

     
     

2 2
1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

ÁpnH´À  

  
x

a( a) (x ) ( a)lim [ ] a
a(x )

  
            

2 2 2

2 21
21 1 1 1 1 1 14 4 42 1




  

 
  :پردازيمسازي تابع مربوطه ميكنيم و سپس به سادهكنيم و محدوده ميل كردن حد را هم تعيين ميبراي حل حد مذكور ابتدا تغيير متغير زير را اعمال مي  »2«ـ گزينه 35

  
t

t[ tg( )].[ sin( t)]
x t x t lim t[ tg( )].[ t]

 
    

     


   3

1 14 2 2
2 2 1 24 2


  

)sinحالا توجه داريم كه t) cos t
 2 و

ttg( )ttg( ) ttg( )


 



1 2
4 2 1 2

  است. با جايگذاري در رابطه بالا داريم: 

t t

ttg( )
[ ].[ cos(t)]t t ttg( ) [ tg( )].[ sin ( )]

lim limt ttg( )
[ ].[ t ]ttg( )

 


 

 



 



2

3
3

1 21 1
1 2 22 2 2

161 21 8
1 2

 
  

t             تر كنيم:خواهيم استفاده كنيم تا حد مذكور را سادههاي زير ميارزيحالا از هم

t t
t

t tlim sin(t) t ( t).( )
lim lim

lim tg(t) t ( t ) t


 


     
 

2 3

3 3
12 2
3216 16


 






  

  

cos)براي عامل  »3«ـ گزينه 63 x )1 ارزياستفاده از همxcos x
!


2

1 2 مناسب است. حالا كه بسطcos x را تاx2 نوشتيم، بسطxe را هم تاx2   ادامـه

  دهيم:مي
x

n nx x

x x x( )[( ) ( x )](cos x )(cos x e ) ! ! !lim lim
x x 

      

2 2 2
1 1 1 11 2 2 2

 
  

nاگرفقط   1باشد مقدار حد 3
n  است يا صفر. است. در غير اين صورت يا مقدار حد 2 nx x

x( )( x) x
lim lim

x x 

 


2 31
2 2

 
  

 

 ارزيهم
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مبهم     »3«ـ گزينه 73
x x

x x

x e x elim ( ) lim ( )
x x x

 

 

  
   2 2 2

1 1
2 2 2 




x

x

x elim ( )
xsin h (x)x






2

1
22

ÁpnH´À  

  
x

x

eHop lim ( )







1
4 4

(مبهم)  
x

x

eHop lim ( )
x








1
4




  

 
sinهايبا استفاده از هم ارزي  »3«ـ گزينه 83 u u وtg (u) u  :داريم  

  

a a|x|
a|x| |x|

x x

x
x

x

f ( ) lim ( | x |) lim e e

f ( ) b

f ( ) lim e e

 





 






   








 


2 2
3 3

1
 









  

abبنابراين e e 
2
aيعني ،3  2

bو 3 e
2
abدر نتيجهو  3 e

2
32

3 .  

 
uميل كند داريم هرگاه مقدار داخل جزء صحيح به  »2«ـ گزينه 39 u   .  

xوقتي   داريمكند ميل مي
x
 

:پس 1
x x

a alim x lim x a
x x 

       
  :برابر است باخواسته شده  مجموعپس  

  
x

A lim x( ... ) ...
x x x

                       

1 2 1394 1 2 3 1394


  

  با توجه به رابطه گاوس داريم: 1394تا  1محاسبه جمع اعداد  براي
m

n

m(m )n ... m



    

1

11 2 2  

)  برابر است با: Aپس حاصل )A   
1394 1395 1395 6972  

 
xبا قرار دادن  »1«گزينه ـ 04  در كسر، به حالت مبهم


sinو xeرسيم. برايمي  x هاي مرتبط اسـتفاده نمـود. لازم بـه ذكـر اسـت چـون       ارزيبايد از هم

  هيم و داريم:شود، ادامه دتوليد مي x3يها را فقط تا جايي كه جملهارزيباشد، كافي است هر يك از هممي 3در مخرج كسر  xدرجه
x x x x x xe , sin x x

! ! ! ! !
         

2 3 3 5
1 1 2 3 3 5  

x x x x x x xe sin x ~ ( )(x ) x x ( )x ( )x
! ! ! !

           
2 3 3 5 6

2 3 41 1 1 11 1 2 3 3 2 6 6 6 12 36  

x x

x xx x ( )x x x x
lim ~ lim

x x 

      
 

5 62 3 2 3

3 3

1 1 1
12 6 12 36 3
3 

  حدحاصل  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

    1آزمون (پاسخنامه (    

vبا باشد، برابر hو ارتفاع آن sطبق فرمول، حجم هرمي كه مساحت قاعده آن  »3«ـ گزينه 1 sh
1
سؤال اگر از اين رابطـه نسـبت بـه     صورتبهبا توجه  .باشدمي 3

dsيم، با توجه به اين كه تغييرات مساحت نسبت به زمان، يعنيزمان مشتق بگير
dt

dvو همچنين تغييرات حجم نسبت به زمان، يعني 
dt

  داريم:لذا  است، داده شده 
dv dh ds dh dh dh cmV sh (s h ) ( ) ( )
dt dt dt dt dt dt s

      
 

             
1 1 1 5 13 1 8 5 9 4 13 3 3 1 2    

 
  نقطه بحراني بايد از تابع مشتق بگيريم و حاصل آن را برابر صفر قرار دهيم: براي يافتن  »3«گزينه ـ 2

Lnx xyy x Lny xLnx Lnx y x ( Lnx)
y


         1 1 ´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH ´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH  
xx پس كافيست حاصل ،شودگاه برابر صفر نميهيچLnx 1  :را بيابيم  Lnx x e    11  

  
    اند، بنابراين داريم: متشابه AOBو ACDدر شكل مقابل دو مثلث  »2«ـ گزينه 3

AO AC h h r
OB CD r


     

12 12 2 126  

Vمورد نظرحجم مخروط  r h
 2

hباشد، كـه چـون  مي 3 r 12 V، بنـابراين 2 ( r r )
 2 312 اسـت. بـراي يـافتن     23

  دهيم:                      مشتق آن را مساوي صفر قرار مي Vماكزيمم
dv ( r r ) r h
dr


     224 6 4 43  »  

 
  مشتق داريم: طبق تعريف  »2«ـ گزينه 4

x x

g(x) g( ) sin(f (x))g ( ) lim lim
x x 

   2 

  

fو اين كه fبا توجه به پيوستگي تابع ( )   است فرم مبهم


  گيريم.پس قاعده هوپيتال را به كار مي ،دهدرخ مي 
x

f (x)cos(f (x))g ( ) lim
x


  2
  

fكه ( )  ، پس دوباره فرم مبهم


  رخ داده است: 
x

f (x) cos(f (x)) f (x)f (x)sin(f (x))g ( ) lim (f ( ) cos( ) )


      
1 1

2 2 2
     

 

پيوسته    »3«گزينه ـ 5
x x

x x

x xlim , lim , f ( )

e e
  

   

 
1 1

1 1
 

     

x

x x x
x

x

xf (x) f ( ) ef ( ) lim lim ( ) lim
x x x

e
  

 




  

       


1

1
11

1
1

  

xبنابراين مشتق راست در   برابر تق چپ درو مشx    است. 1برابر  
  

  آيد:مي بدستاز فرمول زير ، uvامnتق مرتبهمش گاهآنباشند،  xام برحسبnپذير از مرتبهتوابعي مشتق vو uاگر  »4«گزينه ـ 6
n n

n ( ) (n) n ( ) (n ) n (n) ( ) n (k) (n k)
n kn

k

d (uv) ( )u v ( )u v ( )u v ( )u v
dx

 


     1 1

1
 




  

uدر اين تست x وv sin x باشد، لذا داريم:مي  
( ) ( ) ( )y ( )x.(sin x) ( ) .(sin x) x.sin( x) sin( x) cos x x sin x

         1 1 1 1 9
1

91 1 5 1 12
   

    
  برابر صفر است، لذا ديگر نوشتن بقيه عبارات لازم نبود. uبعد چون مشتق از جمله دوم بهتوضيح: 

  

:  »1«گزينه ـ 7 y e e(x )   3 خط مماس1
xx x

x y e A( ,e)

y xe x .e m e 

      


      
12

1 1
2 3

”MIU nj ¡k‚
  

yداريم )هاx(نقطه برخورد با محور  Aدر نقطه  ، :لذا داريم  e e(x ) x      
23 1 3  

xها نقطهxتصوير نقطه تماس روي محور  كهاينبا توجه به   1 1لذا فاصله مورد نظر برابر ،باشدمي
  است. 3

 

h

rC

B
6O

A

D
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

    كنيم.ابتدا ضابطه عبارت داده شده را ساده مي  »1« گزينهـ 8
sin x cos x cotgxy cotg ( ) cotg ( ) cotg (cotgx(x )) x
sin x cos x cotgx

     
     

 
1 1 11 3 3

1 4 4  

yبنابراين 1 آيد.مي بدست  
  

fي داده شده برايتوجه به ضابطهبا   »1«ـ گزينه 9 (x) :داريم  

xf (x) ( )
x x( x ) ( x ) ( x x ) x x x x x x x x

         
          2 2 2 2 2 2 2

1
2 2 1 2 1 2 122

11 2 1 1 1 4 4 1 4 4 2
  

تابعي ثابت است به ازاي هر  f) را انتخاب نكنيد، چون4تابعي ثابت است. اما دقت كنيد در اين لحظه گزينه ( fبا توجه به اين كه مشتق برابر صفر است، لذا قطعاً
fقداربدهيم، م xمقدار كه به (x) كند و هميشه يكسان است. لذا با قرار دادن عدد مناسب صفر به جايفرقي نميx  (براي راحتي در محاسبات)، مقدار ثابـتf 

f  شود:حساب مي ( ) Arcsin( ) Arcsin( )  
       1 2 2    

fبنابراين (x) همواره برابر
 fاست و در نتيجه حاصل 2 (x) f (x)  برابر( ) 

  2 2 شود.مي  

  
fكنيد،طور كه ملاحظه ميهمان  »1«گزينه ـ 01 ( ) 1  است، پسx 1 گيري كافيست فقط از اين عامل مشتق گرفتـه  باشد و براي مشتقعامل صفركننده مي

x، تابع جملات و در مابقي 1 :را جايگزين كنيم    (x )(x )(x )(x ) ( )( )f (x) f ( )
( )( )(x )(x )(x )

         
  

2 2

2 2 2
1 1 2 3 2 1 2 11 1 2 3 4 61 2 3

´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH  

 

yدر اين سؤال ابتدا از »1«گزينه ـ 11  xy  كنيم:را حساب مي xمقدار 2 x
x

    


3

2
42 2 1

1
  

x  كنيم:حالا از فرمول مشتق تابع معكوس استفاده مي (x ) ( x)( x )(f ) ( ) , f (x)
f ( ) (x )

    
 

2 2 3
1

2 2
1 12 1 2 42 1 1

  

f ( ) (f ) ( )    116 11 4 24 4  
  

 
gا بايد مقداردر ابتد  »1«گزينه ـ 21 ( )  وf ( )  هاي سؤال داريم:را بيابيم. با توجه به شرط  

f ( ) f ( ) , f ( )g( ) g( )
f ( )

       
1 2 26 3 2 412

2

    


  

f ( ) g( ) , g ( ) g( ) g ( ) g( )           4 4 4 16 2 4 2 2 4 8       

fناصفربا توجه به مقادير  ( )  وg ( )  :داريم  
x

g (x) g ( )lim
f (x) f ( )

 
  

 
8 1

16 2




  
 

ضرب و تقسـيم كـار پيچيـده و    گيري از اين تابع با استفاده از قواعد معمولي مشتق نظير مشتق حاصليك دانشجوي باهوش بايد بداند كه مشتق  »4«گزينه ـ 13
  كنيم:گيري است، لذا براي راحتي كار به روش زير عمل ميوقت

Ln( x) cos x ( x) cos xy Lny Ln Lny Ln( x) Ln cos x Ln(x )
(x ) (x )

 
        

 

7
7 9 92 2

2 5 2 5
1 1 7 1 9 5 424 4

´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH  

y sin x x ( ) ( )y ( ) y( )[ ]
y x cos x x

         
  2

7 7
9 2 9 22 25 51 1 1 44

  
 

´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH  

y ( ) y( )( ) y ( ) y ( )
( )

         
 5 6

7 1 7 14
2 24 4

     
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

x  :داريم يعني ،گيري پارامتري استمساله همان مشتق  »2«گزينه ـ 41 t
x xx

t

dy
(y )dty , ydx x

dt

 
  


  

  t t t
ty e sin t e cos t e (cos t sin t)                             t t t

tx e cos t e sin t e (cos t sin t)      
t

x
t

y cos t sin ty
x cos t sin t
   
 

  

x t
xx t t

t

cos t sin t( )(y ) cos t sin ty
x e (cos t sin t) e (cos t sin t)

      
   3

2  
 

  »  1«گزينه ـ 15
پـس   ،پوشاست و چون يك به يك اسـت  گيريم كه اين تابع دربا توجه به نمودار تابع نتيجه مي

  . باشدپذير نيز ميمعكوس
  

 
fبا توجه به ضابطه  »2«گزينه ـ 61 (x) واضح است كه محاسبه مشتق به كمكLn تر است:ساده  

Lnf (x) (Ln( x ) Lnx Ln(x ) Ln(x ))      
1 4 2 1 22  

f  گيريم:از طرفين رابطه اخير مشتق مي (x) ( )
f (x) x x x x


   
  

1 4 1 1 1
2 4 2 1 2  

xها در دو طرف تساوي xبه جاي  حال 1 دهيم.قرار مي  f ( ) ( )
f ( )
 

    
1 1 4 1 1 711 2 6 2 3 12  

f كهاينبا توجه به  ( )  
 

 
4 1 21 11 2 fباشد، پس مي 3 ( )  

71   آيد. مي بدست12
 

sinكهبا توجه به اين  »1«زينه گـ 17
cot g


 

 2
1

1
  باشد، با انتخاب علامت مثبت داريم:مي 

sin(Arccot gx)
cot g (Arccot gx) x

 
 2 2

1 1
1 1

  

cosهمچنين با توجه به اينكه
tg


 

 2
1

1
  باشد، با انتخاب علامت مثبت داريم:مي 

x xf (x) cos(Arctg( ))
xx xtg (arctg ) ( )

xx x

 
     

   
 

2 2
22 22 2

22 2

1 1 1 1 1 1
1 1 1 21 21 1 1

11 1

  

xبنابراين با جايگذاري  f  خواهيم داشت: 1395 ( ) 
 


1395 1 13961395 1395 2 1397  

  

با توجه به آن كه  »4«گزينه ـ 81 9512 log  داريم:  ،2 ( )2 512 9 
xبنابراين  log ( )  21 512 1دانيم كه. حال ميx3،  پسf (x) x x 3 fو 6 (x) x  23 xو با جايگذاري   6  1  :داريم  

f ( )   1 3 6 24   
 

دهيم، سپس به كمـك  را به يك طرف برده و طرف ديگر را برابر صفر قرار ميگيري، همه جملات براي مشتق ،چون ضابطه داده شده ضمني است  »4«گزينه ـ 19
f x
f y





xy  گيريم:از رابطه مشتق مي  xe Ln( ) x
y y

  
1   

 مشتق
xy xy e .e e .e

e .exy xy
e .e

x eye Ln( ) e ( ) e e Ln( ) e
f x e ey x ee e

xf y e e e ee exe Ln( ) e ( ) ee Ln( )y y y e e e

 





 

  

   


           
     

1 1 1 1

1 1
1 1

1
1 11 2

2 2 2 2
2 1 1 2

1 11 1 2 1
1 1 21

 

 

y  

x  

4  

1  2  



  

4 

مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

y   رسانيم:يم 2ابتدا طرفين تساوي را به توان   »4«گزينه ـ 02 tgx tgx tgx y tgx y      2  

)  گيري ضمني داريم: با استفاده از مشتق tg x) tg xy tgx y y ( )
y y

        
 

2 2
2 1 1 12 1 2 1  

x sin ( )sin x sin xtg x tgx tgx
sin x sin x


     

  

1 32
2 5

2 2

3
35
491 1 1 25

  

tgxحال با جايگزيني 
3
yدر رابطه 4 tgx y 2 شود:نتيجه مي  

:
y y y y y

:


             


2 2
3

3 4 16 48 4 8 24 4 3 14 8 8
2


¡¡

¡¡—
  

yجايگزينيبا   3
tgxو 2 

3
y  ) داريم:1در رابطه ( 4


  



91 2516
3 1 32  

  
xيعني است هاyنقطه تماس دو منحني بر روي محور  »4«گزينه ـ 12  .  جايگذاريباx   داريم: شده در دو معادله داده  

x

x

y y
a x a a b

x a by y
b x b





  
    


  


1 1
1 1

1 1




  

xي تماس يعنيدر نتيجه شيب دو منحني در نقطه .همچنين، چون دو منحني بر هم مماس هستند   .با هم برابر است  
x

a b

x

y y m
a x (a x) a b b b a

x b b a by y m
b x (b x) b







                             
  

2 2

2 2
2 2

1 1 1
1 1 1 1 2 21 1 1




  

aپس b برابر4 باشد.مي  
 

بهترين راه براي حل اين مسـأله اسـتفاده از شـكل تـابع     چون رسم اين نمودار ساده است،   »3«گزينه ـ 22
)Aينقطه fي مينيمم نسبينقطهنمودار، با توجه به  .باشدمي , )1 هـا  xموازي محـور  يلذا خط ،باشدمي 1

yهم بگذرد، خطA كه از 1  است. از برخـورد دادنy 1  بـاy x  )Bينقطـه  22 , )1 بـه دسـت    1
  آيد.مي
  
  

  
aهامثبت باشد و با توجه به گزينه aباشد، بايدميصورتبهبا توجه به شكل تابع كه  »1«گزينه ـ 32 1 باشد و داريم:مي  

   y x bx x  3 2 3  
ي مضاعف داشته باشد (چون نمودار تابع اكسترمم نسبي ندارد و از طرفي شيب تابع در يـك نقطـه بـا طـول     همچنين با توجه به شكل تابع، مشتق تابع بايد ريشه

y  پس داريم:  .مثبت صفر است) x bx   23 2 3  
b ac ( b) ( )( ) b b b               2 2 2 24 2 4 3 3 4 36 9 3     

bايبه از  3  :داريم  y x x (x x ) (x ) x             2 2 23 6 3 3 2 1 1 1    
bچون به ازاي  3 پس فقط ،ي مضاعف مثبت شده استطول ريشهb  3 مضاعف داراي طول مثبـت اسـت.    قابل قبول است چرا كه با توجه به شكل ريشه

,a)پس دوتايي مرتب b) برابر( , )1   شود. مي 3
 

خواهيم سود ماهانه شركت را ماكزيمم كنيم، به اين منظور، تابع هدف را حاصل ضرب سود هر اتومبيل (با در نظـر گـرفتن   سوال، مي صورتبهبا توجه   »1«گزينه ـ 24
  هيم:كنيم و براي حداكثر ساختن اين تابع، مشتق را برابر صفر قرار ميهاي فروخته شده در ماه فرض مياتومبيل تخفيف) در تعداد

Max سود ماهانه Max (سود هر اتومبيل) (تعداد اتومبيلهاي فروخته شده در ماه) Max( n)( n)  1 5 2 2          

n n n     6 5 5 4 22 1 1 2 1 1         
nها)(تعداد بهينه تخفيف n     1 2 5            مشتق  

بنابراين تخفيف كل براي رسيدن به حداكثر سود ماهانه بايد، 5 5 25  .دلار باشد  
 

1 12 2

3
f (x)

B A

x

y



  

5 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

yتابع  »1«گزينه ـ 52 x x x   3 22 3   باشد و داريم:پيوسته مي اي است، در نتيجه برجملهچند 1
fتابع (x) بر بازه[ , ]1  حداقل يك ريشه داردf ( ) , f ( )     1 1 1    

yبا توجه به اين كه علامت تابع مشتق x x   23 4   دارد. دقيقاً يك ريشهصعودي اكيد است و  fهمواره مثبت است، پس تابع 3
 

x  نويسيم و داريم:تر ميابتدا ضابطه داده شده را ساده  »2«گزينه ـ 62 y xy y
x

     2 4 2 11 1 

xفاصله از مبدأ برابر با y2 توان فقط از عبارت زير راديكـال  ترين فاصله بايد از اين عبارت مشتق گرفت، ولي براي راحتي كار، مياست و براي محاسبه كوتاه 2

x)  مشتق گرفت: ) x x x
x x
        2 3

2 3
1 1 12 2 1

2
  

كوتاهترين فاصله xx y x
x x


       

32 2 2
3

3 6

31 11 1 322
1 1 2
2 2

 

aبنابراين  bو  3  aلذا 2 b 1.  
 

,x)يكنيم نقطهفرض مي  »4«گزينه ـ 27 y) اي روي منحنينقطهy x باشد كه خط عمود بـر منحنـي    2

)در آن نقطه، از ,C) كند. شيب خط قائم بر منحني برابر بـا عبور ميm
f (x)

 

اسـت. از طرفـي شـيب     1

,x)خطي كه از نقاط y) و( ,C) گذرد برابر باميy Cm
x



 

  است. پس داريم: 

y C x C x x Cx
f (x) x x x

Cx ( C )x x( x ( C )) x , x

 
        




          

2 3

3 2 2

1 1 2 22
2 12 2 1 2 2 1 2  

  

Cبا توجه به شرط 
1
Cداريم 2 


2 1

2  پس نقاطx   وCx 
 

2 1
  هستند. نقطه روي منحني داراي اين ويژگي 3آيند. در نتيجه به دست مي 2

  
  كنيم و داريم:فرض مي x1ايم رااي را كه با آن مربع ساختهو قطعه xايم راي كه با آن دايره ساختهاقطعه  »1«گزينه ـ 28

  
  
  

:x محيط دايره r x r ,   


2 2 x مساحت دايره                   x: r   


2 22
2 44

 

:x محيط مربع a x a ,
   

14 1 4 : مساحت مربع                 a ( x) 2 21 116  

xMin( x ( x) ) ( x) ( )x x x     
              

        
2 21 1 1 4 1 41 1 1 14 16 2 8 8 8 4 4 4

¢Tz¶  
 

:x               »3«گزينه ـ 29 x y x y x
x y

     


6 3 3 7 3   قضيه تالس 414

          آيد:  مي بدستگيري نسبت به زمان با مشتق
dy
dtdy dx dx

dt dt dt


  

4
3 4 3  

 

AA  باشد پس از يك سال جمعيت كل برابر است با:  Aاگر جمعيت اوليه كشور  »2«گزينه ـ 03 ( )A   
12 11 5 

  

)A  سال جمعيت برابر است با:  2بعد از  ) 211 5   

1بعد از   :1جمعيت پس از  سال جمعيت برابر است با       سالA( ) (( ) )  1 5 21 11 15 5
 

 
  

n
n
l im ( ) e (( ) ) e /

n
     5 2 21 11 1 7 2455




  
 

14

yx

6

1 xx



x 1 x1 متر 



A ( ,C)

2y x

x 
x

y

(x,y)(x,y)
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

   گيريم:مطرح است از تابع مشتق مي چون بحث صعودي  »3«گزينه ـ 31

  cos x cos xf (x) sin x x tgx f (x) cos x
cos x cos x

        
3 2

2 2
1 2 3 12 3 2 3  

)توانيمچون مجموع ضريب در صورت كسر صفر است مي cos x)1 :را از آن فاكتور بگيريم  ( cos x)( cos x cos x)f (x)
cos x

   
2

2
1 1 2  

fحالا به علامت (x) كنيم. در مخرج كسر،توجه ميcos x2 املمثبت است. همچنين عcos x1 بزرگتر يا مساوي صفر است زيراcos x  1 اسـت. بـه    1

cosعبارت x cos x  22 ي دو داريـم ي درجـه توجه كنيد. با تعيين علامت اين معادله مانند يـك معادلـه   1   1 8 cosو 9 x , 
  


1 3 1 14 ر د 2

cosاي كهي بين دو ريشه؛ يعني در بازهفاصله x  
1 cosشود. پس هر جا كهعلامت اين عبارت؛ مثبت مي 12 x  

1 fباشد، داريـم  12 (x)   وf (x) 

xشود. اين ناحيه شاملاكيداً صعودي مي 
  

2
xو 3 

 
2
  است. 3

 

y  جمع: ضرب به حاصلتبديل حاصل  »1«گزينه ـ 23 sin x sin x (cos x cos x)  
12 32  

y  گيريم: از تابع مشتق مي ( sin x sin x) x , x , x Arccos( )         
1 13 32 3

   

y( ) y( )     

maxy(Arccos( )) y    
1 4 4
3 3 3 3 3

  
 

y     »4«گزينه ـ 33 x x x / / /          4 41 4 2 1 2 1   

dy x ( / ) /
x

   
1 1 41 1 25

2 2 4
    

dy y / / /    1 25 1 25       
 

fبراي آن كه تقعر منحني رو به پايين باشد، بايد  »1«گزينه ـ 34 (x)   باشد، پس داريم:  
x (x c) x( x)y y x c x x c

x c (x c)
             

 

2 2 2 2
2 2 2
2 2 2 2 2 2 4 2 2    

xخواهيمما مي c 22 xهمواره منفي باشد، عبارت 2   هم كوچكتر يا مساوي صفر باشد. cهمواره منفي يا صفر است. پس لازم است مقدار 22
ي دو تغيير علامت ندهد آن است كهيك عبارت درجهشرط لازم براي آن كه تر، به بيان دقيق   ايباشد. در چندجملهx c 22 cداريم 2  16  پس

cبايد   .باشد  
  

f»3«گزينه ـ 53 (b) f ( ) b b b b b(b )(b )f ( ) ( ) b(b ) b
b b b b
                  
   

3 3
21 1 1 1 17 3 7 1 2 2 1 2 41 1 1 1    

 
yابتدا تابع معكوس يعني  »3«ـ گزينه 63 f (x)   يابيم:را مي 1

  f (x) (x ) (f (x) ) x x (f (x) ) y f (x) (x )                3 3 1 33 1 1 1 1 1 1 1 1  

  
x ah

f (a h) f (a) dlim ( ) y (a) [ (x ) ] (a )
h dx 

 



          
1 1

3 21 1 12 3 1 12  

  x
(a ) a

x
 

        

12
2

31 4 1 2 1  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

x  را حساب كنيم: yتفاده از فرمول مشتق ضمني ابتداكافيست با اس  »1«گزينه ـ 73
x y x yy

x y x y
    

  2 2
2 2

3 3
  

xرا به ازاي yخبُ حالا بايد مقدار 1 ي داده شده، حساب كنيم:از روي معادله  
xx xy y y y y y y(y ) y , y , y                  12 3 3 3 21 1 1 1 1 1    

xاي به طولنقطهپس در  1:سه عرض مختلف روي منحني داريم ،  ( , ) , ( , ) , ( , )1 1 1 1 1  
  را به ازاي اين سه نقطه حساب كنيم: yحالا بايد مقدار

x
( )y ( , )

( )
      
  2

2 1 1 31 1 21 3 1
              xy ( , )

( )
    
 2
2 1 1 11 1 21 3 1

            xy ( , )
( )

   
 2
2 11 2

1 3



  

xيتواند اختيار كند و در نقطهرا مي 4و  3، 2هاي هر يك از سه مقدار گزينه xyواضح است 1 3گاه برابر باهيچ
  شود.نمي 4

  

1فقط گيريم، ظرف مدت يك ماهيجه مياز صورت سؤال نت  »1«گزينه ـ 38
  :داريم بنابراين ماند.ماده باقي مي 4

Ln(ماه)15(روز) Ln
k Ln

 
  


2 2 1

2 2 ktنيمه عمر 2 k ky(t) Ce C Ce e k Ln        
1 1 2 24 4  

  

f »2«گزينه ـ 39 ( ) 2  است، بنابراينx  fي بحراني براي تابعيك نقطه 2 (x)    كنـيم؛ است. حالا از آزمون مشـتق دوم اسـتفاده مـيf ( )  2 اسـت؛   5
fلذا ( ) xدهد كهمنفي است و اين نشان مي 2    ي ماكزيمم موضعي است.نقطه 2

  

f     »1«گزينه ـ 40 (x) f (x)g(x) g (x)f (x) f ( )g( ) g ( )f ( )h(x) h (x) h ( )
g(x) (g(x)) g ( )

   


         2 2  

f  هاي صورت سؤال داريم:با توجه به شرط ( ) f ( ) , f ( )g( ) g( )
f ( )

    


       
1 2 26 3 2 412

2

  

f ( ) g( ) , g ( ) g( ) g ( ) g( )                4 4 4 16 2 4 2 2 4 8  

h ( )
      

116 4 8 64 4 152
16 16 4  
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

    2آزمون (پاسخنامه (    
كنـيم، در ايـن صـورت طبـق قضـيه      فـرض مـي   xدر شكل مقابل فاصله فرد تا پـاي نـورافكن را    »4«گزينه ـ 1

ACفيثــاغورس x 2 4  مــورد نظــرالزاويــه اســت. در مثلــث قــائمxsin
x

 
2 4 

، بنــابراين بــا 

گيري از طرفين رابطه اخير داريم:                        مشتق

xx
d dxxcos .
dt dtx

 
  



22
2

2

4
4

4

 
 

 
  

dxمتر بر ثانيه است، بنابراين 4چون سرعت حركت فرد 
dt

 xدر لحظه .4 15مقدار ،sin   
2

15 15 3
25 515 4 

cosو در نتيجه   4
باشـد، در  مي 5

d  نتيجه داريم: d /
dt dt

 
     



225225 44 225 4 4 1285 225 4

 
  

 
  

 
  »  2«گزينه ـ 2

xfدفرض كنيروش اول:  (x) xe 2 fددر دو سر بازه توجه كني f. ابتدا به علامت3 ( )   3   وf ( ) e  1 2 3   با توجه به تغييـر علامـت .f  در
xكند. از طرفـي در ايـن بـازه داريـم    اين بازه، قضيه مقدار مياني وجود حداقل يك ريشه را تضمين مي xf (x) e xe   2 2 ،  پـسf  عودي اسـت اكيـداً ص ـ.   

  .تواند دو ريشه داشته باشد (هر تابع اكيداً يكنوا حداكثر يك ريشه دارد.)نمي fدر نتيجه

xf  روش دوم (روش ترسيمي):  (x) e
x

  
3

2  

yرسم نمودارهاي
x


3

xyو 2 e ن دو منحني دقيقاً يك نقطه برخورد در بازهدهد اينشان مي( , )1   دارند. دقـت

xكه در دكني 1 مقدارxe از
x
3

بيشتر است. پس 2 1 .  
 

yتابع  »3«ينه گزـ 3 cosh( x ) در ناحيهx   و تابعy cos( x )  بر ناحيهx   پذير هستند. پس كافيست نقطهپيوسته و مشتقx     را مـورد
xدر fپيوستگي بررسي قرار دهيم.   زيرا ،واضح استf ( ) 1 وf ( ) cosh( )  1  وf ( ) cos( )  1 .  

  هاي چپ و راست را بررسي كنيم:اكنون مشتق

x x x x

cosh( x )
f (x) f ( ) cosh( x ) sinh( x )HOP HOP xf ( ) lim lim lim lim

x x x
x

   


   

    


1
1 12

2 22
2

   




    

  و در مورد مشتق چپ:
x x x x

cos( x )
f (x) f ( ) cos( x ) sin xHOP HOP xf ( ) lim lim lim lim

x x x
x

   


   

 
       
  



1
1 12

2 22
2

   




  

  پذير است.پيوسته و مشتق پذير است. در نتيجه بردر مبدأ نيز پيوسته و مشتق fپس
tتغيير متغير: 1توجه  x وt x مثـال در محاسـبه مشـتق چـپ داريـم      تـر كنـد. بـراي   تواند محاسبه حدها را سـاده ميt x   پـسt x 2  و

xوقتي   داريمt  . توان نوشتمي حال:  
t t t

cos(t) sin(t) cos(t)f ( ) lim lim lim
tt  



  

    
 2

1 1
2 2 2  

  

)coshلورنِاستفاده از بسط مك: 2توجه  x )cosو ( x ) است: مورد نظرترين راه براي محاسبه حدهاي سريع  
x x x xcosh( x ) x ; cos( x ) x
! ! ! !

          
2 2

1 12 4 2 4     
  

  كنيم:ع را ساده ميها باشد. ابتدا توابتر از اين حرفشود اما دانشجوي باهوش بايد كمي زرنگحل سوال به روش تشريحي خيلي طولاني مي  »2«گزينه ـ 4

  
xsinh x xf (x) arc tgh arc tgh (tg h )xcosh

  

2

2

2 2
2 22 2

  

  
x

x
x

sinh x
tghx cosh x sinh x e xcosh xg(x) Ln Ln( ) Ln( ) Ln( ) Lne Lne x

sinh xtghx cosh x sinh x e
cosh x



 
      

 

1
22

11 1 1 1 2
1 2 2 2 21

  

fحال به راحتي (x) 
1
gو 2 (x) 1  آورديم. بنابراين داريم: بدسترا  g (x) f (x)  

1
2  

  

x

20m



A

B
C

1

3
y

2x


xy e

x

y
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

xكه جااز آن  »2«گزينه ـ 5
x
lim e e





 2

1


، :داريم  x

x x
lim f (x) lim Ln( e ) Ln( e ) Ln( )




 
     2

1
1 1 1

 
  

xدر fپس   پذيريپيوسته است. اكنون مشتقf  در صفر بررسي كنيم:را  
x

x x

f (x) f ( ) Ln( e )L lim lim
x x



 

 
 

2
1

1
 

  

xeعبارتاكنون با توجه به آن كه 
 2

1
)Lnتوانيم از بسط عبارتمي ،كندبه صفر ميل مي  t)1 به ازايxt e


 2

1
xاستفاده كنيم. در واقـع وقتـي        داريـم

x xLn( e ) e
 

 2 2
1 1

1  يابد: مي. پس محاسبه حد به اين شكل ادامه  
x

x

eL lim
x






2
1


  

zبا معرفي
x

 2
xداريم 1

z


xو وقتي 1  ، داريم گاهآن:z .  
z

z zz z z

e z HOPL lim lim lim
e ze

z



  
  

1
1 2

  

fبنابراين ( )   .است  

zتغيير متغيره: توج
x


xكند اما در اين صورت وقتينيز مسأله را حل مي 1   داريمz  .  

  

S، مسـاحت ذوزنقـه برابـر   گيـريم در نظر مـي  1بدون كاسته شدن از كليت مساله اندازه قاعده بزرگ را   »3«گزينه ـ 6 AH(y ) 
1  لهأخواهـد بـود و طبـق فـرض مس ـ     12

x y c 2 ــس cپ yx 
 ــون  2 ــت. چ yDHاس 


1

ــس ، 2 ــيه  پ ــق قض ــاغورسطب yفيث c y yAH x ( ) ( ) ( )  
   2 2 2 21 1

2 2 ــابراين2  ، بن

S AH (y ) ((c y) (y ) )(y )      2 2 2 2 2 21 11 1 14   :را برابر صفر قرار دهيم S2مشتق توانيممي Sراي يافتن ماكزيمم ب 16

dS (y )((c y) (y ) ) ( (c y) (y ))(y )
dy

           
2 2 2 21 11 1 2 2 1 18 16  

cyاز معادله فوق  cxو در نتيجه 3    آيد.مي بدست 3

  نوشت: مقابل صورتبهتوان حال مساحت ذوزنقه را مي
c c c c( cos ) sin(AB CD) AH cS ( cos )sin
      

     
223 3 3 3 12 2 9  

dS c ( sin ( cos )cos ) cos sin cos cos cos cos
d


                     



2
2 2 2 2 11 2 19 2 3    

  

x     »3«گزينه ـ 7 xf (x) Ln( ) Ln( ) Ln( x) Ln f (x)
x

        


2 22 1 2 2 2 2 22 2 2  

حال لازم است از عبارت
x

2
yدانيم اگربار ديگر مشتق بگيريم. مي 9، 2

ax b



گاهآن،  1

n n
(n)

n
( ) a n!y
(ax b) 



 1

  بنابراين داريم: .1

( ) ( ) ( )( ) ! ( ) !f (x) (f ) (x) f ( ) ( !)
( x) ( )
         
 

9 9
1 9 1

1 1
1 9 1 92 3 2 2 9

2 2 3
 

   
  

    »3«گزينه ـ 8

ــت روش اول:  ــح اس واض
x x

x x
e e
e e






  


1 ــابع   1 ــرد ت ــذا ب ــت ل )اس , )1 ــت. 1 ــين اس همچن
x x x x

x x x x
(e e ) (e e )f (x)

(e e ) (e e )

 

 
    

 

2 2

2 2
4 

fبنابراين (x)   است پسf تابعي صعودي است و چون براي هرx ،x xe e   پس دامنهf، نادرست است.  )3(لذا گزينه  .است  
  

  روش دوم:
x x

x x
e ef (x) tg h x
e e






 


  
tgبا توجه به نمودار h x  نادرست است. )3(گزينه  

  
  

A

H
C

B

D

x x

y



1

1

x

y



  

10 

مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

توان مي ABHثلثكنيم، در اين صورت در مفرض مي yو طول قاعده را xالساقين راطول ساق مثلث متساوي  »2«گزينه ـ 9

BHنوشت ABsin  BCو يا 2 ABsin  2 Srبـا  دانيم شعاع دايره محاطي مثلث برابر. مي2
P


مسـاحت   Sاسـت كـه   2

Sبق فرض مساحت مثلث مقداري ثابت است، يعنيط .محيط مثلث است Pو x sin c  21
اسـت   محيط اين مثلث برابر .2

ABبا AC BC x x sin    2 2 c                                    . بنابراين داريم:   2 cr
x x sin x x sin

 
 

 

2
2 2 2 2

  

xخواهيم عبارت فوق با قيدمي sin c 2   در اين صورت داريم: كنيم.از روش لاگرانژ استفاده مي بهينه شود، 2
x sin c

x cossin x sin cos x cos x cos sin
x cos

 

   
       



2

2 2 2 2

2

1 2 2 2
2 2

  

x (sin cos cos sin ) x cos x .sin( ) x cos sin cos    
            2 2 2 2

2 2 2 2 3  
 

sinياز رابطه  »3«گزينه ـ 10 sin sin    33 3   كنيم:استفاده مي 4
Arcsin  كنيدفرض  x x sin y sin y sin sin x x              3 33 3 4 3 4  

y x x y x , y x       3 23 4 3 12 24  
)  برابر است با: مورد نظربنابراين عبارت  x )y xy y ( x )( x) x( x ) ( x x )           2 2 2 31 9 1 24 3 12 9 3 4   

  
  ، به راحتي حل كرد:Lnتوان آن را به كمكگيري است. اما ميضرب، كار پيچيده و وقتگيري حاصلگيري با استفاده از قواعد مشتقمشتق  »4«گزينه ـ 11

Lny (x )(x )(x )(x )     1 2 3 4 ´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH  
Lny Ln(x )(x )(x )(x ) Lny Ln(x ) Ln(x ) Ln(x ) Ln(x )             1 2 3 4 1 2 3 4  

y
y x x x x


    
   
1 1 1 1

1 2 3 4
´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH  

y (x )(x )(x )(x )[ ]
x x x x

        
   
1 1 1 11 2 3 4 1 2 3 4  

y ( ) ( )( )( )( )[ ] ( )              
   
1 1 1 1 12 6 4 31 2 3 4 24 51 2 3 4 12   

 
    داريم: Lnهايبا استفاده از ويژگي  »2«گزينه ـ 21

F (x)LnF(x) Ln( x) Ln( x) Ln( x)
F(x) ( x) ( x) ( x)
 

         
  

1 1 4 1 1 4 51 1 1 52 3 5 2 1 3 1 5 1 5
´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH  

xحالا با جايگذاري  درF(x) وF (x) :داريم  F ( )F( ) , F ( )
F( )
  



           
1 1 2 1 1 23 231 42 3 5 2 3 6 6 

 

xدر  »4«گزينه ـ 31 
 cosريمدا 2 

2 پس در تابعf (x) x cos x( x ) 2 4 cosعامل 71 x صفرشونده است و كافيست از همين عامل مشتق گرفته ،

f  در ساير عوامل ضرب كنيم. ( ) x ( sin x)( x ) ( )( )
x

( )

            
 



2 4 22 4 7 7
4 7

1 1 12 4 16 4 12 16

  

 
k(x)    »2«گزينه ـ 41 f (x)g(x)sin x k (x) f (x)g(x)sin x f (x)g (x)sin x f (x)g(x)cos x        

k ( ) f ( )g( )sin( ) f ( )g ( )sin( ) f ( )g( )cos( ) f ( )g( ) f ( )g( ) ( )          1                 
fهاي صورت سؤال بايدبا توجه به شرط ( ) وg( ) :را بيابيم  

( )

f ( ) f ( )

k ( ) f ( )g( )
f ( )g( ) g( )

f ( )

   
          



1

16 3 2 1 4 22 22 4 21
2

 

  
  



¾M ¾]¼U IM  

fاگريادآوري:  (x) u (x)u (x)u (x) 1 2 fمشتق گاهآن ،3 (x) بر است با:براf (x) u (x)u (x)u (x) u(x)u (x)u (x) u (x)u (x)u (x)     1 2 3 2 3 1 2 3  
 

A

B C
H



x

y

2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

g(x)اگر فرض كنيم  »2«گزينه ـ 51 x 5 xبهyنسبت تغيير گاهآن ،6 5 xبرابر 6

x

y
g



  پس داريم: شود.تعريف مي 

xg(x) x g (x)
x

    


5 5 525 6 82 5 6 2 16
  

xبا توجه به رابطه گاهآنرا حساب كرده و  yxبهتر است xyاز طرفي براي محاسبه
y

y
x

 

  را معلوم كنيم: xyمقدار 1

y xx y y x y y
y

       


3 2
2
13 1

3 1
  

x
xx y y y y y y

( )
          


23 3

2
1 12 1 43 1 1

  

/  

1
84 45 2

8




  نسبت تغييرات 

 

Vبا توجه به اين كه حجم كره برابر است با  »1«گزينه ـ 61 R  34
V                 داريم: ،3 ( r)   34 83  

Sو مساحت كره برابر است با R  S  داريم: 24 ( r)   24 8  
tV ( r) r (t)    24 8  
tS ( r) r (t)    8 8  

tاز تقسيم

t

V
S



tVt  داريم: 
trt t

V ( r) S
S S




      
 

1
2

8 1 1 22 2
    

  شود. واحد كم مي 2سطح خارجي يخ با سرعت 
 

xخط يعنيبا توجه به شكل، بايد طول پاره  »3«گزينه ـ 71 y2 نيمم كنيم. بدين منظور بايد تـابع را بـر حسـب    را مي 2
  نوشته و از آن مشتق بگيريم و حاصل را برابر صفر قرار دهيم: y)يا (xيك متغير

y xm y x xy y(x ) x y
x x
 

           
  
3 3 39 3 9 3 9 3 9 39 9 9



  شيب خط 

xاگر مقدار y2 xMin  شود:را حداقل كنيم، مقدار جذر آن نيز كمينه مي 2 x y Min x ( )
x

        

2 2 2 23
9  

(x ) x x      39 27 9 3 xxيا12 ( )( ) x( ) x
x (x ) (x )


       

  2 3
3 9 3 272 2 19 9 9

  مشتق  

xاما   شود و نمايشگر مبدأ مختصات است و به ازايخطي تشكيل نميصورت پاره زيرا در اين ،تواند باشدنميx 12 :داريم  

( )      2 212 312 144 48 192 3 64 8 33  
 

)، نقطهبا توجه به ضابطه  »2«گزينه ـ 18 , )1 )صـورت تماس را بـه  يمختصات نقطهروي منحني قرار ندارد  3 , ) 2   نشـان
  دهيم.مي

: y (x ) ,                    2 2 2 22 3 2 2 2 3 1 3ÁnHm«ÄI] IM معادله خط  

:  آيد:دست ميپس دو نقطه تماس به A , B
3 1

9   مختصات نقطه تماس 1

yبرابر است با: نقطه از منحنيشيب خط مماس در هر  x   -2شـيب خـط ممـاس     Bو در 6شيب خط مماس  Aپس در .2
  است.

: y (x ) y x     9 6 3 6   )1معادله خط ( 9
: y (x ) y x       1 2 1 2   )2معادله خط ( 1

 
    »4«گزينه ـ 19

aبرابر ظرمورد نمطابق شكل روبرو طول هر ضلع مربع  b دباي فيثاغورسباشد و طبق قضيه ميa b L 2   باشد. 2

aبراي اين كه b ماكسيمم شود لازم استa وb  با هم برابر باشند كه در اين صورتLa b 2 2
a، لذا داريم2 b L  2.  

 

8
r

A

L

a

b

a

b

(0,y)

(x,0)

(9, 3)
x

y

B

y

x

A
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hبنابراين ،شعاع است از خطي يتابع ،چون ارتفاع  »3«گزينه ـ 02 ar b  در اين صورت .گيريممي نسبت به زمان مشتق. از طرفين اين رابطهdh dra
dt dt

 و ،
aبنابراين ،چون در سؤال سرعت تغيير ارتفاع سه برابر شعاع است  aبنابراين ،باشدمي 6. وقتي شعاع برابر يك است ارتفاع برابر 3 b  bلذاو  6  بدست  3

h. پس در اين استوانهآيدمي r 3 dV  شود:كه با جايگزيني در فرمول حجم استوانه نتيجه مي ،3 drV (r r ) ( r r)
dt dt

       3 2 23 3 3 2  

dr   بنابراين داريم: است، داده شده 1باشد تغيير حجم برابر مي 6چون در سؤال وقتي شعاع برابر  dr( )
dt dt

     


13 3 36 12 1 36    

)  :  بااست  باشد تغيير حجم برابر 36در نتيجه وقتي شعاع  ) ( )n ( ) n
        


2 1 36 1 8 2 3 113 3 36 72 33 3336 12 1

 
  

  
  

  كند.به سمت صفر از راست ميل مي xو را در نظر بگيريد xاين سؤال را پاسخ دهيم. در ابتدا حالت خواهيم با رد گزينهمي  »2«گزينه ـ 12
xوقتي   ارزهم گاهآنLn( x)1 نويسيم:را مي  

x x x x x x x x x x xLn( x) x x Ln( x) x (x ) I                     
2 3 4 2 3 4 2 3 4 5 6

1 12 3 4 2 3 4 2 3 4 5 6    

x2كوچكتر از Iحال بايد بررسي كنيم

xچـون  است يا خيـر.  2    لـذاx x
  

3 4

3 4   و همچنـينx x
  

5 6

5 6 .      بنـابراين هـر چـه بيشـتر بسـطI  را

x2برابر Iگاهآنبنويسيم، 

xIشود. بنابراينمنهاي يك سري اعداد مي 2 
2

2 .  x x x x xx Ln( x)       
2 3 4 2 2

12 3 4 2 2  
  ) صحيح است.2كه با توجه به نامساوي بالا، گزينه (

  
                                          »2«گزينه ـ 22

yx y x   162 2 4 12  

dyy , /
dt

x
dx dy dx dxx y x y
dt dt dt dt

 


         

16 1 52 2
124 2 2 12 24 2   ·I¶p ¾M ¢Tz¶  

 
    »2«گزينه ـ 23

xهاي معادلهعداد ريشهي تبراي محاسبهروش اول:  x  8 1 ،  اي اسـت (در نتيجـه در كـل   كه اين تابع چندجملـه از آنجا   بـراي دو   .باشـد) پيوسـته مـي
]بازه , ]1 و[ , ] 2   دهيم:بررسي را انجام مي 1

]در بازه fتابع , ]1 حداقل يك ريشه داردf ( ) , f ( )     1 1 1    

f (x) x x      7
7 3

18 1
2

  

]بر بازه fچون تابع , ]1 .صعودي اكيد است، پس دقيقاً يك ريشه در اين بازه دارد  
]بر بازه fتابع , ] 2 fحداقل يك ريشه دارد 1 ( ) ( )      81 1 1 1   وf ( ) ( ) ( )      82 2 2 1   

]بر بازه fچون تابع , ] 2   د.نزولي اكيد است، پس دقيقاً يك ريشه نيز در اين بازه دار 1
  دو ريشه موجود است. دقيقاً در نتيجه در كل

fدهيمقرار ميروش دوم:  (x) x x  8 f، در اين صورت معادله1 (x) x   78 1  پس معادله .فقط يك ريشه داردf (x)      .حـداكثر دو ريشـه دارد  
fحداقل دو ريشه دارد f  :مداري از طرفي ( ) , f ( ) , f ( )    2 2     

  نظر دقيقاً دو ريشه دارد. شود معادله مورداز بحث فوق نتيجه مي
 

fتابع  »1«گزينه ـ 24 (x) پذير است و دامنه آنمشتقD : { }  كند:است و در رابطه زير صدق مي  

{ f (x) f ( ) x}
x ( )f (x) [( ) ( x )]

x(x ) :{ f ( ) f (x) }
x x x

         
    


18 6 5 8 664 36 4 3 81 1 18 6 5 6
   

f (x) [ x ] f (x) [ ] f (x) [ ]
x x x

           2 2
6 6 1 628 1 8 28 8 828   

yبا را برابر yاگر x f (x) y  :، داريمبگيريمدر نظر  2 x f (x) y (x) xf (x) x f (x)    2 22  

yدر نتيجه مقدار ( ) 1 توانيم از رابطه روبرو پيدا كنيم:را مي  y ( ) f ( ) f ( ) [ ] ( )                 
1 8 6 8 6 16 14 11 2 1 1 2 28 28 28 14
  

 

20

x

y

20
16

x

 7 3
1
2
 f 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

حد داده شده از نوع  »4«گزينه ـ 52


  توان از قاعده هوپيتال استفاده كرد:باشد؛ پس براي حل آن ميبوده و مبهم مي 

H

x a x a

f (a) g(a) k

x a x a

f (a).g(x) f (a) g(a)f (x) g(a) f (a)g (x) g(a)f (x)lim [ ( ) lim [ ]
g(x) f (x) g (x) f (x)

kg (x) kf (x) g (x) f (x)lim k ( lim
g (x) f (x) g (x) f (x)

 

 

 

    
   

  

    
 

    

4 4


´¿L¶

) k



  

1

4 4
  

 
  كنيم:) را حل ميFunctional Equationدهيم و معادله تابعي (قرار مي xرا برابرyابتدا  »1«گزينه ـ 62

  y xf (x) f (y) f (x) f (y) ;
f (x) f (x) f (x).f (x) (f (x)) (f (x))

f (x) ;
  

       
21 1 2 1


  

  f (x)(f (x) ) f (x) f (x)          21 2 1 2 1 2  
fمشتق تابع (x)  .برابر صفر است  

 
f                         »3«گزينه ـ 27 ( )(f ) ( )

(f ( ))
 

    


1
3

11 8



  f ( ) x cos x x       1 1 2 1   

  f (x) sin x , f (x) cos x    2    
  

ABل مقابلبا توجه به توضيحات تست و شك  »3«گزينه ـ 28  54 ،را ارتفاع تيرDC 18   را قد اين
) را BCگيـريم، اگـر فاصـله ايـن مـرد از تيـر (يعنـي       را نوك سايه اين مرد روي زمين در نظر مي Eمرد، و
طبــق صــورت مســئله،  .فــرض كنــيم y) را برابــرBEو فاصــله ســايه ايــن شــخص از تيــر (يعنــي xبرابــر

dxمقدار
dt

 24 داده شده و هدف سؤال تعيين مقدارdy
dt

ABEباشد. طبـق قضـيه تـالس در مثلـث    مي 


 
  رابطه زير را داريم:

DC CE y x y x y x y y x
AB BE y y

 
         

18 1 33 354 3 2



  

dy  اگر از طرفين اين رابطه نسبت به زمان مشتق بگيريم، داريم: dx dy( ) ( )
dt dt dt

    
3 3 24 362 2  

oT¶ÂTº Iw
¾Ãº IY

  

 
اس بر آن منحني در آن نقطه دلخواه است. پس بايد مشـتق چـپ و راسـت را    مقدار مشتق يك منحني در يك نقطه دلخواه برابر ضريب زاويه مم  »4«گزينه ـ 29

xبراي تابع در نقطه  1 :بيابيم  

  

[x]

x x x

[x]

x x x

x( ) .( ) xxm f ( ) lim ( ) lim ) lim
x x(x ) x

x x( ) .( ) ( )
x xm f ( ) lim ( ) lim ( ) lim

xx x( )

  

  



  



  

           
  

 
      




1
1 1 1

2
1 1 1

11 1 11 11 1
1 11 11 111

1




    

mيها رابطهبين شيب كه از آنجايي m  1 2 هانو زاويه بين آ عمودند، پس دو مماس بر هم برقرار است 1
  است.  2

 
  گرفتن از طرفين داريم: Lnبا  »3«گزينه ـ 03

(x ) (x )Lny Ln Ln(x ) (x ) Ln(x ) (x ) Ln(x ) Ln(x ) Ln(x ) Ln(x )

(x ) (x )

  
               

 
 

1 1 1 12 3 2 3 2 32 3 2 3
1 1
2 3

1 2 1 2 4 8 1 2 4 8
4 8

  

Lny Ln(x ) Ln(x ) Ln(x ) Ln(x )        
1 12 1 3 2 4 82 3

  

y  گيريم:حالا از طرفين مشتق مي
y x x (x ) (x )

   

   
2 3 1 1

1 2 2 4 3 8
  

y ( ) y( ) y ( ) y( ) y( ) y( )( ) y( )( )
( ) ( )

                                

2 3 1 1 3 1 1 48 36 3 1 8 121 2 2 4 3 8 2 8 24 24 24 3
       

   
  

EB

y

x

C

D

A
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

)yحالا كافيست مقدار ) را حساب كنيم كه اين كار به راحتي و با قرار دادنx   گيرد:در تساوي داده شده در صورت سؤال، صورت مي  
( ) ( )y( )

( ) ( )

  
   


 

2 3

1 1
2 3

1 2 1 8 8 22 2 4
4 8

 

 

  

yبنابراين ( )   
1 22 3 3
 .  

  

t  كنيم:را حساب مي xنسبت به yهاي اول و دوممشتق  »2«گزينه ـ 13
t

t

ydy cos t
dx x e


 


  

t t

t t

dyd( )d y dt e sin t e cos t (sin t cos t)dx
dt dxdx e e

   
   

2
2 3 2

  

teكهبا توجه به آن 2  يهـاي معادلـه  هاي اول و دوم در هر نقطـه وجـود دارنـد. ريشـه    شود و مشتقجا صفر نميچمخرج اين كسرها هي ،استy     را پيـدا

sin  كنيم.مي ty sin t cos t sin t cos t tgt t k
cos t

                
31 1 4  

tيكند. نقطهدر اين نقاط تغيير مي yهستند. البته بايد اطمينان يابيم كه علامت yهاياين نقاط ريشه 


3
ي اين نقاط در نظر بگيريد. را به عنوان نماينده 4

tدانيم كهمي
t

sin t cos te
e


 2
sinهمواره مثبت است. بنابراين به علامت عبارت te2است. 2 t cos t يوجه كنيد. براي توضـيح بهتـر، زاويـه   ت3

را روي  4

sinايم. مقداري مثلثاتي نشان دادهدايره t روي محور عمودي و مقدارcos t  آيد. وقتيمي بدستروي محور افقيt 


3
sinباشـد  4 t  2

cosو 2 t   2
2 

sinاست در نتيجه t cos t   وy   شود. مي  

tوقتـي  


3
sinباشــد، 4 t  2

cosو 2 t   2
sinاسـت پــس  2 t cos t   ر نتيجــهو د 

y   شود.مي  

tشود. به اين ترتيب مطمئن شديم كـه نقـاط  در اين نقطه عوض مي yپس علامت k
  

3
4 

  نقاط عطف منحني هستند.
  

  
  زير است: صورتبهمايل تابع داده شده  مجانب  »2«گزينه ـ 32

fمجانب مايل   (x) (x ) x y x
( )

         


3 2 2 21 3 1 3 3         f (x) x x 3 2 32  

x xf (x) x x f (x) x x x( x) x , x
( x x )

             


23 2 3 2
2 3 23

4 3 42 4 3 4 3 33 2
     

xنقطه   نيمم تابع است.نقطه مي  
f ( )

f ( ) ( ) ( )



  2 33 34 4 4 3223 3 3 27

 
  

)بنابراين كافي است فاصله نقطه , ) را از خطy x  
2
yيا 3 x 3 3 cd  آوريم. بدست 2

a b
   

2 2
2 2 2

39 9 3 2
  

axفاصله خط تذكر: by c  از مبدأ مختصات برابر| c |d
a b


2 2

  است. 
 

xزايابتدا به ا  »3«گزينه ـ 33 y   مقدارg( ) كنيم:را تعيين مي  g( ) g( ) e g( ) e g( ) g( ) g( )              2    

g(xي تابعيِ داده شده در صورت سؤال؛ كسرِخواهيم از معادلهحالا مي h) g(x)
h

  يوجود آورده و با استفاده از تعريف مشـتق، ضـابطه  را بهg (x)  بدسـت را 

h  قرار دهيم، خواهيم داشت: hها،yي داده شده، به جايآوريم. اگر در معادله xg(x h) e g(x) e g(h)    

  بنابراين داريم:
x h

h h

g(x h) g(x) e g(h) e g(x) g(x)g (x) lim lim
h h 

     
 

  
  زير بنويسيم: صورتبهتوانيم اين حد را ثابت است. مي xمتغير ما است و hكند، پسبه صفر ميل مي hدر اين حد،

 ارزيهم

cos t2

2


3
t

4




3
t

4




3

4


2

2
sin t
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h h
x x

h h h

g(h) e g(h) eg (x) lim[e ( ) g(x)( )] e [ lim ] g(x)[ lim ]
h h h h  

     
1 1

  
  

  كنيم:ي حدها استفاده مياز هوپيتال براي محاسبه
h

x x
h h

g (h) eg (x) e [ lim ] g(x)[ lim ] e g ( ) g(x)e
 


    1 1


 

  

xgنتيجهدر  (x) g(x) g ( )e  پس ،C g ( )  2.  
xابتدا با فرضراه كوتاه:  y   مقدارg( )  آيد. سپس در تساويِ داده شده برايمي بدستg (x) نيزx    داريـم  ،مقـرار دهـيg ( ) g( ) Ce    

Cپس 2لذا ،C  2 .  
  

x)دانيم كه فاصله نقطهمي  »2«گزينه ـ 43 , y )1 axتا خط 1 by c    روبرو است: صورتبه  | ax by c |
D

a b

 




1 1
2 2

  

x)فرض كنيد نقطه , y) :روي بيضي قرار داشته باشد؛ در اين صورت داريم  x y y x y x        
2 2

2 2 28 41 8 818 8 18 9  

xاگــر خــط y  2 3 25  و بيضــيx y
 

2 2
118 هــا ســاده اســت، كــافي اســت را رســم كنيــد (رســم آن 8

xباريك   قرار دهيد، محل برخورد با محورyو يك بار هم ها معلوم شودy      قرار دهيد، محل برخـورد بـا
yشويد كه نيم بيضيِ بالايي كه در بخشمتوجه مي ،)ها معلوم شودxمحور   تر قرار دارد، به اين خط نزديك

  گيريم. با جايگذاري در فرمول فاصله داريم:را در نظر مي است. بنابراين قسمت بالاي بيضي يعني مقدار

  
x x

| ax by c |D
a b

  
 

 
 

2

2 2 2 2

42 3 8 259

2 3
  

x)براي خارج كردن صورت كسر از قدرمطلق، توجه كنيد كه اگر نقطه , y) دقيقاً روي خط باشد، داريمax by c   در بالاي خط داريم ،ax by c    
x)و اگر , y) ،زير خط قرار داشته باشدax by c    ياست. ما نقطه(x , y)  ايم، بنابراين در اين نقطهبيضي فرض كردهرا رويax by c    شود مي

|و داريم ax by c | (ax by c)     . يدر نتيجه ضابطهD(x) :چنين است  

D(x) ( x x )    21 42 3 8 25913
  

  كنيم:هيم. ابتدا مشتق را حساب ميخواحالا مينيمم اين تابع را مي
x

D (x) ( )
x



   
 2

8
1 92 3
13 42 8 9

 

  هاي موضعي را پيدا كنيم.مشتق را مساوي صفر قرار داده تا مينيمم

x
D (x) x x x x x x

x

                


2 2 2 2
2

4
4 4 4 4 832 2 8 8 8 39 3 9 9 948 9

   

xچون نقطه در ربع دوم است، پس  3، :بنابراين داريم  
( )

D( )
    

    

42 3 3 8 9 259 13 13 13
13 13

  

  
A(aوقتي  »2«گزينه ـ 35 , b) ي منحني باشد، به اين معناست كهبالاترين نقطهf (a) b است ولي در ساير نقاطf (x) b در واقع براي هـر .x   در دامنـه

fداريم (x) f (a). پسx a ي هر منحني، به معناي مينيمم مطلق آن است. بنابراين ترين نقطهدهد. به همين ترتيب پايينمحل ماكزيمم مطلق را نشان مي

x  گيريم:ا از تابع مشتق ميرا پيدا كنيم. ابتد Bو Aتوانيم مختصاتبا پيدا كردن ماكزيمم و مينيمم مطلق مي yx xy y y
x y

     


2 2 212 2   

yبراي تعيين نقطه اكسترمم بايد   باشد، لذاx y 2  و به عبارت ديگرy x 2 است، با قرار دادنy برحسبx :در ضابطه تابع داريم  
x x( x) ( x) x x x x x x               2 2 2 2 2 2 22 2 12 2 4 12 3 12 4 2  

xاگـر   yگـاه آن، 2  4  و اگـرx  2 ،گـاه آنy  )پـس بـالاترين نقطـه    .آيـد مـي  بدسـت  4 , )2 )تـرين نقطـه  يينو پـا  4 , )2  اسـت و ايـن يعنـي    4
b d ( )
a c ( )
  

 
  

4 4 22 2.  

xمطمئن شويم در كهبراي آن  xو 2  2  ي تابع را مشخص كرده و مقداراند؛ بايد دامنهآمده بدستمقادير ماكزيمم و مينيمم مطلقy    را در دو سـرِ دامنـه
  را حساب كنيم داريم: yي ضمني داده شدههم بررسي كنيم. اگر از معادله

x (x ) ( x ) x ( x )
y xy (x ) y       

     
2 2 2 24 12 3 162 2 3 1612 2  

25

3

x

y

18

8

25

3

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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

xي اين تابع بايددر دامنه 216  باشد، يعنيx  4 xرا در دو سر دامنه يعني yداراست. مق 4  4 كنيم:حساب مي   x y   
    

44 22  
xدر حالي كه در نقاط بحرانيِ  2 به مقاديرy  4 آمده در بدستايم. حالا اطمينان داريم كه مقادير رسيدهx  2ماكزيمم و مينيمم مطلق ،y .هستند  

  
xيمعادلهتوضيح:  xy y c  2 cبراي 2   ي يك بيضيِ مايـل اسـت.   دهندهنشان

شـود  بـر منحنـي افقـي مـي     ترين نقطه از ايـن منحنـي، خـط ممـاس    در بالاترين و پايين
yيعني   هـا مشـتق برابـر بـا     شود. به همين دليل به دنبال نقاطي بوديم كه در آنمي

  شود.صفر مي
  
  

ي بحراني ديگر هـم وجـود   ي ضمني كه دايره يا بيضي را نشان دهد، دو نقطهدر هر معادله

ــه در آن ــد ك ــادارن ــابطه  yه ــدارد. ض ــود ن xيوج yy
x y

  


2
ــد.   2 ــر بگيري را در نظ

xاگر y 2   ها وجود ندارد. اگـر ايـن دو   آيند كه مشتق در آنمي بدستباشد، نقاطي
ايد. بينيد كه نقاط سمت راست و سمت چپ منحني را پيدا كردهنقطه را حساب كنيد، مي

  است. شيب خط مماس، هاكه در آن
  

  
  كنيم:ي بين دو منحني ابتدا نقاط برخورد دو منحني را پيدا ميبراي بررسي زاويه  »4«گزينه ـ 36

y xx y
x x (x ) x x x(x ) x , x

x x y
                  

   

2 22 2
3 2 2 2

2 2
3 4 3 3 2 4 2 2 2

4 3
   


  

xبا جايگذاري   ي غيرممكنبينيم كه معادلهي دو منحني ميدر ضابطهy  2 xآيد. در واقعمي بدست 3   ي اين دو منحني قرار ندارد. اما اصلاً در دامنه
xبه ازاي  yداريم 2 2 y، پس1  1 يهاي داده شده در دو نقطـه جا متوجه شديم كه منحنيد. تا اينآيمي بدستA( , )2 )Bو 1 , )2 بـا هـم برخـورد     1

  ني داريم:گيري ضمآوريم. با مشتقمي بدستها با هم را ي برخورد آنكنيم و زاويهها را در اين نقاط حساب ميكنند. اكنون شيب هركدام از منحنيمي
x x x xx y y y , x x y y y
y y y y

                   


2 2 2 22 2 4 23 4 32 2  

)Aيدر نقطه , )2 xmها به ترتيب؛ شيب منحني1
y

 1
2
xmو 1

y


 2
2  كنيم:ي بين دو منحني را به اين صورت حساب مياست. پس زاويه  

m m
tg | | tg ( )

m m


     


12 1
2 1

2 21
  

)Bيدر نقطه , )2 xmها عبارتند از:شيب منحني 1
y

  1 xmو 2
y


 2
2 :در نتيجه داريم ،  m m

tg | | tg ( )
m m


     


12 1

2 1
2 21  

tgاي برابر باي برخوردشان با يكديگر، زاويهپس اين دو منحني در هر دو نقطه ( )  1 امـا واضـح    حسـاب نيـاز دارد،  ي اين زاويه به ماشـين كه محاسبهندارند. با آ 2
6است كه عددي بين  9تا است، زيراtg ( ) 1 3 6  وtg ( )  1 9 ، پسtg ( )1   .تواند درست باشد) مي4ي (فقط گزينه بين اين دو مقدار قرار دارد و 2

 
)Aمعادله خط گذرنده از نقطه  »4«گزينه ـ 37 , )1 yصورتبهتوان را مي 4 m(x )  4 در نظر گرفت. در ايـن صـورت    1

)Pها را در نقطهxاين خط محور , )
m


41  و محورyها را در نقطهQ( , m)4 كند. مجموع قطعات مثبـت جـدا  قطع مي 

)شده روي محورهاي مختصات برابر m)
m

  
41 )يا 4 m )

m
 

  است، 45

   ( m ) m
m m

        2
4 45 1 2  

mقتيو  mشود، پس قابـل قبـول نيسـت. بـه ازاي    ها در ربع اول قطع نميxباشد، محور 2  2   صـورت بـه ، معادلـه خـطy (x )   4 2 آيـد و  درمـي  1
)Pها در نقطهyمحور , )6 شود.قطع مي  

 

yنيمساز ناحيه اول خط  »1«گزينه ـ 38 x لذا داريم: ،باشدمي  x y y Arctg( ) y ( ) 
      2 1 14 4  

yfتابع (x , y) Arctg xy
x

    شت:گيري ضمني خواهيم دابا استفاده از مشتق ،را در نظر گرفته  

A

B

y

x

yترين نقطه؛در بالاترين و پايين  .است 

C

D

y

x

yر نقاط سمت چپ و راست؛د   .است 

Q A(1,4)

x

y
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1اضي عمومي (ري

x
x

y

yy
x yx y yx yy y( )fdy x yx xy ( ) ( ) ( )

xdx f x
x x x yx xy x y( )
x x


           

 
 



22
2 2

2 2 22

2 2
2 22

2

1
1 1

1

  

y

( )

y x y y y y( )
y

y y y





        

    
 

22 2 2
4

1
2 2 2

1 11 1 21 1 1 22 2
1 1 1 2 21 1 1 1

2
2

´ÄnHj pH
  

  

y       »3«گزينه ـ 39 t t 2   وx t t 2   

t x t
x xx

t t

( t ) ( t )dy
y (y )dy t d y ( t )dty y

dxdx x t x tdx ( t )
dt

  
            
   

2 2
2 3

2 2 1 2 2 1
2 1 42 1
2 1 2 1 2 1

  

t
xx t

t

(y )d y d y( t ) (t )
x tdx ( t ) dx

  
      

  

33 34
2

3 5 3

24
24 3 24 32 1

2 1 2 32 42 1
  

 

ــ04 ــه  ـ ــانقطــه  »1«گزين x)ي تمــاس را ب , y )  ــر اســت  نشــان مــي دهــيم. شــيب خــط ممــاس براب
fبا (x ) x     نويسيم:ي خط مماس را مي. معادله2

y y x (x x ) y x x y x            22 2 2  
  :كنيممختصات نقاط برخورد خط مماس با محورهاي مختصات را تعيين مي

x y y x

y x
y x

x

 

 







   


   

2

2
2

2
2

  

A  برابر است با: OABمساحت مثلث B
(y x ) (y x )

S | x y | | |
x x

   

 

 
  

2 2 2 22 21 1 1
2 2 2 4  

x)ينقطه , y )  روي سهمي قرار دارد، پس داريمy x  2 x)  :  داريم بنابراين، 1 )
S

x







2 211
4  

x  آوريم:مي بدسترا  Sاكنون كمترين مقدار (x ) (x )S (x ) (x )[ x x ] x x
x

               
2 2 2 2 2 2 2 2

2
4 1 11 11 4 1 3 14 3
  

     


    

xدقت كنيد كه در ربع چهارم  .است  
( )

minS


 

21 11 43
14 3 3
3

  

 

O

B

A

(x ,y ) 

x

y
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

    1آزمون (پاسخنامه (    

xاز تغيير متغير  »1«ـ گزينه 1 t dxكنيم در اين صورتاستفاده مي 2 tdt   آيد:زير در مي صورتبهو انتگرال  2

dx tdt ( )dt ( t Ln( t)) Ln Ln
t tx

         
   

4 2 2 22 22 2 2 1 4 2 3 4 91 11     

  ثانيه) 10حل تستي سؤال فكر كنيد! (در كمتر از به راه
  

خواهد شد و مشتق  xe1شود كه عبارت زير راديكال برابركنيم، حال ملاحظه ميگيريم و از زير راديكال خارج ميفاكتور مي xe2ابتدا در زير راديكال از  »3«ـ گزينه 2

xeآن dx خواهيم بود: مقابل صورتبهباشد، لذا به آساني قادر به حل انتگرال مي  
Ln

Ln

Ln
x x x x

Ln
e e dx ( e ) e       

8

3

8

3

2 16 381 1 1 183 3 3  

  
)tgxtgبا توجه به اين كه  »2«ـ گزينه 3 x)

tgx
 
 


1

4 tgxf  بنابراين داريم: 1 (x) ( tgx)( ) ( tgx)( )
tgx tgx


     

 
1 21 1 1 21 1  

g( )
1 24

xx gof (x)dx x g[f (x)]dx x g( )dx g( )[ ]     
41 1 1 13 3 3 2 2 4   

  

  
f                  »4«ـ گزينه 4 (x) . f ( ) , f ( )

x ( x )( )
x

         


2 2 22
2

1 1 1 1 1 11 11 4 4 211
  

y            :بنابراين x f (x) y xf (x) x f (x) y ( ) f ( ) f ( )           2 2 12 1 2 1 1 2  
  

  بايد با شكستن بازه انجام دهيم با توجه به شكل زير داريم:ابتدا بايد خودمان را از دست قدر مطلق خلاص كنيم! اين كار را   »2«ـ گزينه 5

| sin x cos x | cos x sin x x

| sin x cos x | sin x cos x x

     
       


4

4


  

2 2| sin x cos x | dx (cos x sin x)dx (sin x cos x)dx [sin x cos x] [ cos x sin x]
  

 

             4 4
4 4

 
  

  

شود كه حد داده شده مبهم و از نوعملاحظه مي  »4«ـ گزينه 6


  گيري از انتگرال داريم:لذا با استفاده از قضية هوپيتال و فرمول مشتقاست،  
x

x

x x

t dt x xx HOPlim t dt lim t dt
x 

   
          




 

2
2

2 2

4 4
4 4 4

2 2

1 2 2
2 2 2 2 2 2 2 16 2 42 1

     


4  

  

xu  گيري جزء به جزء داريم:با استفاده از انتگرال   »1«ـ گزينه 7 Arctgx du dx , dv xdx v
x

     


2

2
1

21
  




1
4 2

x xxArctgxdx Arctgx dx ( )dx ( x Arctgx)]
x x

 
        

   
1 1 1 12 2

2 2
1 1 1 1 1 112 2 8 2 8 2 21 1   

  
  

duزيــر راديكــال و اســتفاده از فرمــول    كامــلمربــع  ايجــاد تــوان بــا اســتفاده از  ايــن انتگــرال را مــي  »  4«ـــ گزينــه  8 uArcsin
aa u




 2 2
 ،  

  طبق متن درس داريم:باشد، تر استفاده از تابع بتا مياما روش راحت حل كرد،

b
a

( ) ( )
(x a) (b x) dx (b a) ( , )

( )( )

       
        

 


1 1
2 2

1 1
1 1 2 2

1 12 2 1 1
2 2

   

  
x صـورت بـه را  eمجذور كامل در بيايد. براي اينكار تـوان  صورتبه eبراي حل انتگرال داده شده، بايد كاري كنيم كه توان »4«ـ گزينه 9 x (x )     2 22 1 1 

x  نويسيم و داريم:مي x (x ) (x )I e dx e dx e .e dx
            

2 2 22 1 1 1 1
1 1 1  

sinx cosx 

 

2


4


x

y
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uحال از تغيير متغير x 1 كنيم و لذا داريم:استفاده مي  du dx , x u , x u        1   
e 

2
(x ) uI e e dx e e du

 
     

2 2

1
1


  

  

uكنيمشود. فرض مينداز! كه با تغيير متغير راحت حل ميا يك انتگرال با ظاهري غلط  »1«ـ گزينه 10 sin(Lnx) ،گاهآنcos(Lnx)du dx
x

 لذا داريم:  

sin (Lnx)cos (Lnx) cos(Lnx)dx [sin (Lnx)cos (Lnx)] dx u ( u )du u u sin (Lnx) sin (Lnx)
x x

        
3 3 3 2 3 2 4 6 4 61 1 1 11 4 6 4 6  

e
I [ sin (Lnx) sin (Lnx)] sin (Lne) sin (Lne) sin ( ) sin ( )     1

4 6 4 6 4 61 1 1 1 1 11 14 6 4 6 4 6  
 

  وش زير پاسخ دهيم:توانيم به دو راين انتگرال را مي  »4«ـ گزينه 11
uبا استفاده از تغيير متغير،روش اول:  sin xپس ،du cos xdx در نتيجـه ،du dx u  uو بـراي حـدود جديـد بـه ترتيـب داريـم:       21 sin   

uو sin 
 12 م:باشد و لذا داريمي  duI u du ( u) du [ u ] [ ]

uu


        


  

1 1 1 1
1
2

2
11 1 2 1 2 2 1

11   
  

xدانيمميروش دوم:  xsin x (sin cos )   21 2 x  ، بنابراين داريم:2 x x xI (sin cos ) dx | sin cos | dx
 

    22 2
2 2 2 2 

  

xبراي 
  2 گاهآنx 

 2 4 و در اين بازهx xcos sin2   داريم و لذا داريم:قدر مطلق را برمي ، پس با ضرب يك منفي در عبارت،2

x x x xI [sin( ) cos( )]dx [ cos ] [ sin ] [ cos cos( )] [ sin( ) sin( )]
  

 
         2 2 22 2 2 2 2 22 2 2 2 4 4 

   

( )2 2 1I       
2 22 2 1 22 2  

  اي سؤال بدون استفاده از خودكار فكر كنيد.ثانيه 10حل به راه
 

x.xصورتبهابتدا تابع تحت انتگرال را   »1«ـ گزينه 21
( x ) 2 21

uي جزء به جزء با فرضنويسيم، سپس با استفاده از قاعدهمي  x وxdv dx
( x )


 2 21

    داريم: 

x ( x )du dx , v dx x( x ) dx ( )
( x ) x


 

      
  

2 1
2 2

2 2 2
1 1 1 1 12 12 2 1 21 1

  

a aa ax x xF(x) dx [ ] ( ) dx [ Arctgx]
( x ) x x x

       
    

2

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 2 2 21 1 1 1  

  


4a

lim F(x) Arctg ( )



     

1 1
2 2 2   

xالبته از تغيير متغيرتوضيح:  tg  توان به سؤال فوق پاسخ داد.نيز مي  
 

  گيري داريم:هاي انتگرالبا استفاده از فرمول  »4«ـ گزينه 13

واگراست I1انتگرال
( )

I sec xdx [Ln | sec x tgx |] Ln Ln
 

         2 21 1


  

 واگراست I2انتگرال
( ) ( )sin xI tgxdx dx [ Ln | cos x |] [Ln ] Ln Ln

cos x | cos x |

    


            2 2 2 22
1 1

  
  

  
)را با توجه به بازه sgnxابتدا بايد مقدار تابع  »1«ـ گزينه 41 , )1 )هايتعيين كنيم. بدين منظور در بازه 1 , )1  و( , )1     كه علامـت آن متفـاوت اسـت، آن را

)x  شكنيم و داريم:مي ) x( ) x x dx dxI dx dx dx dx dx dx
x x x x x x   

     
        

            
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 2 2 2 2 1 2 1 22 2 2 2 2 2
   

   
  

[ x Ln | x |] [x Ln | x |] [ ( ( )) Ln Ln ] [( ) Ln Ln ]


                 
1

12 2 2 2 1 2 2 2 1 1 2 3 2 2



   

Ln
16
9I Ln Ln Ln Ln Ln Ln Ln Ln Ln Ln             4 21 2 2 2 1 1 2 3 2 2 4 2 2 3 2 3 16 9  
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  تابع داده شده مشتق بگيريم: ابتدا لازم است از  »2«ـ گزينه 51
x

F(x) t dt F (x) x     4 41 1


  

Fواضح است كه (x)  پس ،F .تابعي اكيداً صعودي است  F (x)xF (x) x
x

    


3

4
4

2 1
   

xچون  ريشه ،F (x)   ف آناست و در دو طرF دهد، پستغيير علامت ميx   ي عطف است.طول نقطه  
 

xدر نقطه  »3«ـ گزينه 61 aشيب منحني يعني ،f (a) برابرtg   f، شيب منحني يعنيbو در نقطه 33 (b) برابرtg  14 :است. بنابراين داريم    

1 3b
a

I f (x)dx f (b) f (a)       
 

)ابتدا عبارت  »1«ـ گزينه 71 )
x

 x  رسانيم و داريم:را به توان مي 221 x x xI ( )e dx e dx e dx e dx
x xx x

         
4 4 4 4

1 1 1 12 2
4 4 4 41 

uكنيم كه در آني جزء به جزء به نحوي محاسبه ميي دو انتگرال اول، انتگرال سوم را از قاعدهقبل از محاسبه
x

 
xdvو4 e dxپس ،du dx

x
 2

xvو 4 e. 

x  بنابراين داريم: x x x x x xe dx [ e ] ( )e dx I [e ] e dx [ e ] ( )e dx
x x xx x x

             
4 4 4 44 4 4

1 1 11 1 1 12 2 2
4 4 4 4 4 4´ÃÀjÂ¶ nHo¤ ³¼w −Ho«TºH ÁI] ¾M 

e3x xI (e e ) e dx ( e e ) e dx
x x

        
4 4

1 1
4 1 4 1

2 2
4 44  

  
  ابراين داريم:باشد، بن، ميxxاگر دقت كنيم، عبارت داخل انتگرال، مشتق   »1«گزينه ـ 18

 x x xF(x) x (Ln x )dx x c F(x) x      1 SwH oŸ‚ ÁoÃ¬−Ho«TºH SMIY  
  مشتق بگيريم: xx، است فقط كافيست از xxعبارت داخل انتگرال، مشتق  كهاينبراي درك بهتر از  توضيح:

Lnx xyy x Lny xLnx Lnx x y y (Lnx ) x (Lnx )
y x


           
1 1 1´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH  

  پردازيم:ي حل ميخب حالا به ادامه

x

xx
x x
lim e lim e




 
  

2

1

1

 
حاصل حد1

Lnx

HOPxLnx x
x x x
lim F(x) lim e lim e
  

    
1

  
 ´¿L¶  

 

u  با استفاده از روش جزء به جزء داريم:  »2«گزينه ـ 19 x du dx
I [xf (x)] f (x)dx f ( ) f (x)dx

f (x)dx dv f (x) v
                

 
1 11

1 1
  

  

    I f ( ) [f (x)] f ( ) f ( ) f ( )     
11 1 1


  
 

  غيير متغير به راحتي داريم:با استفاده از روش ت  »4«گزينه ـ 20
dxArcsin x u x sin u x sin u , cos udu , x u , x , u

x


          2 1 22
   

2

4
x

u

Arcsin x (u) x cosudu u udx (cosu)du cosudu I udu [u ]
| cos u |x( x) x sin u sin u

 
 


 

      
   

    1 22 2
2 2

2

2 2 2 2
1 1 1 




  

  

  نوشت: »  داده شده«را برحسب انتگرال » خواسته شده«در اين گونه سؤالات بايد انتگرال   »4«گزينه ـ 12
teA dt

t



1

1
  

t t t

t t

dtu du e e dt e e dtt ( t) A uv vdu ( )
t ( t) ( t)

dv e dt v e

              
     

  
1 12

2 2

1
11 1 11 21 1 

  

با توجه به اين كه
teB dt

( t)



1

21
  ، لذا داريم: 

e
B A  1 2

eA B   12  
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uيك انتگرال بسيار ساده كه به راحتي با استفاده از تغيير متغير  »4«گزينه ـ 22 x 2   ، خواهيم داشت:24
x u

u x udu xdx xdx udu        2 24 2 2 2
2



  

Ln3udu  آيد:مقابل در مي صورتبهدر اين صورت انتگرال  duI Ln(u )
uu u


    

 
2

2 2
211



 
  

 

gيآوريم. براي اين كار با استفاده از تغيير متغير، ضابطه دستبهرا  g(x)يواضح است؛ ابتدا بايد ضابطه  »4«گزينه ـ 32 (x)  آوريـم. در نظـر   مـي  دسـت بـه را

uبگيريد x x، بنابراين2 u وx u
3

3 g  و لذا داريم: 2 (u) u g(u) g (u)du u du u C       
3 3 5
2 2 22

5
´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠ pH  

)gدانيماز صورت سؤال مي ) 1 )g  ، بنابراين داريم:1 ) C C g(u) u       
5
22 3 2 31 15 5 5 5  

)gخبُ حالا به راحتي 67  آوريم.مي دستبهرا  4(
5g( ) ( )     

5
522 3 2 34 4 25 5 5 5  

 

  داريم: گيري از طرفين رابطهبا مشتق  »2«گزينه  ـ24
cosx f (t) dt Ln(cos x)

cos xt
  1 2

1 1   

f (u)  1
cos x

u cos xsin xf (cos x) sin x sin x( sin x) f (cos x) cos x f (u) u
cos xcos x cos x

 
         

2

2 2 1 1
´Ã¹¨Â¶Jo† nj Hn ¸Ã oŠ

  
 

xcosبا استفاده از فرمول طلايي  »1«گزينه ـ 52 x cos  21 2 xو با جايگذاري رابطه 2 xsin x sin cos 2 2 xو  2 xsec tg 2 212   :، داريم2

x x x xsin cos sin sinx xI dx sec dx dx ( tg )dx dx
x x xcos cos cos

    
  

         
2 2 2 2 22 2

2

11 2 1 12 2 2 2 21 22 2 2 22 2 2 2
    

    

Ln1 2x x[tg Ln | cos |] [(tg tg ) ( Ln | cos | Ln | cos |)] Ln


 
        2 12 2 2 1 22 2 4 4 2

   
 

  انتگرال داده شده همان تعريف تبديل لاپلاس است.   »4«گزينه ـ 62
s s

!I L[x ] ( ) !
s 

   2 2
9 1

1
9 1 92


  

 

cosابتدا با توجه به اين كه  »3«ـ گزينه 27 xcot gx
sin x

كنيم.، انتگرال را بازنويسي مي  

« sin x»cos x cos x sin x cos x sin xI ( )dx I ( )dx ( ) dx
sin x sin x sin x sin xsin x cos x

  
   

   1
2 2

1 1 1
1 1

´Ã¹¨Â¶Jo† nj HnZoh¶ »Rn¼‚    

sin x sin x dx dx dx dxdx ( )dx
sin x cos x sin x cos x sin x cos x sin x cos x cos x sin x cos x


           
1 1 2

2  
x x xLn | tg | Ln | tg( ) | c Ln | tgx | Ln | tg( ) | c 

       
2
2 2 4 2 4  

 

sinابتدا بايد تعيين كنيم،  »1«گزينه ـ 28 x2ي، در چه نقاطي از بازه[ , ]2شود، واضح است در نقاط، عددي صحيح ميx   وx 
 افتـد.  اين اتفاق مي 6

x  بنابراين داريم: sin x sin( ) , x sin x sin                              

12 2 2 2 2 16 6 2    


3sin x dx ( )dx dx [x]

   

 
 

          2 22 6

6 6
2 1 2 6 

  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

sinبا توجه به اين كه توان  »2«گزينه ـ 29 x :فرد است، لذا داريم  sin x cos xI sin x( )dx (sin x)( )dx
cos x cos x

 


  
2 2

3 3 1
 

  

cosبا استفاده از تغيير متغير x u :داريم  cos x u sin xdx du , x u cos( ) , x u cos( ) 
           

11 3 3 2   

Ln 
32 8

u uI ( )du ( u)du [Lnu ] Ln Ln
u u


           
1 1

11 1
22

1 2 2
2 1 1 1 1 112 2 2 8

  

  

xييك سؤال نه چندان سخت با ظاهري جديد و البته كمي جالب! كافيست حد تابع را در نقطه  »3«گزينه ـ 03   حساب كرده و مساويk3 قرار دهيم:  
sin x

Hop

x x

( tg t)dt cos x[ tg( sin x)]lim lim
tgx tg x 

 
  




2

1 2 1 2 1
1



 




  

kبنابراين 3 kو لذا 1 
1
  است. 3

  

  كنيم:ررسي وضعيت همگرايي بهتر است از قضيه اول استفاده مينهايت ناسرگي دارد. براي برسد؛ انتگرال در بيآنچه از همان نگاه اول به نظر مي  »3«گزينه ـ 31
p

px x

(Lnx) (Lnx)lim x ( ) lim ( )
x x

 

  
  

pاگر    شود و اگرباشد، حد فوق صفر ميp 1 ،انتگرال همگراست، پس داريم: گاهآن  pp p         1 1  
پس با شرط 1 .انتگرال همگراست  

xگاهآنمنفي باشد،  البته حل تمام نشده است! چون اگر 1 ي ناسرگي است، چون داريم:نيز نقطه  dxI
x (Lnx)  

2
1  

xبراي بررسي شرايط همگرايي دقت كنيد؛ در همسايگي 1ارز با انتگرال، انتگرال فوق همdx
(x )

2
1 1

است، كه اين انتگرال با شرط  1      و بـه عبـارت ديگـر بـا

شرط  1 .همگراست  
  

f)دانيممي »4«زينه ـ گ23 ) (y)
f (x)

  


1 y، در اين سؤال1  :در نتيجه داريم ،  x
[ sin(sin t)]dt  1


  

x (f ) ( )
f ( )

   


1 1 


  

fي مقدارحال به محاسبه ( )  پردازيم:مي  (f ) ( )   1 1 11f (x) sin(sin x) f ( )     1 1  
 

  رو هستيم و به راحتي داريم:گيري پارامتري ساده روبهبا يك مشتق  »3«گزينه ـ 33
Lntdy edy tdt t

dx Lntdx Lnt
dt t

  

1
  

  

Lnueييك سؤال بسيار ساده! كافيست در انتگرال اول از رابطه  »3«گزينه ـ 43 u  از تغيير متغيرو درا نتگرال دومx u:استفاده كنيم  
ln x

ce xI dx dx dx x dx x c x c I x
x x x

             
1 1
2 21 2 2 2  

xAبنابراين e xبا استفاده از تغيير متغير Bاست، براي انتگرال 2 u ،گاهآنdx du
x


1

2
dxنتيجه و در  udu   ، پس داريم:2

xB e 2
u

cu u xeB ( udu) e du e c e c
u

       2 2 2 2     

Bپس A2   است. 4
  

a    »3«ـ گزينه 53

a

 21 2
sinh asinh a

sinh sinh
a adxI [Arcsinh x] Arcsinh(sinh ) Arcsinh(sinh a) a

a ax
      


 22

1 1

2
1 12 2

1
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

x  دهيم:ابتدا با تغيير متغير فرم انتگرال را تغيير مي  »3«ـ گزينه 63 t x t dx t dt x t , x t 
           

2
2 2 4 2   

t sin t
I t sin t dt cos t I [ t cos t sin t]

sin t

 
        




2 22 1 2




−»k]x»n 2  

  

tgتابع  »1«ـ گزينه 37 x4 تابعي زوج و تابعxLn( )
x




1
fدانـيم اگـر  باشد و مـي فرد مي باشد، لذا حاصلضرب آنها تابعي فرد ميتابعي  1 (x)    گـاه آنفـرد باشـد: 

a
a

f (x)dx


  خواهد بود.  
  

dx                             »4«ـ گزينه 38 sin x cos x dx dxI dx tgx cot gx c
sin x cos x sin x cos x cos x sin x


         

2 2

2 2 2 2 2 2  

  

دانيممي  »2«ـ گزينه 39
x xe ecosh x


     و لذا داريم: 2

x x
e

x x x x x x
eI ( )dx ( )dx I ( )dx

e e e e e e 
   

    


   2
1 2 2

2 2 112

´Ã¹¨Â¶Jo† nj HnZoh¶ »Rn¼‚  

xuحالا از تغيير متغير e:داريم ،  x dudu e dx du udx dx
u

      

x  پس داريم:
u duI ( ) ( )du du c c

u uu u u u (u ) e
        

       2 2 2
2 2 2 2 2

12 1 2 1 1 1
                 

  
  كنيم:ها را بررسي ميبراي تمرين بيشتر تمام گزينه  »3«گزينه ـ 40

xكنيم، وقتيارزي استفاده مينهايت ناسرگي دارد. از همانتگرال داده شده در اين گزينه، در بي): 1بررسي گزينه ( :داريم ،  

x x ( x )~
x x

x x x



  



1
7 72 2 2 7 77

3 3 2 1155 3 3
5 5 7 35

3 2 2 2 2 2
1

  

dxدانيم انتگرالمي

x


 112

35

p، واگراست، چون1  
11 135.  

xوقتي): 2بررسي گزينه ( ارز با، عبارت مقابل انتگرال همx
x2 ارز باو به عبارت ديگر هم

x
dxانتگرالاست و چون  1

x

1    واگراست، انتگـرال داده شـده

  ) نيز واگراست.2در گزينه (
  كنيم:زير تفكيك مي صورتبهانتگرال موردنظر دو نوع ناسرگي دارد، بنابراين انتگرال را ): 3بررسي گزينه (

dx dx dx
x(x )(x ) x(x )(x ) x(x )(x )

 
 

       
3

2 2 31 2 1 2 1 2
  

xانتگرال اول را در همسايگي  dx  توان به شكل مقابل نوشت:، مي2 dx dx
x(x )(x ) ( )(x ) (x )

 
      

3 3 3
2 2 21 2 2 2 1 2 2 2

  

xو چون اين انتگرال همگراست، بنابراين انتگرال اوليه نيز همگراست. اما انتگرال دوم را در  ارز انتگـرال تـوان هـم  ميdxI
x


 3 3

و بـه عبـارت ديگـر     

dxIارزهم

x


  33

2

  ) همگراست.3دانست و چون اين انتگرال همگراست، پس قسمت دوم انتگرال داده شده نيز همگراست. و در نتيجه انتگرال گزينه ( 

xانتگرال واگراست  براي اين انتگرال داريم:): 4بررسي گزينه ( xe dx [e ]


   2 21
2 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

fپادمشتقِ F(x)فرض كنيم   »2«ينه گزـ 41 (x) باشد. بنابراينF (x) f (x)    است. به نمودار مقابل كـه در آن
  ايم. ناميده Lهاي مثبت راxوربا مح fايم توجه كنيد. محل برخوردرا نشان داده fفقط

)يدر بازه ,L) :داريمf (x)   يعنيF (x)  پس نمودار ،F(x)   مـين جـا   در اين بازه بايد نزولـي باشـد. از ه
,L)يتوانند جواب باشند. در ضمن در بازهنمي cو aمعلوم است كه ) نمودارf    مثبت شـده اسـت؛ پـسF (x) 

  است. bها را داردتق در اين بازه، صعودي است. تنها نموداري كه اين ويژگيمثبت شده است. بنابراين نمودار پادمش
  

حالت ابهام به صورت  »3«گزينه ـ 42


  كنيم:است و بنابراين از قضيه هوپيتال استفاده مي 

x x

sin xlim ( sin x ) lim ( )xx x xt x
x x x

( sin x)lim ( sin t) dt lim lim ( sin x) e e e
x

 
 

  


      

1 1 13961 1 1 1396 1 13961 1 13961 1396 1 13961
 

  
  

  

  گيريم:مشتق مي xاز طرفين معادله نسبت به  »4«گزينه ـ 43
xsin( x) x cos( x) xf (x ) sin cos( ) f ( ) f ( ) f ( ) 

                221 2 2 2 2 2 2 4 2 4 4 4 2  
  

xeاگر از تغيير متغير  »2«گزينه ـ 44 u 1 استفاده كنيم، آنگاهxdu e dx
x

 
1

2
  . لذا داريم:

duI ( )du Ln | u | Ln | u | c
(u )u u u


        
  
2 1 12 2 11 1

  

xuدقت كنيد، چون e 1لذا ،u وu 1 مثبت هستند، لذا داريم:  
x

x
u eI Ln( ) c Ln( ) c

u e






     



12 2
1

  
  

  گيريم:جزء كمك مياز روش جزءبه  »4«گزينه ـ 45
u y du dy

dv sec ydy v tgy

  


  
2

  

   I ytgy (tgy)dy Ln | cos y | (Ln ) Ln Ln
     

           4 44 2 2 11 24 4 2 4 2 4 2 
  

  

  
  
  

f

x
L

y


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   2آزمون (نامه خپاس (    
xeابتدا از تغيير متغير  »1«گزينه ـ 1 t كنيم و لذا داريم:استفاده مي  

dt dt dt dt dtI ( ) ( )dt
t t(t )( t ) t t t t t tt t

       
           2

1 1 1 4 221 2 1 1 1 2 1 1 21 3 2
    

x xx Ln(e ) Ln( e )   1 2 1 2x x xI Lnt Ln(t ) Ln( t) Lne Ln(e ) Ln( e )           1 2 1 2 1 2 1 2  
  

x                  »1«گزينه ـ 2 xI ( ) (e cos x)dx xe sin x dx
 

       
 

2 2

 
  

x  كنيم:استفاده مي »ءبه جز ءجز«براي محاسبه انتگرال اخير از روش  xu sin x du cos x , xe dx dv v e          
2 21

2  

x  بنابراين: x xI ( ) xe sin xdx e sin x | e cos xdx I ( ) I( ) I ( ) I( ) I( )
                       

2 2 21 22 2 22 2 2 2 
  

  

xيدر نقطه  »3«گزينه ـ 3 
   ي انتگرال را به دو قسمت تفكيك كنيم:، انتگرال ناسره است، بنابراين قبل از هر چيزي بايد بازه2

*dx dx dx dt dtI dx dx
tg x tg x tg x tg x tg ( t)

   

    

          2 2 24 4 4 4 4
21 1 1 1 1   

    

)در قسمت xي انتگرال دوم از تغيير متغيربراي محاسبه *( t استفاده كرديم و بنابراين ،dx dt  .و حدود نيز بر حسب متغير جديد تغيير كرد  
dt dxdx dx dx

tg x tg t tg x tg x tg x

    
    

        2 2 2 2 24 4 4 4 4
1 1 12

1 1 1 1 1    
  

cos xI dx dx
sin x cos x sin x
cos x

 
  




 
4

2 24 4 4
4

12 2
1

 
  

)انتگرال برابر باي گفته شده؛ حاصل اين با توجه به نكته ) 


1
2 2 ) برابر با3است و لذا مقدار گزينه ( 4 

 2 4   است. 2
  

dxتر اين سؤال! اين است كه حاصلفارسي  »2«گزينه ـ 4

x x 


2
1 2 1

dxدانيممي، كدام است؟  Arcsec x c
x x

 


 2 1
   :داريم ، بنابراين


3F( ) Arcsec Arcsec lim F( ) Arcsec Arcsec







         

1
2 2 1 3    

  
tghابتدا مانند توابع مثلثاتي از توان  »1«گزينه ـ 5 x3دو واحد كم كرده و ،tghx كنيم:را به انتگرال اضافه و كم مي  

Ln(coshx) tgh x c 21
2

u du

sinh xI (tgh x tghx tghx)dx tghxdx tghx( tgh x)dx dx tghx ( tgh x)dx
cosh x

             3 2 21 1  

  
  دهيم:به سؤال جواب مي» تغيير متغير«با استفاده از روش   »1«گزينه ـ 6

sin xLn(cos x) u dx du tgxdx du tgxdx du
cos x


        ®ÃvºHoŸÄj  

Lndu Lnu Ln(Ln cos x) [Ln(Ln cos ) Ln(Ln cos )] [Ln(Ln ) Ln(Ln )] Ln( )
u

Ln




 

             3

6

1
1 3 2

3 6 2 2 3
2

  

Ln(log ) Ln(log ) Ln( ) Ln(log ) Ln(log ( ) ) Ln(log ) Ln(log )
log


        1

1 1
2 213 3 2

22 2 3
2

1 1 1 3 2 2 2 3
12 2 2 33 3
2

  

aبراي ساده كردن حاصل انتگرال از قوانين در محاسبات فوق،يد توجه داشته باش
b b

a
log

log


و 1
a

a c
b b

c

log
log

log
 يم.استفاده كرد  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

م كه مشتق مخرج را در صـورت كسـر ايجـاد    استفاده از مطالب گفته شده در كتاب است. در واقع در اين روش به دنبال اين هستي ،يك روش حل  »4«گزينه ـ 7
دانـيم مشـتق مخـرج    كنيم. اين كار را بايد با تركيب خطي دو عبارت انجام دهيم، يكـي خـود عبـارت مخـرج كسـر و ديگـري مشـتق عبـارت مخـرج كسـر، مـي           

cosصورتبه x sin x ،بايد طوري بنويسيم كه مجموع در نهايت برابراست اما اگر قرار باشد، اين عبارت را در صورت كسر قرار دهيمsin x :شود. لذا داريم  

sin x [(cos x sin x) (cos x sin x)]    
1
2
 ov¨ Zoh¶ RnIL – ov¨ Zoh¶ ¢Tz¶

  صورت كسر 

cos x sin x cos x sin x cos x sin xI [ ]dx [ dx dx] [x] [Ln | sin x cos x |]
sin x cos x sin x cos x sin x cos x

    
  

       
    

6 6 6 6 61 1 112 2 2    
  

Ln | |
 


1 3
12 2( ) Ln | sin cos | Ln | sin ( ) cos( ) | Ln | | Ln   

         
1 1 3 12 6 6 6 12 2 2   

cosصورتبهه انتگرال داده شده به اين شكل است. كه انتگرال ديگري تر براي محاسبحل ابتكاري و سادهاما يك راهروش دوم:  xJ
sin x cos x


  را تعريف كرده

Iو دو انتگرال J وJ I :را حساب كنيم  
sin x cos xI J dx dx x C
sin x cos x
cos x sin xJ I dx Ln | sin x cos x | C
sin x cos x

      
      
 

 



1

2

  

  توانيم طرفين روابط بالا را از هم كم كنيم:مي Iحالا براي رسيدن به
I (x Ln | sin x cosx |) C   

1
2(I J) (J I) x Ln | sin x cos x | C C I x Ln | sin x cos x | C             1 2 2  

  ) را در روز آزمون انتخاب كنند:2توجهي گزينه (ممكن است برخي داوطلبان با توجه به انتگرال آشناي زير با بيتله تستي: 

sin x dx
sin x cos x





 2

4
  

اسـت. امـا دقـت كنيـد، بـه ايـن دليـل كـه          نصف حـد بـالاي انتگـرال   شود؛ حاصل انتگرال با توجه به تابع تحت انتگرال برابر ن انتگرال گفته ميدر واقع در اي

cos x sin( x)
 2 توان از نكته فوق استفاده كرد و اين در حاليست كهشود، ميميcos x sin( x)

 6  حد بالاي انتگرال در اين سؤال و لذا انتخاب نصف
  غلط است.

 

xبراي محاسبه  »1«گزينه ـ 8 dx x، از تغيير متغير24 sin t dxكنيم؛ و بنابرايناستفاده مي 2 cos tdt   ، در اين صورت داريم:2

I x dx sin t. cos tdt cos tdt ( cos t)dt [ t sin t]
   


             

1 2 2 26 6 6 61
34 4 4 2 4 2 1 2 2 2 3 2   

  

I x dx ( cos t)dt [ t sin t]
 

 


        
2

1
2 2 22

6 6

2 34 2 1 2 2 2 3 2  

Iبنابراين I


 2 1
3 32 2.  

 
uاز تغيير متغير   »3«گزينه ـ 9 x  2 ،du xdx 2 كنيم، در اين صورت به ازاي استفاده ميx   ،u    و به ازايx 1، u  1 شـود.  حاصل مي

  ي جزء به جزء (روش جدول) داريم:با بكارگيري قاعده


x u u u u u

( x )

I x .xe dx u e du u e du [ (u e ue e )]









       

1 12

112 2

4 2 2 21 1 1 2 22 2 2
 

 
  

e 151 2I [ (e e e )]      1 1 11 2 2 22  
  

  
 

 علامت    مشتق      انتگرال
u

u

u

u

u e

u e

e

e







2

2
2

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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  ي جزء به جزء به شكل زير داريم:با استفاده از قاعده  »3«گزينه ـ 10
  

n n n
nI [ x cos x nx sin x] n(n )x sin xdx



     
221 21

 
  

n n
n( ) cos n( ) ( ) n(n )I


  
      1

21 12 2 2   

n
n nI n( ) n(n )I




  1
212  

شويم و از حاصل ضرب دو ستون انتگرال در نتيجه همان جا متوقف مي آمد، دستبهي جزء به جزء جدولي، مضربي از سطر اول چون سطر سوم در قاعدهتوضيح: 
  گيريم.مي

 
xكنيمبراي محاسبه اين انتگرال، فرض مي  »2«گزينه ـ 11 tg  در نتيجه خواهيم داشت؛dx ( tg )d sec d      2 ، و بـراي حـدود جديـد نيـز بـه      21

tgيب ازترت مقدار ،   و ازtg 1مقدار ،
  cos شكنگيري از فرمول توانشود. به منظور آسان كردن انتگرال، حاصل مي4 ( cos )   2 1 1 22 

  كنيم و داريم:استفاده مي

sec secd d d cos d (cos ) d [ ( cos )] d
( tg ) sec sec

     
 

               
        

2 2
4 2 2 24 4 4 4 4 4

2 3 6 4
1 1 1 221     

  انتگرال

( cos cos )d [ d ( cos )d cos d ]
   

              24 4 4 41 1 11 2 2 2 1 4 2 24 4 2   
  

[ ]



1 3 14 8[ sin sin ] [ ( ) ]


 
        41 1 1 34 2 14 2 8 4 2 4

  
 

dxارز با، همI1به راحتي واضح است؛ انتگرال  »1«گزينه ـ 21
x




1
2

xارز با ، همI2دانيم انتگرالي واگراست، همچنين انتگرالاست كه مي  dx
x


 3

است.  

براي محاسـبه   توانيم به شكل زير ادامه دهيم.آوريم، مي دستبهها را نيز جا پاسخ به تست تمام است، اما اگر بخواهيم حاصل انتگرالدانيم انتگرالي همگراست. همينكه مي
  .شودمخرج مي lnكنيم مشتق مخرج را در صورت بوجود آوريم، به اين ترتيب حاصل انتگرال، برابر با، سعي ميI1انتگرال

xواگراست I1انتگرال xI dx dx [ Ln | x |] [Ln x ] Ln Ln Ln
x x

  
             

   42 2
1 2 2

1 4 1 2 1 2 1 14 42 1 2 1   
  

  است، بنابراين داريم: x4را بسازيم، مشتق پايه، برابر با» ي عبارت تواندارپايه« مشتقكنيم ، سعي ميI2نتگرالي ابراي محاسبه

xdx همگراست I2انتگرال ( x )I x( x ) dx [ ] [ ] ( )
x

( x )

   


 
          


 

1
3 2 22 22 3 2

2 2

1 1 1 2 1 1 1 14 1 2 114 4 2 2 21 21 2 2
  

  

 
  براي پاسخ به اين سؤال بهتر است، هر چهار گزينه را بررسي كنيم:  »3«گزينه  ـ13

نامساوي): 1بررسي گزينه (
xe

x x
 

 
1

1 1 گيريم، بنابر آزمون مقايسه، چونرا در نظر ميdx
x 

1

1 واگراست در نتيجه1
xe dx

x 
1

1   .نيز واگراست 1

)قسـمت  2بازه تحت انتگـرال را بـه   ): 2ي گزينه (بررس , )2 و( , )
 2   كنـيم، سـپس بـر اسـاس نامسـاوي     بنـدي مـي  تقسـيم(x ) sin x x    داريـم؛

sin x x


1 dxو چون 1
x



 2 1


dxقايسهواگراست، بنابر آزمون م 
sin x



 2 1


  نيز واگراست. 

tباشد، در نتيجه همگراست. با فرضاين انتگرال بيانگر تابع گاما مي): 3بررسي گزينه ( x dt، در نتيجه3 x dx   داريم: 23
px p x p x xe (x ) ( x )dx e x dx e dx ( ) e dx ( )

   
             

3 3 3 3
2

3 2 3 2 3 1 1 13 3 3 3 3 3   
  

xcosدانيممي): 4بررسي گزينه ( x sin  21 2 x، و چون2 xsin ~ ( )2 22 22 xارزي در، بنـابراين بـا اسـتفاده از آزمـون هـم     2     هـر دو انتگـرال ،
dx

cos x1
dxو  

x
dx، از نظر وضع همگرايي يكسان هستند. بنابراين چون2

x
dxواگراست، پس 2

cos x1
  شود.نيز واگرا مي 
 

n

n

n

x sin x

nx cos x

sin xn(n )x







 

 

1

21

 علامت مشتق انتگرال
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

  كنيم:را پيدا مي x(t)يگيري، ضابطهابتدا با جدا كردن متغيرها و انتگرال  »2«گزينه ـ 14
dx x dx dxx( ) dt dt ( )dx dt ( )dx dtxdt x( x) x x x xx( )

           
  

 
1 1 1 1 11 1 1 1 11 1


   



IÀov¨¾Äq\U  

t cx xLnx Ln( x) t c Ln t c e
x x

         
 

1 1 1
 

  

tبه ازاي   داريمx  ceي به دست آمده داريم:. با جايگذاري در معادله2

2

1 2
ce، پس 

1
  . در نتيجه:4

t t
t t t t

t
x e ex e xe x( e ) e x

x e
        

 

14 1 4 11 4 4
 


  

  داريم: xگيري ازبا مشتق
t

t
dx e
dt (e )

 
 2

4
4

   

كند. در ضمنهمواره رشد مي xپس
t

tt t

elim x lim
e 

 


1 1
4

 پس ،x دانيم كه (الف) برقرار اسـت و (ب) نادرسـت   كند. تا اينجا ميبه مقدار معيني ميل مي

dxي (ج) و (د) بايد از نرخ رشد يعني ازهااست. براي بررسي گزاره
dt

  مشتق بگيريم: 
t t t t t t t t t t t

t t t
d x e (e ) e (e ) e e (e ) e e d x e ( e )
dt (e ) (e ) dt (e )

       
   

  

2 2 2
2 4 3 2 3

4 4 2 4 4 4 4 2 4 4 4
4 4 4

      

te4 وt(e ) tتر براي(به بيان دقيق tبراي مقادير كوچك te4همواره مثبت هستند، اما عامل 34 Ln ، t) مقدار مثبت دارد؛ امـا بـراي مقـادير بـزرگ    4
  شود. بنابراين (د) هم صحيح است.شود. پس نرخ رشد در ابتدا صعودي است، اما پس از مدتي نزولي ميمنفي مي

  

dxي انتگرالدر اين سؤال در اصل به دنبال محاسبه  »2« گزينهـ 51
x x



1  گيـريم و در پايـان  در نظـر مـي   tتـا  1هستيم. اما تا آخرين مرحله انتگـرال را از   3

t   مقابل استفاده كنيم.  صورتبهكسرها دهيم. براي يافتن حاصل آن بايد از روش تفكيك قرار مي  A Bx C
xx( x ) x


 

 2 2
1

1 1
  

A
xx

 
 2

1 1
1 

  

  نهايت داريم:به سمت بي xضرب كرده و سپس با ميل دادن x، دو طرف را درBآوردن دستبهبراي 
A

x x

Bx Cxlim ( ) A lim A B B
x x



 


       

 

2 1
2 2

1 1
1 1

  

x، (مثلاxًتوانيم با قرار دادن مقداري دلخواه براي، حساب شد، ميBو Aحالا كه مقادير 1(C :را نيز حساب كنيم  
( )( ) C C C C C

( )
   

             
 2 2
1 1 1 1 1 1 1 11 1 11 2 2 2 21 1 1 1 1

  

  شود:زير بازنويسي مي صورتبهبنابراين انتگرال 
t t t t t t tdx dx A Bx C dx x xI dx dx dx [Lnx ln(x )] [Ln ]

x xx x x( x ) x x x


         

    
      1 11 1 1 1 1 1

2
3 2 2 2 2

1 121 1 1 1
  

Ln 2I Ln Ln Ln Ln


      


1
2

2
1 11 2

21 1
  

 
sinدانيممي  »2«گزينه ـ 61 x sin x cos x2   ، بنابراين داريم:2

sin x sin x cos x sin x cos x ( sin x cos x) (sin x cos x)            23 2 3 2 4 1 2 4 1 2 4  
sinاگر فرض كنيم x cos x u  ،گاهآن(cos x sin x)dx du  :و لذا داريم  

sin x cos x du u sin x cos xdx Ln | | Ln | |
sin x u sin x cos xu
   

  
       2

1 2 1 2
3 2 2 2 2 2 2 24

  

b  بنابراين داريم:

a
 12sin x cos xI [Ln | |] [Ln Ln ] Ln( ) Ln b , a

sin x cos x


 

        
 

141 2 1 1 1 1 1 11 3 34 2 4 3 4 3 4 4
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  كنيم:گيري از انتگرال استفاده ميي مشتقابتدا لازم است از طرفين مشتق بگيريم، از قاعده  »2«گزينه ـ 17
x

F (x) e ( x ) x


       
21

221 1 1  
م است؟ لازم است يكبار ديگـر  ها ماكزيمم و ديگري مينيمم تابع است. براي فهميدن اين كه كدام ماكزيمم و كدام مينيماست كه يكي از آن 1نقاط بحراني تابع

Fاز (x) :مشتق بگيريم  
x x x

F (x) xe ( x ) x(e ) ( x x )e
  

       

2 2 2
2 32 2 21 2 3  

 x  2 ، نقطه مينيم است1
( )

F ( ) [ ( ) ( ) ]e e
e


 

           

21 1
3 2 2 21 3 1 1 2   

    x 1 F، نقطه ماكزيمم است1 ( ) [ ( ) ]e e
e

 
          

21 1
3 2 2 21 3 1 1 2   

 
  بياوريم: دستبهي جزء به جزء حاصل انتگرال را براي حل اين تست، بهتر است ابتدا از تغيير متغير استفاده كنيم و سپس از قاعده  »4«گزينه ـ 18

u uu Lnx x e dx e du
x u Ln , x e u Lne

     


        1 1 1
  

  
uI u e du 

1 3


−»k] pH ½jIŸTwH IM  

u u u uI [u e u e ue e ]   
13 23 6 6


  

e6 2I e e e e           1 1 1 11 3 1 6 1 6 6  
  

 
  واضح است بايد از فرمول مشتق از انتگرال استفاده كنيم:  »3«گزينه ـ 19

g (x) ( sin x cos x)Arcsin( sin x ) ( sin x cos x)Arccos( cos x ) ( sin x cos x)x ( sin x cos x)x     2 22 2 2 2   

gچون (x)  بنابراين ،g(x) c  آوردن دستبهو برايcبايد به جاي ،xيك عدد مناسب قرار دهيم. اگر ،x 
 يكـي   حـد بـالاي دو انتگـرال    گاهآن، قرار دهيم، 4

)شود (هر دو برابر بامي )22
  كنيم:توانيم دو انتگرال را با هم جمع شود) و ميمي 2

sin ( ) cos ( )
g( ) Arcsin tdt Arccos tdt

 


  
2 2

4 4
4  

  

( )
g( ) (Arcsin t Arccos t )dt g( ) ( )dt [ t]



    
       

22 1 1
2 2 2

2

4 4 2 2 4   

)gچون ) 
4 c، شده لذا4 

 g(x)و بنابراين 4


   خواهد بود. 4
 

dxكته استفاده كنيم كهتوانيم از اين نبراي حل اين سؤال مي  »3«گزينه ـ 02 dx
sin x sin x




   22 22
1 1 

.  

x(اگر از تغيير متغير u توانيم از تغيير متغيرآمده، مي دستبهبراي حل انتگرال   )رسيد، استفاده كنيم، به اين نتيجه به راحتي ميtgx u استفاده كنيم و داريم:  
tgx u ( tg x)dx du ( u )dx du      2 21 1  

utg x u tg x u u cos x sin x
cos x u u

           
 

22 2 2 2 2 2 2
2 2 2

1 11 1 1
1 1

  

usin x , x u tg( ) , x , u tg
u

 
        



22
2 2 21

    

 2
2

du
du du uuI [Arctg ]

u u u
u

       
 



  
2
2 2 2

2

12 2 21 11 21 2 21
  

  

 

u

u

u

u

u

u e

u e

u e

e

e









3

23
6
6


 علامت مشتق گرالانت

x x ( )



      



1 2 1 1 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

x  استفاده كنيم:» جزء به جزء«ي به راحتي واضح است؛ بايد از قاعده  »2«گزينه ـ 12 dxu Ln( ) du ( )dx
x x x x

 
     

    2
1 1 1 2
1 1 1 1

  

xdv xdx v  
2

2
  

x x x x x x x x x xxLn( )dx Ln( ) ( )( )dx Ln( ) dx Ln( ) x Ln( ) c
x x x x xx x

     
       

       
2 2 2 2 2

2 2
1 1 2 1 1 1 1
1 2 1 2 2 1 2 1 2 11 1

  

x x x xLn( )( ) x c ( )Ln( ) x c
x x

  
      

 

2 21 1 1 1
1 2 2 2 1

  

 

آوردن انتگرال دستبههدف   »3«گزينه ـ 22
x te dt

t a1 با استفاده ازF(x) است. از تغيير متغيرt a u  و در نتيجهdt du :داريم  
x x a x a

a a

t u a u
a

dt du

e e et a uI dt I du e du ( )
t a u u

 

 






     1 1 1
1  

در صورت سؤال داريم:
x teF(x) dt

t
 1 ) ي) و رابطه1با توجه بهx a x a a

a
( )

  


   

1
1 1   توانيم بنويسيم:مي 1

x a x a a

a

u u u
a a ae e eI e du e du e du

u u u

  



      
1

1 1 1
  

داريم؛ F(x)يبا توجه به ضابطه
x a teF(x a) dt

t


  1 و در نتيجه به ازايx 1 :داريم  

a teF( a) dt
t


  

1

1
1   

ae  توان گفت:با در نظر گرفتن موارد بالا مي [F(x a) F( a)]   1
x a au u

a a a ae eI e du e du e F(x a) e F( a)
u u

 
          

1

1 1
1  

 
  كنيم:را محاسبه مي Iابتدا با استفاده از روش جزء به جزء انتگرال  »3«گزينه ـ 32

  علامت  مشتق  انتگرال
f ( x) 2  x   

f ( x)1 22    
1    

f ( x)1 24      
 

  گيريم:مشتق مي xاندازد! پس از طرفين تساوي برحسبگيري از انتگرال ميي مشتقظاهر انتگرال ما را به ياد استفاده از قاعده  »3«گزينه ـ 42
x ( x)d f (t)dt [ x( x) x ]f (x ( x))

dx


     
2 1 2 21 2 1 1 1


 

fآوردن دستبهحال براي  ( xبايد عددي را قرار دهيم كه 2( ( x)2 xكند، به راحتي با قرار دادن 2را برابر  1 1 رسيم:به اين خواسته مي  
f ( ) 

12 5[ ( ) ]f[ ( )] f ( )       22 1 1 1 1 1 1 1 1 5 2 1  
 

fسوال ابتدا صورتبهه با توج  »3«گزينه ـ 52 (x) وg (x) رويم:را تشكيل داده، سپس به سراغ حد مي  
x

t x k x k xdf (x) e ( t ) dt f (x) e ( x ) , g (x) kx e x e
dx

         
1 1

2 2 2 2 1 2 22 23 1 1 3 1 2


  

x x

k x k x k x kx x x x

f (x) e x e xlim lim ~ lim lim
g (x) kx e x e x e x    

 
 

 

2 2 2

1 2 2 2 1
3 1 3 3

2 2 2
  

kحال سه حالت متفاوت براي 1 توان در نظر گرفت:مي  
k)  اگر1  1  ،گاهآنk 1 شود، كه طبق فرض حاصل حد ناصفر است، پس اين حالت قابل قبول نيست.در اين حالت حاصل كسر صفر مي  

k)  اگر2  1  ،گاهآنk 1 3و در اين حالت حاصل كسر
  ) صحيح است.3است، بنابراين گزينه ( 2

k)  اگر3  1  ،گاهآنk 1 و در اين حالت حاصل كسرشود و چون طبق فرض حاصل حد مقداري متناهي است، پس اين حالت قابل قبول نيستمي.  
 

fبا توجه به شرط ( ) , f ( ) , f ( )  1 2 3 2 5  :2    ، بنابراين داريمI ( ) ( )     
1 1 5 25 3 12 4 2 4  







xI [ f ( x)] [ f ( x)] [f ( ) ] [f ( ) f ( )] f ( ) [f ( ) f ( )]           
1 11 1 1 1 12 2 2 2 2 22 4 2 4 2 4 

   

 گيري از انتگرالمشتق
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  كنيم:را به فرم مقابل بازنويسي مي Iابتدا  »2«گزينه ـ 62
x x x(x )e e eI dx dx dx

x( x) ( x)
 

  
   

1 1 1

2 2
1 1

11 1  
    

uكنيم: با فرضاستفاده مي» جزء به جزء«ي ي انتگرال اول از قاعدهبراي محاسبه
x



1

dxduدهد؛كه نتيجه مي 1
( x)



 21

xdvو فرض  e dx    كـه نتيجـه

xvدهدمي e:داريم ،  e
12

x x xe e eI dx dx
x ( x) ( x)

   
   

1 1

2 2
1

1 1 1 
  

xeگفتيم همواره حاصل تر: نكته:روش جالب [f (x) f (x)]dxه برابر با، هموارxe f (x) .در اين سؤال داريم: است  
x x xx xe [ ]dx e [ ]dx e [( ) ]dx

x( x) ( x) ( x)
 

  
    

1 1 1

2 2 2
1 1 1 1

11 1 1  
  

fاگر فرض كنيم (x)
x



1

fگاهآن، 1 (x)
( x)

  
 2
1

1
xeو لذا حاصل اين انتگرال برابر با  f (x) و به عبارت ديگر برابر باxe ( )

x
1

  است: 1

e
 12

xI [e ( )] e ( ) e ( )
x

   
  

1 11 1 1
1 1 1 1




  
 

uاگر از تغيير متغير  »1«ـ گزينه 27 cos x ،گاهآن، استفاده كنيمsin xdx du :بنابراين داريم ،  
udu uduI ( )du [Ln | u |] [Ln | u |] Ln Ln Ln Ln

u uu u u u


           
      

1 1 1 1

1 2 2
2 1 2 2 1 2 3 2 2 2 12 13 2 3 2



  
    

Ln 9
8I Ln Ln Ln Ln     2 3 3 2 9 8  

  
    ربط به خودش ضرب شده و احتمال استفاده از فرمول گفته شده در متن كتاب هست!در عبارتي بي xeبينيدطور كه مينهما  »4«ـ گزينه 28

I( )x x x

f (x) f (x)

x x xI e [ ]dx e [ ]dx e ( ) C e ( ) C C
( x) x x ( x) x x





    
         

     
 

2 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
11 1 1 1 1 1

   


    

)I  پس داريم: ) e ( ) e( ) e( ) e


   


1
2

1 311 32 2 32 1 3 31 4 2

  

 
  به راحتي داريم:» جزء به جزء«ي ي انتگرال داده شده با استفاده از قاعدهبراي محاسبه  »4«گزينه ـ 29

x u dx du , f (x)dx dv v f (x)        
a a a

b b b

a
b

I [xf (x)] f (x)dx [xf (x)] [f (x)] af (a) bf (b) f (a) f (b)             
xينقطهدو ي اول سؤال استفاده كنيم. وقتي در و جملهاينجاست كه بايد از د a وx bتابع ،f  داراي اكسترمم است، يعني اين كه يـا f (b) f (a)    

fاست و يا (a) وf (b) وجود ندارند. و چون در سؤال گفته شده؛f (x) پيوسته است، بنابراينf (x)   هم پيوسـته و در نتيجـهf (a) وf (b)   وجـود دارنـد و
fمقدارشان صفر است. پس حاصل انتگرال برابر با  (b) f (a) شود.مي  

  
axدر اين سؤال، ابتدا عبارت درون راديكال را به فرم  »1«گزينه ـ 03 bx c 2 نويسيم:مي  ( x)(x ) x x a , b         22 1 3 2 1 3  

xبنابراين تغيير متغير مناسب u
( )

 

3

2 xاز آنجاباشد كه مي 1 u 
3
x  شود، لذا داريم:مي 2 x (x ) u         2 2 23 1 13 2 2 4 4  

u u duI ( )du du
u u u 


  

  
  

1 1
2 2
1 12 2 22 2

3
32
21 1 1

4 4 4

    

)uArcsinشود. از طرفي حاصل انتگرال دوم برابر بـا گيري هم متقارن است، پس حاصل آن صفر ميي انتگرالانتگرال اول تابعي فرد است و چون بازه )1
2

و يـا بـه    

Arcsinعبارت ديگر u2 باشد، پس داريم:مي  3
2I [ Arcsin u] Arcsin   

1
23 2 2 3 12 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

]يواضح است انتگرال در بازه  »2«گزينه ـ 13 , ]1ي، فقط يك ناسرگي در نقطهx   ارزي دردارد. پس براي تابع تحت انتگرال همx    نويسـيم، امـا   را مـي
  سه حالت زير را در نظر بگيريم. pاست. بنابراين بايد براي pxيك مشكل وجود و آن

pكنيمفرض ميحالت اول:  1 ارزي مقابل را داريم:باشد: در اين صورت هم  p p
px sin x ~ x I dx

x
   

1 1


  

pدانيم اين انتگرال به ازايو مي 1 .همگراست  

pكنيمفرض ميحالت دوم:  1 :باشد در اين حالت داريم  p xx sin x x sin x ~  
3

1
6  

Iصورتبهپس انتگرال  dx
x

 
1

3
1

1
6


  در مخرج كسر، انتگرال واگراست. x3شود، كه واضح است با توجه به وجودنوشته مي 

pكنيمفرض مي حالت سوم: 1 ستانتگرال واگرا  ارزي زير را داريم:باشد: در اين حالت همpx sin x ~ sin x ~ x I dx
x

     

1  

  

xدانيم وقتي كهمي  »4«گزينه ـ 23  3 ،گاهآنArctgx 
 3 و چون 2

عددي بزرگتر از يك و 3
د، بنـابراين  باش ـمـي   2عددي كـوچكتر از   2

Arctgx  داريم:              2عددي بزرگتر از يك و كوچكتر از 1

2  شود:بنابراين انتگرال با ظاهري جديد و زيباتر به شكل مقابل بازنويسي مي 3I ( )dx [x]     3

3 3 3 3
3 1 3 3 3  

  

ax  ي مقابل را داريم:ي گفته شده در متن كتاب رابطهبر طبق نكته  »3«گزينه ـ 33 sin kx ke ( )dx tg ( )
x a

   1


  

  بنابراين داريم:
ax bx

ax bxe e sin kx sin kx k kI dx e ( )dx e ( )dx tg tg ( )
x cos ec(kx) x x a b

      
       1 1

  
  

  
  واضح است بايد از تابع مشتق بگيريم:  »4«گزينه ـ 34

n n n
n n

f (x) ( )[ ] ( ) [ ]
x ( x )( x ) x x x ( x )( x )( )( ) ( )( )x x x x

       
      

2 2 2 2 2
2 2

1 1 1 1 1 111 1 1 1 1 1 1 11 1
  

n n

n n n
x ( x )

(x )( x ) ( x )( x ) ( x )( x ) x
 

     
      2 2 2 2

1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

  

fبا توجه به اين كه (x)
x

  
 2
1

1
fيگيري از طرفين به ضابطهبه راحتي با انتگرال  (x) رسيم:مي  dxf (x) Arctgx c

x
    

 21
    

به خاطر صفر شدن حاصل انتگـرال و راحتـي محاسـبات انتخـاب      1د قرار دهيم، (عد 1در تساوي صورت سؤال عدد  xتوانيم به جاي، ميcبراي پيدا كردن ثابت
  شد) در اين صورت داريم:

n
dtf ( ) f ( ) Arctg c c c f (x) Arctgx

( t )( t )
  

               
 

1
211 1 1 4 4 41 1

   


 12f ( ) Arctg   

       3 3 4 3 4
  

  
xنهايت وابتدا توجه كنيد، انتگرال در بي  »3«گزينه ـ 53  كنيم كه هر كدام شـامل يـك ناسـرگي    ناسرگي دارد، بنابراين انتگرال را به دو قسمت تفكيك مي 2

p  است: p p
dx dx dx I I

(x ) (x ) (x )

 
   

    
3

1 24 4 42 2 316 16 16
  

xدر I1انتگرال    زير نوشت: صورتبهن تواتابع زير انتگرال را مي اسره است و در همسايگي اين نقطهن 2

p p p p p p~
(x ) [(x )(x )(x )] (x ) (x ) (x ) (x )

 
       4 2 2
1 1 1 1
16 2 2 4 2 2 4 2

  

p(xچون انتگرال )
3
2

1
2

p، به ازاي 1 همگراست، لذا انتگرالI1 نيز به ازايp 1 مگراست، بنـابراين  همگراست (طبق آزمون مقايسه چون انتگرال بزرگتر ه

  انتگرال كوچكتر هم همگراست.)

p(xتوان عبارتنهايت ميرويم، در بيمي I2حالا سراغ انتگرال )4 p(xارز بارا هم 16 p  در نظر گرفت، لذا داريم: 4( p
dx dxI ~

(x ) x

 


 2 4 43 316
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انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

pن انتگرال به ازايدانيم ايمي 4 pو به عبارت ديگر به ازاي 1 
1
 I2و I1، شرط همگرايي دو انتگرالI1شود، با توجه به محدوديت همگرايي انتگرالهمگرا مي 4

  زير است: صورتبه Iم و به عبارت ديگر شرايط همگراييبا ه
p 

1 14  
  

xfهايي به فرمدانيم انتگرالمي  »2«گزينه ـ 36 (sin x)dx

  توان برابر بارا ميf (sin x)dx


2 

  شويم!با اين نكته خلاص مي xلذا از دست دانست، 

sin x ( sin x) sin xI ( )dx I dx [ ]dx
sin x sin x cos x cos x

     
    

   1
2 2 2

1 1 1
2 1 2 21  

´Ã¹¨Â¶ Jo† nj Hn Zoh¶ » Rn¼‚  


dx sin xI [ ( sin x)(cos x) dx] [tgx (cos x) ] [ ] [ ]

cos x cos xcos x

       
            2 1

2
1 1 12 2 2 2  

  

  
xمشتق عبارت زير راديكال،  »3«گزينه ـ 37 2 xرت كسراست، اما در صو 8 2 )صورتبهتوانيم صورت كسر را داريم، بنابراين مي 3 x ) 2 8 بنويسيم و  5

  سمت تفكيك كنيم:قانتگرال را به دو 
( x ) ( x ) dxI ( )dx dx dx ( x )(x x ) dx
x x x x x x x x

  
       

       
    

1
2 2

2 2 2 2
2 8 5 2 8 5 2 8 8 12 5

8 12 8 12 8 12 8 12
  

x x Ln | x (x ) | c       2 2 22 8 12 5 4 4 2dx(x x )
(x )

    
 


1

2 2
2

2 8 12 5
4 4

  

  

       »3«ـ گزينه 38
I

sin xdx sin xdx sin xdx
sin x cos xsin(x ) sin x cos cos x sin

  

 
    

  2 2 22

4 4 4
  

  

nدانيم براي هراز طرفي مي N:          
n n

n n n n
sin x cos xdx dx

sin x cos x sin x cos x

 


 
  2 2

4 
  

Iلذا 
 و در نتيجه حاصل انتگرال خواسته شده برابر با 4   است. 24

  
sinاگر عبارت مخرج را به فرم  »2«ـ گزينه 39 x (sin x cos x)    22 2   بنويسيم، داريم: 1

cos x sin xI dx (sin x cos x) u (cos x sin x)dx du
(sin x cos x)


      

  21
  

duI Arc tgu c Arc tg(sin x cos x) c
u

      
 21

  
  

I  كنيم: منتقل Lnو به پشت وانيم توان را از آن خارجتمي Lnبا توجه به ويژگي تابع  »1«گزينه ـ 40 x Ln( )dx
x

 
1 3 14


  

Lnحالا با استفاده از تغيير متغير t
x


t  داريم: 1 t tLn t e x e dx e dt
x x

        
1 1  

x t , x t      1  
t t t tI e t ( e )dt I te dt te dt

 

   

 
         3 4 44 4 4  

nيفاده از رابطهبا است st
n

(n )t e dt
S

 


 
 1

1


nداريم: (در اينجا  1(  ( ) ( ) !I
( )
   

   2
4 2 4 1 1 4 1 1

16 16 44
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

tابتدا با تغييـر متغيـر    »3«گزينه ـ 41
x


xخـواهيم داشـت:   1

t


dtdxپـس  1
t

  x. در ضـمن وقتـي  2    داريـمt    و وقتـيx    داريـم 

t  .  
(t ) (t )( x )

t tx dtI e dx e e dt
t t

     


     

2 22
2 22
1 11

2 2
1

 
  

t  اي داريم:قرينه شده است. از اتحاد مربع دو جملهآن جا كردن حدود انتگرال، حاصل دقت كنيد كه در تساوي آخر با جابه (t )
tt

   2 2
2
1 1 2   

پس
[(t ) ]

tI e dt
t

  
 

21 2
2
1


uو اكنون با تغيير متغير  t

t
 

)داريـم:  1 )dt du
t

 2
tدر ضـمن وقتـي   11    :داريـمu   و وقتـيt   

uداريم:  كه. براي آنdu را ايجاد كنيم كنار
t2
  كنيم:يك واحد كم و زياد مي 1

(t )(t ) (t ) (t ) (t ) ut t t t tI e dt ( )e dt ( )e dt e dt e du e dt
t t t

                  


             
22 2 2 2 2 2

11 1 1 12 2 2 2 2
2 2 2
1 1 11 1 1

    
  

ueاز انتگرال du
  


2   كنيم:را خارج كرده و از زوج بودن تابع زير انتگرال هم استفاده مي e2تثاب 2

uI e e du I I e I I e I
e

    
         

22 2 2
22 2 22 2

  

  
xفرض كنيم  »1«گزينه ـ 42

F(x) f (t)dt    باشد. در اين صـورت داريـمF (x) f (x)  وF (x) f (x)   خـواهيم نمودارهـاي   . حـالا مـيF(x)،f (x) 

fو (x) را از بين نمودارهايa،b وc ي شروع دقت كنيد كهشناسايي كنيم. براF( ) f (t)dt 



  است؛ پس نمودارF(x)     بايد از مبـدأ مختصـات عبـور
  خواهد بود. bيا aكرده باشد. پس يكي از نمودارهاي

Fباشد، اين نمودار در ابتدا حالت صعودي دارد، بنابراين مشتق آن بايد مثبت باشد؛ يعني در ابتداي نمـودار بايـد    (b)همان F(x)اگر نمودار (x)     باشـد در
fنتيجه در ابتداي نمودار، (x)   است. اما نمودارهايa وc هر دو در ابتدا منفي هستند؛ چون زير محورx   ها قرار دارند، پـس اگـر نمـودارF(x) همـان ،(b) 

fباشد، نمودار مشتق آن يعني (x) هايكدام از منحنيتواند هيچنمي(a) و(c) شويم كهجا متوجه ميباشد. از اين(b) يدهندهنشانF(x) .نيست  
باشد. به ابتداي اين نمودار يعني نقاط نزديك به مبدأ توجه كنيد. اين منحني در ابتدا، نزولـي اسـت    (a)بايد منحنيِ F(x)نتيجه گرفتيم كه نمودار پس تا اينجا

در نقاط نزديـك   (a)رسي منحنيرو به بالاست، پس مشتق دوم آن بايد مثبت باشد. در نتيجه با بر (a)بنابراين مشتق آن بايد منفي باشد. اما جهت تقعر منحني
F  بينيم كه بايد داشته باشيم:به مبدأ مي (x) , F (x) f (x) , f (x)           
fيدهندهنشان (c)پس منحني (x) و منحني(b) يدهندهنشانf (x) .است  

  
xابتدا توجه كنيد كه  »2«گزينه ـ 43 x x

(x ) (x ) x x x


   
   4 5 5 5 2
1 1 1

1 1 1 1
n  ، بنابراين داريم: n

n n
dx xdx dxn n n

(x ) x x
 

  
2 23 3 3

4 5 41 1
  

n  از طرفي داريم:
nn n n

ndx n nlim n lim lim ( )
nx x n n  

 
    

3 322
4 3 3 3

21 1 1 7
3 3 248

  

7به طور مشابه حد سمت چپ نيز برابر
7ست، طبق قضيه ساندويچ حد موردنظر نيزا 24

7است، طبق قضيه ساندويچ حد موردنظر نيز 24
  است.   24

 
xبا تغيير متغير  »4«گزينه ـ 44 4 xيا 7 u dx، آنگاه4 u du   . لذا داريم:34

dx u du udu (u ) du du ( u) ( u)du c
x ( x ) u ( u) ( u) ( u) ( u) ( u)

     
        

        
     

3 1 2
3 2 3 3 3 2 34

4 1 1 4 1 4 14 4 4 4 1 21 1 1 1 1 1
  

I
x ( x ) ( ) ( )

      
                     

      

16

4 2 4 2 4 24 4 4
1

4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 12 2 3 1 3 2 27 7
3 9 2 4 9 2 9 2 18 1816 1 1 11 1 16 1 1 1

  

)  داريم:» مزدوج مخرج«با ضرب صورت و مخرج در   »2«گزينه ـ 45 x x ) xI dx ( )dx
( x) ( x) x 
    

 
   

2 21 11 1 1 1
1 1  

xبراي حل اين انتگرال از تغيير متغير u 2 xdxكنيم، پساستفاده مي 21 udu 2 xdxو يا 2 udu :لذا داريم .  
x u u(xdx) ( udu) du ( )du u Ln | u | c

u ux u
  

           
    

2
2 2

1 1 1 11 11 11
  

I x Ln( x ) Ln


           

12 21 1 1 1 2  
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D

    1آزمون (پاسخنامه (    

bنيز در اين شكل مشخص هستند، از فرمـول  yداريم و حدود yرا برحسب xيبا توجه به آن كه ضابطه  »4«گزينه  ـ1

a
V y k g(y)dy  2   اسـتفاده

kنكنيم. كه در آمي 1 وg(y) (y y ) 2 yداده شده است. چون در اين ناحيه 312 1 است، بنابراينy y  1   خواهد بود. 1
y

V y g(y)dy ( y) (y y )dx (y y y )dy [ y y ] ( ) ( )
  


                      

31 1 12 3 2 3 4 4 5 12 1 1 1 12 1 2 1 12 24 2 24 24 43 4 5 3 2 5 5
  

yصورتبههاي بالايي و پاييني دايرهگيريم. معادلات نيمو مركز مبدأ در نظر مي rاي به شعاعدايره  »4«گزينه   ـ2 r x 2 2
yو 2 r x  2 2

هستند  1
D(x)  از هم برابر است: هاآني بنابراين فاصله y y r x   2 2

2 1 2  
S(x)  برابر است با: هاآنهستند بنابراين مساحت  D(x)ا ضلعهايي بسطح مقطع شكل، مربع D (x) (r x )  2 2 24  

rبه شكل xحدودهمچنين  x r   پس داريم: باشد،مي  r

r

b r

a r

x r
V S(x)dx (r x )dx [r x ]


      

3 3
2 2 24 4 163 3  

  
  
  
  
  
  
  
  

  

    »3«گزينه  ـ3
cm3اي به شعاعدايرهمطابق شكل، نيمروش اول:  گيريم كه خط افقيرا در نظر ميy  1  از آن عبور

cm3كره به شعاعها يك نيمyدايره حول محوردانيد كه از دوران اين نيمكرده است. مي  آيـد.  مي دستبه
yدايره و خطي بين نيم(ناحيه Dياگر حجم حاصل از دورانِ ناحيه  1 حول محـور (y   هـا را حسـاب
ها yنسبت به محور Dيايم. البته ناحيهردهكره جمع شده است را حساب ككنيم، حجم آبي كه در اين نيم

xيتقارن دارد، (زيرا در معادله y 2 2 9  تبديلx بهx   كنـد.) بنـابراين فقـط    تغييري ايجـاد نمـي
 دسـت بـه دهيم و نيازي به دو برابر كردن حجم ها دوران ميyرا حول محور Dيمت راست ناحيهي سنيمه

  آمده هم نداريم.
yصـورت بـه  yبينيد حدودكه مي طوراند. همانبه سادگي مشخص شده yيهاكرانحالا به يك نكته دقت كنيد؛ در اين مثال    3 1      اسـت. بـه همـين

b  استفاده كنيم: dyگيريم از انتگرالخاطر تصميم مي

a
V f (y)dy  2  

yخط  1 ي دايره داريم:و از معادله كندكران بالاي انتگرال را مشخص ميx f (y) y   29 :با قرار دادن در فرمول خواهيم داشت .  

V ( y )dy [ y y ] [ ]







             

1

3
1 2 3
3

1 1 27 289 9 9 273 3 3 3







                   

xيحل كنيم. از معادله اياستوانهفرض كنيد بخواهيم همين مسأله را با استفاده از روش پوسته روش دوم:  y   2 2 y، تـابع  9 f (x) x     29 
yي پاييني است و در آندايرهايم؟ چون ناحيه موردنظر ما بخشي از نيمدانيد چرا علامت منفي را پشت راديكال قرار دادهآوريم. آيا ميمي دستبهرا   .است  

yي موردنظر بين خطناحيه  2 yو منحني 1 x    2
1   كند.ها دوران ميyقرار دارد و حول محور 9

b b

a a
V x | y y | dx x( x )dx         2

2 12 2 1 9   

fيرا مشخص كنيم. اما پيش از آن دقت كنيد كه معادله xحالا بايد حدود (x) x    ي مـوردنظر  پـس ناحيـه   ،كنـد تغييـر نمـي   xبه xبا تبديل 29
  دهيم و نيازي به دو برابر كردن جواب هم نداريم. ي سمت راست آن را حول محور دوران ميتقارن دارد. به همين خاطر فقط نيمه yنسبت به محور

xشود كهبا اين توضيح مشخص مي  است. كران بالايx هم از برخورد خطy  1 با منحنيy x      آيد.مي دستبه 29
y x x x                   2 29 1 9 1 8 1 8  

xپس   1   است.  8

V x( x )dx x ( x )
                        


1 83

1 8 2 2 2 21 1 272 1 9 2 5 9 2 4 283 3 3 3







                 

  

r  -r 

y

2 2
2y r x 

2 2
1y r x 

x
D(x)

  x-yقاعده شكل در صفحه 

y

x

y 10 
D

30

2 2x y 900 
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انتگرالكاربرد : پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكتبه مدرسان شريف ر

yمنحنـي   »2«گزينه ـ 4 x  xدر نقـاط  24  2   بـا محـورx   كنـد. بـا توجـه بـه شـرط     هـا برخـورد مـيx        كـه در صـورت سـؤال داريـم، حـدودx 

xصورتبه  2 .خواهد بود  
x( x )dxxydx

x
ydx ( x )dx


    




 

2 2

2 2

4 4 12 3
16 16 44
3





    

  

yطول قوس منحني  »3«گزينه  ـ5 f (x) ياز رابطهb

a
L (f (x)) dx     آيد.مي دستبه 21

y (x ) y (x ) y x(x ) L y dx x (x )dx                
3 3

3 1
2 2 3 2 2 2 2 22 229 4 1 1 2 1 1 1 4 13  

  

L ( x ) dx ( x )dx ( x x)         
3 32 2 2 3 322 1 2 1 213  

  
  

yتوجه كنيد كه حجم حاصل از دوران ناحيه محدود به دو منحني  »4«گزينه  ـ6 f (x)1 yو 1 f (x)2 xخط دوو  2 a وx b  خطحول x k  برابر
b  :با است

a
V | x k || f (x) f (x) | dx    1 22  

xدر اين فرمول a وx b محور دوران قرار داشته باشند. در اين مثال محور دوران خط هر دو بايد در يك طرفx  xصورتبه xاست و حدود 2  2  دسـت بـه 
yآيند زيرا از برخوردمي x yو 2 x xخواهيم داشت 2 x2 xو از اينجا دو مقدار 2   وx    آيند.مي دستبه 2

V | x | ( x x )dx ( x)( x x )dx ( x x x x )dx               
2 2 22 2 2 2 32 2 2 2 2 2 2 4 2 2
  

  
x

V ( x x )


     
4

2 3 24 82 2 3 4 3
  

  

nدر اولين جمله داريم  »1«گزينه  ـ7

n n


 

1 nدر دومين جمله ،11

n n


 

2 nي آخراست و در جمله 21 n n n

n n n


  

2 م حـد  تـواني است. پس مي 1

  مجموع داده شده را به اين شكل بنويسيم:
n

n n i

lim ( ) lim
n nn i

( ) ( ) ( ) ( )
n n n n

  
   

       


2 2 2 21

1 1 1 1 1 1
1 24 1 4 1 4 1 4 1

  

x
dx [arcsin( )] arcsin( ) arcsin( )

( x)

    
       

 


1 1

2
1 1 1 212 2 2 6 6 34 1 

  

  
S  كنيم:طبق رابطه مقابل تست را حل مي  »4«گزينه ـ 8 x f (x) dx  

4 22 1


  

f (x) x x x f (x) x f (x) x f (x) x ( x )
x xx x

                 2 2 22 1 1 1 1 1 1 113 2 16 2 16 24 4
  

S x( x )dx ( x x ) ( ) ( )
x

 
            

4 5 3
2 2 41 2 1 64 8 384 4 4242 2 2 25 6 5 6 3 154


 

  
  

xدانيم اگرمي  »3«گزينه  ـ9 x(t)

y y(t)


 

  شود:از فرمول زير حساب مي t2تا t1طول قوس منحني از گاهآن، 
t

t
t tL (x ) (y ) dt  

2

1

2 2  
  بنابراين براي اين سؤال داريم:

L [( t)sin t (cos t)t ] [( t) cos t ( sin t)t ] dt t ( sin t t cos t) t ( cos t t sin t) dt
 

         
2 22 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2
 

  

L t sin t t cos t t sin t cos t cos t t sin t t sin t cos t dt


      
2 2 2 2 2 2 24 4 4 4


  

t sin t cos t t (cos t sin t)dt t t dt
 

     
2 22 2 2 2 2 2

4 1
4 4 4

 
   

  رو هستيم كه با تغيير متغير داريم:حالا با يك انتگرال ساده روبه
t u

u t du tdt ,
t u

      
     

2
2

4
4 2

2 4 4


  

( )  2 38 813 3L udu [ u ] ( ) ( )
  

      
22 4 4

44

3 3 3
4 4 22 2 21 1 2 1 14 4 42 2 3 3 3  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

  نويسيم:مقابل مي صورتبهابتدا حد موردنظر را   »1«گزينه  ـ01
n n

n
n ni i

i i
lim Ln ( ) lim Ln( )

n n n  
   2

1 1

2 1 21 2 1  

پشت سري
n

iرا داريم و عبارت داخل آن برحسب 1

n
بـه   xر دادناست پس واضح است كه براي محاسبه حد از فرمول حد مجموع بايـد اسـتفاده كنـيم. بـا قـرا      

iجاي

n
fبه تابع  (x) Ln( x) 2 1   رسيم.مي 2

 
n

n i

i u x,du dx
( lim Ln( ( ))) Ln( x)dx Ln( u)du ( u)Ln( u) u Ln

n n 

 
           

1 2 2

1

1 2 22 1 2 2 1 2 1 1 1 3 3 2
     

 

ydxبراي يافتن مساحت ناحيه موردنظر بايد حاصل  »4«گزينه  ـ11


  آوريم: دستهبرا  
x

( sin )x x x x
( sin ) cos dx ( sin ) ( ) cos dx [ ] [( sin ) ( sin ) ] [ ]

   
           

3
2 2 3 3 3 3

21 2 2 3822 2 2 2 2 2 3 22 2 2 2 2 3 3 2 3 3 
  

 

  هاشورخورده در شكل زير است: يناحيهمساحت موردنظر، همان مساحت سطح  »2«گزينه  ـ12
  

xخط مماس را در يابتدا معادله 1 آوريم. به ازايمي دستبهx 1مقدارy   شـود و شـيب خـط    حاصل مي

xyمماس |
x   1
1 yاست. پس معادله خط مماس 1 x 1        است. بـا توجـه بـه نـوع ناحيـه بهتـر اسـتx را

xت محدود مابين خطآورد. يعني مساح دستبه yبرحسب y 1 و منحنيyx e   را در فاصـلهy 1 

y                            پيدا كنيم. در اين صورت داريم: y y
S (e (y ))dy (e y) e       

1 2 1 51 2 2 
  

 

xمت راست خطي سناحيه  »1«گزينه  ـ31 1، اي كه در آنيعني ناحيهx  1 ي داده شـده  اند. از طرفي ناحيهاست. بنابراين حدود انتگرال مشخص شده

yبين خط 1  و منحنيy
x x

 
 2

4 2
2 1   قرار دارد. 2

dx dx x
( )dx [ Ln | x | Ln | x |] [Ln( ) ] Ln Ln Ln

x x x x x

    
           

       1 11 1 1
24 2 2 2 12 2 2 2 1 2 2 4 1 42 1 2 2 1 2   مساحت2

 

  آوريم.مي دستبهابتدا محل تلاقي دو منحني را   »1«گزينه  ـ14
Lnx x

Ln x Lnx Ln x Lnx Lnx(Lnx )
Lnx x e

  
      

  
2 2 11 1


  

xصورتبهبنابراين حدود انتگرال  e 1 .هستند  
e

S (Lnx Ln x)dx 1
2  

tاز تغيير متغير Lnx كنيم بنابرايناستفاده ميtx e وtdx e dtداريم .x e 1 پسt 1:  tS (t t )e dt 
1 2


  
    كنيم:از روش جدول استفاده مي

t

t
t t t

t

t

t t e

t e
S [(t t )e ( t)e e ] ( e e ) e

e

e




             



1

2

21 2 1 2 2 2 1 2 3
2 

 



  

eدقت كنيد كه 3   پذيرفتيم.بايد قدرمطلق آن را به عنوان جواب مي ،شدآمده منفي مي دستبهاست، اگر جواب  
 

yخط  »2«گزينه   ـ51   .مجانب افقي  تنها مجانب تابع داده شده است
x

xx x

x
y lim xe lim y

e



 
   

2

2
2

2

 
k{n ·¼º I¤

  

yي بينناحيهمساحت  بنابراين   و
x

y xe




2

  برابر است با:خواهيم كه را مي 2
x x

S (xe )dx e
  


    

2 2

2 22 2 2





  
 

1

e1
 x

y

y

y Lnx

x e




IÄ
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انتگرالكاربرد : پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكتبه مدرسان شريف ر

yبراي محاسبه طول قوس از فرمول  »4«گزينه  ـ61 dx   كنيم.استفاده مي 21
x x

y cos tdt y cos x y cos x cos




        
2

2 21 1 2 2  

x  برخورد دهيم:  xرا با محور y، بايد منحنيIي حدود انتگرالبراي محاسبه
y cos t dt 

2
  

xهايكي از جواببديهي است كه 


  cosمچنين چون. هباشد 2 t ،زير راديكال است و بايد مثبت باشدx تواندحداكثر مي
x  باشد.  2

 
  2 2  

x  بنابراين طول قوس برابر است با: x x
l cos dx cos dx sin

 

 



   



 

2 2

2 2

2 22 2 2 2 42 2 2
2

  

 

xواضح است كه محل تلاقي دو منحني  »4«گزينه  ـ71   وx 1 حجم حاصل از دوران را به كمك فرمولباشد. مي(y y )dx  2 2
2     كنيم.محاسبه مي 1

x x
V (x x )dx ( )


      

2 51 4 1 3
2 5 1  

  
 

x(xاز آنجا كه .ها تقارن داردxمنحني مورد نظر نسبت به محور  »1«گزينه  ـ18 )
y

x





2 3

x(xلازم است ،4 )

x





3

4  ي حـدود انتگـرال،   . براي محاسبهباشد
  دهيم:برخورد مي xمنحني را با محور

x(x )
y

x


 


2 3

4   

xپس منحني بين دو خط   وx  xجاها محصور است و از آنxو محور 3  xو 3   كسرx(x )

x




3
xبه ازاي 4  3 شود پس اين ناحيـه  مثبت مي

  قابل قبول هم هست.

  x(x ) x x x
V y dx dx dx (x )dx ( x Ln | x |)

x x x

 
              

     
2 23 3 3 32 33 3 41 4 44 4 4 2    

  

( Ln ) ( Ln )


    
15 4 4 15 16 22 2  

xي انتگرالِبراي محاسبهتوضيح:  x
dx

x




3 3
توانيم از تقسـيم  ميكار صورت را بر مخرج تقسيم كنيم. براي اين بايدي صورت از مخرج بيشتر است چون درجه 4

x)ي مشترك، در صورت كسركه با اضافه و كم كردن يك عدد ثابت و استفاده از اتحاد جملهها استفاده كنيم يا آنايچند جمله )  سؤالرا ايجاد كنيم. در اين  4

x  ايم:به اين صورت عمل كرده x x x (x )(x )
(x )

x x x x

      
    

   

3 33 3 4 4 1 4 4 414 4 4 4  
 

y)هاxابتدا نقاط برخورد اين منحني با محور  »4«گزينه  ـ19 )  كنيم.را تعيين مي  

       xt t(t )
y (t ) t , t


       

2
2 33 33 3  IÀ n¼d¶ IM Â¤°U  

tيبنابراين طول قوس مورد نظر در دو بازه  3  وt  3 ي المانِ طول قوس خواهيم داشت:قرار دارد. با محاسبه  
x (t) y (t) dt ( t) (t ) dt t t dt (t ) dt (t )dt           2 2 2 2 2 4 2 2 2 22 1 2 1 1 1  

tاز آنجا كه 2 tهـاي مقدار انتگـرال آن در بـازه   ،تابعي زوج است 1  3  وt  3     ياصـل انتگـرال را در بـازه   تـوانيم ح يكسـان خواهـد بـود. مـي 

t  3 :محاسبه كرده و دو برابر كنيم  t
L (t )dt t

 
            


333 22 1 2 2 3 3 4 33


  

 

x  آوريم.مي دستبهابتدا محل تلاقي دو منحني را   »3«گزينه ـ 20 x x x x ,        2 23 11 2 3 2 22 2  

yيالبته از معادله x2 3
xمعلوم است كه بايد 2   پس ،باشدx 

1
2  .بنابراين حجم حاصل از دوران برابر است با:قابل قبول است  

x
V ( xdx ( x )dx) (( x ) (x ) ) ( ) ( )

    
                 

1
12

1
2

32 2
1 13 3 3 1 1 1 9 48 16 24 2 191 12 12 4 3 16 3 2 24 48 48

2 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

iيدر اين حد جمله  »3«گزينه ـ 12
sin

n


iبه كار رفته است و 2 n  1 iاست. بنابراين حتي وقتي كه 1 n 1 باشد باز هم

n

i
lim

n


2   شـود بـه   مـي

sinارزيتوانيم از همهمين خاطر مي x x زياراستفاده كنيم. پس از استفاده از اين هم،
n

  كنيم:را از كروشه خارج مي 1

n n

n (n ) n (n )
lim [( ) ( ) ( ) ] lim [( ) ( ) ( ) ]

n n n n n n n n n nn n n 

         
            2 2 2

1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 11 1 1 1 1 1   

iصورتبهي عمومي داخل كروشه در واقع جمله i
( )

n n


1 :است. پس داريم  i i i

f ( ) ( ) f (x) ( x) x
n n n


     1 1  

x x
f (x)dx x( x)dx [ ]


        

2 31 1 1 51 2 3 6 
  جواب حد

 

)t     »2«گزينه ـ 22 t ) t( t ) t t
x x , x

( t ) ( t ) ( t )

         
  

2 2 2
2

2 2 2 2 2 4
2 1 2 1 4 16

1 1 1
  

( t ) t( t) ( t ) ( t )
y y , y

( t ) ( t ) ( t )

        
  

2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 4
2 1 2 2 2 1 4 1

1 1 1
ÁpIw½jIw pH uQ  

(t t ) (t )
ds x y dt

( t ) ( t ) t

       
  

4 2 2 22 2
2 4 2 4 2

4 2 1 4 1 2
1 1 1

 

طول منحني dt Arc tg t [ ( )]
t





  
      

 2
2 2 2 22 21

 

 

  دول داريم:ي جزء به جزء و به كمك جابتدا فرمول حجم را نوشته و سپس با استفاده از قاعده  »3«گزينه ـ 23
e e e e

x coshx dx [x sinh x cosh x] [ ] [ ]
e

  
            

1 1 1 11 1 12 2 2 1 2 12 2
  حجم

  
 انتگرال مشتق علامت

  x  cos hx  

  1 sin hx  

    cos hx  

  
  دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »2«ـ گزينه 24

  آوريم:مي دستبهرا  ABخطپاره يمعادلهروش اول: 

y (x ) y x


      


2 4 24 43 3


  
yو خـط  ABهـا و خـط  yمحدود شده بـه محـور   يناحيه S1فرض كنيم  حجـم حاصـل از   چنانچـه  باشـد.   2

vبناميم. به علت تقارن موجود در شكل واضح است كه v1ها راxحول محور S1دوران v   جواب است. 12
x x

v [( x ) ( ) ]dx ( x x )dx ( x)               
3 23 32 2 2

1
32 4 16 4 164 2 12 12 163 9 3 9 3 3 2  

  

Vبنابراين  32 .جواب است  
  هاي هندسي حجم:استفاده از فرمولروش دوم: 

yتصوربه ABوقتي معادله خط x  
2 ها را مشخص xمحل برخورد آن با محور ،آمد دستبه 43

x  كنيم.مي x    
2 4 63   

Sيحجمي كه از دوران كل ناحيه R T1 1 1  حول محورx حجـم آن  4و شـعاع   6بـا ارتفـاع   آيـد، مخروطـي اسـت    مـي  دسـت بههاr h  21 اسـت. از   323

rآيد. حجم آنمي دستبه 2و شعاع  3به ارتفاع  اياستوانه xحول محور R1دوران h  2  دسـت بـه  2و شـعاع   3ز مخروطي به ارتفاع ني T1است. از دوران 12

rآيد كه حجم آنمي h  21 V   آيد:مي دستبهبه اين شكل  S1است. اكنون حجم حاصل از دوران 43      1 32 12 4 16  
Vموردنظر يپس حجم ناحيه V  12   است. 32

y

3 3

2

4

1T

1S2S

66

1R

y

BC

3 3

2

4 A

x

1S2S
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انتگرالكاربرد : پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكتبه مدرسان شريف ر

ي پاپوس اسـتفاده كنـيم. مختصـات مركـز ثقـل      توانيم از قضيهپس مي ،را قطع نكرده است ABCي درون مثلثها ناحيهxمحور دوران يعني محور روش سوم:

A  مثلث برابر است با ميانگين مختصات رئوس آن: B C
(x , y) ( , ) ( , )

 
      

1 83 3 4 2 23 3 3   

dها برابر است باxحورفاصله آن تا م 
8
Sمساحت اين مثلث نيز برابر است با .3    

1 2 6 V  طبق فرمول پاپوس داريم: .62 d S ( )( )( )      
82 2 6 323  

 
    »4«گزينه ـ 25

|شكل منحنيروش اول:  x | | y | a  اين ناحيه نسبت به محور باشد.روبرو مي صورتبهx ها متقارن است. كافيست حجم
را  S1حجـم حاصـل از دوران   توانيمبرابر كردن هم نيست. پس مي 2و نيازي به  ي بالايي را حساب كنيمحاصل از دوران نيمه

  كنيم:ب كرده و دو برابر حسا
a a ax a

V (a x) dx (a x ax)dx (a x ax )


             
3 3

2 2 2 2 2 22 2 2 2 3 3  
  

 ي بـالايي آن ي داده شده نسبت به محور دوران تقارن دارد. بنابراين كافيسـت حجـم حاصـل از دوران نيمـه    ناحيهروش دوم: 
(S)  حول محورراxياحيهمحور دوران ن .ها محاسبه كنيمS ي پاپوس استفاده كنيمتوانيم از قضيهكند و ميرا قطع نمي:  

a
(a a , a ) ( , )     

1
3 3     ميانگين مختصات رئوس مختصات مركز ثقل  

aي مركز ثقل تا محور دورانپس فاصله
d  Sشودميهم به راحتي محاسبه  Sاست. مساحت 3 (a)( a) a  21 22.   

a  در نتيجه داريم: a
V d S ( )( )(a )


     

3
2 22 2 3 3  

  
  كنيم:تقسيم مي nصورت و مخرج كسر جلوي سري را بر  »3«گزينه ـ 62

 
n

n i

i i
i xn nlim f ( ) f (x)

i in n x( ) ( )
n n

 

  
    

 
 22 21

1 11 1
11 1

حاصل حد 
n

n

n i

i

nlim
i

(n )
n

 





 2

1

1
´ÄoÃ¬Â¶ n¼T¨I  pH Zoh¶ nj  

xتوان گفت حد فوق برابر با انتگرالحالا به راحتي مي
I ( )dx

x





1

2
1
1

  ي آن بايد آن را به دو انتگرال مجزا تفكيك كنيم:است و براي محاسبه 

Ln



1 24 2
x

I dx dx [tg x] [Ln( x )] tg ( ) tg ( ) [Ln Ln ]
x x

           
  

1 1 1 11 2 1 1
2 2

1 1 11 1 2 12 21 1   
  

  

iaيدر اين حد مجموع جمله  »2«ـ گزينه 72
sin( )

n2 دانيم كهمي .آمده استi n 1 ،حتي وقتي كه استi n داريم  ،باشد
n n

ia na
lim lim

n n 
 2 2 . 

iaارزيتوانيم از همپس مي ia
sin( )

n n2 2 :استفاده كنيم  

  x a
axdx a  

21 1
2 2 

جواب حد
i ian n n f ( )
n n

n n ni i i

ia ia ia
lim sin( ) lim lim f (x) ax

n nn n



    
      2 2

1 1 1

1  

n(nاين مثال را با استفاده از فرمولتوجه:  )
n


   

11 2 2 توان حل كرد:هم مي  
n n

n n n ni i

ia ia a an(n ) a
lim sin( ) lim lim ( n) lim

n n n n    


       2 2 2 2

1 1

11 2 22
  

  

sinينكهبا توجه به ا  »1«ـ گزينه 28 x x )وقتي كهx( :داريم  sin , n , , k , , ,n
n k n k n k

  
  

  
1      

  در نتيجه خواهيم داشت:
n n
lim [sin ( ) sin ( ) sin ( )] lim [ ]

n n n n n n 

     
      

   1 2 2 1 2 2   

گيريم تادر مخرج فاكتور مي nحالا از
n

  ايجاد كنيم: را پشت كروشه 1
n
lim [ ]

nn
n n n



  
  

  

1
1 21 1 1

  

iواضح است كه
f ( )

in
n




1
fپس  (x)

x




1 :و داريم  dx Ln( x) Ln
x


     


1 11 21 

  جواب حد 

 

a  

a  -a  

-a  

x

y

S  

a  

a  -a  

-a  

y = a - x  

x

y

1S



  

7 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

xابتدا با استفاده از نقاط اكسترمم تابع  »4«گزينه ـ 29
y

x


2 1
و با توجه به اين كـه مجانـب    

yآن خط   كنيم و داريم:باشد، نمودار اين تابع را رسم ميمي  
x x

y x y
(x )

         


2 2
2 2
1 2 1 1

1
  

xپس تابع
y

x


2 1
)ي اكسترمم درداراي دو نقطه  , )و 11( , ) 1 خواهيم است. مطابق شكل مي 1

yخط mx :با تابع داده شده در سه نقطه برخورد كند. از برخورد آنها با يكديگر داريم  
x

x
mx mx mx x x(mx m ) m m

x mx
m m


 

 


            

       

3 2
2 1 1 1 11 kÄIM  

ــه دليــل ايــن ــهب yك mx وx
y

x


 21
ــه   ــرد هســتند ناحي ــدأ تقــارن دارد.   ي هــر دو ف ــه مب ــه دســت آمــده نســبت ب ــع اول پــس مســاحت ب   واقــع در رب

x(از   تاm
x

m




  كنيم.مي برابر 2آوريم و حاصل را ) را به دست مي1

  
m

m
m

m
x mx m m

S ( mx)dx [ Ln(x ) ] (Ln( ) Ln )
mx 

  
        


11 22

1 2
1 1 1 11 1 12 2 2 21

  

m
S Ln ( Lnm m ) S S ( Lnm m ) Lnm m

m


                 1 1

1 1 1 1 11 2 2 1 12 2 2 2®¨  
  

ارن است. بنابراين مساحت شكل را ها متقyها و محورxپس منحني نسبت به محور ،كندمعادله تغيير نمي yبه yو xبه xچون با تبديل  »1«گزينه ـ 30
xكنيم. منحني در نقاطدر ربع اول محاسبه و حاصل را چهار برابر مي  ،x 1 وx  1 محورxداريم كند. بنابراينها را قطع مي:  

y x x y x x    2 2 4 21  

S x x dx ( x )


     
1 3

2 2 2 14 44 1 13 3 
  

 

y mx

x

y

(1,1)




1 m

m





1 m

m




( 1, 1) 
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انتگرالكاربرد : پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكتبه مدرسان شريف ر

    2آزمون (پاسخنامه (    
yطبق فرمول طول قوس براي تابع  »3«گزينه  ـ1 f (x) يدر بازهx 1 :داريم  

   L y dx f (x) dx     
1 12 21 1
 

  

aاوياز طرفي از نامس | a |  21 fتوان نتيجه گرفتمي ،برقرار است aكه براي هر عدد حقيقي 1 | f |   21   است. بنابراين داريم: 1

L f ' dx ( | f |) dx    
1 121 1
 

  

|گيري ازبراي انتگرال f | يهاي معادلهبايد ريشهf    را بررسي كنيم. لازم است به دو مورد توجه كنيم. اولاً چونf ( ) f ( ) 1    ل است، طبـق قضـيهي ر
cحتماً يك 1 وجود دارد كهf (c)   يباشد. پس معادلهf    ل يك جواب مانندلااقc دارد. ثانياً طبق فرض،f (x)     است. از آنجـا كـهf (x) 

fمشتقِ (x) گيريم كهنتيجه مي ،استf (x) توانيم علامتتابعي نزولي است. اكنون ميf  را در هر بازه تعيين كنيم. نمودارf  ينزولي است و در نقطهx c 
xمقدارش صفر است پس براي c  :داريمf    و برايc x 1ريمداf   .  

c

c

c

c
L ( | f |)dx dx f dx f dx [x] [f (x)] [f (x)] f (c) f ( ) f ( ) f (c)                  

1 11 1 11 1 1
   

  

fطبق فرض ( ) f ( ) 1  :است. بنابراين داريم  
  L f (c) 1 2  

fاز آنجا كه :[ , ] [ , ]1 1     داده شده اسـت، بـراي هـرx [ , ] 1  داريـمf (x) [ , ] 1  يعنـيf (x) 1،   پـس بـه ازايx c   هـم داريـمf (c) 1،   
  آيد:مي دستبهي زير به اين ترتيب نتيجه

L ( )  1 2 1 3  
  

xيبا توجه به آن كه حل معادله  »2«گزينه ـ 2 x c 38 تـوانيم  مقدور نيست؛ در ابتدا نمي 27
xها را باهاي برخورد خط و منحني را به دست آوريم، به همين علت آنمحل a وx b   نشـان
  دهيم:مي
  
  
  

  نويسيم:اكنون مساحت هر ناحيه را با استفاده از انتگرال يگانه مي
a b

a

a b

a
S S (c x x )dx ( x x c)dx [cx x x ] [ x x cx]             3 3 2 4 2 4

1 2
27 278 27 8 27 4 44 4

  

ca a a b b bc a a ca b b bc b( b b c)                2 4 2 4 2 4 2 4 327 27 27 27 274 4 4 4 44 4 4 4 4   

bدانيم كهمي   پس داريم: .است  c b b , (I)  3274 4  

yروي منحني (b,c)ياز طرفي، نقطه x x  38 b  پس داريم: .قرار دارد 27 b c , (II) 38 27  
  توان نوشت:مي (II)و (I)از معادلات

b bb b b b b b b( b ) b b b               3 3 3 2 2 227 81 81 81 16 48 27 4 4 4 44 4 4 4 81 9
    

bحالا با جايگذاري 
4
c  داريم: (II)يدر معادله 9 ( ) ( ) c

 
        


3

3
4 4 32 27 64 32 64 96 64 328 279 9 9 9 3 9 27 279

 

  

2S

1S
y c

3y 8x 27x 
y

x
ba
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

  دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »1«گزينه  ـ3
از آن  45ياست. وقتي يك برش با زاويهcm4قطر اين استوانه برابر باروش اول: 

  شود:زير حساب مي صورتبهداشته باشيم، چون ارتفاع مطابق شكل مقابل و 
h h

tg( ) h    45 1 44 4
 

 
  

  داديم برابر بود با:حجم كل اين استوانه اگر آن را برش نمي
  V R h ( ) ( )     2 2

1 2 4 16      
كنـد، پـس حجـم    اين استوانه را به دو بخش مساوي تقسـيم مـي   45يبرش با زاويه

V  قسمت بريده شده نصف مقدار فوق است: ( )   
1 16 82        

دهيم را تصور كنيد. آن را طوري برش مي cm2به شعاع اياستوانهبراي آن كه منظور اين سؤال را بهتر متوجه شويد، ابتدا روش دوم (با استفاده از انتگرال): 
  درجه آن را قطع كند. 45ي ها بر محور استوانه عمود باشد (كف شكل) و برش دوم با زاويهكه يكي از برش

     

x

y

20-20

   

y

x

                                               
  

  است. مبدأ مختصات را در مركز آن تصور كنيد. 2اي به شعاعي اين استوانه دايرهقاعده
yكنيم بين خـط درجه است، وقتي از روبرو به اين جسم نگاه  45ي اين برش، از آنجا كه زاويه x  2  و محـورx   هـا قـرار

xاست خواهيم داشت cm2گيرد. همچنين چون شعاع استوانهمي  2 2 .  
yيك مستطيل به ارتفاعِ ،هاي عرضي اين شكلهر كدام از برش x  2 اي به مركـز  ي اين شكل (كف) دايرهو عرضِ قاعده

xي اين دايره،است. معادله 2مبدأ و شعاع y 2 2 22 است و از اينجاy x   24  آيد. اگر بـه كـف   مي دستبه
yهايدايرهاين شكل نگاه كنيم بين نيم x  2

2 4  وy x   2
1 4  يدر فاصلهx  2 2     قـرار دارد كـه

D(x)  ها از يكديگر برابر است با:ي اين منحنيفاصله y y x    2
2 1 2 4   

xو D(x)پس سطح مقطع اين جسم مستطيلي با ابعاد  2 .است  S(x) (x )D(x) (x ) x     22 2 2 4     

b  توانيم حجم جسم را حساب كنيم:مي

a
V S(x)dx (x ) x dx [x x x ]dx

 
         

2 22 2 2
2 22 2 4 2 4 2 4 
 

         

xتابع x 24  شود. بنابراين داريم:فرد است و انتگرالش در اين بازه صفر مي  V x dx


 
2 2
24 4


    

xبا تغيير متغير sin 2 داريمdx cos d  2وقتي .x  2 2  باشد داريم 
   2 2.  

sin
V sin cos d cos d ( cos )d [ ]

   

     


                 

2 2 2 2

22 2 2

2 2 16 24 4 4 2 16 1 2 8 82 2
                  

  
h)ابتـدا خطـي را در نظـر بگيريـد كـه از نقـاط        »1«ـ گزينـه  4 , ) و( , b)  ي ايـن خـط   گـذرد. معادلـه  مـي

xصورتبه y

h̀ b
 1 ي محدود به اين خط و محورشود. اگر ناحيهنوشته ميxيها را در بازهx h    حـول

V  شود. حجم اين مخروط برابر است با:د نظر ايجاد ميدوران دهيد، مخروط مور xمحور b h  21
3  

aحالا فرض كنيد b  و خط افقيy a ي محدود به محوررا رسم كنيد. اگر ناحيهx ها، خـطy a  و

xطخ y

h b
 1 را حول محورx اي به شعاعدوران دهيم، حفرهa شود. محـل برخـورد   درون مخروط ايجاد مي

  كنيم:اين دو خط را مشخص مي

y

2y

1y

x
D(x)

h

b

a

y

x

بخشي كه قرار است 
 حفره را ايجاد كند.


h

45
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انتگرالكاربرد : پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكتبه مدرسان شريف ر

b

h

y

x

D2a
D1

b

a a

h

1h

1h-h

  
y a

a
x h( )x y

b
h b


   

 

1
1

  

aو ارتفاع aبه شعاع اياستوانهها xمحورحول  D1از دوران
h( )

b
1 شود. حجم آن برابر است با:ايجاد مي  

  a
V a h( )

b
  2

1 1  

aو ارتفاع aيخروطي با شعاع قاعدهها مxحول محور D2از دوران a
h h( ) h

b b
  1 شود. حجـم  ايجاد مي

a  اين مخروط برابر است با: a
V a ( h) ( h)

b b


  

32
2

1 1
3 3  

Vي ايجاد شده در مخروط برابر است بابنابراين حجمِ حفره V1 مانـد برابـر   قي مـي و حجمي از مخروط كه بـا  2
Vاست با: (V V ) 1 2.  

a a a
V (V V ) b h a h( ) ( h) h(b a )

b b b


            

3 32 2 2 2
1 2

1 11 3 23 3   حجم قسمت باقيمانده 3

ك بايد ي hو ارتفاع bشويم كه از يك مخروط به شعاعبعد از آن كه شكل ناحيه را تشخيص داديم؛ متوجه ميروش ديگر: 
hو ارتفاع aمخروط كوچك به شعاع h را حذف كنيم. پس بدون استفاده  h1و ارتفاع aنين يك استوانه به شعاعهمچ 1

  آوريم.را به دست مي h1يم. ابتدا با استفاده از تناسب،هاي هندسي حجم استفاده كنتوانيم از فرمولاز انتگرال مي

h a a
h h

h b b
  1

1  

a a
b a

b b
   

3 32 2 33a a
V b h a (h h ) a h h(b a ( ) a . )

b b
           2 2 2 2 2 2

1 1
1 1 1 3 13 3   باقي مانده3

  
  

  دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »2«گزينه   ـ5
xيدايره»:  پاپوسقضيه  «روش اول  y 2 2 است. به همين دليل محور دوران كـه خـط    2اي به مركز مبدأ و شعاعدايره 2

yافقي    .پوس استفاده كنيمي پاتوانيم از قضيهكند. در نتيجه مياست، با اين منحني تماس دارد اما آن را قطع نمي 2
)يمركز ثقل اين دايره، در وسط آن يعني نقطه , )  است. طول قوس  2ي اين نقطه تا محور دوران برابر باقرار دارد. فاصله

Rاي بـا شـعاع  جا دايرههر دايره برابر با محيط آن است. در اين  Rپـس محـيط آن   ،داريـم  2  2 2 اسـت. طبـق    2
  ي سطح حاصل از دوران داريم:ي پاپوس براي محاسبهقضيه

     22 2 2 2 ي مركز ثقل از محور دوران)(فاصله (طول قوس) 8 2 سطح حاصل از دوران  
yدر اين مثال محور دوران خطروش دوم:   bپس از فرمول ،است 2

a
S | y k | y dx    22 و  k، مقـدار yيكنيم. ابتـدا بايـد ضـابطه   استفاده مي 1

xيحدود انتگرال را مشخص كنيم. از معادله y 2 2 yداريم 2 x   yپس در واقع با دو تـابع  22 x  yو 22 x   سـروكار داريـم كـه     22

yحاصل هاآنهاي بالايي و پاييني هستند. اما براي هر دوي دايرههمان نيم x  يكسان است: 21 x
y ( )

x xx

     
 

22 2
2 22

2 21 1 1
2 22 2

  

xيتوانيم بـا توجـه بـه شـعاع دايـره     دو راه داريم. مي xبراي تعيين حدود y 2 2 xمتوجـه شـويم كـه    2  2 ي توابـع  تـوانيم بـه دامنـه   يـا مـي   2
y x   xدقت كنيم كه طبق آن 22  2 yاست. با توجه به آنكه 2  kمحور دوران است در فرمول، 2  خواهد بود. سطح حاصـل از دوران   2

|عبارت زيرانتگرال هاآنناميم. براي هر دوي يم S2و S1بالايي و پاييني را به ترتيب هايدايرهنيم y | y  22 هـاي  دايـره در نـيم  yياست فقط ضـابطه  1

S  بالايي و پاييني تفاوت دارد. S S | x | dx | x | dx
x x 

 
          

  
 

2 22 2
1 2 2 22 2

2 22 2 2 2 2
2 2

  

xها خارج كنيم. به وضوحخواهيم عبارات را از قدرمطلقحالا مي 22 xپس ،است 2 22 xبوده و 2 22 شـود. بـه همـين خـاطر در     منفـي مـي   2
|انتگرال اول x | x    2 22 2 2 |است. در دومين انتگرال واضح است كه 2 x | x     2 22 2 2   :خواهد بود. پس داريم 2

S ( x ) dx ( x ) dx
x x 

 
       

  
 

2 22 2
2 22 2

2 22 2 2 2 2
2 2

  

dx  ها خواهيم داشت:و با جمع كردن انتگرال x
S dx sin ( )

x x


 



                    
 

22 2 1 2
22 2 2 2

22 2 2 8 8 8 82 222 2
  

h

b

a

y

x

2D

1D
a

h(1 )
b



 .شودد ميي سفيد حفره ايجااز دوران ناحيه

2
y 2

y

x
22
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

  كند!كنيد كه روش پاپوس چه كمك بزرگي در اين مسأله به ما ميملاحظه ميتوضيح: 
  

آوردن طول منحني بايد حاصل دستبهبراي   »4«گزينه ـ 6
x b

x a
dL




 ا بيابيم كه در آنرdL y dx  21.  

y x y x y x ( x )( )
x x x x

         24 3 2 6 3
2 3 6 3

1 1 1 14 16 2 4
32 16 256 16

´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH ´ÃºIwnÂ¶ ·H¼U ¾M Hn ¸Ã oŠ  

y x y x ( x )
x x x

           2 6 2 6 3 2
6 6 3

1 1 1 1 116 1 16 42 2256 256 16
  

x x x

x x x

x
ds ( x ) dx | x | dx ( x )dx

x x x

  

  
         

2

1

2 2 23 2 3 3
3 3 31 1 1

1 1 11 24 4 4
16 16 16

  طول منحني 

L [x ] ( ) ( ) ( )
x

           
2

1
4

2
1 1 1 1 316 1 1 15 3 1532 4 128 12832

  
  

xطول منحني پارامتري  »4«ـ گزينه 7 f (t)

y g(t)




aيدر بازه  t b  ياز رابطهb

a
l f g dt   2 زيـر   عبـارت  آيـد. پـس ابتـدا بـه محاسـبه     مي دستبه 2

t  پردازيم:راديكال مي t
x y ( ) ( )

t t ( t ) t

     
   

2
2 2 2 2

2 2 2 2 2
2 2 4 4 4

1 1 1 1
  

Lبنابراين طول قوس برابر با dt
t




1
2

4
1

  است. 

tير متغيربراي يافتن مقدار انتگرال از تغي tg  كنيم. در نتيجهاستفاده ميdt ( tg )d   21  شود:زير مي صورتبههمچنين حدود جديد به ترتيب  

t , t


       1 4   

tgيو با بكارگيري رابطه sec   2   داريم: 21

  dt ( tg )d
L dt tg d L sec d [Ln | sec tg |] Ln( )

t t tg

    
               

   
    

21 1 2 44 4 42 2 2
4 12 2 2 1 2 2 2 2 1

1 1 1     
  

 

|ها، بايد حاصلyبراي محاسبه سطح حاصل از دوران حول محور  »3«ـ گزينه 8 x | ds2   را محاسبه كنيم، دقت كنيد از آنجائيكه نمودار موردنظر پـارامتري
dsاست، بنابراين  x y dt  2 x  و داريم: 2 a a cos t , y a sin t      

t t
ds a a a costdt a ( cos t)dt a sin dt a | sin | dt      2 2 2 2 22 2 1 2 2 22 2  

t t t tt(at a sin t) ( a | sin |)dt S ( )( a )[ t sin dt sin cos dt]
           

2 2 22 222 2 2 2 22 2 2 2  

مساحت  
   و قاعده جدول داريم:» جزء به جزء«ي براي محاسبه انتگرال اول از قاعده

t t
t cos cos dt


        

22
2 2 42 2

           انتگرال اول   

t
t sin

t
cos

t
sin





2
1 2 2

4 2

¢Tz¶ −Ho«Tº H

  

  آيد و لذا داريم:مي دستبهحاصل انتگرال دوم به راحتي برابر با صفر 
S ( )( a )( ) a    2 2 22 2 4 16  

 






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انتگرالكاربرد : پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكتبه مدرسان شريف ر

y(t)ياند. در اين موارد معمولاً با حل معادلهداده نشده tحدود  »3«گزينه  ـ9   توانيم حدوديمt  .را مشخص كنيم  
y(t) ( sin t)sin t t , t       2 2    

b

a
S | y(t)x (t)dt | | ( sin t)sin t(cos t sin t( sin t))dt | | ( sin t sin t)( sin t sin t sin t)dt |

 
           

2 22 2 2 22 2 2 1 2
 

  

| ( sin t sin t)( sin t sin t)dt | | ( sin t sin t sin t sin t)dt |
 

        
2 22 2 2 3 42 1 2 2 2 3 6 2
 

  
  گيريم:هاي فرد سينوس به اين صورت انتگرال مياز توان

cos t
sin tdt ( cos t)sin tdt [ cos t ]

sin tdt [ cos t]

  

 


     


   

 



32 2 23 2

2 2

1 3 



 






  

    كنيم:استفاده ميشكن هاي زوج از فرمول توانبراي توان
sin t

sin tdt ( cos t)dt [t ]

sin tdt ( cos t) dt ( cos t cos t)dt ( cos t ( cos t))dt

t sin t
[t sin t ]

  

   



      

         



    

 

   

2 2 22

2 2 2 24 2 2

2

1 1 21 22 2 2
1 1 1 11 2 1 2 2 2 1 2 2 1 44 4 4 2

1 4 324 2 8 4





 

   
  

S  داريم: Sدست آمده در فرمولبا جايگذاري نتايج به | ( ) ( ) ( ) ( ) |
 

     
3 92 3 6 2 4 2   

 

,x)مختصات مركز جرم را  »4«ـ گزينه 10 y) دايره يه موردنظر نيمگيريم. ناحدر نظر مي
x:شـود ها نتيجـه مـي  yباشد. با توجه به تقارن شكل نسبت به محورمي 5به شعاع    .

  آوريم.  دستبهرا  yپس كافي است 

xMدانيممي
y

M
، گيريم و در اين صورتدر نظر مي 1الي مطرح نشده پس چگالي را چون در مسأله چگM   اسـت كـه برابـر مسـاحت      ايبرابر مسـاحت ناحيـه

Mاست، يعني 5به شعاع  ايدايرهنيم  
25
x  است. 2

x
M f (x)dx ( x )dx ( x )

 
      

5

5

3 52 2
5

1 1 1 2525 252 2 2 3 3
  

xMشوداز محاسبات بالا نتيجه مي
y

M
 


2
3
.  

 

y(t)يمعادله tتعيين حدود براي  »3«گزينه  ـ11   كنيم.را حل مي  y t t t(t ) t , ,         3 2 1 1 1     
tهايشود كه در بازهي موردنظر از دو بخش تشكيل ميبنابراين ناحيه  1  وt 1 .قرار دارند    

S | y(t)x (t)dt | | (t t)( t)dt | | ( t t )dt |
  

      
1 1 13 4 2
1 1 12 2 2  

S  كنيم:حالا از زوج بودن تابع زير انتگرال استفاده مي | ( t t )dt | [ t t ] |    
1 14 2 5 32 2 82 2 2 2 5 3 15

  
 

yخط  »2«گزينه  ـ12   زيرا ؛ي موردنظر استمجانب افقي منحنx

x
y lim x e


 

22 بنابراين مساحت محدود ما بين منحني و محور .x  دسـت بـه هـا را 

x  آوريم.مي xS x e dx x e dx ( ) ( )
  



       

2 22 2 3 1 1
2 2 2 2

  

xxدانيممييادآوري:  e dx ( )
     

22 1 1
2

.  
 

x)  آوريم.مي دستبهبتدا محل تلاقي دو منحني را ا  »3«گزينه  ـ13 ) (x ) (x ) x x , x , x          3 32 21 1 1 1 2 13 3   

xجواب   يزيرا با جايگذاري آن در معادله ؛قابل قبول نيستy (x ) 2 32 yداريم 13  2 2
xبنابراينكه غيرممكن است.  3 1  يحال براي محاسبه 2

b طول قوس از فرمول

a
y dx   كنيم.استفاده مي 21

x
y (x ) y (x ) y (x ) y (x )

              
3 1

2 3 22 22 2 3 2 3 3 11 1 1 1 1 13 3 2 3 2 2  

x
L dx x dx ( x ) ( ) ( )


          

2 2

1 1

3
2 23 1 1 1 2 2 4 5 53 1 3 1 5 5 2 2 112 9 9 9 2 22 2

  
 

55

2y 25 x 

y

x
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

yصورتبهابتدا معادله منحني را   »3«گزينه  ـ14 Arcsin x x     نويسيم.مي 21

fدانيم طول قوس تابع يم (x) يدر بازه[a,b] ياز رابطه
b

a
L (f (x)) dx  ]يتابع داده شده در بازه يشود با توجه به اينكه دامنهحاصل مي 21 , ]1 اسـت   1

  : لذا داريم

  

( x) x

xxx x ( x)
f (x) Arcsinx x f (x) (f (x))

x ( x) xx x x
xx

  


           
      

2

22
2 2

2 22 2 2
2

1 1
111 1 11

1 1 11 1 1
11

   

x x x
L dx dx dx x] L

x x x
L L L

x x x
L dx dx dx x ] L ( )

x x x

  

  

    
       

        
                

  

  

1 1 1 1

11 1 1
1 1 1 1

11 1 1

1 1
1 2

2 2

1 1 1 11 2 2 2 1 41 1 1 4 4 8
1 1 1 11 2 2 2 1 2 2 2 41 1 1

  

 

yواضح است كه خط  »4«گزينه  ـ15   داريم مجانب افقي منحني است، زيرا:  x

xx x

ex
y lim exe lim

e



 
  2

2
22   

x  باشد.ها ميxپس حجم موردنظر برابر حجم حاصل از دوران حول محور e
V y dx exe dx

 
 

     2 22 2 
  

xxeيبراي محاسبهتوضيح:  dx x  ايم:از روش جزء به جزء استفاده كرده 2 x xI xe dx xe e C       2 2 21 1
2 4  

x

x xx

x

x e
e

V xe e ee

e




 



             

2

2 22

2

1
1 1 11 21 2 4 4 22

1
4





  

  

xyمجانب منحني  »2«گزينه  ـ16 e
y، خط2   .است  x xV (e ) dx e dx

  
 


     

2 22 2
2  

xeبراي محاسبهتوضيح:  dx
 


uاز تغيير متغير 22 x 2،du dx teاستفاده كرديم و سپس رابطه 2 dt
  


2

2
  را به كار برديم. 

 

xچون تابع زوج است پس  »4«گزينه  ـ17   دانيم براي تابعاست و ميy f (x)عرض مركز ثقل از رابطه
y y dx

y
y dx









2

2

1

1
  آيد.مي دستبه 

y cosh x y sinh x y sinh x cosh x        2 2 21 1  

y y dx cosh x.cosh xdx cosh xdx (cosh x ) dx ( sinh x x) sinh
 

           
1 1 1 1

1 1
2 2 11 11 2 2 1 2 2 12 2  

  

sinh e e
y dx cosh xdx sinh x sinh y

sinh e(e )

        
  

1

1

4 2
2

2

1 2 11 4 121 2 11 2 1 4 1
  

 
  آوريم.مي دستبهمتوالي از نقاط تلاقي را  يابتدا دو نقطه  »2«گزينه  ـ18

yy Ln( cos x) Ln( cos x) cos x cos x x 
         

12 2 2 1 2 3
   

  كنيم:حالا به راحتي طول منحني را حساب مي

sin x dx
l ( ) dx tg xdx Ln(sec x tgx) Ln(sec tg ) Ln( )

cos x cos x

  





  

            2 2 23 3 3

3

21 2 1 2 2 2 2 332 3 3 


  

 

 انتگرال مشتق




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انتگرالكاربرد : پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكتبه مدرسان شريف ر

هـا را محاسـبه و   xها تقارن دارد. بنابراين مسـاحت بـالاي محـور   xشود، پس منحني نسبت به محورمعادله عوض نمي yبه yچون با تبديل  »4«گزينه  ـ19

x  :كنيمحاصل را دو برابر مي (x y ) y x x y x x       3 2 2 2 2 31 14 14 4  

xها،xاز تلاقي منحني با محور   وx  S  آيد:مي دستبه 4 x x dx x x dx    
4 41 12 41 4 

  
uاز تغيير متغير x 4 صورتدر اين .كنيماستفاده ميx u 4 وdx du  به ازاي ؛استx   داريمu  xو به ازاي 4  uمقدار 4   آيد:مي دستبه  

S x x dx ( u) u du ( u u )du u u
 
              
 
 

  
1 3 3 5 3 5

4 2 2 2 2 2 2
4 4

4

8 2 8 2 1284 4 4 4 43 5 3 5 15


 


  

  

يها بايد از رابطهyآوردن مساحت سطح حاصل از دوران يك منحني حول دستبهبراي   »4«گزينه  ـ20
b

a
| x | ds2  استفاده كنيم، كه براي منحني پارامتري

dsاز فرمول dsموردنظر، x y dt  2   شود:محاسبه مي 2
t t t t t t t tx e , x e , y e , y e , ds e e dt e e dt                   2 2 2 2 4 2 4 22 4 2 4 4 4 2 1  

مساحت t t t t t( e )( e e dt) e e dt
           2 2 22 2 2 1 2 4 1
 

 

tuبراي حل اين انتگرال بايد e tduدر نتيجه 2 e dt  duپس 22 udt 2  

مساحت tdu
u u ( )( u) [ ( e ) ] [ ] ( )

u

  
              


3 3

22 22 8 8 82 4 1 4 1 1 1 2 2 2 2 12 3 3 3 3
 

 

  دهيم.ها دوران ميyرا حول محور OABيابتدا ناحيه  »1«گزينه  ـ21

bبايد از فرمول OABحجم  يبراي محاسبه

a
V x f (x)dx 2 .استفاده كنيم  

OABحجم x xdx x dx [ ( )x ] [ x x ] ( )
 

        
4 4 4 4

3 5
22 22 4 42 2 2 325 5 5  

 

yها، چون ناحيه محدود بين دو نمودارxحول محور OBCيحجم حاصل از دوران ناحيه يو براي محاسبه 1 y(سقف ناحيه) و2 x2   (كف ناحيـه) اسـت

بايد حاصل
b

a
(y y )dx  2 2

1 x  آوريم: دستبهرا  2
( x)dx [ x ] ( )          

4 42
4 4 16 8 82 

 OBCحجم 

و در آخر داريم:
( )OAB

OBC



 


4 32 165
8 5

´\e
´\e

  
 

  آوريم.مي دستبهابتدا نقاط اكسترمم منحني را   »4«گزينه ـ 22
x x x xy e e (x x ) y e (x x ) ( x )e e ( x x )                  2 2 2 23 1 3 1 2 3 2   

xيز معادلها x   2 2 نقاط ،x 1 وx  2 شود. پس ما مساحت محدود بين منحني و محورحاصل ميxيها در فاصله[ , ]2   آوريم.مي دستبهرا  1
x x (e )

S (e e (x x ))dx e ( x x )
e

 


          
1

2

312 2 2
2

3 43 1 5 6  

xeبراي محاسبهتوضيح:  (x x )dx   2 3   ايم:ي جدول استفاده كردهاز روش جزء به جزء و قاعده 1

x

x xx

x

x

x x e

e (x x )dx e ( x x ) Cx e

e

e



 





 
         







2

2 2
3 1

3 1 5 62 3
2


¢Tz¶ −Ho«Tº H
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

Ln  آيد:مي دستبه، xydx2يحجم موردنظر از رابطه  »1«ـ گزينه 23 x
Ln

x e dx  
28

32   حجم1

xuبـراي حــل ايــن انتگــرال تغييــر متغيــر  e 
2

Lnكنــيم. داريــمرا اســتفاده مـي  1 x Ln 3 uپــس 8 2 xuچنــين. هــم3 e 
22 پــس  1

xe u 
2 2 xو در نتيجه 1 Ln(u ) 2 ، پس1

u

udx
Ln(u )




2

2

2
1

2 1
uبه عبارتي 

dx
Ln(u )(u )


 2 2

2
2 1 1

.  

Ln x
Ln

u du u u
x e dx Ln(u )u du du [ ]du

u u uLn(u )(u )

 
      

   
    

2 2 28 3 3 3 32
2 2 23 2 2 2 22 2

2 1 1 11 1 1
1 1 12 1 1

 

u
[ ]du [u Ln(u ) Ln(u )] u Ln( ) Ln Ln( )

u u u

 
             

  
3
2

1 1
3 31 1 1 1 1 1 1 12 21 1 1 3 22 21 1 2 2 2 1 2 2 2 3  

Ln Ln Ln    
1 1 1 1 1 31 12 2 2 3 2 2  

)  داريم:بنابراين  Ln )  
1 32 1 2   حجم 2

 

Sمورد نظر برابر است با ياحت رويهمس  »4«ـ گزينه 24 y x y dt


   
2 2 22


  . از معادلات پارامتري داده شده داريم:

x y a ( cos t) (a sin t) a [sin t cos t cos t] a ( cos t) a ( cos t)            2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 2 2 2 2 1  

Sبنابراين a ( cos t) cos tdt


   
2 22 2 1 1


S. پس a ( cos t) dt


  
3

22 22 2 1


.  

tبراي حل اين انتگرال از فرمول مثلثاتي
cos t sin ( )  21 2 tجا كهكنيم. از آناستفاده مي 2  2 در نتيجهt

  2، پسt
sin( ) 2   ،است

t  پس داريم: t
S a ( sin ( )) dt a sin ( )dt

 
    

3
2 22 2 2 322 2 2 2 2 2 22 2 

  

t t t t t t
a ( cos ( ))sin( )dt a ( ) ( cos )( sin )dt a [ cos cos ]

a [ ] a

  
            

      

 
2 22 2 2 2 2 3

2 2

21 28 1 8 2 1 8 22 2 2 2 2 2 3 2
2 2 648 2 23 3 3

    

 
    »1«ـ گزينه 25

xت پارامتري داريماز معادلاروش اول:  t yو23 t  22 xپس 8 y 3 2 8به عبارتي معادلات پارامتري داده شده مربوط به خط ،x y 3 2 هستند و  8
xچون t xپس 23  كنيم. اكنون از دوران اين ناحيه حول محوري برخورد اين خط با محورهاي مختصات را تعيين ميها. محلx  دسـت  ها يك مخروط بـه

xخواهد آمد.  
8
3 پسt  8  :مساحت اين مخروط برابر است با  

t t
S y(t) x (t) y (t)dt t dt

       
2 28 82 2 28 42 2 2 9 

 

( t ) t dt ( t t )dt ( t t ) ( )
  

           
8 82 3 2 413 13 13 8 1 13 16 1388 8 32 169 3 3 2 4 3 3  

 

  
  

ــاع       روش دوم:  ــه ارتف ــي ب ــانبي مخروط ــاحت ج ــت. مس ــروط اس ــك مخ ــانبي ي ــاحت ج ــا مس ــر ب ــط براب ــن خ ــل از دوران اي ــاحت حاص ــعاع hمس از  rو ش

Sيرابطه (r h )


 2 2
  ي رأس مخروط است. در مخروط مورد نظر داريم:زاويه آيد كهبه دست مي 2

  
r

S (r h ) (r h ) r r h
r h

 
              

 

2 2 2 2 2 2
2 2

2 64 134 16 162 9 32
  

 

8

3

4

x

y

r 4

8
h

3


2 2r h 2 2r h 

2 r
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انتگرالكاربرد : پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكتبه مدرسان شريف ر

xاگر فرض كنيم »2«گزينه  ـ26 t 1بنابراين ،dx dt اگر ،x  1 ،گاهآنt  xو اگر 2  tگاهآن 2  1 :و بنابراين داريم  
f ( t) f (t)S xf (x)dx ( t)f ( t)dt f ( t)dt tf ( t)dt xf (x) f (t)dt tf (t)dt

     
 

                   
2 1 1 1 2 1 11

1 1 2 2 2 1 2 21 1 1 1  
b a
a b

f (x)dx f (x)dx t xxf (x) f (t)dt tf (t)dt xf (x) f (x)dx
  

    

 
        

2 2 2 2 2
1 1 1 1 12  

yدانيم سطح محصور بين نمودار تابعمي f (x) و خطوطx  1 وx  Sها برابر باxو محور 2 f (x)dx


 
2

2 S، است پس تساوي1 S1   را داريم. 22
  

  زير بازنويسي كرد: صورتتوان بهابتدا توجه كنيد كه حد داده شده را مي  »4«گزينه  ـ27

   
n

n n n n
lim

(n ) (n ) (n ) (n (n ))
   

       3 3 3 34 4 1 4 2 4 1



  

 
n

n n n n n n
lim

n (n ) (n ) [n (n )]
   

      3 3 3
1

4 4 1 4 1



nحاصل حد

1´Ã{IM ¾T{Hj kÄIM ¾{»o¨ SzQ
    

nدر داخل كروشه صورت و مخرج را بر n و يا به عبارت ديگر برn3 كنيم و داريم. تقسيم مي  

 
n
lim

n (n )
( ) ( ) ( )

n n n


   

  
  3 3 3

1 1 1 1
4 4 1 4 11 1 1




  حاصل حد 

iتوانحالا به راحتي مي
f ( )

n i
( ( ))

n


 3

1

1 4
  را نوشت و داريم: 

n

n i

i
lim f ( ) f (x)dx

n n



 
  

1 11



  حاصل حد

fكه (x)
( x)


 3
1

1 4
  باشد و لذا داريم:مي 

  dx
I ( x) dx [ ] [ ] [ ]

x( x)


              

  
 

3
1 1 12

3
1 1 1 1 1 1 1 1 11 4 12 2 2 21 4 1 4 1 5 2 51 4   

  

[ ]
1 5 51I

 
     

5 1 5 5
1 2 1 

  
  

       »4«گزينه  ـ28
y x

x x x x
y x

x(x ) x , x


    



      

3 3
3

2

4
4 4

4 2



 

  

xي واقع در ربع اول داريمپس براي ناحيه  2.  

  

b           م:كنيرا حساب مي xرا خواسته فقط yي مركز ثقل تا محورچون فاصله

a

x
M (f (x) g(x))dx ( x x )dx ( x )          

2 43 2 24 2 8 4 44   
b

a

x x
(f (x) g(x))(f (x) g(x))dx ( x x )( x x )dx ( x x )dx )            

2 2 3 7
3 3 2 6 216 5124 4 16 3 7 21    

b  بنابراين داريم:

a
M k (f (x) g(x))dx k    4  

b

a

b
x a

M k (f (x) g(x))(f (x) g(x))dx (f (x) g (x))dx k       2 21 1 256
2 2 21  

x  در نتيجه داريم:
kM

x
M k

  

256
6421

4 21  
 

iبا توجه به اين كه  »2«گزينه  ـ29 n 1بنابراين ،i n

n n n
 2 2 2

nوقتيو  1 :داريم ،  
n n n n

i n i
lim ( ) lim ( ) lim lim

n n n n   
   2 2 2 2

1   

iحالا كه

n
2 ارزيتوانيم از هم، بنابراين ميn u

u
n

 1 1  براي)u  :استفاده كنيم و لذا داريم (  
n n n

n n n ni i i i

i i i i x
lim ( ) lim ( ) lim lim ( ) xdx [ ]

n n n nn n



      
             

21 1
2 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1 11 1 1 1 2 2 2 2 2 42 
  

  

8

2

3y x
y 4x

x

y
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

nابتدا توجه كنيد كه داريم:  »4«ـ  گزينه 30
Lnn Lnk Ln( )

k
 از طرفي ،n

nnk k
 

1   شود:صورت زير بازنويسي ميو لذا حد به 1
n n n

n n nk k n

Lnn Lnk n n
lim lim Ln( ) lim Ln( )

kn k k nnk k
n n

    


    

1 1

1 1 1 1


    

kحالا كه به فرم
f ( )

n
dx  توانيم حد فوق را طبق مجموع ريمان حساب كنيم:ايم، ميرسيده

Ln( )( )dx Lnx( )
x x x

   
1 11 1
 

  حاصل حد 

uبراي حل اين انتگرال از تغيير متغير x كنيم:استفاده مي  dx
x u dx du du , x u , x u

x x
          

1 2 1 1
2

   

aaa a a
I Lnu ( du) Lnudu lim Lnudu lim [uLnu u] lim [ Ln aLna a]

    
                

1 1 1 12 2 4 4 4 4 1 1 1
    

  
دانيماز فصل حد و پيوستگي مي

a
lim aLna





و لذاI [ ]   4 1 4.  
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دنباله و سريفصل ششم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

    1آزمون (پاسخنامه (    

nnقابل قبول        »2«ـ گزينه 1 k; n n n k
           

2 33 3 2 3 9 2 12 6 23  

nغير قابل قبول    k ; n n n n n , n k ,                2 23 1 1 3 2 1 2 1   
n nn k ; n n , ,               

2 23 2 3 3 4 7 1 7 8 93 3   
nآمده فقط دستبهسه مقدار در حالت سوم، از   nصورتبهها n، اين حالت در قابل قبول است، چون 8 k 3 nاند و فقطتعريف شده 2  توان را مي 8

kصورتبه 3 kكه در آن نوشت 2  nاست. در نهايت ديديم كه فقط 2  nو6    بل قبول هستند.قا 8
 

  كنيم:ابتدا مخرج كسر جمله عمومي سري را تجزيه مي  »2«ـ گزينه 2
n n (n ) n (n n )(n n ) ((n ) )((n ) )              4 2 2 2 2 2 2 2 22 9 3 4 2 3 2 3 1 2 1 2  

          روبرو خواهد بود: صورتبهلذا حاصل سري 

n n

n n
f f

n ( )
n n (n ) (n )



 

 
 

     
 

2

4 2 2 2
1 1

4 1 1
2 9 1 2 1 2 

  

  ست و داريم:ا 2گردد يك سري تلسكوپي كه اختلاف جملات ملاحظه مي
n

S lim ( )
( ) ( ) (n )

       
     2 2 2

1 1 1 1 1 52 2 3 61 1 2 2 1 2 1 2
  

 

با توجه به اين كه  »2«گزينه ـ 3
n

x

n

x e
n!







دهيم و به رابطهقرار مي x2هاx، در اين رابطه به جاي

n
x

n

x e
n!






22


 xرسيم. طرفين اين رابطـه را در يم 

)عبارت xكنيم تا در توانضرب مي n )2   ظاهر شود. 1
n n

x x x

n n

x ( n )xxe e x e
n! n!

 

 


     

2 2 22 1 2
22 1 2

 

¢Tz¶  
 

n            »2«ـ گزينه 4

n

ncos
S ( ) S ( ) ( ) S ( )







             2 4 2

1

1 1 1 12
2 2 2 4 4      

aمجموع جملات يك تصاعد هندسي با جمله اول صورتبهآوردن جملات سري، مجموع سري  دستبهكنيد با ملاحظه مي 1
1
rو قدر نسـبت  4  1

اسـت كـه    4

nمجموع اين جملات از رابطه
a

S
r



1

n    آيد.   مي دستبه 1
a

S
r

   
 

1
1 1

14 4
1 31 31 4 4

  

 
  آوريم:مي دستبهابتدا حد جمله عمومي را   »2«ـ گزينه 5

n n n n

( n n )( n n ) n nlim ( n n ) lim lim lim
n n n n n   

     
   

   
1 1 1 11

1 1 2
  

  حد جمله عمومي صفر است، اما اين سري يك سري تلسكوپي است و داريم:

  پس سري واگراست.
nn n

( n n ) ( n n ) ( lim n )
 

 
                

1 1
1 1 1 1 1  

logنهايت ازدر بي nم رشدداني): مي1بررسي گزينه ( n بيشتر است يعنيlog n n
n n


 3 32 1 2 1

از طرفي سري 
n

n
n



 
 3

12 1
 كه تقريباً معـادل سـري   

n n




 2

1

1
2

 

باشد، همواره همگراست لذا سريمي
n

log n
n



 
 3

12 1
  نيز همگراست. 

نظر كرد و سري را معادلصرف nدر مقابلnتوان ازباشد و لذا ميمي n): جمله قويتر در صورت كسر3بررسي گزينه (
n

n
n




 3

12
در نظر گرفت و يا بـه عبـارت   

تر معادلدهسا
n n




 2

1

1
2

  سري اين سري همواره همگراست. pدر نظر گرفت و طبق مطالب

log): دقت شود همواره4بررسي گزينه ( n n است و اگر حتيlog n n صورتبههم بود آنگاه سري
n

n
n




 2

1
و يا به عبارت ديگر 

n n






1

دانيم شد كه ميمي  1

logبرابر يك است اما چون nيك سري واگراست چون توان n n لذا تفاضل توانn       پـس ايـن سـري     ود،ش ـمخرج از صـورت كمـي از عـدد يـك بزرگتـر مـي

Pهايهمگراست. بطور كلي سري
n

log n
n






1
Pبا شرط  1 .همواره همگرا هستند  
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سري داده شده همان سري  »2«گزينه ـ 6
n

( n )S
n!





   
 

1

1 3 2 1 دانيمباشد. ميمي( n ) n     21 3 2 1 صـورت بـه  توان، بنابراين سري را مي 

n

nS
n!




 

2

1
  نوشت پس داريم:  

n n n n n n n n n

n n (n ) (n ) (n )S
n! (n )! (n )! (n )! (n )! (n )!(n ) (n )! (n )! (n )!

        

        

   
        

                
2

1 1 1 1 1 1 1 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 2 1 1 2 1   

n n n
S= e

n! n! n!

  

  
     1 1 12 2

  

j»ke·kºHq™²Á½k –I¤   
 

    »3«گزينه ـ 7

سري همگراست  بنابر آزمون ريشه (كوشي) داريم:  »1«بررسي گزينه 

n

n
n

n n

e
sinh n ~ L

ee e
   2 2

12 1  

واگرايي آن از آزمون انتگرال استفاده  يا براي بررسي وضعيت همگرايي يمتوانچون تابع تحت انتگرال مثبت، پيوسته و نزولي است، بنابراين مي  »2«بررسي گزينه 

كنيم. تابع موردنظر براي انتگرال
x(Lnx)3

uاست با استفاده از تغيير متغير 1 ln xداريم ،dxdu
x

 و انتگرال موردنظر بهdu
u از آنجايي كه شود. تبديل مي 3

pيالبته با استفاده از  نكته شود.اين انتگرال همگراست، پس سري مذكور نيز همگرا مي q
n n (Lnn)






1

  .توانيم سريع اين گزينه را بررسي كنيممي 1

nسري همگراست  بنابر آزمون ريشه داريم:   »4«ينه بررسي گز
n

n ~ L
ee
  

2 1 1  
 

  »  3«ـ گزينه 8
kنخست توجه كنيد كه به ازاي هرروش اول:  n 1  :داريم                    n n n

n n n k n
 

 2 2 2
2 2 2  

           بنابراين:
n n n

k k k

n n n
n n n k n  

 
 

  2 2 2
1 1 1

2 2 2  

  :از طرفي
n

n nk

n nlim lim
n n 

 
2

2 2
1

2 2 و            2
n

n nk

n nlim lim
n n n n 

 
 


2

2 2
1

2 2 2  

nبنابراين طبق قضيه ساندويچ
n
lim S


 2 .  

nوقتيروش دوم:   ارزهم ميل كند عبارت مقابل سيگماn
n2
  :داريم باشد، بنابراينمي 2

n

n
n n k

nlim S lim
n n  

  
1

2 2 2  
 

اي نيست. بـراي همـين از   بار مشتق گرفتن هم كار عاقلانه 8براي رسيدن به مشتق مرتبه هشتم در اين سؤال، فرمول مشخصي نداريم و از طرفي   »2«گزينه ـ 9
sinلورنبسط مك x طور كه قبلاً گفتيم هرگاه مشتق مراتب بالا را دركنيم. هماندر ابتدا استفاده ميx   لورن تابعمكتوانيد بسط خواسته باشند، ميf (x)  را

fلورنرا در آن بسط مشخص كنيد. اگر بسط مك nxنوشته و ضريب (x) به صورتn
nf (x) a a x a x    1    ،داريم:  گاهآنباشد  

(n)
nf ( ) n! a   

xيكنيم كه مسأله مربوط به مشتق مراتب بالا در نقطهاز اين روش زماني استفاده مي   ده را بدانيم.لورن تابع داده شباشد و ما هم بسط مك  

  
x x xxsin x x x x x x! ! !f (x)

x x ! ! ! ! !




   
        

3 5 7
2 4 6 8 13 5 7 1 3 5 7 9 11  

( )a f ( ) !
! !

     8
8

1 1 189 9 9ضريبx8  
  

sin  كنيم: ابتدا مشتق اول را حساب مي  »3«گزينه ـ 10 xf (x) Ln( ) Ln Ln(cos x) Ln(cos x) f (x) tg x
cos x cos x

       
1 1 

tgلورناز بسط مككه اينيا  و به مشتق ششم برسيم ع مشتق بگيريمكه پنج بار از تابيا اين ؛رو داريميشحالا دو راه پ x  تر است: راه دوم سادهاستفاده كنيم؛  
x x x xf (x) tg x x x ; f (x) C ( )          

3 2 4 652 2
3 15 2 12 15 6   

xدر پس مشتق ششم    :برابر است با  ! ! !! !    
      

 
2 2 5 2 4 5 2 46 6 1615 6 15 3 5    x6ضريب 3
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xبا جايگزيني  »3«ـ گزينه 11 
 cosدر بسط x، به جاي6 x:خواهيم داشت ،  

(x ) (x ) (x )
cos(x )

! !

  
  

     

2 4 6
6 6 616 2 4 6   

xبا ضرب كردن طرفين رابطه فوق در 
   آيد:مي دستبه 6

(x ) (x ) (x )
(x )cos(x ) (x )

! ! !

  
    

       

3 5 7
6 6 6

6 6 6 2 4 6   

f               پس: ( ) ( ) cos( )      
     

3 3
3 3 6 3 6 6 2 12  

  

x  مقابل است: صورتبه xeلورنبسط مك  »2«گزينه ـ 12 xe x   
2

1 2   

xtgبنابراين بسط (e ) 1 x  مقابل است: صورتبه 1 x x xtg (e ) tg (x ) (x ) (x )           
2 2 2

1 1 311 2 2 3 2     

1وجود دارد و ضريب آن برابر x2فقط در جمله اول بسط فوق
  است. 2

 

nn    »2«ـ گزينه 13 n n
n n n

n nlim (n!) lim (( ) ) lim ( )
e e  

  2 2
1 1 1

1  

nيابطهدر قسمت نهايي از ر
n
lim f (n)


1 .استفاده كرديم  

n

n nn n n n

nLn( )Ln(n!) Lnn Lne Lnnelim lim lim ~ lim
Lnn LnnLn(n ) Ln(n )   


  1  

 

nگيريم،با توجه به وجود توان و عبارت راديكالي از آزمون ريشه كمك مي  »2«گزينه ـ 14 n
na 


5

2
  ، بنابراين داريم:

n
nn n n nn n n

nlim a lim lim ( n )
  


  25 1 522

  

nدانيم حاصلمي
x
lim n


2 nسري همگراست  است، لذا داريم:  1برابر با  5 n
n
lim a


  
1 12

  

  
uوقتي cos(u)ارزيبا استفاده از هم  »2«ـ گزينه 15  كنيم:تر ميعبارت داده شده را ساده  

x ( x) n xcos(x)cos( x) cos(nx) ( )( ) ( )    
2 2 2 222 1 1 12 2 2  

آيند؛ زيرا مخرج كسر  دستبهضرب اي شامل عباراتي با درجه زوج است. براي محاسبه حد كافيست دو جمله اول اين حاصلضرب اين عوامل يك چند جملهحاصل

nاست و در نتيجه براي هر 2داده شده از درجه   داريم  2
n

x

xlim
x




2اي است:ضرب نيز كار ساده. محاسبه دو جمله اولِ حاصل  

x x n x n( )( ) ( ) ( )x          
2 2 2 2 2 2 2

22 1 21 1 1 12 2 2 2 2 2    

  گيرد:اكنون محاسبه حد به سادگي صورت مي
n

x x k

n( )xcos(x)cos( x) cos(nx) nlim lim k
x x 

 
  

  
      

2 2 2 2 2
2

2 2
1

1 2
1 2 1 2 12 2 2

2 2 2 2  

nمثلاً nتوانيم مسأله را به ازاي مقادير كوچكميتر: حل كوتاه  nها همحل كنيم. و در گزينه 2  nرا در نظر بگيريم. دقت كنيد كه انتخاب 2 1   عاقلانـه
nنيست زيرا به ازاي 1 شوند.ها با هم برابر ميبرخي از گزينه  

x x x x

x x( )( ) ( )x x ( )xcos x cos xlim lim lim lim
x x x x      

       
     

2 2 2 2 4 2

2 2 2 2

2 1 4 1 41 1 1 1 11 2 1 4 52 2 2 2 2 2
2 2 2  

  ). 2كه برابر است با گزينه (
n

k ( )


  
2 2

1

1 1 51 42 2 2  
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  طبق آزمون ريشه داريم:  »4«گزينه ـ 16
k k

n
n k n kn

kn n k

n( )(n!) | x |elim | ( ) || | | x | lim | x | | x |
n( n )! ( )
e

 
     



22

2

221 1 222 1 2
  

  است. k2پس شعاع همگرايي برابر
  

   » 4«ـ گزينه 17
n

n n
n n nnn n

n n

a
a a

lim lim ( )
aaa a ( )

a a



 
  

 

  
 

2
2 1

11
1 1

1
12

2 2 2 82
            ،            n nn n

n nn n

a a
lim lim

a a
 

  
  11 2

1

1 1
2 2

¾M ®ÄkLU  

  
   »1«گزينه ـ 18

  كنيم.كنيم و سپس از قاعده تلسكوپي استفاده ميداده شده را تفكيك ميكسر ابتدا روش تشريحي: 

nn n n

n n (n ) n lim
(n(n )) n (n ) n (n ) (n )


  

  

   
       

   
  

2 3 3
3 3 3 3 3 3 3

1 1 1

3 3 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

  

  روش تستي: 
n

n n / /
(n n)

     




 
       




2
2 3 3 3

1

3 3 1 7 19 7 19 9 98 2162 6
  

19(در مورد كسر
216

دقت كنيد كه مقدار آن از 
 

2
2

/  كمي كوچكتر است) بنابراين داريم:  / /      99 99 2 9Áow®‚Ie  

  ) جوابه.1گزينه (
  

nكسر كنيم، تفكيككسر را  در ابتدا بايد بتوانيم  »3«گزينه ـ 19
(n )(n )(n )  1 2   توان به شكل زير تفكيك كرد:را مي 3

n A B C
(n )(n )(n ) n n n

  
     1 2 3 1 2 3  

n)، دو طرف معادله را در Aآوردن ضريب  دستبهآوريم. از اينجا به بعد را با دقت بخوانيد! براي  دستبهرا  Cو  Bو  Aحال بايد ضرايب  )1  كنـيم و  ضرب مـي
  دهيم. ـ قرار ميn ،1به جاي 

nn(n ) B(n ) C(n )A A A
(n )(n )(n ) n n

   
         

     
11 1 1 1 1

1 2 3 2 3 1 2 2   

nر، طرفين ضربدBآوردن  دستبهبه همين صورت براي     كنيم. ـ جايگذاري ميn ،2و به جاي  2
n(n ) A C(n ) n(n ) B B B

(n )(n )(n ) n n
           

      
2 2 222 21 2 3 1 3 1 1      

n(n  داريم: Cطور براي و همين ) A(n ) B(n ) nC C C
(n )(n )(n ) n n

            
      

3 3 3 3 33
1 2 3 2 3 2 1 2   

n n n

n ( ( ) ) ( )
(n )(n )(n ) n n n n n n n

  

  
         

           
1 1 1

1 1 1 3 1 1 1 1 1 3 1 3 121 2 3 2 1 2 2 3 2 1 2 2 2 2 2 3  

n
( ( ) ( )) S a a ( ( ) ( ))

n n n n






                
      1

1

1 1 1 3 1 1 1 1 1 3 1 1 1 1 1
2 1 2 2 2 3 2 2 2 3 4 2 4

ÂQ¼§v ± UÁow  
 

a  نويسيم:چند جمله از سري را مي  »2«گزينه ـ 20 , a a , a a , a ,             2 2 2 2
1 2 1 3 2 42 4 4 2 4 4 2 4 2     

i
i

S a


      
1

1
2 2 2


    

na2ها برابر با صفر، وna 2 naباشد و چون تعداد جملاتمي 2، برابر با 1 2 5برابر با 1  تاست، لذا حاصل سري برابر با 5 2 1   شود.مي  
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  :رسيمبنويسيم به هدف مي kهايرو هستيم، اگر عبارت را بر حسب توانسري هندسي روبه توان فهميد با تفاضل دوبا كمي دقت مي »1«ـ گزينه 21
k k k k

k k k k
S ( ) ( )( ) ( ) ( )

   


   

 
       

1 1

2 2
2 2 2 2

12 2 2 15 3 3 2 45 324 93 4 3 16 43 4
    

aي اولسري اول، يك سري هندسي با جمله ( ) 2
1

2 4
3 qو قدر نسبت9 

2
aي اولسي بـا جملـه  و سري دوم يك سري هند 3 ( ) 2

1
3 9
4  و قدرنسـبت  16

q 
3
  است، لذا داريم: 4

4 5288 64
S ( ) ( ) ( ) ( ) 

         
 

4 9
45 4 45 9 45 99 1624 9 24 9 24 122 316 3 16 4 641 13 4

  

 

)Lnاز nي عمومي صفر است (چون رشدواضح است حد جمله  »1«ـ گزينه 22 n ) بيشتر است) بنابراين بايد وضعيت همگرايي سري  21
n

[ Ln( n )]
n





 
2

2
1

2 1 را  1

)Lnارزبررسي كنيم، واضح است صورت كسر هم n ) 22 ارز با است، بنابراين سري هم Lnn22ارزو به عبارت ديگر هم 1
n

Lnn
n






2

2
1

و يـا بـه عبـارت ديگـر بـا       2

سري
n

Lnn
n




 2

1

  ارز است و لذا طبق نكته سري همگراست.هم 4

  

شعاع همگرايي را از رابطه  »2«گزينه ـ 23
nn n

R lim
a


  آوريم:مي دستبه 1

n
n

n n n nn n nn n n n
n

R lim lim lim R lim
cosh n e e ee e e

   
     


3 3 33 3 3

1 1 2 2 1
3

2

k{n·¼ºI¤  

|بنابراين سري در فاصله x |
e

 3
xيا 1

e e
 

 3 3
1 xهمگرا است. (دقت كنيد در نقاط 1

e
  3

  شود، سري واگراست.)به راحتي مشخص مي 1

  

nnn  گيريم:ك ميها، از آزمون ريشه كمبا توجه به فرم سري  »3«گزينه ـ 24 nn nn

n nn cos n cos
a lim a



 

   

2 2
13 3
22 2

  

nچون حد n
n
lim a


  زير است: صورتبهي عمومي ، جملهS2است، پس سري همگرا است. اما براي سري 1كوچكتر از  

  n n

n n

n ( ( ) )a  
 2

3 2 1
3

  

  


n n n
nn nn nnn n n

n ( ( ) ) ( )lim a lim lim n ( )




  

   
   2

3 3

1

2 1 2 1
33

  

  است.  بنابراين سري همگرا
  

) سري4در گزينه (  »4«گزينه ـ 25
n

n

( )
n






1

زنيم كه يك سري همگراست آنگاه سريرا مثال مي1
nn a






1

nصورتبهنيز 1
n

n
( )



 


1 1
باشد كه اين سري نيـز  مي 

  نهايت نيست.باشد و واگرا به بيص ميطبق توضيحات يك سري واگراي نامشخ

) نيز سري2ي (براي گزينه
n n




 2

1

nزنيم كه سريرا مثال مي1
n

a





1
صورتبهدر آن 

n n






1

  آيد كه اين سري يك سري واگراست.در مي1

) سري3در مورد گزينه (
n n






1

nزنيم، آنگاهرا مثال مي1

nn

a
na



 


11
  باشد:زير مي صورتبهدر اين سري 

    سري يك سري واگراست.Pكه اين سري با توجه به تعريف
n n n

n n
n n n n n

n n

  

  
  

 


  
1 1 1

1 1
1

1
  

nتوانيم اين طور استدلال كنيم كه اگر) نيز مي1براي گزينه (
n

a





1
naصفر است، پس naهمگرا باشد، حد 1باشد و داريم:مي  

n n n n n n
n n

a a a a a a
 

 
         2 2 2 2

1 1
1 1 ·H¼U ¾M¸Ã o‡  
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nوقتي  »4«گزينه ـ 26  كند براي عددميل ميn گيريم:دو حالت در نظر مي  

nزوج باشد ( nـ 1 1 فرد است): جمع هر دو جمله متوالي
n


است، تعداد1

n


nها 1
)n  شود پس حاصل حد: مي 2 )( )

n
  

1 1
2 2  

nرد باشد (ف nـ 2 1 زوج است): جمع هر دو جمله متوالي
n


است و تعداد 1

n


nها1 1
n  باشد و داريم:مي 2 n( )( )

n n


     
1 1 1 112 2 2  

  پس حد وجود ندارد.
 

nدانيم مي  »2«گزينه ـ 72

n
x

x






 1
1 

n، بنابراين با مشتق گرفتن از طرفين داريم 

n
nx

( x)








 1

2
1

1 
  ضرب كنيم: x، حالا اگر طرفين اين تساوي را در

x n n

n n

x ( x) x( x)nx n x
( x) ( x) 

 


 

  
  

 
 

2 2 1
2 4

1 2 1
1 1

nj¸Ã oŠJo†IM ¸Ã oŠ pHÁoÃ¬¢Tz¶ IM  

n n n

n n n

x x x x x xn x n x n x
( x) ( x) ( x)

  
  

  

     
     

  
  

2 2 2
2 1 2 1 2 1

4 4 3
1 2 2 2 1 1

1 1 1  
  

x n

n

x x n x
( x) 






 




2 2
31

nj¸Ã oŠJo†IM  
 

  كنيم:از آزمون ريشه استفاده مي  »4«ـ گزينه 82
n n

nn
n

a blim | x |
Lnn


 2 1  

ــده  ــق قاع ــه طب ــورتي ك ــم در ص ــد داري ــرعت رش nي س n na b a ــابراين n. بن n n
n
lim a b a


   ــي ــر م ــرج كس ــهدر مخ ــيم ك nدان
n
lim Lnn


1   

nداريم Lnnها و توابع لگاريتمي ماننداي(براي چندجمله k
n
lim n


1 وn
n
lim Lnn


1:در نتيجه خواهيم داشت (  ax x | x |
a a

    2 2 1 11  

Rپس شعاع همگرايي
a


)ييي همگراو بازه 1 , )

a a


1   است. 1
 

در واقع سري مورد نظر به صورت   »3«ـ گزينه 29
n n

i j
i j

( )
 

  1 1
2 3 

بـه   1هر دو صـفر باشـند، جملـه     jو iايم، چون وقتيواحد كم كرده 1است (از مجموع  

  آيد كه جز مجموع موردنظر نيست).دست مي
n n n i

i j i
i j i i

( ) ( ) ( )


   
           

 
   

1 1

1
1 3 1 3 121 1 1 1 3 1 21 12 22 3 21 13 2

 
  سري

 
n(aكنيم. طبق اين قضيه اگري مقدار ميانگين استفاده مياز قضيه S1در مورد  »3«ـ گزينه 30  Lباشد ميانگين حسـابي و هندسـي آن هـم بـه     Lهمگرا به (

  همگراست. بنابراين داريم:
n n n

n n
lim a a a lim a
 

1 2  

nيبراي دنباله
na
n





3 1
4 nn  خواهيم داشت: 1 n n

n n n

( n )lim lim a a a lim a
( n )  

   
  

    1 2
1 4 3 1 3
1 5 4 1 4

 


  

  برابر است با: S1است، پس شعاع همگرايي 2ر با ، برابxچون توان
n n

n

R
lim | a |


  
1 4 2

3 3
  

nسري S1توانيم به جايي حدي ميهمچنين با استفاده از مقايسه n

n
( ) x




 2

1

3
)يرا بررسي كنيم. اين سري در ناحيه 4 , )

2 2
3 3

همگراست ولي در هـر دو   

xينقطه  
2
3

n  شود:سري، واگرا مي  n n n n

n n n
( ) x ( ) ( ) ( )

  

  
     2 2

1 1 1

3 3 2 14 4 3
  

  با استفاده از قانون سرعت رشد داريم: S2هاي اين ناحيه، سري واگراست. در موردپس در لبه
n n n

nn
n n
lim lim

n nn 
  2

3 2 3 3  

S2،Rع همگراييپس شعا 
1
)ياست و بر بازه 3 , )

1 1
3 xهمگراست. به ازاي 3 

1
آيد زيرا:سري واگرا بدست مي 3

n n
n n

n
( )( ) ( )

n n n n




  

1

3 2 1 1 2 1
3 3  

xاما به ازاي  
1
  آيد:بدست مي سري همگرا 3

n n n n
n n n

n n

( ) ( )( )( ) ( ) ( )
n n n n

 

 

 
    

1 1

3 2 1 1 1 213 3  
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]يي همگرايي بازهپس بازه , )
1 1
3   توانستيم از آزمون نسبت هم كمك بگيريم:مي S1است. البته براي بدست آوردن شعاع همگرايي سري 3

n
n nn

( n )
a n( n )lim | | | | lim | |

( n )( n )a n
( n )( n )

 

    
    

  
      
     

1

1 4 7 3 1
4 5 41 5 9 4 1

1 4 7 3 1 3 4 3 4 3
1 5 9 4 1 4 5







  

  در روش اول گفته شد.  طور كهو ادامه حل همان
  

cosلورنهاي مكبا استفاده از بسط  »4«ـ گزينه 31 x،Ln ( x ) xو بسط برنولي براي 21   داريم:21
x x x x x xcos x , Ln( x) x , x ( x ) ( x ) x

                   
12 4 2 3 4 5

2 2 2 42 1 11 1 1 1 12 24 2 3 4 5 2 8    

fبنابراين بسط مك لورن (x) :به اين صورت است  x x x x x xf (x) x( x x ) ( )(x )            
2 4 2 3 4 5

2 41 11 12 8 2 24 2 3 4 5    

xدر پرانتز اول xاز ضرب 51
xداريم و از ضرب دو پرانتز ديگر در هم و تأثير علامت منفي جملات 8


5

5،x5

xو 6
      :برابر است با x5شود، لذا ضريبتوليد مي 24

      
     

1 1 1 1 15 24 2 5 24 1
8 5 6 24 12 12 5


 

  
 

 

ارزي، اسـتفاده كنـيم. طبـق ايـن هـم      ارزي اسـترلينگ ي عمومي سري، بهتـر اسـت از آزمـون ريشـه و هـم     با توجه به وجود فاكتوريل، در جمله  »1«ـ گزينه 32

nوقتي  داريمkn kn(kn)! ( )
e

:در سري داده شده داريم .  
k

n nn k kn n n nk

n( )(n!) e nelim | a | lim lim limkn(kn)! e k n( )
e

   
  

33 3
3  

kمتغير است. اگر nعددي ثابت و kدر اين حد،  kشود و اگرباشد مقدار حد صفر مي 3  1باشد، مقدار حد 3
kاست. اما اگر 27  ي صـورت  باشد، درجه 3

kشود. پس شرط همگرايي آن است كهمي بيشتر است و مقدار حد    باشد. 3
  

ncosدانيممي  »2«ـ گزينه 33 n ( )  1 شود:و بنابراين سري به صورت زير بازنويسي مي  
n

n n n

n n n n

n( ) n n ( n ) ( n )S ( ) ( ) ( ) [ ]
( n )( n ) ( n )( n ) ( n )( n )n

   

   

   
      

     
   2

1 1 1 1

1 1 4 1 2 1 2 11 1 12 1 2 1 4 2 1 2 1 4 2 1 2 14 1
  

n n n n

n

( ) ( ) ( ) ( )S [ ] ( ) ( )
n n n n





   
        

   
1

1

1 1 1 1 1 1 1 114 2 1 2 1 4 2 1 2 1 4 4
ÂQ¼§v ± U Áow

    

 
  رساندن داريم: 2با به توان  naياي صعودي است. با توجه به ضابطهشود پس دنبالههر بار در عددي بزرگتر از يك ضرب مي naا دقت كنيد كهابتد  »4«ـ گزينه 34

n

n n n n n n n
n n

a

a a a ( ) a a lim a lim a
 

        2 4 4 43 2 3 2 3 3 2 3 2 3 9 2 3 2 3 18 18    

L
L L L L

L

     


4 4
318 18

18


  

L   يقابل قبول نيست زيرا دنبالهna صعودي است پسna a1 در نتيجهL3 3، بنابراين جواب2   است.   18
 

nيدنباله  »4«ـ گزينه 35 n
na ( ( ) )  2   هاي زوج و فرد مقادير متفاوتي دارد.nبه ازاي 1

n
n

; n ka
; n k

  
 

3 2
1 2 1

  

nبنابراين حد n
n
lim | a |


  رسد:هاي زوج و فرد به دو جواب مختلف ميnنيز براي 

n  وج:هاي زnبراي nn n
n n
lim | a | lim R
 

   
13 3 3  

nn  هاي فرد:nبراي n
n n
lim | a | lim R
 

   1 1 1  

Rطور كه گفتيم كوچكترين شعاع همگرايي بايد در نظر گرفته شود و لذا همان 
1
|و بنابراين بازه همگرايي به صورت 3 x | 1

xيا و 3  
1 1
3 است و چون  3

)خود سؤال گفته به صورت a,a) است. لذا بررسي در نقاط مرزي لازم نيست وa  1
  بايد در نظر گرفته شود. 3
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ياكنون دنباله
n

n
n n

( )b ( )
( ) 
 


  1

2 1
5 1

  ادير زوج و فرد خواهيم داشت:گيريم. با جدا كردن مقرا در نظر مي 
n

n
n

( ) ;n k
b

( ) ;n k

  
  


3 24
1 2 16

  

nبه اين ترتيب حد n
n
lim | a |


3هاي زوج و فرد به ترتيب به مقاديربراي زيردنباله 
1و 4

Rخواهد رسيد. پس 6 1
4
Rو 3 2 Rو چون 6 R1 ، پـس شـعاع   2

4يعني R1همگرايي برابر با
  است. 3

)ي همگرايي سري دوم نيز به صورتهمانند سري اول بازه b , b) ( , )  
4 4
3 bاست و بنابراين 3  4

aاست. ديديم كه 3  1
bو 3 

4
bاست، پس: 3 a 4.  
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    2آزمون (پاسخنامه (    
مگراست يعني حد جمله عمومي برابر صفر است، با اين حـال  ها، حتماً سري هلازم نيست حد جمله عمومي را حساب كنيم، چون با توجه به گزينه  »4«ـ گزينه 1

  كنيم:حد را حساب مي
    در هردو حالت حد جمله عمومي برابر صفر است.
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aشود يك سري هندسي با جمله اولملاحظه مي  1
1
rو قدر نسبت 2  1

a  باشد، لذا داريم:مي 4
S

r

 
    

 

1
1 1

22 2
1 31 31 4 4

  

 
  زير نمايش داد: صورتبهتوان در واقع حد فوق را مي  »1«ـ گزينه 2

n n n n n n

k k k k k k
n n n

( k ) ( k k k ) k k k
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  

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4
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8 12 6 24 3 2 2
ÁpnH´À ÁpnH´À  

 

sin(aبا توجه به فرمول  »2«ـ گزينه 3 b) sin a.cos b sin b cos a   و تساوي
n(n ) n n

 
 

1 1 1
1   داريم: 1

sin sin( ) sin cos sin cos
n(n ) n n n n n n

   
   

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1  

  زير بنويسيم: صورتبهتوانيم پس سري داده شده را مي


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nn n
f f

sin .cos sin cos
n n n nS ( ) (tg tg ) tg lim tg tg tg tg tg

n n ncos .cos
n n 
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 


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
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

  

 

n             »3«ـ گزينه 4 n
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 

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  
   
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       

  
 

1
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  بگيريم: Lnبهتر است از طرفين  »3«ـ گزينه 5

LnAB LnA LnBnk n nk n
n n n

k k kLna Lne ( ) Lna Lne Ln( ) Lna nk n Ln( )
n n n

            
2 2 21 1 1  
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n n n n    

          2 2 2 31 11 2 3   
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n klim ( nk) lim (nk) lim k lim ( )
n   

     
2

2 31
2 3   

kشوند و در سمت راست فقطدو حد اول با هم حذف مي


2

  شوند.) پس داريم:ماند، (چون حدود بعد از آن صفر ميباقي مي 2
k

na e




2
2n

n
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

  
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  نويسيم.منهاي دو برابر جمع اعداد زوج مي n2تا  1جمع اعداد طبيعي از  صورتبهابتدا صورت كسر را   »1«ـ گزينه 6

n
n

na lim
n n

    


  2 2
1 2 3 4 5 2

4 4 1
  
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n n

( n) ( n)lim a lim
n n 

        


2 2
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   

n
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n( n ) n n n n n n[n(n )] ( n n) nlim a lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim
n n n n n    

    
    

     


2 2 222 2 1 4 2 4 2 4 42 1 2 2 12 2 2
2 3 3 3 3  

n(nتوجه داشته باشيد كه )n 
    

11 2 3 2 باشد كه فقط به جايميn بايدn2 را قرار دهيم و همچنين جمع اعداد زوج برابر است باn(n )1.  
 

  نويسيم.زير مي صورتبهرا  fابتدا تابع  »1«گزينه ـ 7

 f ( )
!


  4

1 1
3 2

xضريب   x ! !f (x) f (x) f ( )
x x x x (x )
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     4 4
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pصورت كسر يعني  »1«گزينه ـ 8 p p   
1 1 11

2 3 4
 راS1 ناميم و سپس مخرج كسر را براساسميS1 كنيم و داريم:به صورت زير بازنويسي مي  
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
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sinلورنبا توجه به بسط مك  »3«گزينه ـ 9 x :داريم  
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  برابر با مقدار زير است: x4طور كه مشخص است ضريبمانه
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qعبارت صورت كسر يك تصـاعد هندسـي بـا قدرنسـبت       »3«ـ گزينه 10 
1
a اولو جملـه   2 1 و  1
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aو جمله اول 3 1 باشد و لذا با مي 1

nتوجه به فرمول مجموع جملات تصاعد هندسي با جملات نامتناهي يعني
a

S
q




1
  يم:دار 1

 

    »3«گزينه ـ 11
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xاگر  »2«گزينه ـ 12 1 هندسي سري ،باشدn

n
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


1

1
xهمگرا است. اگر 2  1 آنگاه سري ،باشد
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1مجموع دو سري هندسي همگرا با قدر نسبت كه
  تبديل شده و همگرا است. از طرفي طبق آزمون نسبت داريم: 4

(n ) n n

n nn n

x xlim | | lim | |
x

 

 
 

2

2

1 2 1

1
2

22
  

|اگر x |1 حاصل حد فوق صفر بوده و سري همگراست و در غير اين صورت واگراست. ،باشد  
  

  دانيم:اولاً مي  »3«ـ گزينه 13
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  كنيم:ها را بررسي ميبراي پاسخ به اين سؤال، تمام گزينه  »1«گزينه ـ 14

Ln(Lnn)هاي بزرگnدانيم برايمي): 1بررسي گزينه ( 1 راين، بنـاب
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nرو هستيم كهدر اين گزينه با يك سري متناوب روبه): 2بررسي گزينه ( na 
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nبايدب)   
n
lim a


 كه واضح است ،nn
lim



1

2
.پس شرط دوم هم برقرار است. بنابراين سري متناوب و همگراست  

ارز سريواضح است سري داده شده، هم): 3بررسي گزينه (
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    »4«ـ گزينه 15
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  ابتدا تابع را تجزيه كرده و مخرج بايد مخالف صفر باشد.   »1«گزينه ـ 16
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1 1  
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iبدهند، همواره d، تشكيل تصاعد حسابي با قدرنسبتu1،u2 ،u3اگر  »4«گزينه ـ 17 iu u d  1 :و لذا داريم  
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  آيد:دست ميصورت زير بهي تلسكوپي حاصل سري بهبا استفاده از قاعده
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  دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي » 2«گزينه ـ 18
  كنيم.كنيم و سپس از قاعده تلسكوپي استفاده ميداده شده را تفكيك ميكسر ابتدا وش تشريحي: ر

n n n

(n ) (n )S
(n )(n )n (n )n(n ) (n )n n(n )

  

  

  
   

       
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 1 1 2 1 1  

nfبا فرض
(n )n



1
nfداريم 1

n(n ) 
1

1
nكه ازبنابراين يك سري تلسكوپي داريم  .1    هاي تلسكوپي خواهيم داشت:طبق فرمول سري د.شوآغاز مي 2

n n n
nn

S (f f ) (f lim f ) ( )


 


      
 1 2 1

2

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 4  

  روش تستي: 
n n n

 



   

 
 3 3

2

1 1 1
62 2

  

  بنابراين داريم:      
1 1 1 1 126 6 6 6 2Áow®‚Ie Áow®‚Ie  

  ) جوابه.2ي (بنابراين گزينه
  

x  نويسيم:لورن مخرج كسر را ميابتدا بسط مك  »4«گزينه ـ 19 x x x
x
     



2 3 4

2 3 4
1 1 6 6 6 61 6

  

)Lnلورنو اگر بسط مك x)1  شود:زير مي صورتبهرا بنويسيم، صورت كسر  
x x x x x x x x x( x)(x ...) [(x ) ( x ( ) ( ) ( ) )]               

2 3 4 2 3 4 3 4 5
22 2 2 2 21 3 2 3 4 2 3 4 3 3 2 3 3 3 4   

x  لذا داريم: x x x x x x x x( x)Ln( x) ( )[x ( x ( ) ( ) ]
x

                 


2 3 4 2 3 4 3 4
2

2 3 4
1 2 2 2 21 1 13 6 2 3 4 3 3 2 3 36 6 61 6

    

x]  كنيم:بندي ميدر اين مرحله عبارت داخل كروشه دوم را دسته ( )x ( )x ( )x ] x x x
            2 3 4 2 41 2 1 2 1 2 1 1

2 3 3 6 4 9 6 36   

x  بنابراين داريم: x x x( )(x x x )        
2 3 4

2 4
2 3 4

1 11 6 6 366 6 6
   

  است: مقابل صورتبهدارند، كه ضرايب آنها  x4ي شاملاند، جملهفقط جملاتي كه نشان داده شده     3 3
1 1 1 1
36 366 6

  xضريب 
 

بايد از بسط  »2«گزينه ـ 20
x

1
2ها، عدد xمشتق بگيريم و بعد از آن به جاي تمام  1

  را قرار دهيم: 3

n n n

n n n
x nx nx

x ( x)

  
 

  
    

 
  1 1

2
1 1

1 1
1 1

´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH  

x n n

n n
n( ) n( )

( )

 
 

 
   


 

2
1 13

2 1 1

1 2 2 92 3 31 3

´ÃÀjÂ¶ nHo¤ ,IÀ ÁI]¾M¸Ã oŠ nj
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، خـودش سـري   aسخت نيست، اما كمي وحشت اوليه، طبيعي است! ابتدا توجه كنيد؛ عبارت داده شده در توان سؤال خيلي  »3«ـ گزينه 21
n n






1

را نمـايش   1

نهايـت  عـددي باشـد كـه وقتـي بـه تـوان بـي        aرايي سري اصلي لازم است؛است. بنابراين براي همگ باشد و داراي حددانيم يك سري واگرا ميدهد كه ميمي
  ي عمومي صفر شود)دانيم شرط لازم براي همگرايي هر سري اين است كه حد جملهطور كه ميرسد، برابر با صفر شود. (چون همانمي

aتواند برابر با يك و يا بزرگتر از يك باشد، پسنمي aبا اين توضيحات، واضح است؛ 1    كه البته در اين حالت فقط شرط لازم براي همگرايـي سـري برقـرار ،
    كنيم:شود. اما بايد ديد سري شرط كافي براي همگرايي را هم دارد؟ براي اين منظور از آزمون رابه استفاده ميمي

n n n nn n
n n n nn

n n

a a a .alim n( ) lim n( ) lim n( ) lim n( a )
a

a a

      
 

 
        

      

1 1 1 1 1 11 1 12 1 2 11 1
1 1 1 11 12 2

1 1 1 1
 

 
  

  رو هستيم، بنابراين داريم:، روبه»«بينيد، با حالت ابهام طور كه ميهمان
n HOP

n

alim ( )

n






  

1
11

1



  حاصل حد

n n

n n

a Lna a
(n ) nlim ~ lim Lna a Lna a Lna Lna

n n

 


 


 


      

 

1 1
1 1 12 2

2 2

1 1
1

1 1
حاصل حد  

Lnaبر طبق آزمون رابه، شرط همگرايي اين است كه 1 براي اين منظور بايد باشد وLna  1 و لذا با شرطa e   سري همگراست. 1
  

fبايد سعي كنيم،  »1«گزينه ـ 22 (x) لورنرا به شكل سري تواني بنويسيم. براي اين منظور از بسط مكLn( t)1كنيم:، استفاده مي  

x x x x

n n

n n n n n (n ) n n
n

n n n n

( ) t
n ( ) t ( ) t ( ) t ( ) xf (x) dt ( )dt ( )dt [ ] f (x)

t t n n n(n ) n

 

         


   



   
     

 


     

1
1 1 1 1 1 1 1

1
2

1 1 1 1

1
1 1 1 1 1

1 1   
    

fتوان شعاع همگراييحالا به راحتي مي (x) :را حساب كرد  R 1n
n n nn

a n(n )lim | | lim ( ) lim
R a (n )

n


  


    



22
1

2
2

1
1 1 11 1

  

  
sec  اين سؤال، بهتر است كمي از اطلاعات مثلثاتي خود كمك بگيريم: تر حل شدنبراي ساده  »2«گزينه ـ 23 ( ) cos x sin x

x cos ( )
x

  




   1 1 1

1
1 1

1 2
  

sinحالا اگر بسط x1 رسيم:را بنويسيم، به راحتي به جواب مي  x 3 
1
6sec ( ) sin x x

x
  

   1 11
2 2  

  
  كنيم:رو هستيم! ابتدا مخرج كسر داده شده در سري را تجزيه كرده و بعد عبارت را به دو كسر تفكيك ميسخت روبه نسبتاً با يك سؤال  »3«گزينه ـ 24

  
n n n n n n n

n n n n n

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )S ( ) [ ] S S
(n )(n ) n n n n n n

     

    

      
        

           
1 1

1 2
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 3 1 2 3 1 2 3 1 3 2 3 3  

دانيممي
n n

n

( ) xLn( x)
n






  

1

1

x، كه با قرار دادن11 1 تساوي داريم: اين در طرفين  
n

n

( )
Ln

n

 




 

1

1

12
n n

n

( ) ( )Ln( )
n






  

1

1

1 11 1  

  رسيم:مي S1به شكل مقابل به سري Ln2در سري لغزاندن حدود يبا استفاده از قاعده
n

n

( )Ln S
n






 

 1
2

12 1  

  ي لغزاندن حدود استفاده كنيم، داريم:نيز از قاعده S2اگر در سري يببه همين ترتو 
n n

n n

( ) ( )S
n n

  

 

 
 

 
1 1

2
4 2

1 1
2  

  رد، پس داريم:ي اول آن وجود نداجمله 3دانست كه البته  Ln2توان معادل سريسري فوق را مي واضح است؛ .خواهدكار كمي دقت مي اينجاياما 
( ) ( ) ( )S Ln [ ] Ln ( ) Ln

    
         

1 1 2 1 3 1
2

1 1 1 1 1 52 2 1 21 2 3 2 3 6  

Ln  مقابل است: صورتبهپس حاصل نهايي سري  
2 523 18S S S [Ln Ln ] [ Ln ]       1 2

1 1 1 5 1 52 2 2 23 3 3 6 3 6  
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سري صورتبهتوان يك سؤال نسبتاً جالب! دقت كنيد؛ صورت كسر را مي  »3«ـ گزينه 25
n

k
S kk!


 

1
سـري  «توان به شكل زير به فرم نوشت. اين سري را مي 

n)  تبديل كرد:» تلسكوپي )!  1 1
k k

n n n n

fk k k k f

S [(k ) ]k! [k!(k ) k!] [(k )! k!] [k! (k )!]


   
                

11 1 1 1
1 1 1 1 1  

  شود:مقابل بازنويسي مي صورتبهپس حد خواسته شده 
n n

(n )! (n )!lim ( ) lim
(n )! (n )! 

  
 

 
1 1 1
1 1   حاصل حد 1

  
nها موجود است) به ازاياگر مقدار حد موجود باشد، (كه طبق گزينه  »2« گزينهـ 26 k nيا 3 k 3 nيا 1 k 3 هاي يكسـاني برسـيم.   بايد به جواب 2

nكنيمفرض مي k   ريم:مضرب سه باشد. در صورت اين كسر دا 3

  n n n n( ) ( ) ( ) ( )                                                                                  

1 2 3 4 5 6 7 8 3 2 1
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3  

( ) ( ) (k k k ) k ( ) ( ) (k ) k ( (k )) k                           1 1 1 2 2 2 1 1 1 3 1 3 2 3 1 3 1 2 1      
(k )k k k k

   21 3 13 2 2 2  

nkالبته  nاست، بنابراين صورت كسر برابربا 3 n( ) ( )23 1
2 3 2   .است 3

n n

n n( ) ( ) n n
lim lim

n n 

 
  

2 2

2 2

3 1 1 1
12 3 2 3 6 6
  حاصل حد 6

 
  » 3«ينه گزـ 27

 )    1يك عدد بزرگتر از
tgtg

x x

A lim [tg ] lim (



 

     

 
 


 

3 3 18 4 82

4 4

3
8  

  آنها مثبت است: sinها همگي در ربع دوم قرار دارند پس حاصلشويم كه كمانگذاريم و متوجه ميبه ترتيب عدد مي n، بجايBبراي محاسبه

n sin

n sin

n sin

    


    




    

1 12
42 17

2 3
3 2

 
 

nبراي    شود:از قضيه فشردگي استفاده مي 2
n

n n
lim lim (sin )

n n
n

n n(sin ) (sin ) B lim (sin )
n n

 






  
    

 

4
72 4 2

3 1 7 3 1


  

 

f  آوريم:مشتق در مي كنيم، يعني رابطه داده شده را به صورت تعريفاز تعريف مشتق استفاده مي  »4«ـ گزينه 28 (x y) f (x)
y x x y

 


 
1  

yبا حدگيري از طرفين تساوي، وقتي   شود:نتيجه مي  

y y y

f (x y) f (x) ylim lim ( f (x) f (x)) lim
y y x x y x x y x  

 
    

   
1 1 1

2  
  

fدر نتيجه (x)
x

 
1

2
fگيري از آن داريم، و با انتگرال (x) x c كه، با توجه به اينf ( )  پس ،f (x) x و لذاf (k) k.  

1395
k k

( k ) k
 

 
       

53 532

9 9

53 54 8 9 1431 362 2 
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k  ابتدا توجه كنيد كه داريم:    »3«ـ گزينه 29 k k (k )(k )(k )       3 26 11 5 1 2 3 1  

k  داريم:و لذا  k k
(k )! k! (k )!

  
 

 

3 26 11 5 1 1
3 3  

  
n

n k k
lim [ ] ( )

k! (k )! k! (k )!



  
  

  
1 1

1 1 1 1
3 3  

واحـد اسـت. پـس بايـد سـه جملـه اول سـري را         3ها بيشتر از يك واحد، يعنـي  يك سري با فرم سري تلسكوپي داريم كه اختلاف انديس ؛بينيدطور كه ميهمان

براي
k!
نهايت (يعنيحد قسمت دوم سري در بي را در 3بنويسيم و سپس عدد  1

k
lim

(k )! 
1

نهايـت كـه صـفر    ي دوم سـري در بـي  ) ضرب كنيم، حد جمله3

kي اول سري را به ازاياست، بنابراين كافيست مجموع سه جمله 1،k  kو 2  S  بدست بياوريم: 3
! ! !

 
        

1 1 1 1 1 6 3 1 1 511 2 3 2 6 6 6 3
  

kاگر مقدار سري صورت سؤال را به ازايروش تستي:  1 :حساب كنيم، داريم  ( )
( )!

   




3 21 6 1 11 1 5 23
1 3 24  

23خبُ
مع بِشه، امـا ايـن عـددهاي ديگـه مقدارشـون چقـدره؟ اگـر مقـدار سـري بـه           ي اول اين سري است كه قراره با عددهاي مثبت ديگه ج، فقط مقدار جمله24

kازاي  23آيد كه وقتي بارا حساب كنيم، عددي بدست مي 2
) غلط هستند! امـا در  4) و (2هاي (شود، پس گزينهشود، عددي بزرگتر از يك پديد ميجمع مي 24

n(aه در مخرج فاكتوريل يا توان نمايي در مخرجسؤالاتي ك kي اول سري (به ازايتوان با قطعيت گفت؛ مقدار جملهداريم، مي( 1 قطعاً بزرگتر يا مساوي ساير (

23جملات است، پس ساير جملات سري حداكثر
23تي باهستند كه وق 24

رسد، پس گزينه نمي 2شوند، قطعاً مقدار سري به عدد ي اول) جمع مي(مربوط به جمله 24
  ) هم غلط است!2(

  
aابتدا توجه كنيد كه تساوي  »4«ـ گزينه 30 a a

a x x x
x

    


2 31 1
1

 شود:اين رابطه نتيجه مي گيري از طرفينرا داريم. از انتگرال  

a a n
a a

a
n

x x ( )dx ( x x )dx (x )
a a a a nax

  




            

    
 

11 2 11 1 21 1 1 11 11 2 1 1 2 1 11   
    

  
  كنيم صورت و مخرج را ساده كنيم:ابتدا سعي مي  »1«گزينه ـ 31

n

n! n! S
n! (n ) (n!) (n )(n ) n!(n )[ n ] (n )(n ) (n )(n )




   

            
1

1 1
1 1 2 1 1 2 1 3 1 3  

  را حساب كنيم: سري اصلي تلسكوپي حتونيم به راحتي با استفاده از قاعدهخبُ حالا ديگه فرم سري براي ما آشناست و مي

n n
n k

S [ ] (f f )
n n

 


 

   
   3

1 1

1 1 1 1
2 1 3 2  

    آيد:واحد است، حاصل سري به صورت زير به دست مي 2با توجه به اين كه اختلاف جملات 

n
S [ lim ] [ ] ( )

(n )
       

  
1 1 1 1 1 1 1 1 5 5
2 1 1 2 1 3 2 2 3 2 6 12    

  
nهـا داريـم  ايدر سري سمت راست دقت كنيد كه براي چندجملـه كنيم. هر دو سري را با استفاده از آزمون ريشه بررسي مي  »1«گزينه ـ 32

n
lim p(n)


1  و

nبراي جملات نمايي kn b k
n
lim A A


 :در نتيجه داريم     

n nnn
n

n n nn n

( n ) e( n ) e elim lim


 


  

3 13 1 2 12 1 133 3
  

nدر سري سمت چپ هم دقت كنيد كه  nاي است وچندجمله 2
n
lim n


 2                 خواهد بود: 1
n

n
nn n

(n )(n ) nlim lim
( n) ( n) 


  

 

2 2
3 3

2 1
1 1

  

  ها همگرا هستند.اُم كوچكتر از يك است. بنابراين هر دوي آنnيدر هر دو سري، حاصل حد ريشه
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 همگرا باشـد، آنگـاه   Lبه naيكنيم. طبق اين قضيه اگر دنبالهي براي تعيين حد جمله عمومي استفاده ميي همگرايي ميانگين هندساز قضيه  »3«ـ گزينه 33
n

na a a L1 2  يدر اين سري دنبالهn
na
n





2 1
3 nدانيم كهرا در نظر بگيريد. مي 2

n
lim a



2
    ، پس داريم:3

n n nn
nn

S ( ) x lim ( )
R




   2 1 2 2

3 3 3
  

Rبنابراين شعاع همگرايي اين سري 
3
)طور كه گفتيم بازه همگرايياست. همان 2 , )

3 3
2 xياست. اما در دو نقطـه  2  

3
دهـد كـه بـه    بررسـي نشـان مـي    2

n  رسيم:هاي واگرا مييسر n n

n n
x ( ) ( ) ( )

 

 
      

1 1

3 2 3 12 3 2  

Rپس شعاع همگرايي 
3
)ي همگراييو ناحيه 2 , )

3 3
2   است. 2

  
  كنيم:از قاعده هوپيتال استفاده مي  »3«ـ گزينه 34

n
x

x x x
k

x x

k n
Ln Ln n Lnnlim lim Ln Ln Lnn Ln(n!)

x


 


  

      


1 2 2 3 3 2 31 

  


−ITÃQ¼À  
  

  ام سري فوق به صورت مقابل است:nجمله  »4«ـ گزينه 35

n
i

i
n n

i

i

a
( )












1

1

2

2
  

  با استفاده از فرمول مجموع جملات تصاعد هندسي داريم:

n
n n

n n n n n

( )
( )a

(( ) ) (( ) ) ( )


     

       
 

2 2 1
6 2 1 2 12 1 3

2 2 1 2 2 1 1 2 1
2 1

  

nبنابراين وقتي  ميل كند، برايn است و براي 3هاي زوج مقدار حد برابر باnهاي فرد، مقدار حد برابر با3 .استk
k
lim a


2  

nهاي بزرگ داريمnبراي n2 1 2 :پس  
n

n n nn n
lim a lim

( ) 
 



23
1 2

  

nدهد كهاست، اين نشان مي 3هاي فرد مقدار حدnو براي 3هاي زوج مقدار حدnبه اين ترتيب براي
n
lim a


س شرط لازم براي همگرا بودن وجود ندارد. پ 

nسري
n

a





1
  برقرار نيست. اين سري واگراست. 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

    1آزمون (پاسخنامه (    
  كنند.دو منحني همديگر را در مبدأ مختصات قطع مي  »3«گزينه ـ 1

cos cos | | 
             2

2 2 1
34 3 2 6 3cos ,

    14 2  
  

  »  1«گزينه ـ 2

fيي بين شعاع حامل و خط مماس از رابطهزاويه ( )tg
f ( )


 
 

f   آيد.به دست مي  ( ) sin   2 وf ( ) ( cos )   2 1  

fي فوقبا توجه به اينكه در نقطه ( )    لذاباشد، مي
    خواهد بود. 2

  

هاشورخورده را محاسبه كنيم، بدين منظور تقاطع دو منحني را بدست  با توجه به شكل بايد مساحت ناحيه  »3«گزينه ـ 3
كنيم. هر ضرب مي 2كه شكل متقارن است، فقط مساحت نيمه بالايي را محاسبه كرده و حاصل را درآوريم، سپس از آنجائيمي

rخط شعاعي از 1 وارد و ازr cos  1 شود، بنابراين داريم:خارج مي  

cos cos , 
        

31 1 2 2  

cos[( cos ) ]d (cos cos )d ( cos )d
  

  

 
              

2 2 2

2 21 1 1 1 21 1 2 22 2 2   مساحت نيمه بالايي 2

[ sin sin ] [ ( ) (sin sin ) sin sin ]




 
          

2

1 1 1 12 24 8 4 2 8 2 

) مساحت كل ) 
   2 1 28 4  

 
  كنيم.برابر مي 5حاسبه و حاصل را برگ است، بنابراين مساحت يك برگ را م 5منحني موردنظر رز   »1«گزينه ـ 4

cos  
         5 5 2 1


  

S cos d cos udu cos udu
 


 

  

 
 


        

1 1 2

1 1

2 2 21 15 52 2 4  

 

rمساحت محصور درون منحني  »2«گزينه ـ 5 f ( )  ياز رابطهS r d  21
  :داريم آيد. بنابراينبه دست مي 2

S tg d (( tg ) )d (tg ) ( ) ( )

  


                
4 42 21 1 1 1 11 1 1 442 2 2 2 4 8  

  

 

  آوريم:ابتدا محل تلاقي دو منحني را به دست مي  »3«گزينه ـ 6

sin cos sin cos

              


62 2 2 2

2

  

S  مساحت موردنظر برابر است با: (( cos ) ( sin ) )d ( cos cos sin sin )d

 

 
 

               
6 6

2 2

2 2 2 212 2 2 2 4 2 2 42  

cos cos( cos sin )d






   
     

6

2

1 4 1 2 51 34 2 42 2 16  

51بنابراين مساحت 
  باشد.مي 3برابر  16

 

12 1
x

y



  

2 

دستگاه مختصات قطبي:  هفتمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  كنيم.برابر مي nبرگ دارد مساحت يك برگ را محاسبه و حاصل را nباشد ومنحني مورد نظر شبيه رز مي  »4«گزينه ـ 7

n n

n

S n a cos n d na cos n d na sin n an
n

 




           

2 2

2

2 2 2 21 1 22  
  

 
r)  »1«گزينه ـ 8 , )      2 21 1 پس حدود انتگرال1  1 و 1 .هستند    

S r dt r d ( )d
  


              

31 1 12 2 2
1

11 1 21 12 3 3 3  
 

rچون براي  »4«گزينه ـ 9 sin   
11 rو براي 3 

   3   پس داريم: 2
sin sin

L r r d d ( sin )

 

 

       
2 2

1 11 1
3 3

2 2 1 19 3 2 3   

 
P(rي دلخواهنقطه  »3«ـ گزينه 10 , ) را روي منحنيr a cos   دانيـد ايـن   طـور كـه مـي   در نظر بگيريد. همـان

)aAدايره به مركزمنحني يك  , )2  است. در شكل مقابلAP وOA  هـاي دايـره هسـتند، پـس بـا هـم       هر دو شـعاع

برابر اسـت. از طرفـي شـعاع     با APOˆيدهد كه زاويهالساقين است. اين نشان ميمتساوي OAPبرابرند. پس مثلث

دايره بر خط مماس عمود است؛ پس
    2.  

  
  

كنيم. در شـكل  ي خاص روي منحني دقت مياگر به روش رد گزينه بخواهيم مسأله را حل كنيم، به يك نقطهتوضيح: 
بالاترين نقطه از دايره است. خط مماس در اين نقطه، خطي افقـي اسـت، در ايـن حالـت واضـح اسـت        Pيمقابل نقطه

كه
    2.  

  
  

ي را در مختصـات دكـارتي   ابتـدا معادلـه منحن ـ   ن، بنابرايانجام دهيماگر بخواهيم از فرمول مختصات قطبي حل كنيم، محاسبات سنگيني را بايد   »3«ـ گزينه 11
r  نويسيم:مي (sin cos ) r (r sin r cos ) x y (x y) (x ) (y )               2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 4  

با باشد و محيط آن برابرمي 2اي به شعاع منحني موردنظر دايره دانيدطور كه ميهمان  2 2   است.4
  

rن مساحت محصور توسط منحنيتوااين انتگرال را مي  »3«ـ گزينه 12 f ( )  يدر فاصله تا :در نظر گرفت، بنابراين داريم  

چون    ، است.  2اي به شعاعدايرهمساحت نيمr r   21 1 22
  

  

)اي قائم با مركزبوط به دايرهي داده شده مرمعادله  »2«ـ گزينه 13 , ) 1
باشد و چون ايـن نقطـه بـر روي    است، كه مركز دايره همان مركز تقارن منحني نيز مي 2

ها قرار دارد، خطyمحور
    كند.ها) از اين نقطه عبور ميy(يا همان محور 2

  

sinابتدا توجه كنيد كه  »2«گزينه ـ 14 cos sin( )   2 rاست، يعني معادله به صورت 4 sin( )  1   ك دلنماست.ي يباشد كه معادلهمي 4

  

r)و r2اي است، كافيستسؤال بسيار ساده  »4«گزينه ـ 15 )
  را حساب كنيم: 2

r sin cos sin cos sin

r cos sin (r ) cos sin sin cos sin 

        

             

2 2 2

2 2 2
2 1 2

2 1 2
  

rبنابراين r 2 2   شود و لذا به راحتي داريم:مي 2 L r r d d  
  

         2 2 2 2 2  
  

  

x

y



O A

P




a 
2 

 
 
a 
2 

x

y


P

AO
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

    2آزمون (پاسخنامه (    

rدانيمبه طور كلي مي  »3«ـ گزينه 1 a cos   اي بـه مركـز  دايـرهa( , )2    و بـه شـعاعa
2 

بـر   ها همان خط مماس قـائم yست كه در مبدأ محور باشد. با توجه به شكل منحني واضح امي
,a)منحني است و همچنين در نقطه )خط ،x a   مماس قائم بر منحني است. پـس در دو

)نقطه , )  و(a, ) .منحني داراي مماس قائم است  

dxدنهايت شود. بدين منظور بايبراي اين كه مماس قائم داشته باشيم، بايد شيب منحني در آن نقطه بيگر: حل دي
dt

    قرار دهيم و معادله حاصل را حل كنـيم
  تا نقطه موردنظر به دست آيد:

x r cos cos   22  
dx kcos sin sin sin k
dt


                  4 2 2 2 2 2    

]اگر , ] 2 :فرض شود، جواب معادله برابر است با  , , , , 
   

3 22 2  
)نقطه 2ها به با جايگذاري تمامي اين , )  و( , )2  رسيم.مي  

 

rكنيم، سپس براي يافتن حدود ل ليماسيون قائم را رسم ميابتدا شك  »2«ـ گزينه 2   قرار داده، در نتيجه, 
 

5 7
4   آيد.بدست مي 4

) مساحت sin ) d ( sin sin )d

 

 
         

7 3
4 2

5 5
4 4

2 21 11 2 2 1 2 2 22 2
·nI£U oMI¹M

  

( sin cos )d [ cos sin ]

 



 
          

3 3
2 2

55
44

1 31 2 2 1 2 2 2 2 22 2  

cossinنشكگيري، از فرمول توانبراي راحتي در انتگراليادآوري:   
 2 1 2

 كنيم.استفاده مي 2

 

rمساحت حاصل از دوران  »1«ـ گزينه 3 f ( )  حول محور قطبي از رابطهS r sin r r d     2   آيد. به دست مي 22

  S r sin r r d r sin ( ) (sin cos )d r sin d                2 2 2 2 22 2 2 3 4 3  

  sinsin d ( cos )d ( ) |
              2 224 3 2 3 4 3 3 1 2 12 122   

 
rمنحني  »2«ـ گزينه 4 a sin 3 باشد. برگ مي 3، رز  

ضـرب كنـيم.    3ها را محاسبه و حاصـل را در  توانيم مساحت يكي از برگها، ميبا توجه به تقارن برگ

برگ هاشور خورده در شكل روبرو به ازاي
   3 آيد. بنابراين داريم:ت ميبدس  

  
  

a a cos a aS (a sin ) d sin d d ( sin )

   
  

             
3 3 32 2 2 2

2 21 3 3 1 6 3 13 3 3 6 32 2 2 2 4 6 4   
  

rبين نمودار مساحت محدود ما يادآوري: f ( )  خطو دو نيم  1 و  2از رابطهS f ( )d



  

2

1

21
  آيد. بدست مي 2

  حل ديگر:

a a a a a a aS a sin d sin d ( cos )d d cos d [ ( ) sin ]

     
 

                     
3 3 3 3 3 32 2 2 2 2 2 22 2 23 3 3 3 3 33 3 1 6 6 62 2 4 4 4 4 3 8 4    

  
  ها محاسبه و از اين رو سه برابر شده است.توجه شود كه مساحت يكي از برگ

 

 فرمول طلايي مثلثات

a

2
a

x

y

7

4


 

5

4


 

x

y

3


 

x

y

  
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دستگاه مختصات قطبي:  هفتمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  »  4«ـ گزينه 5

rاز فرمولروش اول: 
r

r dS ( )dr
dr


  2
1

2

rدررا از برخو rكنيم. حدوداستفاده مي 2 r   و 34   آوريم:دست ميبه    

r r r( r ) r , r       3 24 4 2    
r rS | ( r )dr | | ( r r )dr | | [ r ] |       

22 32 22 2 4 53 2 3 644 3 22 2 3 1 15  
  

  آيد:دست ميبه اين صورت به Dيدانيم كه با تغيير دستگاه دكارتي به قطبي مساحت ناحيهميروش دوم: 
D D

S dydx rdrd     

داريم: rبرحسب را در اين مثال ما حدود   وr r   dدر انتگرال مياني بنويسيم. يعني ترتيب را پس حدود 34 dr نويسيم. بـراي تشـخيص   را مي
r  همواره نامنفي است: rدر انتگرال دوگانه دهيم. توجه كنيد كهها را برخورد مي، منحنيrحدود r r( r ) r , r       3 24 4 2    

r r r rS rd dr r( r r )dr ( r r )dr [ ]


             
3 23 52 4 2 23 2 4 4 32 32 644 4 3 5 3 5 15   

  
 

Sدانيم كهمي  »1«گزينه ـ 6 r d



  2

1
21

tاز رابطه ،انتگرال براي تعيين حدود، 2
t


 

 21
  كنيم:ميرا پيدا  كمترين و بيشترين مقدار 

tt ( t ) t t t
t ( t )

      
               

 

2 2
2

2 2 2
1 2 1 1 21 1

  

صورتبه بنابراين حدود تغييرات 
   2 tصورتبه tو حدود تغييرات 2  1   است. 1

( t ) ( t )S r d ( )dt dt ( )
t ( t )



  

  
        

   
2 2 21 122
2 2 21 1

2

1 1 1 1 1 1 22 2 2 21 1
  

 

r    »4«گزينه ـ 7 a cos y a cos sin ; x a cos dx a sin cos d            2 2 3 23  
دوران  xرا حول محـور  تا متقارن است. پس بايد از yو xكند، پس منحني نسبت به محورهايتغيير نمي به و با تغيير به با تغيير rچون

تا متقارن است از yدهيم كه چون نسبت به
  كنيم.برابر مي 2دهيم و حاصل را را دوران مي 2

cos cos

V y dx a cos sin ( a sin cos d ) a sin cos d a sin ( cos )cos d
    

  


 

                           
6 8

2 2 4 2 2 3 3 6 3 2 62 2 22 3 6 6 1  

cos cosa [ ] a a



 

       
27 93 3 32 46 67 9 63 21  

 

yطول منحني  »1«گزينه ـ 8 f (x) از رابطهy dx rو طول منحني 21 f ( )  از رابطهr r d  2   آيد.به دست مي 2

l x dx , l d      
2 22 2

1 21 1
 

  
  پس طول دو منحني با هم برابر است.

 

  آوريم:ابتدا محل تلاقي دو منحني را به دست مي  »3«گزينه ـ 9

sin cos sin cos

              


62 2 2 2

2

  

S  مساحت موردنظر برابر است با: (( cos ) ( sin ) )d ( cos cos sin sin )d

 

 
 

               
6 6

2 2

2 2 2 212 2 2 2 4 2 2 42  

cos cos( cos sin )d






   
     

6

2

1 4 1 2 51 34 2 42 2 16  

51ين مساحت بنابرا
  باشد.مي 3برابر  16
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

dyيدمنظور با براي اينبراي اين كه مماس افقي داشته باشيم، بايد شيب منحني در آن نقطه صفر شود.   »3«گزينه ـ 10
d

اوي صـفر قـرار   را حسـاب كـرده و مس ـ  

y     دهيم: r sin cos sin    2  
dy sincos cos sin cos cos sin sin cos( ) cos
d cos

 
                  

 
2 22 2 2 2 3

2 2
     

kk   
       3 2 3 6  

]اگر , ] 2 معادله برابر است با: هايفرض شود، جواب  , , , , ,     
 

5 7 3 11
6 2 6 6 2 6  

)به نقاطها با جايگذاري تمامي اين , )
1

62
)و  , )

1 5
62

)و  , )
1 7

62
)و  , )

1 11
62

منفي دارند را  rدانيد نقاطي كهطور كه ميرسيم، همانمي 

)ها نقاطتوان به مثبت تبديل نمود، پس با توجه به گزينهها ميبه زاويه آن با اضافه كردن (كم كردن) مقدار , )1 5
62

)و  , )
1 5

62
)(متناظر بـا   , )1

62
 (

  جواب هستند.
rاگـر منحنـي  توضيح:  cos 2 طرا رسـم كنـيم، واضـح اسـت كـه در نقـا       2   و   

دهنـد. بنـابراين بـا    هاي افقي رخ مـي مماس دهند و در چهار نقطه از منحنيهاي قائم رخ ميمماس
) را انتخاب كنيم. البته اين به شـرطي اسـت كـه شـكل را     3توانيم به راحتي گزينه (رسم شكل مي

  روفي است، شرط سختي نيست!حفظ باشيم كه چون منحني مع
 

rابتدا توجه كنيد كه  »2«گزينه ـ 11 

rو لذا 1  

2
  و بنابراين طبق فرمول داريم: 1

L r r d d ( ) d
 


             

     2
1

4 4 4 1
2 2 2 2 23 3 3 2

3 3 32 4 2
4 4 4

1 1 1 1 1  

uتغيير متغير استفاده از با   2 2 و يا 21
u

 


2
2
1

1
  ، خواهيم داشت:

u , u       
4 5 3 5
3 4 4 uduو        3 udud d

(u ) (u )
 

     
  2 2 2 2

22
1 1

  

udu  حالا به راحتي داريم: u du du uu ( ) ( ) u Ln | | Ln
u(u ) u u

                  
55 5 52 324 3 3

5 5 52 2 2 2 5
3 4 4 4

1 1 5 31 2 1 12 21 1 1
  

  

r  ل كنيم:ببريم و سؤال را ح دكارتيتوانيم معادله را به مختصات مي  »2«گزينه ـ 12 r sin r cos y x
sin cos

       
 

2 2 2  

|ي اين خط از مبدأ برابر بادانيم فاصلهمي |



2 2

1 1
  است. 

  

  دهيم:نمايش مي قطبيي خم را در مختصات ابتدا معادله  »2«گزينه ـ 13

x y xy r (r cos )(r sin ) r r sin           2 2 2 2 2116 16 2 162
  

r r sin r ( sin ) r
sin

         
 

2 2 2 2 2 322 2 32 2 2 32 2 2
nj Jo† ¸Ã oŠ  

را نيز ماكزيمم و يا مينيمم خواهـد كـرد.    rرا ماكزيمم و يا مينيمم كند، r2كه هستيم. هر مقدار rبيشترين و كمترين مقدار فاصله از مبدأ يعني همان دنبال

sinبه ازاي r2اما  2 sinمينيمم و به ازاي 1   2 برابر با r2ماكزيمم خواهد شد. بنابراين مينيمم 1


32 32
2 1 و ماكزيمم آن برابر با 3


32 322 اسـت و   1

برابر با rلذا مينيمم ،هستيم rون دنبال ماكزيمم و مينيممچ
32 4 6
3 32برابر با rو ماكزيمم 3 4   شود.مي 2

  

x

y

  

    
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دستگاه مختصات قطبي:  هفتمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

rr  تر است كه معادله را به فضاي دكارتي ببريم:راحت  »3«گزينه ـ 14 cos sin r r cos r sin x y x y         2 2 2nj Jo† ¸Ã oŠ  

yمحل تلاقي منحني فوق با محور قطبي و به عبارت ديگر تلاقي با دست آوردنبه دنبال  :هستيم، لذا داريم  
x x x(x ) x , x        2 2

2 11 1     
xبا بري دو نقطه از هم براپس فاصله x   2 1 1 1 .است  

  

rابتدا  »1«گزينه ـ 15
a  كنيم:را حساب مي 2 ar atgh , r sec h (r ) sec h ( ) 

       
2

2 2 4
2 2 2 4 2

  

  حالا با استفاده از فرمول داريم:

a aL a tgh sec h d a tgh ( ) ( tgh ( )) d a ( tgh ) d ( tgh )d
   
        

               
22 2 2 22 2 4 2 2 2 2 2 21 11 1 12 4 2 2 4 2 4 2 2 2

  

a a aL ( sec h )d tgh ( tgh ) a( tgh )
                

22 22 2 2 4 2 22 2 2 2 2 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

    1آزمون (پاسخنامه (    

zكهاينبا فرض   »3«گزينه ـ 1 x iy  وz x iy  براي منحني ،C1 بايد قسمت حقيقي
z
  را حساب كنيم: 1

x iy x y xC : Re( ) Re( ) Re( ) Re[ i ]
z x iy x y x y x y x y


    

    
1 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1  

xصورتبه C1بنابراين معادله
x y


2 2

1
xصورتبهو به عبارت ديگر  4 y x  2 2 4  و يا(x ) y  2 22 كـه مسـاحت    2اي بـا شـعاع   باشد، يعني دايرهمي 4

)آن )  22   رويم:مي C2شود. حالا سراغمي 4
x y y x (y )        2 2 2 22 3 1 4C : zz i(z z) (x iy)(x iy) i[(x iy) (x iy)]          2 3 3  

)كه مساحت آن 2اي به شعاع يعني دايره )  22   صحيح است. 3شود، پس گزينه مي 4
  

zصورتبه zاگر   »1«ـ گزينه 2 x iy   ،گاهآنتعريف شودRe z x ،Im z y و| z | x y 2   ي زير را داريم:خواهد بود، يعني معادله 2
| x | | y | x y x y | x || y | x y | x || y | x y            2 2 2 2 2 22 2   2·H¼U ¾M¸Ã oŠ IÄ  

xyدر هر صورت   است و به عبارت ديگرRe(z)Im(z)  شود.مي  
  

zكهاينبا فرض   »1«ـ گزينه 3 x iy  ،داريم: گاهآن  z x iy x iye e e .e   
z x iy x iyexp(z) e e .e e .e       

xعدد حقيقي است پس xeشود، چونمزدوج عدد حقيقي خودش مي xe eزدوج و مiy برابر باiy شود، لذا داريم:مي  
exp(z)x iy x iy x iy zexp(z) e .e e e e        

  

iكهايناي است، با فرض سؤال ساده  »3«ـ گزينه 4  1 :لذا داريم  
i i

i e , i e
 


         4 41 1 1 2 1 1 1 2  

n4 12
i in n n n i n i n nA ( e ) ( e ) ( ) [e e ] [ cos( n )]

 
            8 8 8 2 2 4 44 42 2 2 2 2 2 2 2 1  

  
  را حساب كنيم: zواضح است ابتدا بايد مقادير   »3«ـ گزينه 5

     zz cos z z( cos ) z cos z z cos cos
z

    
            2 2 21 2 1 2 2 1 112 12 12 12 12njJo†¸Ã oŠ  

i
z cos sin cos( ) i sin( ) e


   

      2 12
12 12 12 12  

اگر 
i

z e


  گاهآن، 12
i

e
z




   ، لذا داريم:121
i i i

i
z (e ) ( ) e e cos

z
e

  





      
6 66 6 612 12 12

6
12

1 1 62 12   

اگر 
i

z e



  گاهآن، 12

i
e

z



   ، لذا داريم:121
i i i

i
z (e ) ( ) e e cos

z
e

  
 





      

6 66 6 612 12 12
6

12

1 1 62 12   

  پس در هر حالت، مقدار خواسته شده برابر با صفر است.
  

z  ، لذا داريم:zيعني مزدوج  zدانيم مي »4«گزينه ـ 6 i z i    3 3 3 3  

i3نقطه كهاينبا توجه به  Arg(z)  در ربع چهارم قرار دارد، لذا داريم: 3 Arctg( ) | z | ( ) 
      2 23 3 3 2 33 6 ,  


 2

i i
z e (z) ( ) e Arg(z)

 
  

    
33 3 36 62 3 2 3    

 
|با توجه به نكته متن كتاب،  »1«گزينه ـ 7 z z | | z z | a   1   باشد. معادله يك بيضي مي 2

 
tي اولسري داده شده يك سري هندسي با جمله  »2«گزينه ـ 8 1 rو 1 i :است، لذا داريم  

k

k

t ( r ) ( i ) i (i )i (i ) i ii
r i i i i i

     
      

     
1 1 1 1 1 1 1 2 51

1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1
    


  

xبنابراين iy 1 و لذاx 1 وy   و بنابراين1y x    1.  
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اعداد مختلطفصل هشتم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

توجه به اينكه با  »1«ـ گزينه 9
i

i e


 و 2
i

i e



    باشد، داريم:مي 2

i ii i i i i ii i i i i i i(i i ) i(e e ) i(e e )
   

              
2 2

1 1 2 2 2 2  
 

|  ابتدا توجه كنيد كه:   »1«ـ گزينه 10 z | , | z |
| z | | z |

| z | , | z |

        
   

2 2
2 2

2 2
1 1 1 83 3

2 11 2 7
  

aدانيماز طرفي مي | a || |
b | b |
 و| a b | | a b | | a | | b |     داريم بنابراين:  | z | z | z | | z || |

| z | z | z | | z |
   

  
   

8 1
11 7
2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1
2 2 2 2



  

  شود.شود. هرگاه صورت را كوچك و مخرج را بزرگ كنيم، كسر كوچك ميهرگاه صورت را بزرگ و مخرج را كوچك كنيم، كسر بزرگتر ميتوضيح: 
 

)  كند:باشد، لذا در معادله صدق ميريشه معادله مي i1چون  »3«ـ گزينه 11 i) a( i) b     5 31 1    

)nطبق نكته حاصل i)1 برايnهاي فرد برابر
n

( i) ( i)



1

22 nدر اين تست كهاينباشد، لذا با توجه به مي 1  nو 3    است، داريم: 5

( i) ( i) a( i) ( i) b ( i) ( i) a( i)( i) b i ( i) a( i i ) b  
 

                
5 1 3 1

2 2 22 22 1 2 1 2 1 2 1 4 1 2 2   
a

i ai a b ( a)i a b a , b a b
a b


 


  
                          

4 24 4 2 2 4 2 4 2 2 8 2 8 64 2  
  را در معادله قرار دهيم و به طور عادي محاسبات را انجام دهيم. i1توانيمالبته بدون استفاده از نكته نيز مي

 
zواضح است بايد  »4«ـ گزينه 12 x iy  :قرار دهيم  

x iy x x xRe( )
z x iy zx y x y x y x y


             

    2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 11 1 1 1 1 1 2 1  

(x,y) x y x y x (x ) y       
2 2 2 2 2 21 1

2 4
‡o{IM njJo†¸Ã o‡  

)اي به مركزكه محيط و خارج دايره , )1
2  1و شعاع

,x)است (كه البته چون 2 y) ( , )   ييعني نقطه( , )  ) صحيح است4جزء ناحيه نيست) پس گزينه (.  
 

  ها بررسي شوند:لازم است تمام گزينه ،با توجه به سؤال   »3«ـ گزينه 13
) Im(z ) Im[(x iy) ] Im[x i y xiy] Im(x y xiy) xy xy               2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 2 2 2 2 2 1  

  ي يك هذلولي است)ادلهكه نمايش يك منحني غير از دايره است. (مع
) Re[(z) ] Re[(x iy) ] Re[x i y i xiy] Re[x y i xy] x y              2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2  

  ي يك هذلولي است.و معادله نيستي يك دايره كه معادله
x iy x iy) Re( ) Re( ) Re[ ] Re[ ]

z x iy x (iy) x y x y


       
   2 2 2 2 2 2

1 13 1 1 1 1  

x x y x (x ) y
x y

         


2 2 2 2
2 2

1 11 2 4  

)ي يك دايره به مركزكه معادله , )1
2  1و شعاع

  :كنيم) را نيز بررسي مي4چند نياز نيست و پاسخ به تست تمام است، اما منحني داده شده در گزينه (است. هر  2

) | z | Re(z) x y x x y ( x ) x y x x              2 22 2 2 2 2 2 2 2 24 12 12 12 144 24·H¼U ¾M¸Ã o‡ ·H¼U ¾M¸Ã o‡  
yيك سهمي است يكه معادله x    2 24 144  

 
  نمايش دهيم:بهتر است هر دو پرانتز را در مختصات نمايي   »4«ـ گزينه 14

i i iA ( e )( e ) e [cos( ) i sin( )] [cos( ) i sin( )]       4 8 123 4 12 12 12 12 12 18 6 18 6
              

[ cos( ) i( sin( ))] A ( ) i( ) i             
1 312 6 6 12 12 6 6 32 2

   
 

zكنيمفرض مي  »2«ـ گزينه 15 x iy  و لذاz x iy :بنابراين داريم ،    
( i)(x iy) ( i)(x iy) x iy ix i y x iy ix i y ix iy i(x y) x y y x                         2 21 1 2 2     

 ) صحيح است.2بنابراين گزينه (
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

    2آزمون (پاسخنامه (    

zاگر  »4«گزينه ـ 1 x iy  دانيم اندازه باشد، ميz برابر با| z | x y 2 nاست و با توجه به اين كه 2 n| z | | z | باشد، داريم:مي  
| i | | i | | i | | i n |     2 2 2 21 1 2 1 3 1| z | | z | | ( i)( i )( i ) ( i n ) |     2 2 21 1 2 1 3 1  

(n )! 1(n )      2 3 4 1| z | ( ) ( ) ( ) ( n ) 2 2 2 2 22 3 4 1  
nالبته با قرار دادن  |و محاسبه 2 ( i)( i ) |  21 1   توان به روش سريع به سؤال پاسخ داد. مي 2

  

  نويسيم:زير مي صورتبهابتدا معادله را   »1«گزينه ـ 2
k ki iz z z z( ) e e

z z z z

 
   

      
2

4 4 4 4 21 1 1 116 16 16 2  
zk z x iy x , y

z


             
1 2 1 1 1   

 كند.صدق مي» 1«ي داده شده در گزينه كه مقادير فوق، فقط در معادله
  

n، داده شده است، لذا در حالت كلي مقاديرzو  zهاي متوالي براي توان صورتبهحاصل عبارت  كهاينبا توجه به   »4«گزينه ـ 3 nz z كنيمرا حساب مي:  
n n n r ,n n n n n n

n n n

z r cos ir sin z r cos n ir sin
z (z) ir sin n z (z) i ( ) sin n( )

z r cos i sin (z) r cos n ir sin


             

     

2 42 2 2 4  

  را قرار دهيم: 3و  2، 1اعداد  nكافيست به جاي 

i32

n z z i ( ) sin( ) i i

n z z i ( ) sin( ) i i A ( i)( i)( i)

n z z i ( ) sin( ) i i


       


 

           



        


1

2 2 2

3 3 3

21 2 2 2 2 24 2
2 2 2 2 2 2 1 4 2 4 44

23 2 2 3 4 2 44 2

  

nاگر توضيح: nA (z z)(z z )(z z ) (z z )    2 2 3 3   شد:زير مي صورتبهمورد سؤال بود، حاصل آن  
n(n )

n nA i r (sin sin sin sin n )


    
1

22 2 3   
  

  كنيم:را اضافه و كم مي AAابتدا به سمت چپ  »2«گزينه ـ 4
zz Az Az AA AA B z(z A) A(z A) AA B             

(z A)(z A) AA B (z A)(z A) AA B | z A | AA B | z A | AA B                 2  
zاي به مركزي فوق، دايرهبنابراين معادله A  و به شعاعAA B باشد، براي اين كه مطمئن باشيم زير راديكال منفي نيست، چونميAA | A | مثبت  2

  ايد عددي منفي باشد.ب Bاست، پس
  

yهاي حقيقي باشد، بايدبراي اين كه معادله فقط داراي ريشه  »1«گزينه ـ 5   و لذاz x :و بنابراين داريم  

a b 2 2 1n n nix ix x| ( ) | | a bi | | | | a bi | ( ) a b a b
ix ix x

  
           

  

2 2 2 2 2
2

1 1 1 11 1 1
  

  
zي معادله غيرحقيقيهاي سؤال راحتي است، كافيست ريشه  »2«گزينه ـ 6 3   را حساب كنيم: 1هاي سوم موهومي عدد و به عبارت ديگر ريشه 1

z cos( ) i sin( ) i z i cos i sin

z cos( ) i sin( ) i z i cos( ) i sin( )

   
          

            

1 1

2 2

2 2 1 3 1 313 3 2 2 2 2 3 3
4 4 1 3 1 313 3 2 2 2 2 3 3

  

  ي دموآور داريم:حالا طبق قاعده

(z ) cos( ) i sin( )
(z ) (z ) cos cos( ) cos( )

(z ) cos( ) i sin( )

                      


5
1 5 5

1 2
5

2

5 51 5 13 3 1 1 2 2 2 2 2 15 5 3 3 3 21 3 3
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|       »1«گزينه ـ 7 z | | z | | ( i ) | | (x iy) | | i | | ( x) iy |               1 21 1 1 3 5 1 2 5 1  
( x) y x y x ( )       2 2 2 24 5 1 2 8 1  

| z | | z | | i | | x iy | x y x y ( )           2 2 2 2
1 2 3 5 9 5 14 2   

( )( ),( ) x x y       22 1 2 8 14 3 5´ÃÀjÂ¶ nHo¤ ¾‰MHn nj   
zكه با توجه به شرط  z1 2،y     قابل قبول است. 5

 

zبا توجه به اين كه  »3«ـ گزينه 8 zx 
 zو 2 zy

i


   ، لذا داريم:2

z z z z z z zz z (z) zzf (z) ( ) i( ) ( ) i( ) z (z) zz i(z z zz)
i i

     
         

2 2 2 22 2 2 2 2 2
2

2 24 4 4 4 2 22 2 4 4
    

f (z) ( i)z ( i)zz ( i)z      2 21 2 2 1  
 

z  يريم، لذا داريم:فاكتور بگ zواضح است ابتدا بايد از   »3«گزينه ـ 9 z z z(z z ) z , z z           5 3 4 2 4 21 1     
zدقت كنيد؛   باشـيم. امـا بـراي حـل     4ي درجـه ( هـاي معادلـه  هـا هـم آن را نـداريم، پـس بايـد دنبـال ريشـه       ي بـديهي معادلـه اسـت و در گزينـه    ، ريشـه (

zيمعادله z  4 2 1  فرض كنيم كهاين، دو راه داريم؛ اولz A2 ي دومي درجهو معادلهA A  2 1        را حـل كنـيم و بعـد از پيـدا كـردنA ،z  را

zتعيين كنيم. راه ديگر اين است كه دقت كنيد z 2 qيك تصاعد هندسي با قدرنسبت 41 z tو 2 1 zاست و لذا سمت چپ برابر با 1
z




6

2
1
1

  است: 
i

z e


 3
k ki i kiz z z e e e
 

          
2

166 6 6 6 31 1 1 1


  
  

sinابتدا با استفاده از تساوي  »4«ـ گزينه 01 xtgx
cos x

:خواهيم داشت ،  n n n

sin xiitgx cos x isin xcos xA ( ) ( ) ( )
sin xitgx cos x isin xi
cos x

 
  

 

11
1 1

  

cosnxcoxnx  توانيم از قانون دموآور استفاده كنيم:حالا مي isin nx itgnxA ( ) A
cos nx isin nx itgnx

 
   

 
1
1

oM´Ãv£UZoh¶ »Rn¼‚ 
  

دانيممي  »1«ـ گزينه 11
i

i e


  31 3 و 2
i

i e



  31 3   لذا داريم: 2

i i k k k k
A i i ( e ) ( e ) (cos i sin ) (cos i sin )

 


   
    

         
1 1

3 2 3 2
2 2 2 23 3 3 31 3 1 3 2 2 2 22 2 2 2  

kاگر   ،داريم: گاهآن  A (cos isin ) (cos( ) i sin( )) cos( )    
        

32 2 2 2 2 2 66 6 6 6 6 2  
kاگر 1 ،داريم: گاهآن    

A (cos isin ) (cos i sin ) [ cos i sin ] [ cos i sin ] cos ( )        
                

7 7 5 5 32 2 2 2 2 2 2 2 66 6 6 6 6 6 6 6 6 2
  ) صحيح است.1پس گزينه (
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a a a a

           

)اي به مركزدايره , )
a a
  باشدميd d ca | z | c | z |

a a a


       2 2 
 

b  دهيم:را تشكيل مي ابتدا  »4«ـ گزينه 13 ac ( i) i i i i i i              2 2 21 1 1 2 1 1  

i  بنابراين داريم:
, ,

( i) i i( i) i i i i i iz z i i i
i i
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اما
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

 
  4

4   و بنابراين داريم: 4

,

z ( ) i( )
z i i i i i[cos i sin ] i i[ i ]

z ( ) i( )
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itg p

i( tg p)

i( tg p)

pi p e pi e
pipi p e






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     
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1

1

2
2

2

1 1 1
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tgدانيممي p cot g p  
 1 1

tg، لذا2 p cot g p   1 12 )i  و لذا داريم: 2 cot g p) n i( n cot g p)pi pie ( ) e
pi pi

   
  

 

1 12 21 1
1 1  

)i  داريم:بنابراين  n cot g p) i( n cot g p)e .e e
   

1 12 2 1 
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z 

1
  كنيم:را حساب مي 1

(x ) iy (x ) iy x yi
z x iy (x ) iy (x ) iy (x ) y (x ) y (x ) y

    
     

            2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
  

x x x yRe( i )
z (x ) y (x ) y

   
     

    

2 2

2 2 2 2
1 1 3 21 11 1 1

  

y x x y yIm( i )
z (x ) y (x ) y

   
   

    

2 2

2 2 2 2
1 2 4 2 22 21 1 1

  

x x y x x y y x x y yRe( i ) Im( i )
z z (x ) y (x ) y (x ) y

          
         

       

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 3 2 2 4 2 2 3 7 3 41 2 4 4 41 1 1 1 1

  

(x ) (y ) ( )    2 2 21 1 2
2 2 2

·jo¨½jIw pHuQ  

2پس شعاع دايره
 است. 2

 


	F1.pdf (p.1-4)
	F2.pdf (p.5-20)
	F3.pdf (p.21-37)
	F4.pdf (p.38-54)
	F5.pdf (p.55-71)
	F6.pdf (p.72-87)
	F7.pdf (p.88-93)
	F8.pdf (p.94-98)

