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اعداد مختلطفصل هشتم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

zدو مثلث با رئوس  :5نكته  ,z2 wو همچنين z3و 1 ,w2   شود: متشابه هستند، اگر و فقط اگر، دترمينان زير صفر w3و1

z z z
w w w

1 2 3
1 2 3

1 1 1
  

 مثلثي به رئوس  :15مثالz i , z  2 1  وz  3 wو مثلث ديگري با رئوس 1 i , w   2 11 wو 1 i 3 داريم. اگر بخواهيم ايـن دو   1
  اعداد حقيقي و مخالف صفر هستند) وبرقرار است؟ ( و اي بينرابطه چه شابه باشند،تمثلث م
1(  3  2(  3 3(  3  4 (   3  
   :ي فوق لازم است دترمينان رئوس دو مثلث برابر با صفر باشد: با توجه به نكته  »1«گزينه پاسخ  

i [( i) ( i) ( i) ( )] [ ( ) ( )] [ ( ) ( i)]
i i

                    
  

1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1
      

  i i i i i i ( ) ( ) i               2 1 1 2 2 1 1   

  بنابراين داريم:   3  
               

2 2 1 1 32 2 2 1 4 12 1 4 4





  
  

zبر يك خط راست واقع باشند، اين است كه z3و z1،z2شرط آن كه سه نقطه متمايز  :6نكته  z
z z



3 2
2 1

  عددي حقيقي و مخالف صفر باشد.  

ضرب داخلي و خارجي دو عدد مختلط  
  

zدو عدد مختلط (يا دو بردار) x iy , z x iy   2 2 2 1 1   :شودزير تعريف مي صورتبه z2و z1ضرب داخليمفروضند،  1
z .z x x y y 1 2 1 2 1 2 

  شود:زير تعريف مي صورتبه z2و z1ضرب خارجيو 
z z x y y x  1 2 1 2 1 2 

 
zزاويه بين دو عدد مختلط زاويه بين دو عدد (بردار) مختلط: ,z2   توان از يكي از دو رابطه زير محاسبه نمود : را مي1

z z
sin

| z || z |


  1 2
1 2

                ،                 z .z
cos

| z || z |
  1 2

1 2
         

 اگر :16مثالz i , z i   2 13 4 3 zحاصل گاهآن 4 .z
A

z z



1 2

1 2
  كدام است؟ 

1 (7
24  2 (

7
24  3 (

24
7  4 (24

7  

 : 4«گزينه  پاسخ«                         z .z ( )( ) ( )( ) z .zA
z z ( )( ) ( )( ) z z

     
          

1 2 1 2
1 2 1 2

3 4 4 3 24 24
3 3 4 4 7 7  

شكل قطبي اعداد مختلط   
  

zهر عدد مختلط x iy  توان به شكلرا ميz r(cos i sin )    نامند.نوع نمايش را شكل قطبي عدد مختلط مينوشت. اين  يـا   آرگومان يا آونـد را
x  را داريم: مقابلهاي و تساوي گويند.مي zعدد مختلط و يا اندازهمدول  ،قدر مطلقرا  rو zعدد مختلط زاويه فاز r cos , y r sin     
محاسبه ي اندازه و آرگومانِ اعداد مختلط  

  
zعدد مختلط غير صفر x iy   .يي نقطهفاصله شكل مطابقرا در نظر بگيريدz تا مبدأ مختصات را باr بـه آن انـدازه    طور كه گفتيم؛همان دهيم ونشان مي

z شود:زير حساب مي صورتبهشود و ته ميگف  
r | z | x y  2 2  

r است. عددي مثبت  

ytgاست. چون اي مانند، زاويهzمنظور از يك آرگومان ،مطابق شكلاز طرفي 
x

  
¾Ä»Hp ¾M®MI£¶”±†
¾Ä»Hp ¾M n»I]¶”±†

  ذا داريم:، ل

yArctg( )
x

   

z x iy 

y

x

  محور حقيقي

 موهوميمحور 

y 
r
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اعداد مختلطفصل هشتم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

z i (  1 3 3  
r ( ) ( )

Arctg( ) Arctg

       
     



2 21 3 1 3 4 2
3 31 3

  

قرار دارد، بايد به دومن نقطه در ربع چو
 را اضافه كنيم، لذا ، عدد3 

   
2

3 3   

zو بنابراين ( , )
22   است. 3

  
z i (  2 2 3 4  

r ( ) ( )

Arctg( ) Arctg

       
    



2 22 2 3 4 12 4
2 3 32 3

  

است، پس بايد به سومچون نقطه در ربع 
اضافه شود، بنابراين ، عدد3 

   
4

3   جواب موردنظر است  3

zو بنابراين ( , )
44   است. 3

  

 آرگومان  :2تذكرz ki برابر با
  zو 2 ki  برابر با

     است.) بزرگتر از صفرعددي حقيقي و  kاست ( 2
k kz ki Arctg Arctg( ) , z ki Arctg( ) Arctg  

                2 2 
  

  
 اگر :17مثالz i( i )( i)  1 3   كدام است؟ zفرم قطبي گاهآن، 3

1( ( , )2 6  2( ( , )2 3  3( ( , )4 6  4(  ( , )4 3  

 كنيم تا عبارت ساده شود:ابتدا پرانتزها را در هم ضرب مي  »4«گزينه :  پاسخ  
z (i i )( i) (i )( i) ( i) ( ) i i i i               2 2 2 23 3 3 3 3 3 2 3 3 1 2 3 2 2 3  

r  كنيم:را حساب مي zيابتدا اندازه | z | ( )       2 22 2 3 4 4 3 16 4  

)yArctg  را حساب كنيم و لذا داريم: zحالا بايد آرگومان ) Arctg( ) Arctg
x


  

2 3 32 3  

همان در ربع اول قرار دارد، بنابراين چون
  zت، پسمورد قبول اس 3 ( , ) 4   ، فرم قطبي مطلوب است.3

شكل نمايي عدد مختلط   
  

ieبا استفاده از فرمول cos i sin   هر عدد مختلط به شكل قطبي ،z r(cos i sin )    توان به فرمرا ميiz re   نوشت كه به آن فرم نمائي يك
izگويند. عددعدد مختلط مي re  را به شكلz r  خورد.كمتر به چشم مي ش آخري در رياضياتكه البته نماي ،توان نمايش دادنيز مي  

 عدد مختلط :18مثالi
z e



   را به فرم دكارتي بنويسيد. 32

 : با توجه به اين پاسخr  و 2
  z   باشد، داريم:مي 3 (cos i sin ) ( i ) i 

     
1 32 2 1 33 3 2 2   

  اعداد مختلط به فرم قطبي يا نماييضرب و تقسيم       

دو عدد مختلط استفاده  ضرب و تقسيمباشد ولي براي محاسبه تر از فرم قطبي يا نمايي ميبراي جمع يا تفريق دو عدد مختلط استفاده از فرم دكارتي سادهمعمولاً 
  باشد.تر از فرم دكارتي مينمايي سادهاز فرم

izاگر r e  11 izو 1 r e  22 )i  خواهيم داشت: گاهآن 2 )) z z r r e   1 21 2 1 )iو                               22 )z r
) e

z r
  1 21 1

2 2
1  

2
3


3
1

z

1

2



Im(z)

Re(z)

z

4
3
 

2 3

1

1

2

3


2
Re(z)

Im(z)
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

nاي به شـعاع ضلعي منتظمي محاط در دايره nهاي، رأسrبا قدرمطلق ،zصفريرمتمايز عدد مختلط و غ» اُمn«يهااز نظر هندسي، ريشه :1نكته  r  و

)ي اين رئوس بر روي دايره از همي مختلط هستند و فاصلهبه مركز مبدأ مختصات در صفحه )
n
2 .براي (طبيعي است استn  چـون   ط برقرار اسـت، اين شر 3

nام با يكديگر مساوي و برابر باnهايي تمام ريشه) بنابراين اندازهشود!ضلعي تشكيل نمي nدر غير اين صورت، r  در  هـا بود و در واقع تفـاوت ايـن ريشـه   خواهد
  ها است.زاويه (آرگومان) آن

  ها مطابق زواياي نشان داده شده است:ها بر روي دايرهي ريشهاشكال زير را داريم كه فاصله» يك«نجم عدد هاي سوم، چهارم و پبراي مثال براي ريشه

  

  

  

  

 اند. اگر مساحت اين شش ضلعي را تشكيل دادهرئوس يك شش ضلعي منتظم را  2ششم عدد هايريشه :(سخت) 12مثالS ،مقدار بناميمS برابر با
  كدام گزينه است؟ 

1 (( )3 23 3 2  2 ( 63 3 2  3 (( )
3 23 3 2  4( 39 3 2  

 :6اي به شعاع ها بر روي دايرهطبق مطالب گفته شده؛ اين ريشه  »3«گزينه  پاسخ گيرند كه فاصـله  قرار مي 2

ها بر روي دايرهآن 


2
6 zباشد. مثلاً طول كمانمي 3 z1 برابر با 2

ي روي زاويـه اسـت، چـون ايـن كمـان رو بـه      3

است، لذا  مركزي
  ozباشد. در مثلثمي 3 z1 ي رأس برابر بازاويه 2

ي دو سـاق برابـر   است و چون انـدازه  3

6با و اجبـاراً مسـاوي   ي ديگر مثلث با هم برابـر باشد، بنابراين دو زاويهمي2
oهسـتند و ايـن يعنـي مثلـث    3 z z



1 2 

OHzرا رسم كنيم در مثلث OHالاضلاع است. اگر ارتفاع متساوي


  داريم: 1
OH OHsin OH
Oz


     6

61

3 323 2 22
  

oبنابراين مساحت مثلث z z


1 o  مقابل است: صورتبه 2 z z
   

  

6 6 3
1 2

32 2 2 32
2 2 4

“IŸUnH ½k– I¤  

oبرابر مساحت مثلث 6ضلعي  6مثلث به اين شكل داريم، بنابراين مساحت  6چون  z z


1 )  است: 2 )
3 23 3 2S ( )

     
3

32 3 36 2 34 2  

معادلات مختلط   
  
در ايـن   سعي شده شوند كههاي مختلفي حل ميمعمولاً اين نوع سؤالات به روش اختصاص دارد.» معادلات مختلط«بخش قابل توجهي از سؤالات اعداد مختلط به 

 »كننـد صـدق مـي   در خود معادلـه  دلههاي هر معاريشه«مثال كه بر اساس قانون بندي معادلات با يك قبل از دستهبندي كنيم. ها را دستهآنتا حد ممكن قسمت 
  كنيم:بحث را شروع مي

 ياگر نقطه  :13مثالz i  1يهاي معادله، يكي از ريشهz az b  7 3 2   ،گاهآنباشدa b كدام است؟  
1 (4  2 (4-  3 (2  4 (12-  
 :كنند، با قرار دادنهاي هر معادله در خود معادله صدق ميبا توجه به اين كه ريشه  »1«گزينه   پاسخz i  1 :در معادله داده شده، داريم  

( i) a( i) b      7 31 1 2 z az b   7 3 2   
( i i) ( i) a( i i)( i) b           2 3 21 2 1 1 2 1 2 (( i) ) ( i) a( i) ( i) b           2 3 21 1 1 1 2   

(i )i( i) a( i i ) b i i ai a b             2 2 28 1 2 2 2 8 8 2 2 2   

a b  4a b
a b i( a ) b b

a a
   

                  

8 2 28 2 2 2 8 8 8 22 8 4


  


  

5z 6z

1z4z

2z

O 6 2

H

3z



6 2
6 2

6 2

6 2 6 2

11

2
5


y

x

5( 1)

01

y

x

4( 1)

1
2


01

y

x

3( 1)

1

2
3


0
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توجـه كنيـد كـه     .تواند توأم با خطا باشد، بهتر است از مختصات قطبي استفاده كنـيم حل فوق ميباشد و راهمي 3و  z ،7البته با توجه به اينكه توان روش ديگر: 

ربع دوم قرار دارد لذا چون نقطه در
i

z e



3
    ، بنابراين داريم: 42

i i
z ( e ) e [cos( ) isin( )] [cos( ) i sin( )]

 
   

          
3 21

7 7 34 4 21 212 2 2 8 2 8 2 5 54 4 4 4  

z cos i sin i i 
         7 8 2 8 2 8 8 8 84 4  

i i
z ( e ) e [cos( ) i sin( )] [cos( ) i sin( )]

 
   

         
3 9

3 34 4 9 92 2 2 2 2 2 2 2 24 4 4 4  

z cos i sin i i 
       3 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 24 4 2 2  

  كنيم:حالا مقادير فوق را در معادله جايگذاري مي
z az b i a ( a)i b ( a b ) ( a )i a , b                  7 3 2 8 8 2 2 2 2 2 8 2 8 4     

  
  رويم:مي مختلط هاي مختلف معادلاتبنديحالا سراغ دسته

  ) بازنويسي كرد:2ي درجه (ها را به شكل معادلهتوان آنيا مي ) عادي را دارند2ي درجه (معادلاتي كه فرم معادلهالف) 
ax) به شكل2دانيم معادلات درجه (از قبل مي bx c  2  در آنجا شدند،عه اعداد حقيقي چگونه حل ميدر مجمو)a،b وc قواعد بودند) اعدادي حقيقي 

azشوند، يعني در معادلاتي به فرمبراي اعداد مختلط نيز عيناً اجرا مي bz c  2  البته هكa،b وc زيـر   صـورت بهها ريشهتوانند اعداد مختلط باشند، مي
  شوند:حساب مي

,
b b acz

a
  


2

1 2
4

2 

 هاي معادلهيكي از ريشه :14مثالz ( i )z i    2 2 3 5  كدام است؟   
1(i1 2(i2 3 3( i2 3  4(  i 1  
  :ابتدا بايد دلتاي معادله را تشكيل دهيم:»  3«گزينه پاسخ  

b ac ( i ) ( )( i) i i i i ( i) i                  2 2 2 24 2 3 4 1 5 4 9 12 2 4 15 8 1 4 1 4  

,

i i iz i
b b ac ( i ) ( i)z

i i ia z i

                            


2 1
1 2

2

2 3 1 4 4 6 2 34 2 3 1 4 2 2
2 3 1 4 2 22 2 1 12 2

    

  

 در معادله :15مثالz z i   2 4 7 4  كه در آنi  1 صورتبه، تفاضل دو ريشهa ib است. مقدارab كدام است؟  
1(8- 2(4- 3(4 4( 8  
  آوريم:مي دستبهجه دوم داده شده را هاي معادله درريشه»  1«گزينه : پاسخ  

b ac ( ) ( i) i i ( i ) i                 2 2 22 1 7 4 4 7 4 3 4 2 1 2 1   

,
z i i( i )z ( i )
z ( i ) i
     

          

1
1 2

2

2 2 1 1 22 2 1 2 2 1 2 2 1 3 21  

z z ( i) ( i) i a ib a , b ab ( )( )                  1 2 1 2 3 2 2 4 2 4 2 4 8  
 

 اگر  :16مثالz1 وz2 يهاي معادلهريشهz z  2 2 4  باشند، حاصلA z z z z  6 6 3 3
1 2 1   كدام است؟ 23

1(64 2(128- 3(64- 4 (128  

   :ها برابر باضرب ريشهي داده شده، حاصلبا توجه به معادله  »3«گزينه پاسخ
4 zاست، بنابراين 41 z 1 2 zشود. پس فقط كافيستمي 4 z6 6

1 حساب  2

  هاي معادله حساب شود:شود. براي اين منظور لازم است ريشه
i i

,z z z i z e , z e
 


           2 3 31 2 1 22 4 1 3 1 3 2 2  

i i
z z e e cos( ) i sin cos( ) i sin

 
  

                   
6 66 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 73 31 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1 2 2 2 128  

z-64  بنابراين داريم: z z z ( )      6 6 3 3 3
1 2 1 23 128 3 4 128 192  
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 يهاي معادلهشهاز ري هاي زيريك از گزينهكدام  :17مثالz z  8 4 1  ؟نيست  

1 (cos i sin 


5 5
6 6  2 (cos i sin 

3 3  3 (cos( ) i sin 


4 4
3 3  4 (cos( ) i sin( ) 


3 3
4 4  

 :آوريم و بنابراين داريم:مي دستبههاي اين معادله را پس ريشهكنيم و ستبديل مي 2ابتدا معادله داده شده را به يك معادله درجه   »4«گزينه   پاسخ  
z x

,
i(z ) z x x x     

               
44 2 4 2

1 2
1 3 1 31 1 1 4 3 2 2   

r , tg 
       

1 3 41 34 4 3
³¼w”Mni iz , 

   4 41 3 1 3
2 2 2  

k z cos i sin ( )
k k

z (cos i sin ) k z cos( ) i sin( ) ( )

k z cos( ) i sin( ) ( )

                    


 
    

4

23 34 42 2 5 53 31 1 14 4 6 6
4 42 33 3

RwH ¾²jI•¶ Á¾zÄn ¾¹Äp¬uQ

RwH ¾²jI•¶ Á¾zÄn ¾¹Äp¬uQ

RwH ¾²jI•¶ Á¾zÄn ¾¹Äp¬uQ

  

  

 اگر :18مثالz cos
z

  
1 nحاصل گاهآن 2

nz
z


  است؟برابر كدام گزينه  1

1( sin n2  2( cos n2  3(  n( cos )2  4( n( sin )2  
  :ابتدا با توجه به فرض، مقدار»  2«گزينه پاسخz كنيم:را حساب مي    

,
cos cosz cos z z cos z cos sin

z
 

            
2

2 2
1 2

1 12 2 1 1    
iz cos i sin cos i sin e       2  

izاگر e  ،گاهآنie
z

 
n  ، لذا داريم:1 in in

nz e e (cos n isin n ) (cos n isin n ) cos n
z

            
1 2  

izاگر e  گاهآنie
z


n  ، لذا داريم:1 in in

nz e e (cos n isin n ) (cos n isin n ) cos n
z

            
1 2  

cosطور كه ملاحظه كرديد در هر دو حالت مقدار عبارت برابرهمان n2 آمد. دستبه  
 

 يهاي معادلهيكي از ريشه :19مثالn
n(z i)

(z i)
   



1 1  كدام است؟ ،(k , , ...,n ) 1 1  

1 (k kcos( ) i sin( )
n n

   


2 6 2 6
3 3  2 (k kcos( ) i[ sin( )]

n n
    

 
4 6 4 613 3  

3 (k kcos( ) i[ sin( )]
n n

   
 

2 6 2 613 3  4 (kcos( ) i sin[ ]
n n

    


4 6 4 6
3 3 

 :؛براي راحتي در محاسبات فرض كنيد  »2«گزينه   پاسخw z i :و لذا داريم ،  n n n
nw w w

w
      21 1 1   

nAكنيمفرض ميحالا  w :باشد، لذا داريم  

A i cos isin
A A

A cos isin( )

     
         
       

12

2

1 1 4 1 3 2 2
2 2 2 3 31

1 1 4 4 4
2 3 3

  

nwاما چون Aهاي ، بنابراين كافيست ريشهn ام دو عدد مختلطA1وA2 ند:حساب شو  

k k
w cos( ) i sin( ) , (k ,..., n )

n n

 
   

   2

4 42 23 3 1
k k

w cos( ) i sin( ) ,
n n

 
   

 1

2 22 23 3  
wچون z i زير است: صورتبههاي معادله ، لذا ريشه  

k kz cos( ) i[ sin( )] , (k ,..., n )
n n

   
    2

4 6 4 61 13 3 k kz cos( ) i[ sin( )] ,
n n

   
  1

2 6 2 613 3  
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(z z )

z z

( z z)

z
( z )

 

  

  


 

3 2

2

2

3
4 25 39

4 12
13 39
13 39


z
z z z

z z


  

 
3 2

2
3

7 25 39 4 13

 اگر  :20مثال عددي حقيقي باشد كه مضرب
xيهاي معادلهريشه x2و x1نيست و 2 tg xtg    2 2 1   ،حاصل گاهآنباشندx x6 6

1     كدام است؟ 2

1(tg 6 2(cot g 6 3(tg 62  4 (cot g 62  
 :سؤال اصلاً سخت نيست! با استفاده از تشكيل  »4«گزينه   پاسخهـا را بـه   آوريـم و سـپس آن  مي دستبههاي معادله درجه دوم داده شده را ، ابتدا ريشه
x  رسانيم.مي 6توان  tan x tan , b ac tan tan tan                2 2 2 2 2 21 4 4 3  

,

x ( i )
tgtg tgb tg i tg i ix ( )

a tg tg tgtg tg
x ( i )

tg


  

                     
        

12
1 2 2 2

2

1 1 3
2 23 3 1 3 1 1 3

2 2 2 2 22 2 1 1 3
2 2

  

اـ  اسـت برابر x2و x1يهاي فوق حساب شود، بهتر است عبارت را به شـكل قطبـي بنويسـيم، انـدازه    ريشه 6به اينكه لازم است توان  با توجه )ب ) ( )    2 21 3 4 12 2 4،   

Arctgچون در ربع دوم قرار دارد برابر با x1و آرگومان Arctg( ) 
    


1

3
22 31 3

2

4چون در ربع سوم قرار دارد برابر با x2و آرگومان 
    :  است و لذا داريم 3

i i ie e e cos i sinx , x
tg tg tg tg tg

 
    

    
    

2 26 43 36
1 1 6 6 6 6

1 4 4 1  

i i
e e cos i sinx x

tg tg tg tg

 


   
    

   

4 463 36
2 2 6 6 6

1 8 8 1  

cotgبنابراين داريم: 62x x
tg tg tg

    
  

6 6
1 2 6 6 6

1 1 2  
  

 

هسـتند) اگـر    i2و 1،i،2هاي آن را حدس زد. (كه معمولاًتوان با يك نگاه ريشهشوند كه معمولاً به راحتي ميهايي داده ميدر برخي سؤالات معادلهب) 
zتوان برباشد، معادله را مي zاين ريشه z  كند:زير موضوع را بهتر روشن مي تر كرد، مثالتقسيم و معادله را ساده  

 يههاي معادليكي از ريشه  :21مثالz z z   3 27 25 39   ي ديگر كدامند؟است. دو ريشه 3برابر با  
i2)3 5و-1)2  13و-1)1 i2و 3 3  4 (i3 i3و 2 2  
 :شهبا توجه به اين كه يك ري  »3«گزينه   پاسخz  z)است لذا معادله را بر 3 )   كنيم. تقسيم مي 3

  تقسيم را از دبيرستان بلديم!
  

  
  با توجه به تقسيم مقابل، معادله به شكل زير است:

(z )(z z )   23 4 13   
  ايم، لذا داريم:د كردهي دوم راحت برخوري درجهبينيد با يك معادلهطور كه ميهمان

,z i    1 2 2 4 13 2 3  
 

  كنيم:ر مورد تصاعد هندسي استفاده كنيم، براي اين منظور فرمول زير را مجدداً يادآوري ميد برخي معادلات بايد از اطلاعات قبلي خودمانبراي حل  ج)
  شود:ي زير حساب ميي اول اين تصاعد از رابطهجمله nباشد، مجموع qتصاعد و قدرنسبت nآن تعداد جملات تصاعد، ولي اجمله t1اگر

n

n
t ( q )

S
q





1 1

1 

 يكي از جوابهاي معادله :22مثالz z z z    2 3 41  كدام است؟  
1( cos i sin 


4 4
7 7  2( cos i sin 


4 4
7 7 3(  cos i sin 


3 3
5 5  4(  cos i sin 


2 2
5 5  

  :ي اولعبارت داده شده در سمت چپ، يك تصاعد هندسي با جمله»  4«گزينه پاسخt 1 qرنسبت، قد1 z و تعداد جملاتn    :است، لذا داريم 5
( z ) z z

z


     


5 5 51 1 1 11    

  بياوريم: دستبههاي پنجم عدد يك را بايد ريشه
k i

nn k kz e z cos i sin


  
   

2
5 2 2

5 5    
kبه ازاي 1 ست:زير ا صورتبهها يكي از جواب  

z cos i sin 
 

2 2
5 5
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 هاي معادلهريشه :23مثالz z  4 2 1  صورتبهa ib  ،هستندb a2   كدام است؟ 2
1( 1-  2( 1

2  3( 1   4( 
1
2  

  :ــا جملــه   »2«گزينــه پاســخ tي اولبــه راحتــي واضــح اســت يــك تصــاعد هندســي ب 1 q، قــدر نســبت1 z n، و تعــداد جمــلات2    ، را داريــم: 3

)توان نوشت:پس مي (z ) )A
z






2 3
2

1 1
1

zو بنابراين سمت چپ برابر با 
z





6
2

1
1

  است. 
k k

z z z e e (k , , , )
 

       
2

6 6 6 31 1 1 1 5


    

kكه به ازاي  وk  zگاهآن، 3  1 چون(شود و لذا غير قابل قبول هستند.مي( z 21  :و لذا داريم  
i

z e cos( ) isin( ) i


 
     

2
32

2 2 1 3
3 3 2 2                                    

i
z e cos( ) isin( ) i


 

    31
1 3

3 3 2 2  

i
z e cos( ) isin( ) i


 

    
5
34

5 5 1 3
3 3 2 2                            

i
z e cos( ) isin( ) i


 

     
4
33

4 4 1 3
3 3 2 2  

aبنابراين   1
bو 2   3

b  و لذا داريم: 2 a ( ) ( )        2 2 2 23 1 3 1 2 1
2 2 4 4 4 2  

 

 يهاي معادلهريشه  :24مثالiz z iz z iz     2 3 4 51  صورتبهcos isin   هستند، بيشترين مقدار در بازه[ , ]2 كدام است؟  

1 (17
1  2 (5

3  3 (11
6  4 (9

5  

 :ي اولي فوق يك تصاعد هندسي با جملهسمت چپ معادله  »3«گزينه   پاسخt 1 qو قدر نسبت 1 iz  و تعداد جملاتn    :باشد، لذا داريممي 6
[ ( iz) ] i z z z z

( iz) iz iz
   

          
   

6 6 6 6 6 61 1 1 1 1 11 1 1     

ieرا حساب كنيم، چون -1هاي ششم عدد بنابراين بايد ريشه  1:لذا داريم ،  
k ki i( )

z e e k , , ,
  


   

2
6 3 61 1 5   

kبه ازاي  k  ، داريم:5      
    

5 1 11
3 6 3 6 6 6

  

11برابر با براين بيشترين مقداربنا
  است.   6

z cos( ) i sin( ) 
 

11 11
6 6  

 

 يهاي معادلهيكي از ريشه  :25مثالz z z z z    4 2 5   يركبير)(از سؤالات پايان ترم دانشگاه صنعتي ام  كدام است؟ 31

1(
i

e

2 2(

i
e

5
3 3(

i
e


 6 4 (

i
e

6  

 :كنيم:ابتدا تمام عبارات سمت راست را به سمت چپ منتقل مي  »2«گزينه   پاسخ  z z z z z     2 3 4 51   
tاول صاعد هندسي با جملهواضح است سمت چپ يك ت 1 q، قدر نسبت1 z  و تعداد جملاتn    است، لذا داريم: 6

( z ) z z z ، (z )
( z) z
 

         
  

6 6 6 61 1 1 1 1 11 1    

  را حساب كنيم: 1هاي ششم عدد بنابراين بايد ريشه
k ki i ikz e e z e
  

   
2 5

56 6 3 31  
 

 يهاي معادلهتمام ريشه  :26مثالn n nz z z z      1 23 3 3 2 شريف)(با كمي تغيير از سؤالات پايان ترم دانشگاه صنعتي  ، كدام است؟  

1 (k kz cos( ) i sin( ) , k , ,..., n
n n
 

   
2 2 1 1  2 (k kz cos( ) i sin( ) , k ,..., n

n n
 

   
2 2 1 1  

3 (k kz , z cos( ) i sin( ) , k ,..., n
n n
 

     
2 22 1  4 (k kz , z cos( ) i sin( ) , k ,..., n

n n
 

     
2 22 1 1 

 :كنيم:مرتب مي مقابل صورتبهابتدا معادله را   »4«گزينه   پاسخ  n n n nz z z (z z )         1 1 22 1    
n n n n n nz(z z ) (z z ) (z z )(z )                   1 2 1 2 1 21 2 1 1 2      

zها برابر بايكي از جواب  2  است و»n 1 «آيد:مي دستبهي ديگر، از حل معادله زير ريشه  
n

zn n n nzz z z z
z

  
          


11 2 11 1 11   SwHÂwk¹Àk–I~U  

k  بنابراين داريم: kz cos( ) i sin( ) , (z ) , k ,..., n
n n
 

    
2 2 1 1 1  

k تواند مساوي صفر باشد، چوننميz 1 ها نيست.  جزو ريشه  
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 ي پارامتريمعادله :7مثالx cosht
y sinht
 

 

1 2
    ، معرف دقيق كدام منحني است؟3

  ) بيضي4  ) سهمي3  ) هذلولي2  ) شاخه راست يك هذلولي1
 :دانيممي  »1«گزينه  پاسخcosh t sinh t 2 2 cosh، لذا بايد1 t  را برحسبx وsinh t را برحسبy :بنويسيم  

  x ycosh t sinh t ( ) ( )
    2 2 2 211 12 xو          3 ycosh t , sinh t

 
1

2 3  

coshلولي است و چوني فوق نمايانگر يك هذمعادله t 1در نتيجه ،x 


1 xو به عبارت ديگر 12    است. نيمه راست يك هذلولي، پس 3
  

 يمكان هندسي همه نقاطي از صفحه كه در رابطه :8مثال| z | | Rez |   1 1  كنند، كدام است؟صدق مي    
  ) دايره 4  ) هذلولي3  بيضي )2  ) سهمي1
 :با فرض اينكه »  1«گزينه  پاسخz x iy در اين صورت ،Re z x :و لذا داريم  

| x iy | | x | (x ) y ( x) x x y x x y x                    2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 2 1 2 4    
  است.  ي يك سهميمعادلهكه 

  

 يمكان هندسي نقطه :9مثالM(x,y)  غيرحقيقي متناظر با عدد مختلط وz يدر رابطه كهz z z z z z    3 2 3 22     صدق كند، كدام است؟ 2
  ) بيضي4  ) سهمي3  ) هذلولي2  دايره )  نيم1
 :ت چپ تساوي است، چرا كه همواره داريم:ابتدا بايد توجه كنيد سمت راست تساوي مزدوج سم»  2«گزينه  پاسخ  z z z z z z    1 2 3 1 2 3   

      و بنابراين داريم:
z z z z z z    3 2 3 22 2  

wاست، پس تساوي wباشد، سمت راست wدر واقع اگر سمت چپ  w را داريم و اين يعنيIm(w)   ست قسمت موهومي سمت چـپ را حسـاب   ا است. پس كافي
x)  كرده و آن را مساوي صفر قرار دهيم: iy) (x iy) (x iy) x (iy) x (iy) x(iy) x (iy) i xy x iy             3 2 3 3 2 2 2 22 3 3 2 2 2  

x iy i x y xy x y i xy x ( y)i Im(w) y x y xy y              3 3 2 2 2 2 3 23 3 2 2 2 3 2 2  
Im(w) y( y x x ) x x y           2 2 2 23 2 2 3 2 2   

zتوانيـد فـرض كنيـد   مـي است. البته اگر بخواهيد از نكات فوق استفاده نكنيـد،  هذلولي  ي فوق، نمايانگر يكمعادله x iy  وz x iy    و محاسـبات را در
  ي فوق برسيد. طرفين انجام دهيد و در نهايت به نتيجه

  

 ي بين خطمساحت ناحيه :10مثالRe(z)   يو نموداري كه با معادلهz z z (z) (z) z    3 2 3 23 3 3     شود، كدام است؟مشخص مي 3
1  (3 3  2 (3  3 (2 3  4 (3  
 :اگر قرار دهيم»  2«گزينه  پاسخw z z z  3 23 wه به صورتمعادله داده شد گاهآن، 3 w خواهد شد و اين يعنيIm(w)    است. حالا لازم اسـت 

Im(w) :را حساب كنيم  
Im(w) Im(z z z) Im[(x iy) (x iy) (x iy)] Im[x iy i x y xy x y i( xy) x iy]                 3 2 3 2 3 3 2 2 2 23 3 3 3 3 3 3 3 6 3 3  

y , (x ) y y (x ) , y        2 23 1 3 1 Im(w) y x y xy y y[ y (x x )] Im(w)            3 2 2 23 6 3 3 2 1   
  

  قابل است:نمودار اين منحني به صورت م
Re(z)كه مساحت بين آن و    ور بين آن و محورحصمساحت مديگر و به عبارتyها ،

2يبه طول قاعده يمثلث ،سايه نشان داده شده استبا  كه   است.  1و ارتفاع  3

S ( )  
1 2 3 1 32  

  
  

y

x
1

3

3
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   ) 3آزمون(     
  
  

 1 مقدارـz ياز معادلهz i z i z i z i( ) ( ) ( ) ( )
z i z i z i z i
   

    
   

4 3 2 1  كدام است؟    

1 (ki cot g( ) 5  2 (kcot g( )5  3 (ktg( )5  4 (kitg( ) 5  

 2 اگرـz يي معادلهيك ريشهaz bz c  2  باشد و| z |   ي زير حتماً برقرار است؟كدام رابطه گاهآن، 1
1(| cc bb | | a b ba |    2(| ab ba | | aa cc |   3(| ab bc | | aa bb |    4 (| a b bc | | aa cc |    
 3 ؟است نادرستهاي زير يك از گزينهكدامـ  

|) اگر1 z |1 |و 1 z |2 zو 1 z  1 2 zعدد اهگآن، 1 z
z z



1 2

1   حقيقي است. 21

|) اگر2 z | | a | 1 ،گاهآنz
(z a)( az) 1.نمايش يك عدد حقيقي مثبت است ،  

z) حاصل3 w| |
zw

1 با شرط| w | | z |  است ( 1برابر باzw  1(  

|) اگر4 z | | z | | z |  1 3 3 zو 1 z z  1 2 3 ،گاهآنz1وz2وz3اند.الاضلاعي هستند كه درون دايره واحد محاط شدهرئوس مثلث متساوي  
 4 اگرـa ibi a ib  ، مقدار گاهآنa b2   برابر كدام گزينه است؟ 2

1(
b( k )

e


 4 1 2  2(b( k )e  4 1  3(
b( k )

e


4 1 2  4 (b( k )e  4 1  

 5 هاي معادلهريشهـnz z   ت؟برابر كدام گزينه اس  

1(
ki
ne

1 2(

ki
ne



2
1 3(

ki
ne
2

  4 (
ki
ne


  

 6 حاصلـ
i

i

iesin[iLn( )]

ie









8

8

1

1
  )باشد.موردنظر مي Lnمقدار اصلي( برابر كدام گزينه است؟ 

1 (cos  8  2 (cos 8  3 (sin 
 8  4 (sin 

8  

 7 با استفاده ازـ(cos isin )   tg، مقدار5 5 كدام است؟    

1 (tg tg tg
tg tg

  

  

3

2 3
5 1 9

1 5 2
  2 (tg tg tg

tg tg



   

  

3

2 4
5 1
5 1

  3( tg tg tg
tg tg
   

  

3

2 4
5 1
5 2

  4( tg tg tg
tg tg



  

  

3 5

2 4
5 1
1 1 5

  

 8 حاصلـS cos( ) cos( ) cos( )  
  

2 4 6
7 7     كدام است؟ 7

1 (1-  2 (
3
8  3(   4( 

1
2  

 9 حاصلـA sin sin sin sin   


2 3 4
5 5 5 )nي(راهنمايي: از حل معادله كدام است؟ 5 z) 1   كمك بگيريد.) 1

1 (5
24  2 (5

12  3( 5
32  4( 5

16  

 10 ي مختلطهاي حقيقي دو ريشه از معادلهمجموع قسمتـz z z   4 2 31 9 6  باشد؟ تواندنميكدام عدد  
1(6- 2(3- 3(2 4 (8-  

 11اگر اعداد مختلط ـz1،z2 وz3 در معادلهz z i
z z
 




1 3
2 3

1 3
  رئوس يك مثلث ................. . z3و z1،z2گاهآنصدق كنند،  2

    الزاويه هستند.) قائم2    الاضلاع هستند.) متساوي1
  ي منفرجه هستند.الساقين با يك زاويه) متساوي4  الساقين با زاويه رأس قائمه هستند.) متساوي3

 21فرض كنيد ـz cos( ) i sin( ) 
 1392 n، در اين صورت حاصل1392

n
n

(z )
z


1392 1


  كدام است؟ 

1 (1  2 (1392
1

2
  3 (1391

1
2

  4 (  

 Aسطح آزمون :        دقيقه40مدت زمان پاسخگويي:        15الات : ؤتعداد س
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