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انتگرال روي سطح: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  و كاربردهاي آن  حقيقيبراي توابع  انتگرال روي سطح :1درسنامه 
  

خواهيم شد. در اين فصل ميها، انتگرال تابعي بر روي يك خط و يا يك منحني در فضا حساب ميآشنا شديم كه در آن سؤالاتيخط با در فصل انتگرال روي
  آشنا شويم. رويه در فضاگيري بر روي يك با انتگرال
است و اين كار به اين دليل انجام صفحه دهيم، تصوير كردن آن بر روي يك ترين كاري كه ما انجام ميي انتگرال روي يك سطح يا رويه، مهمبراي محاسبه در واقع

مشخص شود، ما ديگر خيلي به  گيري بر روي سطوح دو بعدي را بلديم و به محض اين كه تصوير رويههاي انتگرالهاي چندگانه روشگيرد كه ما از فصل انتگرالمي
تصـوير شـده    xoyيبر روي صفحه Sيبينيد، رويهمي »الف« طور كه در شكلكنيم در روي زمين به كار خود ادامه بدهيم!! همانكنيم!! و سعي ميفضا فكر نمي

  پـردازيم)  مـي هـا  آن هايي داريم كه بعداً بـه ذكـر  توانيم تصوير كنيم (البته محدوديتدر هر كدام از صفحات مختصات مياست. ذكر اين نكته لازم است كه رويه را 
  .اي به شعاع كره هستنددايره ،هر سه تصوير نشان داده كه بديهي است ه صفحهتصوير يك كره را بر روي هر س» ب«شكل 
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  »بشكل «

محاسـبه انتگـرال   (اسكالر) و توابع برداري سر و كار داريم. در اين درسنامه روش  حقيقييعني توابع  ،خط، اينجا نيز با دو نوع تابعهمانند فصل انتگرال روي
  كنيم.بحث ميرا بيان كرده و سپس در درسنامه بعد، در مورد انتگرال روي سطح براي توابع برداري  حقيقيتوابع  براي روي سطح

,g(xيبه معادله Sاي مانند فرض كنيد رويه: حقيقيانتگرال روي سطح براي توابع  y, z) C  (اسـكالر)   حقيقـي خـواهيم انتگـرال تـابعي    داريم و مـي
fمانند (x, y, z) را رويS ،يعني قراره حاصل حساب كنيم

S
I fd   ،در اين صورت اگر فرض كنيمرو حساب كنيمD  تصوير ناحيـهS   روي يكـي از

  تساوي زير را داريم: گاهآنباشد، صفحات مختصات 

S D
| g |fd f dA

| g.p |


 
 

  

gدر اين رابطه،
، گراديان رويهg وp ي تصوير ي تصوير است. براي مثال اگر صفحهبردار يكه عمود بر صفحهxoy   ،گـاه آنباشـدp k

    در نظـر گرفتـه
iيكي از سه بردار pشود. در واقعمي


،j


kو


g.pشود كـه ي تصوير هميشه طوري انتخاب ميباشد، (صفحهمي  
      پـذير  و ايـن انتخـاب هميشـه امكـان

برابـر بـا    xozبـراي صـفحه   ،dxdyبرابـر بـا   xoyبراي صفحهت. (اي است كه رويه موردنظر تصوير شده اس، المان مساحت در ناحيهdAاست.) همچنين 
dxdzو براي صفحهzoy برابر باdzdy(.است  
  بهتر است تصوير چند رويه را بر روي صفحات مختصات با هم مرور كنيم: حل انتگرال روي سطح، هايپرداختن به روشقبل از 

)به مركز كرهيك نيم , , )3    كـه
تصوير شده و  xoy يبر روي صفحه

بينيد تصـوير آن  طور كه ميهمان
  يك دايره است.
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قسمتي از يك مخروط كه بر روي 

شــده و تصــوير  xoy يصــفحه
بينيد تصـوير آن  كه مي طورهمان
هاي ي بين دو دايره به شعاعناحيه

  است. 2و  1

2

1

21
y

z

x

2 2z= x +y

  

yيقسمتي از استوانه x كـه   22
تصوير شده و  zox يبر روي صفحه

بينيد تصـوير آن  طور كه ميهمان
 1و عـرض   3يك مستطيل با طول 

  است.
y

z

x

(1,0, )

1

2y=2x

  

 

گون كه بـر  يك سهميقسمتي از 
تصوير شـده و   xoy يي صفحهرو

بينيد تصـوير آن  طور كه ميهمان
ي درون يك دايره به شـعاع  ناحيه

  .است 2

z

y

x

4

R

S 2 2z=x +y

2 2x +y =4

 



  

515 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (
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روش حل سؤالات انتگرال روي سطح براي توابع عددي  
  

براي حل انتگرال سطح
S

fdيعني انتگرال تابع اسكالر ،f بر روي سطحS :بايد مراحل زير را انجام دهيم  
   ناميم.مي Dار دست آمدهبهكنيم و ناحيه ابتدا سطح را بر يكي از صفحات مختصات تصوير ميگام اول: 
  كنيم:جا روش اول را بيان ميار وجود دارد كه ما ايندو روش براي اين ك نيم.را حساب كdكنيمتلاش مي gي با توجه به معادلهگام دوم: 

,g(xصورتبه را اي است. اين معادلهداراي چه معادله Sشويم كه سطحمتوجه مي ،با دقت به صورت سؤالدر اين روش  y, z) C نويسيم و سـپس از  مي
  آوريم:مي دستبه راdي زيررابطه

| g |d dA
| g.p |


 



  

كنيم. دقت كنيد در اين انتگرال دوگانه عادي را حساب مي Dو بر ناحيه كردهآمده را در انتگرال جايگذاري  دستبه dدر اين مرحله :گام سوم و نهايي
fيدر ضابطه لازم است را داريم و yو xباشد، در انتگرال دوگانه، فقط متغيرهاي xoyيي تصوير، صفحهصفحه حالت اگر مثلاً (x, y, z  تمـام  به جـاي  (

zبرحسب  ها، مقدار آن راx   وy  .قرار دهيم  
  كند:زير مطلب را به خوبي روشن مي ثالم
 حاصل  :1مثال

S
I zd  در صورتي كهS ي مخروطپوستهz x y 2 zبين صفحات 2   وz    است؟ باشد، چند برابر  1

1 (2  2 (2
3  3 (2 2

3  4 (2  

 :يابتدا ناحيه » 3«گزينه   پاسخS يرا بر صفحهxoy كنيم و آن راتصوير ميD ي رويه مشخص است، سـايه رويـه  همانطور كه از معادله ناميم.مي 
xي، دايرهداده شده y 2 2 zشد با تلاقـي است. البته بدون نياز به رسم شكل هم مي xoyيدر صفحه 1 1 وz x y 2 بـه ايـن نتيجـه رسـيد.      2

kبرابر با xoyيصفحهبراي  pهمچنين توجه كنيد كه بردار


  است. 
zي مخــروطپوســته ،Sيرويــه .را حســاب كنــيم dحــالا بايــد  x y 2 صــورت اســت. بايــد ايــن معادلــه را بــه 2

g(x, y, z) c ي متغيرها را به يك سمت تساوي بياوريمبرسانيم و سپس همه 2توانيم طرفين را به توان بنويسيم. مي:  
g:x y z g xi yj zk | g | ( x) ( y) ( z)

| g | (x y ) z z z z z

            

       

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 4 4 4 8 2 2

   



  

g.kاز طرفي z  2
 

|و بنابراين  g.k | z  2
:پس خواهيم داشت ،   | g | zd dA dA dA

z| g.k |


   


2 2 22


   

xو همچنين dحالا با جايگذاري y2   كنيم:در زير انتگرال به راحتي حاصل انتگرال را حساب ميzبه جاي 2

D D D
I z( dA) zdA x y dA      2 22 2 2  

x«با توجه به وجود  y2 دانيم در ايـن ناحيـه   بهتر است از مختصات قطبي كمك بگيريم، كه مي ،گيري داده شدهزير انتگرال و همچنين ناحيه انتگرال» 2
dA rdrd ،r 1 و   2س. پI شود:زير حساب مي صورتبه  

rI r(rdrd ) ( d ) ( r dr) [ ] [ ] ( )
                 

32 1 2 1 2 12 1 2 22 2 2 2 23 3 3    
  

 dروشي ديگر براي محاسبه ي  
  

 در اكثـر  بنـدي ميشـه كـه معمـولاً    فرمـول  gيي رويـه باشه، بر مبناي معادلـه  از روش قبل تراين روش كه شايد حفظ كردن و به خاطر سپردن اون راحت
  سؤالات يكي از سه حالت زير را داريم:

عبـارتي بـر   فقـط  ، هو طرف ديگ zيعني يك طرف تساوي فقطداده شده باشه ( yو  xبه طور صريح برحسب  zجوري باشه كه  Sي سطح معادلهاگه  الف)
    :زير حساب ميشه صورتبه dكنيم وانتخاب مي xoyي تصوير روصفحه ) اونوقتداشته باشيم!yو xحسب

z zd ( ) ( ) dxdy
x y
 

   
 

2 21 
بـر   رتيعبـا فقـط   ،هو طرف ديگ xاوي فقطيعني يك طرف تسداده شده باشه، ( yو  zبه طور صريح برحسب  xجوري باشه كه  Sي سطح اگه معادله ب)

  زير حساب ميشه: صورتبه dكنيم وانتخاب مي yozي تصوير روصفحه ) اونوقتداشته باشيم!yو zحسب
x xd ( ) ( ) dydz
y z
 

   
 

2 21 
عبـارتي  بـر   فقـط   ،و طـرف ديگـه   yداه شده باشه (يعني يك طرف تساوي فقط zو  xبه طور صريح برحسب  yجوري باشه كه  Sي سطح اگه معادله ج)

  زير حساب ميشه: صورتبه dكنيم وانتخاب مي xozي تصوير روفحهص داشته باشيم!) اونوقتzو xحسب
y yd ( ) ( ) dxdz
x z
 

   
 

2 21 
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انتگرال روي سطح: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  آيد؟ميبه كار ما  چه موقع بهتر است و اصولاً روش دوم dياستفاده از كدام روش براي محاسبهسؤال دانشجو: 
روش كمي با خطا توأم باشد، البته  اين بايد گراديان رويه را حساب كرد و همچنين ضرب برداري انجام داد، شايد اولخبُ، طبيعتاً با توجه به اينكه در روش 

تـر اسـت!؟ امـا    كـدام رابطـه راحـت   حفظ كردن استفاده و هر كسي بايد ببيند در  خيلي بيشتر است؛ بنابراين اولتوان گفت حجم محاسبات روش واقعاً نمي
به خاطر سپرده شود! چون در مواقعي كه مثلاً نتوان يك متغير را به طـور صـريح برحسـب دو     اوليادتان باشد كه اين طور نيست كه اصلاً لازم نباشد روش 

دانشـگاهي)   مرجع هايكتابدر اكثر ها (و حتي آزمون در . البته شايد تاكنونكمك بگيريم dيدر محاسبه اولاز روش  بهتر استمتغير ديگر معين كرد، 
xصـورت بهمثلاً اگر معادله رويه  باشند.سؤالي با اين شرايط مطرح نشده باشد، اما به هر حال سؤالاتي با اين شرايط قابل طرح كردن مي y z z  2 2 2 4 

اما براي انتگرال سـطح توابـع    استفاده كنيم. اولكمي پيچيده است و بنابراين بهتر است از روش  yو  xبر حسب  zح ي صريمحاسبه گاهآنداده شده باشد، 
  بهتر است از روش اول (محاسبه گراديان) استفاده كنيم. ،به دليل برخي ملاحظات ديگر چنينري چون با بردار سر و كار داريم همبردا

  كنيم:را از دو روش حساب مي d،حالا براي تمرين در يك سؤال
براي مثال حاصل

S
I (x y )d   2 zبخشي از سطح مخروطي Sدر صورتي كه  2 x y 2 2 zمحدود به صفحات2   وz    .آوريممي دستبهباشد را  1

  باشد. شود و تصوير آن دايره واحد به مركز مبدأ ميتصوير مي xoyي ابتدا توجه كنيد كه ناحيه مورد نظر بر صفحه گام اول:
  آوريم. مي دستبهرا از هر دو روش dطور كه گفتيم براي تمرين و درك بهترهمان گام دوم:

zريمي مخروط دابا توجه به صورت سؤال و معادله x y 2 zسطح مخـروط بـين صـفحات    ؛گفته شدهدر صورت سؤال  كه (دقت كنيد 2   وz 1 
zييعني ضابطه و اين قرار دارد، x y  2   نيم:استفاده ك دومتوانيم از روش بنابراين ميقابل قبول نيست.)  2

z z x y x y (x y )d ( ) ( ) dxdy ( ) ( ) dxdy dxdy dxdy dxdy
x y x y x y x yx y x y

  
           

     

2 2 2 22 2 2 2
2 2 2 2 2 22 2 2 2

21 1 1 2  

  كنيم:را حساب مي dهم اولحالا از روش 
g(x, y, z) z x y g ( x)i ( y) j ( z)k | g | x y z x y z                  2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 4 4 4 2

   
   

pاز طرفي چون بردار يكه عمود بر سطح  k
 باشد، لذا داريم:مي  

g.k z | g.k | z    2 2
    

zپس داريم: x yx y z x y z| g | z z zd dxdy dxdy dxdy d dxdy dxdy dxdy
z z z z| g.k |

     
        



2 2 22 2 2 2 2 2 2 22 2 22


  

  حالا بايد انتگرال مقابل را حساب كنيم:گام سوم: 
D D

I (x y )( dxdy) (x y )dxdy    2 2 2 22 2  

xدايره ،Dميدان  ،در گام اول گفتيم طور كههمان از طرفي y 2 2 xبه اين كه زير انتگرال، عبارتبا توجه  است و 1 y2 است از مختصـات   وجود دارد، بهتر 2
dxdyدر اين دستگاه قطبي كمك بگيريم.  rdrd  و با توجه به اينكه ناحيه دايره واحد است، پسr 1 و   2، :لذا داريم  

 2
2  rI r .rdrd ( d ) ( r dr)

    
            

  
   

142 1 2 1 22 3 12 2 2 2 24 4   


  

  
 انتگرال  :2مثال

S
xzd را كه در آنS بخشي از سطحz x zگـون است و در يك هشتم اول فضاي سه بعدي و داخل سهمي 2 x y  2 21 3 

  قرار دارد، چقدر است؟

1 (1
192  2 (1

48  3 (1
96  4 (1

92  

 :ي سـطح معادلـه  ابتدا توجه كنيـد كـه    »3«گزينه  پاسخS  صـورت بـهg : x z  2  بنـابراين  اسـتg ( x)i k  2
   و لـذا| g | x  24 1

   

|  ، در اين صورت داريم:بگيريمدر نظر xoyصفحه تصوير را صفحه اگر g |d dA x dA
| g.k |


   


24 1

     

zگون و سطحاز تلاقي سهميxoyروي صفحه Sتصوير ناحيه x x  شود:حاصل مي 2 yx x y x y        
2 2

2 2 2 2 21 3 4 1 11 1
4

  

1يك بيضي با شعاع افقي
xداريم. البته فقط ربع اول از اين بيضي موردنظر است. پس 1و شعاع عمودي  2  

1
yو 2 x    21   است. 4

    ظر برابر است با:بنابراين انتگرال موردن
x

S D
xzd x.x x dA x x dydx x x dx [( x ) ]

 
             

2 131 11 42 2 3 2 3 4 4 222 2 1 14 1 1 4 1 16 1 1696 96  
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z

y

x

n

z

y

x

n

2

1

  قضيه ديورژانس سطح براي توابع برداري و انتگرال :2درسنامه 
 

  پـردازيم كـه تـابع زيـر انتگـرال،      هـايي مـي  گيري روي سطح براي توابع عددي آشنا شديم. در اين درسنامه بـه بررسـي انتگـرال   در درسنامه قبل با انتگرال
  برداري است.تابع  يك

,g(xيبه معادله Sاي مانندفرض كنيد رويه y, z) C را داريم كهn بردار يكه عمود بر سطحS خواهيم انتگرال تابعي بـرداري ماننـد  باشد، ميF
 را روي

S يعني
S

I F.nd 
  حساب كنيم. در اين صورت اگر فرض كنيمD تصوير ناحيهS  ،تساوي زير را داريم: گاهآنباشد  

S D
gF.nd F. dA

| g.p |


 
 


 
  

روش حل انتگرال روي سطح براي توابع برداري  
  

براي حل انتگرال
S

I F.nd 
 ي انتگرال تابع برداري، يعنF

 بر روي سطحS :بايد مراحل زير را انجام دهيم  
  ناميم.مي Dكنيم و ناحيه موردنظر راابتدا سطح را بر يكي از صفحات مختصات تصوير ميگام اول: 
توابـع   را حساب كنيم كه اين كار به دو روش، مانند آنچه در مورد روش حل انتگرال روي سطح برايdكنيم، تلاش ميgيعادلهبا استفاده از مگام دوم: 

   dبهتـر اسـت صـرفاً از فرمـول زيـر      ،باهبـراي دوري از اشـت   شـود، هاي برداري مطرح مـي چون در اين قسمت بحث گيرد و البتهعددي گفتيم، صورت مي
  را حساب كنيم:

| g |d dA
| g.p |


 



  

gnيرا از رابطه nبردارگام سوم: 
| g |


 



  آوريم. مي دستبه  

F.nعبارتگام چهارم: 
  كرده و به همراهرا حسابd كه حساب كرده بوديم، در انتگرال جايگذاري كرده و بر ناحيهD كنيمانتگرال دوگانه عادي را حساب مي  .  

gnتوان چنين استدلال كـرد كـه چـون   هاي دوم تا چهارم ميالبته در گامتوضيح مهم: 
| g |


 



  و| g |d

| g.p |


 



   تـوان ، لـذا مـيnd    را كـه برابـر بـا 

gnd
| g.p |


  



   مستقيم تشكيل داده و بعد آن را در باشد،ميF

 هـاي  بديهي است نتيجه آن يكسان با همين حالتي است كه در گام ؛ضرب داخلي كرد

  ي زير يادتان باشد:پس رابطه تر باشد.را يكباره حساب كنيم كار راحتndكنم اگرفكر مي چهارم گفتيم! و دوم
gnd dA

| g.p |


  





  

رو بـه بـالا باشـد، اونوقـت بايـد       nبستگي دارد. اگـر  nبه جهت بردار ،n: انتخاب علامت مثبت يا منفي براي بردارnتوضيح مهم در مورد علامت بردار
  ثال زير توجه كنيد:، به دو مي سومش منفي باشهنوقت بايد مولفهرو به پايين باشد، او nي سومش مثبت باشد و اگرمولفه

zرويه فرض كنيداول براي مثال  x y 2 nرا داريم و قرار است بردار عمود بر سطح آن، يعني 2
 سو باشد، داريم:برون  

g : x y z g ( x) i ( y) i k | g | x y            2 2 2 22 2 4 4 1
   

  

)صورتبه nبنابراين بردار x) i ( y) j kn
x y

 
 

 2 2
2 2

4 4 1

  
 باشد.مي  

سوي اين بينيد بردار برونطور كه در شكل ميسو (رو به خارج) باشد و همانبرون nخواهيم بردارخبُ چون مي
)سهموي به سمت پايين است k)


خودش منفي  nي سومباشد، و چون مولفه بايد منفي nي سوم، پس مؤلفه
  است، پس بايد علامت مثبت را انتخاب كنيم.  

zگونسهمي بخشي از مثال دوم، و يا براي x y  2 zيكه بالاي صـفحه  21      .اسـت را در نظـر بگيريـد 
gسو باشد، ابتدابرون nخواهيمفرض كنيد مي

كنيم:  را حساب مي  
g : x y z g ( x)i yj k | g | x y            2 2 2 21 2 2 4 4 1

   
  

)                                              شود: مقابل نوشته مي صورتبه nبنابراين بردار x) i ( y) j kn
x y

 
 

 2 2
2 2

4 4 1

  
  

سوي ايـن سـهموي بـه    سو و به سمت خارج باشد، و مطابق شكل بردار برونبرون nخواهيم بردارخبُ، چون مي
(k)سمت بالا است


بـاز   خودش مثبت اسـت، پـس   nي سومبايد مثبت باشد و چون مولفه nي سومپس مولفه

  بايد علامت مثبت را انتخاب كنيم.   هم
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انتگرال روي سطح: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

1

1

2S

z

x
y

 اگر  :1مثالS بخشي از سطحz x y 2 xباشد كه داخل استوانه 2 y a 2 2 nقرار دارد و 2
  ـ  بـا   گـاه آنباشـد.   Sطحبردار يكه رو به خـارج س

Fفرض xi xj k  
  حاصل ،

S
I F.nd 

  چقدر است؟  

1 (a 4
4  2 (a 4

2  3 (a ( a )
2 224  4 (a ( a )

2 222  

 :يي رويهدر اين سؤال معادله » 4«ينه گز  پاسخg صورتبهg:z x y  2 2  :تعريف شده است كه براي آن داريم  g ( x) i ( y) j    2 2 1
    

pقرار دارد، پس xoyياز طرفي با توجه به اينكه تصوير رويه بر روي صفحه k
 :و بنابراين خواهيم داشت      g.p [( x) i ( y) j k].(k)     2 2 1

      
  كنيم:را حساب مي ndحالا

g xi yj knd xi yj k
| g.p |
   

      


2 2 2 21

          

Fگيري شده! ابتدا تابع انتگرال را با جايگذاريي انتگرالحالا ديگه همه چي آماده
 وnd كنيم.بازنويسي كرده و آن را به سه انتگرال تفكيك مي  

S D D D D D
I F.nd (xi xj k)( x i yj k)dA ( x xy )dxdy x .dxdy (xy)dxdy dxdy                    2 22 2 2 2 1 2 2

        
(مساحت ناحيه

D D
I x dxdy xy dxdy (D    22 2  

xدايـره  Dدقت كنيد در انتگرال دوم چون ناحيه متقارن است، پس حاصل انتگرال صفر است و چون ناحيه y a 2 2    Dاسـت، پـس مسـاحت ناحيـه     2
aبرابر با   است، لذا داريم: 2

D
I x dxdy a I a       2 2 2

12  
xصـورت به Dرا حساب كنيم؛ توجه كنيد كه چون ناحيه I1حالا كافيست y a 2 2  صـورت بـه هـاي انتگـرال در مختصـات قطبـي     اسـت، پـس كـران    2

r a  و   2 شود:نوشته مي  
dxdyهمچنين در مختصات قطبي rdrd  وx r cos :پس داريم ،  

a ar cos a aI (r cos )rdrd ( cos d ) [ ] [ ( )d ] [ ] [ ( )d cos d ]
     

                       
4 4 42 2 2 2 22 2 2

1
1 22 2 2 1 24 2 4 4     

  

a ( a )
2 222

a aI [ [ sin ] ]( ) I I a 
           

4 4
2 2

1 1
12 22 4 2  

  

 فرض كنيد :2مثالS آن قسمتي از استوانهxy e        واقع در يك هشـتم اول باشـد كـه تصـوير قـائم آن بـر صـفحهyoz مسـتطيل ،z  1 و 
D : y 1 nباشد. همچنين فرض كنيد 2

 بردار قائم برS باشد كه متوجه بيرون صفحهyoz   است. شـار ميـدانF(x,y,z) i yj zk   2 2
     گذرنـده

nبردار در جهت Sاز
 چقدر است؟  

1(1 2(2 3(3 4 (4  
 : ي صورت سؤال تصوير رويـه طبق گفته كه وجه كنيدابتدا ت  »4«گزينه  پاسخS مسـتطيل ،z 1 وD : y 1 اسـت.   yozيروي صـفحه ، 2

xgحالا با فرض : e y   :داريم                               x x xg e i j g.i e g.i e      
       

  داريم:بنابراين و 
x

x x
g e i jnd dA ( )dA (i j)dA

| g.p | e e
 

    


1
       

F.ndحالا
  را تشكيل داده و به جايyهايF

،xe دهيم:قرار مي  
x

xF.nd ( i e j zk)( i j)dA
e

          
12 2 2 2 4

       

  پس داريم:
S D

F.nd dA dzdy         
2 1

14 4 4


   
البته بعد از رسيدن به

D
I dA  4توانستيم بگوييم حاصل انتگرال برابر با مساحت مسـتطيلي بـه ابعـاد    ، ديگر نياز به محاسبه انتگرال دوگانه نبود و مي

1 Iاست و لذا 1 ( )    4 1 1 4.  
  

 به مقدار انتگرال  :1تذكر
S

I F.nd 
 شار عبوري ميدان ،F

 از سطحS در جهتn شود. گفته مي  

rصورتبهاي ي پارامتري رويههاگر معادل :1نكته  r(u , v) 
  ،يبردار يكه عمود بر رويه از رابطه گاهآنداده شده باشد

r r
u vn
r r| |
u v

 

  

 


  
 


 

حسـاب   

rي زيراز رابطه d،ي پارامتريشود و چون گفتيم براي اين رويهمي rd | | dudv
u v

 
 

  
 

بـه   براي ايـن رويـه   ndتوان گفتشود، پس ميحساب مي 
  شكل زير است:

r rnd ( )dudv
u v
 

   
 

 
  
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 ي پـارامتري شـار آب گذرنـده از سـطحي بـا معادلـه       :3مثالr(u, v) ui u j vk  2    يدر فاصـلهu  2 وv  3     بـا بـردار سـرعت
F yi j xzk  2

   كدام است؟  
1(24 2(32 3(12 4 (16  

 :ابتدا»  3«گزينه  پاسخr r
u v

 
 


 

  كنيم:را حساب مي 

i j k
r r r ri uj , k u ui j
u v u v

  
       


 

   
       

   
2 1 2 2

1
  

ndبنابراين ( ui j)dudv  2
  باشد، از طرفي در اين سؤالميy u 2،x u وz v باشد، بنابراين داريم:مي  

  12
S

uF.nd (u i j uvk)( ui j)dudv ( u )dudv [v] [ u]               
43 2 3 2 3 22 3 22 2 2 2 24    

        شار  
 

 اگر  :4مثالS يي پارامتررويه پارامتري با قائم رو به بالا و معادلهS : r(u, v) (u v )i u j (u v )k , (u, v) D     2 2 2 2 2     ،باشد  
F(x,y,z)و (x y)i (y z) j (x y)k     

   ،حاصل گاهآن
S

I F.nd 
  كدام است؟  

1 (  2 (2
2  3 (1

2  4 (4 2  

 :ابتدا»  1«گزينه  پاسخr r
u v

 
 


 

  :كنيمرا حساب مي 
r i j ku(i j k)

r ru u u u uvi uvk uv( i k)
r u vv(i k) v v
v

     
     

  


                   


2
2 2 2 4 4 4

2 2 2
    

ndپس uv( i k)dudv    4
  گيريم) حالا(كه علامت مثبت را در نظر ميF(u, v)

 ي كـار ابتـدا بـا توجـه بـه معادلـه      دهـيم. بـراي ايـن   را تشكيل مي
r(uپارامتري , v) شويم كهمتوجه ميx u v 2 yو 2 u  zو 2 u v 2 F(xاسـت، حـالا بـا جايگـذاري ايـن نتـايج در       2 , y , z)

  تـوانيم آن را  مـي
,F(u  بنويسيم: vو uبرحسب v) (u v u )i ( u u v ) j (u v u )k v (i j k)            2 2 2 2 2 2 2 2 2 2       
F.nبنابراين

  :برابر است با[v (i j k)]. uv( i k) uv uv       2 3 34 4 4
    

پس حاصل ،
S

I F.nd 
  .نيز برابر با صفر است  

 

 فرض كنيد  :(سخت) 5مثالS ي پارامتري زير باشد كه در آنرويهD ناحيهu v 2 2 uبراي 1   وv   باشد.مي  
S:r(u, v) (u v )i (u v ) j u v k    2 2 2 2 2 2    

Fو  (x y)i (y z) j zk    21 142 2
  در اين صورت حاصل ،

S
I F .nd 

  كدام است؟  

1 (1
9  2 (1

6  3 (1
12  4 (1

24  

 :ابتدا توجه كنيد كه داريم:»  3«گزينه   پاسخ  r r( u, u, uv ) , ( v , v , vu )
u v

 
 

  
 

2 22 2 2 2 2 2  
r rnd ( )dudv uv[(u v ) , (u v ) , ]dudv
u v

   
       

 
2 2 2 24 2  

u vF(r(u, v)) (u , (u v ) , )  
2 2

2 2 2 2
2

  ميدان روي سطح  

u v
S D D

I F.nd uv(u (u v ) (u v )(u v ) u v )dudv I uv(u u v u v )dudv               
2 2 12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 4

   
u v

D D D
I uv(v u v )du uv ( u )dudv I uv dudv         

2 212 2 2 3 2 54 4 1 4  

uبا استفاده از تغيير متغير r cos  وv r sin  وdudv rdrd   .داريم, r
    12  شود:زير حساب مي صورتبه، پس حاصل انتگرال  

1
12D

r sinuv dudv ( r cos )(r sin )rd dr r cos sin d dr [ ] [ ]
  

              
8 61 1 15 5 5 7 5 22 2 44 4 4 8 6    
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 تابع  :34مثالu(x,y,z) ي پيوسته تا مرتبه دوم است و مقدارش بر روي سطح كره بـه مركـز مبـدأ و    حد با صفر نيست، داراي مشتقات جزئكه مت
(aشعاع a    باشد. اگر قضيه ديورژانس را براي ميدان برداريثابت) صفر ميu u

    مقـدار   گـاه آنبـه كـار ببـريم،    در داخل و بر روي سـطح كـره

a
I u udxdydz


  2

  كدام است؟ 2
  علامت ثابتي ندارد.) 4  صفر است.)3 .مثبت است)2  منفي است.)1
 :ابتدا توجه كنيد كه طبق قضيه ديورژانس داريم:  »1«گزينه  پاسخ  

V S
.(u u)dv (u u).nds    
       

  صفر است، پس طرف دوم تساوي فوق صفر است و بنابراين داريم: (S)روي سطح كره uتوجه كنيد كه مقدار
S

(u u)nds ( )* 
    

u).  از طرفي داريم: u) u. u u u | u | u u          2 2 2      
)پس طبق تساوي   داريم: *(

V V V
[| u | u u]dv u udv | u | dv          2 2 2 2 

  
|ثابت نيست uو چون u |   مخالف صفر و همواره مثبت است، پس انتگرال سمت راست مثبت و بنابراين سمت راست منفي و سمت چپ هم منفي است. 2

 
 فرض كنيد تابع :35مثالu در ناحيهD همساز باشد و در تمام نقاط رويهS    كـه مـرز ناحيـهD  باشـد مـيu

n





   در ايـن صـورت مقـدار .u
   

  :Dدر ناحيه
  ) ثابت است.4  ) صفر است.3 ) منفي است.2  ) مثبت است. 1
  : ابتدا توجه كنيد كه داريم:»  3«گزينه پاسخ             

S D

uu ds (| u | u u)dv
n


   
  2 2  

uيعني و اين همساز است uدانيممي طبق فرض 2  روي رويه بروS ؛اريمدu
n





  شـود ، بنابراين از رابطه فوق نتيجـه مـي
D

| u | dv  2
   و ايـن

uاست كه انتگرال تنها در صورتي برابر صفر 


 باشد (يعنيuدر ناحيهD (.ثابت باشد  
  

 فرض كنيد  :36مثالn (cos ) i (cos ) j (cos )k     
   اي مانندي بستهسوي رويهبردار قائم يكه برونS باشد كه جسم همگني مانندV را كه در

,x,y)ست. اگر مركـز جـرم ايـن جسـم    كند را در خود محدود كرده اشرايط قضيه ديورژانس صدق مي z)  و حجـم آن| V و گشـتاور لختـي آن حـول     |
  ؟نيستهاي زير درست يك از گزينهكدام گاهآنباشد،  zIها،zو گشتاور لختي آن حول محور xIها، برابر باxمحور

1 (
S

(xz cos yz cos z cos )d | V | z      22 3 9  2 (
S

(y cos xycos xz cos )d | V | x      2 2   
3 (zS

(x y )(xi yj).nd I    2 2 4
     4 (xS

(x y )(xi yj).nd I
  

    2 2 4 

   :توانيم از نيم؛ اما قبل از آن اولاً توجه كنيد كه چون سطح بسته است، ميمجبوريم هر چهار گزينه را بررسي ك هابا توجه به گزينه»  4«گزينه پاسخ
  توجه كنيد:كرديم،  هاي چندگانه اشارهكه در فصل انتگرالقضيه ديورژانس كمك بگيريم و ثانياً به يادآوري زير 

  زير را داريم: هاي، تساويهاي چندگانهبا توجه به فصل انتگراليادآوري: 

V V V V V V
xdv x dv x | V | , ydv y dv y | V | , zdv z dv z | V |            

z V
I (x y )dv  2 xهاz= گشتاور ماند نسبت به محور2 V

I (y z )dv ,   2   هاxگشتاور ماند نسبت به محور 2

S V V V
: I (xz cos yz cos z cos )d (divF)dv (z z z)dv ( z)dv | V | z              22 3 2 6 9 9

 ) 1گزينه(  

S V V V
: I (y cos xycos xz cos )d (divF)dv ( x x)dv xdv x | V |              2 2 2


 ) 2گزينه(  

zS V V V
: I [(x xy )i (x y y ) j].nd (divF)dv ( x y x y )dv (x y )dv I               3 2 2 3 2 2 2 2 2 23 3 4 4

   ) 3گزينه(  

xS V V V
: I [(x xy )i (x y y ) j]nd (divF)dv ( x y x y )dv (x y )dv I               3 2 2 3 2 2 2 2 2 23 3 4 4

   ) 4گزينه(  
   

نگـران  مـا نبايـد    گونـه سـؤالات  ر ايـن توانيم از قضيه ديورژانس استفاده كنيم. دو ما نمي بسته نيست Sگاهي اوقات سؤالاتي داريم كه سطحِ :3نكته 
. اضافه كنيم و آن را به يك منحني بسته تبديل كرده و سپس از قضيه ديـورژانس اسـتفاده كنـيم    Sرا به سطح Sتوانيم يك سطح ساده مانندمي ! چونباشيم

  ايـم، كـم كنـيم.    آورده دسـت بـه از مقدار انتگرالي كه با استفاده از قضيه ديورژانس  ،ايمحساب كرده Sي را كه روي سطحدر نهايت بايد مقدار انتگرال واضح است
  كنيد: زير توجه هايبه مثال

 اگر  :37مثالSكرهسطح نيمx y z a  2 2 2 zبراي 2   باشد وn
   بردار قائم يكه رو به خـارج رويـهS  باشـد وF ( xz)i (yz) j ( z )k    22 1

  ،   
در اين صورت حاصل

S
I F.nd 

  كدام است؟  

1( a a
 4 25

4  2( a 45
2  3( a 45

4  4( a a
 

4
25

4  



  

551 
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 :4«گزينه   پاسخ«    
n

S

n

S´

S

S´

nx x x

yyy

z z z

n

  
  

ي صـفحه  نـي بخشـي از  يع Sتوان از قضيه ديورژانس استفاده كرد! ولي به راحتي بـا اضـافه كـردن   بسته نيست و نمي Sبينيد سطحطور كه ميخبُ همان
z    دايره درونكهx y a 2 2   پس داريم: و از قضيه ديورژانس استفاده كرد؛ هتوان يك ناحيه بسته توليد كردمي قرار دارد، 2

S S S S S V S

I I

F.nd F.nd F.nd I F.nd (divF)dv F.nd
  

               
1 2



         

 
  

P  م، براي اين منظور توجه كنيد كه داريم:كنيرا حساب مي I1ابتدا انتگرال Q RdivF z z z z
x y z
  

      
  

2 2 5
  

a a
V V

I (divF)dv ( z)dzdydx ( cos ) sin d d d ( d )( cos sin d )( d )
 

 
                       

2 22 32 21 5 5 5
     

  

a 45
4

asin aI ( )[ ] [ ] ( )( )


 
     

22 4 4
1

15 2 12 4 2 4 
  

DS  برويم: I2يخبُ حالا بايد سراغ محاسبه S S S
I F.nd (z )dydx ( )dydx dydx S a

   
                2 2

2 1 1
    

a  بنابراين داريم: a
 

4 25
4

aI I I ( a )
     

4
2

1 2
5

4  
nقائم بردار توضيح در مورد جهت

 ي انتگرالدر محاسبهI2: بردار قائمn برابر باk


هميشه بايد جـوري باشـد    ،بردار كه جهت اين چونتعيين شد،  
Sيكه رو به خارج سطح بسته S  .باشد  

  

 اگر  :38مثالS بخشي از سطح مخروطz x y 2 z، (براي2 h بوده و (n (cos ,cos ,cos )   
      بردار عمود خارجي رو بـه بـالا بـر ايـن

حاصل گاهآنسطح باشد، 
S

I (x cos y cos z cos )d       2 2   كدام است؟ 2

1( h


4

2  2 (h 4

2  3 (h 4  4 (h 4  

 :زير نوشت: صورتبهتوان تدا توجه كنيد كه انتگرال داده شده را مياب»  1«گزينه  پاسخ  

S S
I (P cos Q cos R cos )d F.nd , F (x , y , z )          2 2 2    

، آن را بـه  Sخواهيم با اضافه كردن اين درپوش به سـطح مي. بسته نيستپس  ؛يعني درپوش ندارد ،ي مخروط استبدنه بخشي از فقط شامل ،Sيناحيه
zيقسمتي از صفحه Sسطحي بسته تبديل كنيم. فرض كنيم h است كه با مخروطz x y 2 2 Sتلاقي دارد. در اين صورت 2 S    يك سطح بسـته

                         ي ديورژانس نوشت:يهتوان با استفاده از قضپس مي .است
S S V V

J F.nd (div F)dv ( x y z)dv


        2 2 2


   

zدرون مخروطVيكه ناحيه x y 2 zيصفحه و 2 h  .يمعادلهقرار داردz x y 2 كند، بنابراين با استفاده از تغيير نمي yو xبه ازاي 2
توان نتيجه گرفت كهفرد بودن تابع زير انتگرال مي

V
( x y)dv  2 2  .  

x

y

x

z

y

x

z

y

2 2 2S:z =x +y ,0 z h 

S´:z=h
S´:z=h

z

2 2 2S:z =x +y

  
با تركيب اين دو سطح به يك سطح بسته

 رسيممي
zيخواهيم بخشي از صفحهمي h را به

 كنيم.خروط اضافهم
Sاست. مخروط بدون درپوش  
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خبُ حالا بايد مقدار
V

J zdv  كنيم. از برخورد مخروط بـا  اي استفاده مي، از مختصات استوانهبراي ناحيه محدود به مخروط و صفحهرا حساب كنيم،  2

zيصفحه h يدايرهx y h 2 2 داريـم  آيـد. پـس  دسـت مـي  بـه  2   2؛r h    كـران پـايينz  آيـد  دسـت مـي  ي مخـروط بـه  از معادلـه
z x y r  2 zآن و كران بالاي 2 h داريم پس ست.ا:    

r

h h h hh h
r

z h r h r r hJ z rdz drd r[ ] drd r( )drd [ ] d
    

                 
2 2 2 2 2 4 42 2 2 22 2 2 22 2 2 4 8 2      

  

hرا حسـاب كنـيم و مقـدار آن را از    Sخبُ حـالا بايـد مقـدار انتگـرال سـطح روي      4

Sرويبرسـيم.   Iكـم كنـيم تـا بـه     2 :z h   :داريـمn ( , , ) 1   

F.nبنابراين z h 2 2  توان نوشت:مي و  
  ) h ( h ) h   2 2 مساحت 4

S S
F.nd h d h (S
 

      2 2   

  پس خواهيم داشت:
S

h hI F.n d h 
      

4 44
2 2

 
  

  

 فرض كنيد  :39مثالF (y z )i y j yzk   2 2 2 2
   وS ياي با معادلهرويه( y ) x z y   2 2 21  وn

  رويـه  خـارج قائم يكه رو بهS   ،اسـت
مقدار

S
F.nd
   كدام است؟  

1 (
4  2 (   3 (

 4   4 (  

   :از آنجا كه رويه  »2«گزينه پاسخS لذا براي حل اين سـؤال بهتـر اسـت. سـطح     ؛توان از قضيه ديورژانس استفاده كردبسته نيست، بنابراين نميS1   
  اضافه كنيم تا شرايط استفاده از قضيه ديورژانس مهيا شود: Sرا به صورت مشخص شده به سطح

S S S S S S S S
F.nd F.nd F.nd F.nd F.nd F.nd             1 1 1 1 

             

x

y

S
2 2

1S :y=1,x +z 1z

x

y

z

1

x

y

Sz

1

1S

n
n

1

  
Sحالا با توجه به اينكه سطح S1 پس با استفاده از قضيه ديورژانس داريم: ،بسته است  

S S V
F.nd (divF)dv  1

   

Fابتدا ديورژانس تابع برداري
 كنيم:را محاسبه مي  

S S
(y z ) ( y ) ( yz)F (y z , y , yz) divF y y F.nd

x y z
    

             
    1

2 2 2
2 2 2 22 2 2



      

yييعني صفحه S1از طرفي با توجه به اينكه سطح 1 يك صفحه موازيxoz بنابرايناست ،n j
 :و لذا داريم    

)  مساحت
S D D D

F.n d (y z , y , yz).( , , )dA y dA ( )dA (D            1
2 2 2 22 1 1

     
  

xياست كه با معادله xozيبر صفحه S1تصوير Dيناحيه z 2 2 D  شود.مشخص مي 1 :x z ; 2 2 1  
  

  خواهيم داشت:  به اين ترتيب
S S S S

F.nd F.nd F.nd ( )           1 1

       
  

 فرض كنيد  :40مثالS يقسمتي از استوانهx y ax 2 2 zباشد كه بين صـفحات افقـي   2   وz b (b )       قـرار دارد. شـار رو بـه خـارج
zFميدان xi (cosz ) j e k  2   كدام است؟  

1(a b 22  2(bb a e a a    2 2 2 3(a b 2  4 (bb a e a a    2 2 22  
   :است: مقابلي استوانه به صورت ابتدا توجه كنيد كه معادله»  3«گزينه پاسخ  x y ax (x a) y a     2 2 2 2 22  

a)يك دايره به مركز xoyيي اين استوانه در صفحهدر واقع قاعده , ) و شعاعa  است. از طرفي استوانه در راستاي محـورz   هـا، بـين صـفحاتz   وz b   
هاي اسـتوانه  ) خواسته شده است و درپوشSي هماني جانبي استوانه (يعندهد. دقت كنيد شار خروجي از پوستهرا نشان مي Sسطح چپ قرار دارد، شكل سمت

zكه از تلاقي استوانه با صفحات   وz b جزء سطح ،شودحاصل ميS وي زير را بنويسيم:ها را قرار دهيم و تساتوانيم اين درپوش. اما مينيستند  

z

x D
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

S V z b z
I F.nd (divF)dv F.nd F.nd I I I

 
            1 2 3

       

z

y

x

n n

z

y

x

z

y

x

S

a
2a 2a

n

n2 2 2z=b (x-a) +y a

2 2 2z=0 (x-a) +y a

  

 Dفـرض كنـيم   كنـيم. ها را از انتگرال اول كـم مـي  كنيم و مقدار آنهاي دوم و سوم را حساب ميآوريم و بعد از آن انتگرالابتدا انتگرال اول را به دست مي
  باشد. xoyيبر صفحه Vيتصوير ناحيه

bbz z z b
V V D D D

I (divF)dv ( e )dv dxdy ( e )dz dxdy[z e ] (b e )dxdy               1 1 1 1



  

bمساحت ناحيه ( b
D

I (b e ) dxdy (b e ) (D      1 1 1  

x)دايره درون Dيناحيه a) y a  2 2 aاست و لذا مساحت آن 2 a  2   باشد. مي 2
bبنابراين bI (b e ) a b a e a a         2 2 2 2

1 zي شار روي سطحي انتگرال دوم، يعني محاسبه، حالا سراغ محاسبه1 b رويـم: واضـح اسـت    مي
kبرابر با nبردار


  اشد)است (چون بايد رو به خارج سطح بسته ب 

b) e a  bمساحت ناحيه2 b b
z b D D D

F.nd (F.k)dA e dA e dA e (D


        1 1 1 1
   

nبايد رو به خارج سطح بسته باشد، يعني nرويم: (توجه داريد كه بردارو در نهايت سراغ حل انتگرال سوم مي k 
 (است  

) a  احت ناحيهمس2
z D D D

F.nd F.( k)dA ( e )dA dA (D


           2 2 2 2




   

b  است: مقابلبنابراين حاصل انتگرال خواسته شده در صورت سؤال به صورت  bI I I I b a e a a e a a a b              2 2 2 2 2 2
1 2 3  

  

 فرض كنيد  :41مثالxF (x y z )i (e y ) j ( x)k       
22 2 22 3

   وS  بخشي از سطح كـرويx y z a az   2 2 2 23 باشـد بـه طـوري     2
aكه   و ناحيه بالاي صفحهxoy باشد. در اين صورت شار رو به خارجF

 در سراسر سطحS كدام است؟  
1(a 23 2(a 29 3(a 26  4 (a 218  
 :صـورت توان بهداده شده را مي ي كرهمعادله  »2«گزينه  پاسخx y (z a) a   2 2 2 بخشـي از ايـن كـره اسـت كـه بـالاي        Sنوشـت. سـطح   24

zيصفحه   يقرار دارد. از برخورد كره و صفحهz   يبه دايرهx y a 2 2 x، به همراه سطح درون دايرهSسطحرسيم. پس مي 23 y a 2 2 23 
zروي صفحه   ن راآ كهS دهند، طبق قضيه ديورژانس داريم:يك سطح بسته را تشكيل مي ،ناميممي    

S S S S V S

I I

I F.nd F.nd F.nd divFdv F.nd
  

           
1 2



       

 
  

Sي درونناحيه Vيناحيه S  .يبا محاسبهاستdivF
 بينيم كهميdivF x y 2 2

 است. با توجه به فرد بودنx2 وy2  و با استفاده از اين نكته كه
  خواهيم داشت: ،دهدرا تغيير نمي Vمعادله مرزهاي yو xجايگذاري

V
I ( x y)dv  1 2 2   

)و رو به خارج، بردار Sبردار عمود بر سطحرا حساب كنيم.  I2كافيست k)
 بنابراين داريم: باشد.مي    

S
F.( k)d 

  يم.آورمي دستبهرا  a  )S(مساحت29
S S S

I I F.( k)d ( x)dxdy dxdy
  

           2 3 3 3


  

و در نتيجه
S

F.nd a   29
  .است  

  

 يك قلمرو مخروطي شكل به رأس  :42مثال( , ,b)  بـه شـعاع   سـك دياي به شكل يك داراي قاعدهa  يدر صـفحهxoy    و محـوري در امتـداد
Fفرضبا  گاهآنرو به بالا باشد،  Sبناميم و قائم Sها داريم. اگر سطح جانبي اين مخروط راzمحور (x y )i ( x y y x ) j (z )k      2 2 3 33 1

   مقدار ،

S
I F.nd 

  كدام است؟  

1 (a b a b a 
  

2 4 23
3 5  2 (a b a b a 

  
2 4 22 3

3 1  3 (a b a b 


2 43
3 1  4 (a b a b a 

  
2 4 22 3

3 1  
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