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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

  گيريگيري و استفاده از تغيير متغير در انتگرالهاي انتگرالفرمول :1درسنامه 
  
  

خواهنـد،  خواستند مشتق آن را حساب كنيم. در اين فصل برعكس اين كار را از ما ميشد و از ما ميداستان از اين قرار بود كه تابعي به ما داده مي ،در فصل مشتق
f، مشتق چه تابعي است؟ مثلاً اگر تابععبارت داده شده ؛خواهند كه معلوم كنيمو از ما مي شوديعني عبارتي به ما داده مي (x) x را به شـما بدهنـد و سـؤال     2

F(x)رسد،مشتق چه تابعي است؟ جواب شما چيه؟ واضح است؛ اولين جوابي كه به ذهن شما مي» x2«كنند؛  x هـم   x2اصطلاحاً تـابع اوليـه   x2است. به 2
x، برابر باx2گوييم انتگرالدهيم و ميزير نشان مي صورتبهرا  انفعالاتشود. اين فعل و گفته مي c2 :است  

( x)dx x c  22  
  اسـت؟   x2پرسـيم؛ مشـتق چـه تـابعي، برابـر بـا      گيريم، در واقع بـه زبـان ديگـر داريـم مـي     انتگرال مي x2طور كه گفتيم؛ وقتي ازاز كجا اومد؟ خب همان cاما

xاسـت، ولـي توجـه كنيـد؛ مشـتق      x2هايكي از جواب 2 1 يـا ،x 2 xو يـا مـثلاً   2  2    صـورت بـه مشـتق هـر عبـارتي     ؛و بـه عبـارت ديگـهx c2،  
x2 ايد عدد ثابتميشه، براي همين بc :نوشته شود. بديهي است؛ اگر از سمت راست تساوي فوق، مشتق بگيريم، بايد به تابع زير انتگرال برسيم  

( x)dx x c (x c) x x       2 22 2 2  
  تر بشه! به تعريف زير توجه كنيد: براي اين كه بحث كمي جدي

fاگر (x)  پيوسته باشد وتابعيF(x)تابع اوليه ،f (x) ،تساوي زير را داريم گاهآنباشد:  
f (x)dx F(x) c   

هاي مهم انتگرال فرمول  
  

  باشد:مي xتابعي از uهاي زيرمولدر فر .هاي مشتق دارندهايي را ياد بگيريم كه ارتباط صددرصدي با فرمولب، حالا بايد فرمولخُ

Ln u cdu)
u

2  
nu c (n )

n


   



1
11

n) u du1  
ue cu) e du 4  

ua c (a ,a )
Lna

  1u) a du 3  
sin u c  ) cosu du6  cos u c ) sinu du 5  

du cot gu c
sin u

   2) ( cot g u)du  28 1  du tgu c
cos u

  2 ) ( tg u)du  27 1  
Ln sinu c) cot gu du 10  Ln cos u c ) tgu du 9  

u uArcsin( ) c Arccos( ) c , a
a a

     du)
a u




 2 2
12  u uArctg c Arccotg ( ) c , a

a a a a
    

1 1 du)
a u


 2 211  

uLn | tg | c Ln | csc u cot gu | c   2
du)

sinu
14  uLn | tg( ) | c Ln | tgu sec u | c

    2 4
du)

cosu
13  

cosh u c) sinhudu 16  sinh u c) coshudu 15  
) tghu du 18 Ln(cosh u) c   Ln | sinh u | c) cot ghudu 17  

uLn | u u a | c sinh ( ) c , a
a

     2 2 1 du

u a



 2 2

)20  uLn(u u a ) c cosh ( ) c
a

    2 2 1du)
u a




 2 2
19  

usec | | c , a
a a

  11 du)
u u a




 2 2
22  

utg h ( ) ; | u | | a |
u a a aLn c

ua u a cotgh ( ) ; | u | | a |
a a





    
  



1

1

1
1

12
du)

u a


 2 221  

u[u a u a sin ] c
| a |

  2 2 2 11
2 ) a u du  2 224  [u u a a Ln | u u a |] c    2 2 2 2 21

2) u a du  2 223  
  وزش داده خواهــد شــد، گيــري كــه بعــداً آمــبــا توجــه بــه قواعــد انتگــرال نيــز و برخــي ديگــرهــاي مشــتق قابــل درك هســتند بــا توجــه بــه فرمــول فــوق روابــطاكثــر 

بهتر است حفظ  21و  20 ،19فرمول سه ري برخوردار هستند و از اهميت كمت 24و  23، 22هاي البته فرمول .ها حفظ شوندولي بهتر است اين فرمول ،قابل محاسبه هستند
  قابل محاسبه هستند. ،هايي كه در آينده خواهيم گفتها يادتان نباشد با استفاده از تكنيكد، اما اگر حاصل آننشو

خواص انتگرال نامعين  
  

  توان به موارد زير اشاره كرد:از خواص مهم انتگرال نامعين مي
1 ([f (u) g(u)]du f (u)du g(u)du      2( اگرk  ،داريم: گاهآنعددي حقيقي باشدkf (u)du k f (u)du   

    نوشت: تواننميهيچ وقت  )3
f (u)duf (u)f (u)g(u)du f (u)du g(u)du , du

g(u) g(u)du
       
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توان گفت، انتگرال يك تـابع  مي cنظر از ثابت. البته صرفتابعي نه زوج و نه فرد استولي انتگرال يك تابع زوج،  .انتگرال يك تابع فرد، همواره تابعي زوج است )4
  شود:زوج، يك تابع فرد مي  sin x dx cos x c , cos x dx sin x c     

jo ”MIU Z»p”MIU jo ”MIUZ»p”MIU
  

  

 
  ام كمي تمرين ابتدايي را با هم انجام دهيم:قبل از ورود به بحث اصلي انتگرال، در اين قسمت سعي كرده

Ln | x | c 2dx)
x


2 2   ،  xx dx c x c x c

 


     
 



1 11 12
2 22 21 12

dx)
x
1  

x xe dx e c 5 5x) e dx 4 5   ،  
x

c
Ln


3

3
x) dx 3 3  

( )sin xdx (sin x) dx cos x c    
3 1 13 3 3 33 3 3) sin xdx 5 3  

cos x dx (cos x) dx sin x c   
7 1 17 7 7 77 7 7) cos xdx 6 7  

[ ( tg x)]dx dx ( tg x)dx x tgx c         2 21 1 1) ( tg x)dx  27 2  
sin xtg x dx dx Ln | cos x | c

cos x
 

       
    
1 1 1

) tg x dx 9   ،  cot gx c ) ( cot g x)dx   28 1  
sin x cos xdx dx x Ln | sin x | c
sin x sin x

      sinx cosx) ( )dx
sinx


10  

uدر اين سؤال در انتگرال دوم با فرض sin x ،گاهآنdu cos xdx و لذا با انتگرالdu
u رو هستيم.روبه  

xArcsin( ) c
3

dx)
x




 2
12

3
   ،  xArctg( ) c1

3 3
dx)

x


 211
9

  

Ln (x ) (x ) c    22 2 9dx)
(x )


 

 2
14

2 9
   ،  xLn | | c

x





1 2
4 2

dx)
x


 213

4
  

Ln tg(x ) c Ln | tg x sec x | c
    2 24

dx)
cos x


216 2   ،  xLn tg c Ln | csc x cot g x | c    

3 3 32
dx)

sin x
315 3  

cosh x c1 981) sinh xdx 
118 99   ،  sinh x c1 88) cosh xdx 17 8  

 بر حسب  يوقتي عبارت كنيد؛هاي مهم انتگرال ملاحظه ميطور كه در فرمولهمان :1تذكرu  ،داريمdu هـاي فـوق  در بعضي از مثال وجود دارد. نيز كنار آن، 
sinعبارت ،5مانند مثال شماره  x3 ولي است، داخل انتگرال موجودdx3 لذا با تغييري كه مشاهده كرديد .كنار آن وجود ندارد،dx3 را ايجاد كرديم تا بتوانيم از

uچون اگر هاي ذكر شده استفاده كنيم،فرمول x duگاهآن، 3 dx نيز انجام شده است، تغييرات انجام شده  18و 17، 9، 6هاي الاين تغيير در مث شود.مي 3
  داشت:  »تغيير متغير«توان درك بهتري از مفهوم هاي زير ميباشد كه با توجه به مثالميتغيير متغير ترين نوع ساده
 هاي زير را با استفاده از روش تغيير متغير بيابيد.حاصل انتگرال :1مثال  

duu x du dx dx      3 5 3 3 ) I ( x ) dx  171 3 5  

          du u ( x )I u ( ) u du ( ) c c
       

18 18
17 171 1 3 5

3 3 3 18 54  

 
duu x du dx dx        


1 ) I cos( x)dx  2 1  

                duI (cos u) cos u du sin u c sin( x) c        
    

1 1 1 1  

 
dxu Arccos x du

x
    

 21
 dx)I

(Arccosx) x



 5 2

3
1

  

      duI u du u c c
u (Arccos x)

 
         5 4

5 4
1 1
4 4
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dt dtt u du du
t t

      2
2

 sin t dt)I dt (sin t )
t t

  4  

I sin u du cos u c cos t c       2 2 2  

I

dx( )dx dx
x x

  
   

1

2 21 2 1 2 1
 x)I dx

x


 


2 35 2 1
´Ã¹¨Â¶´Ãv£UZoh¶oM HnRn¼‚  

 .كنيم، تقسيم صـورت بـر مخـرج اسـت    اي هستند و درجه صورت و مخرج يكي است، اولين كاري كه ميهايي كه صورت و مخرج چندجملهيادتان باشد در انتگرال
  براي حل انتگرال دوم داريم: ،باشدمي x با حاصل انتگرال اول برابري حل بپردازيم، خب به ادامه

dx dux u dx du I Ln | u | c Ln | x | c I x Ln | x | c
x u

                
 1

22 1 2 2 1 2 12 1  
 

I I

Arcsin x xdx dx
x x


 

 

1 2

2 21 1 
 Arcsin x x)I dx

x


 


 2

6
1

  

dx u (Arcsin x)I : Arcsin x u du I udu c c
x

dt dtI : x t x dx dt x dx I t dt t c x c
t




         

  

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



 

2 2
1 1 1 12

1 1
2 22 22 2 2 2

2 21

1 11 2 12 2 2

  

cتوانيم به جايالبته مي c1 2،c   .را قرار دهيم  (Arcsin x)I I I x c c       
2

2
1 2 1 212  

 

Ln z Lnz dzdz dz Lnz u du
z z z

     

1
2 1

2
Ln z)I dz

z
 7  

uI u du ( ) c (Lnz) c     
2 21 1 1

2 2 2 4  
 

dx ( tg x) dx tgx u ( tg x)dx du
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tg x


     




 
2 2
2

2

1 11 21
1

dx)I
cos x

 
 28

1
  

du u tgxI Arctg( ) c Arc tg( ) c
u

     
 2

1 1
2 2 2 22

  

 
dux u x dx du x dx     3 2 23 3 3)I x cos(x )dx   2 39 3  

sin u sin(x )I cosu du c c
     

31 3
3 3 3  

 
dux u dx

x u
ux

   
  




2 5 22 5
5

2

I x( x ) dx   12 5 )10  

u du u ( x ) ( x )I ( )(u) ( ) (u )u du (u u )du [ u ] c [ ] c  
             

12 12 111 1 11 1 115 1 1 1 5 1 2 5 5 2 55 52 2 4 4 4 12 11 4 12 11
    

 
x x xdue u e dx du I Ln | u | c Ln | e | c

u
          1 1

x

x
e)I dx

e
 

11
1

  
 

x x x x
x

du(a dx) , a u a Lna dx du a dx
Lna(a )

    
 2

1
1

x

x
a dx)I

a
 

 212
1

  
x x

x
a dx du Arctg(a )I [Arc tgu] c c

Lna Lna Lna(a ) u
      

  2 2
1 1
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 حاصل :2مثالdxI
cos x tgx


 2 1

  كدام است؟ 

1 (tgx c
cos x

 
1  2 (cot gx c

cos x
 

1  3 (tgx c 2 1  4 (( tgx) c 2 1  

  : 3«گزينه پاسخ«         dx dutgx u ( tg x)dx du du I u c tgx c
ucos x

             
1

2 2
21 1 2 2 1  

  

 حاصل :3مثالdxI
x Lnx

  ؟كدام است  

1 (c
Lnx


2  2 (Lnx c

x
  3 (Lnx c2  4 (Ln(Ln x )  

  : عبارت داخل راديكال را مساوي  »3«گزينه پاسخu كنيم:فرض مي            
u
du

dx dxI (Lnx) ( ) u c Lnx c
xx Lnx


      

1
2 2 2  

  

 حاصل  :4مثال
ArctgxeI dx

x


 21
  كدام است؟ 

1 (Arctgxe c  2 (Arctgxe c2  3 (Arctgxe c1
2  4 (xArctg(e ) c 1  

  : عبارت قرار گرفته در توان  »1«گزينه پاسخeرا برابر باuكنيم:فرض مي  u u ArctgxdxArctgx u du I e du e c e c
x

        
 21

  
  

 حاصل :5لمثاdxI
sinh x cosh x


 2   كدام است؟ 2

1(Arctg(cot ghx) c  2(Arctg(tghx) c 3(Arctg(cosh x) c  4( Arctg(sinh x) c  
 :هايي كه بلديم، استفاده كنيم:ولاز فرم كافي استيك سؤال نسبتاً ساده كه   »2«گزينه  پاسخ    

dxI , tghx u dx du
cos h x( tgh x) cosh x

   
 2 2 2

1
1

  

cosh xI du Arctgu c Arctg(tghx) c
cosh x( u )

    


2

2 21
  

 

 حاصل :6لمثاdxI
sinh xcosh x

  2   ، كدام است؟2
1(cot gh x c 2 2  2(cot gh x c2 2 3(tghx c2  4( tghx c 2  
 :كنيم. ابتدا انتگرال را توسط روابط مربوط به توابع هيپربوليك ساده مي  »1«گزينه  پاسخ  

  sinh x cosh x (sinh x cosh x) ( sinh x) I dx
sinh x

    2 2 2 2
2

1 422 2
  

cot gh x I (cot gh x )dx ( cot gh x)dx cotgh x c
sinh x


           2 2 2

2
1 12 1 4 2 1 4 2 1 2 2 222

   
 

 اگر  :7مثالf (sin x) cos x 2 fو 2 ( )   ،گاهآنf (   برابر كدام گزينه است؟ 1(
1 (1  2 (1  3 (

1
2  4 (1

2  

 :نويسيم:ابتدا مي»  4«گزينه   پاسخcos x sin x 2 sinضو سپس با فر 21 x u2 از طرفين نسبت بهu گيريم:انتگرال مي  
sin x u f ( )u uf (sin x) sin x f (u)du ( u)du f (u) u c f (u) u f ( )                

2 2 2
2 2 11 1 12 2 2

 
 

 

 اگر  :8مثالF(x) f (x)dx ، گاهآنI f (ax b)dx  كدام است؟  
1 (aF(ax b)  2 (F(x)

a
1  3 (aF(x)  4 (F(ax b)

a


1  

  : 4«گزينه پاسخ«      du F(u)ax b u adx du dx I f (u)du I F(ax b)
a a a a

           
1 1ƒo  ¾M ¾]¼U IM  

 



  

359 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 حاصل  :9مثالxI dx
x x


  4 2 1

  كدام است؟  

1 (xArctg( )2 1
3

  2 (xArctg( )22 1
3

  3 (xArctg( )1 2 1
3 3

  4 (xArctg( )21 2 1
3 3

  

 :براي محاسبه » 4«گزينه   پاسخIابتدا ،x u2 گيريم، بنابرايندر نظر ميxdx du2 كنـيم و  جايگذاري، متغير جديد مخرج را مربع كامل مي. پس از

)xArctg  بنابراين داريم: )21 2 1
3 3

du udu duI Arctg( )
u u u u (u ) ( )


     

     
  2 2 2 2

1
1 1 1 22 2
2 2 21 3 3 31 1

2 2 2

  

ه به يك عبارت گيري استفاده كرد. در اين سؤال بعد از تغيير متغير اوليهاي انتگرالمخرج را مربع كامل كرد و سپس از فرمولتوان مي هاانتگرالبرخي در توضيح: 
  رسيديم كه قابل تبديل به مربع دو جمله بود.

 

 حاصل  :10مثال(x )dxI
x(x x )tg ( )

x






 


2

24 2 1

1
13 1

  كدام است؟، 

1 (Ln | tg (x ) | c
x

  1 1  2 (Ln | tg (x ) | c
x

  1 1  3 (x Ln | tg (x ) | c
x

  1 1  4 (x Ln | tg (x ) | c
x

  1 1  

 :ابتدا در صورت و مخرج از  »2«گزينه   پاسخx2 گيريم:فاكتور مي  
x ( )

x x x
x x (x )tg (x ) [(x ) ]tg (x )(x x )tg ( ) x x xxx

 

 


 
       

2
2 2 2

2 2 2 1 2 14 2 1
2

1 11 11
1 1 1 11 3 13 1

  

xحالا اگر از تغيير متغير t
x

 
)استفاده كنيم، بنابراين 1 )dx dt

x
 2

  شود:يو لذا انتگرال به شكل زير تبديل م 11

Ln | tg (x ) | c
x

  1 1


duu

dt dt duI ( ) Ln | u | c Ln | tg (t) | c
u(t )tg t tg (t) t


 

       
    1

2 1 1 2
1

1 1
 

از كجا بفهميم از چه تغيير متغيري بايد استفاده كنيم؟ 
  

   :توانـد ايـن باشـد   هـايي غيررسـمي مـي   مـثلاً توصـيه   وجـود نـدارد.   ي مشخصـي بـراي آن  متأسفانه قاعـده اما  .گيري استترين روش در انتگرالمهم ،تغيير متغير
   »انتخـاب شـوند   uبهتـر اسـت  نظـاير آن  مثلثـاتي و   عبارت داخـل كمـان  اعداد، كل راديكال، كل عبارت نوشته شده در مخرج كسر،  عبارت درون راديكال، توان«

قوانين و » صددرصد«به طور  تواننتيجه اين كه نمي .ها استفاده نشوداز آن ،هاسؤالات سخت آزمونبرخي در  ممكن است ؛ها هميشه درست نيستنداما اين توصيه
هـا  ها و امتحانات دانشـگاهي بـا آن  هايي كه در آزمونها وضع كرد. اما خيلي نگران نباشيد، اكثر انتگرالدر انتگرال» تغيير متغيرنوع «دستورهايي را براي تشخيص 

  بل محاسبه هستند.هايي كه در اين بخش انجام خواهيم داد، قابنديكنيم، با دستورالعمل و دستهبرخورد مي
تغيير متغير در انتگرال هاي شامل راديكال  

  
كنم به اين قسـمت توجـه و   كنيم، معمولاً آقاي راديكال حضور دارد! براي همين توصيه مياستفاده مي» تغيير متغير«ها از هايي كه ما در حل آندر بيشتر انتگرال

  عنايت ويژه داشته باشيد:
   .پشت آن وجود دارد ،د كه مشتق عبارت داخل راديكالراديكالي وجود دار ،حالت اول: در انتگرال

بـر  هايي كه شامل راديكال هستند، حالتي است كه مشتق عبارت زير راديكال، پشت راديكال وجود دارد. در اين حالت عبارت درون راديكال را براترين حالت ممكن از انتگرالساده
پردازيم. البته بايد دقت كنيد منظور از اين كه مشتق راديكال، پشـت آن وجـود دارد، ايـن    ي انتگرال ميپشت آن وجود دارد، به راحتي به محاسبه uدر نظر گرفته و چون uبا

xdxراج كرد، براي مثال در انتگرالماند، بشود مشتق عبارت درون راديكال را استخدار را جدا كرديم، از آنچه مياست كه اگر عبارت راديكال

x
 2

2
1

، وقتي عبـارت 
x 2

1
1

را  

dxصورتبهماند، كه دقيقاً مشتق عبارت زير راديكال است. اما اگر انتگرال باقي مي xdx2جدا كنيم،

x x
 22 1

زير راديكال پشت آن وجود  مشتق عبارتشد گفت ، بود، نمي

دارد، چون وقتي
x 2

1
1

dxرا جدا كنيم، 
x2 ماند كه به هيچ وجه مشتق عبارت زير راديكال نيستمي!  

 حاصل  :11مثالLnxI dx
x


 
3   ، را بيابيد.1

 :عبارت زير راديكال را  پاسخu آن، ناميم و مشتقمي
x
u  وجود دارد:در كنارش  1 Lnx du dx

x
   

11  

( Lnx) c 
4
33 14I u du u c   

1 4
3 33

4  
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 حاصل انتگرال :12مثالI x ( x ) dx  2 xازاي به 31   وc    كدام است؟ 1

1 (
1
5  2 (4

5  3 (  4 (
6
5   

  :2«گزينه پاسخ«             duI x ( x ) dx x( x ) dx u x du x dx x dx             
3
22 3 2 21 1 1 2 2  

c

x

du uI (u )( ) ( ) c ( x ) c I


            

5
3 52
2 2 121 1 1 41 152 2 5 5 5

2


  

 

 حاصل  :13مثالxI dx
x( x)




 3
2

2 2
22

xAصورت، به  ( ) c
x





23 2

  چقدر است؟ Aباشد، مقدارمي 2

1 (3
2  2 (4

3  3 (3
4  4 (2

3  

 :شــود.مشــكل حــل مــي دهــيمامــا اگــر كمــي خلاقيــت بــه خــرج  ؛در حــال حاضــر مشــتق عبــارت زيــر راديكــال را در كنــارش نــداريم »  3«گزينــه   پاســخ  
)مخرج كسر است اما در عبارت خارج از راديكال x2صورت سؤال توجه كنيد، در عبارت زير راديكال، مخرج كسر به x) كه  زنيمميجا حدس است، از اين 22

xعبارت بيرون راديكال مشتقِ
x




2
xuتواند مشتقِنيست، اما مي 2

x





2
xI  كنيم.ميباشد، به همين خاطر اين كسر را وارونه  2 ( ) dx

x( x)





1
3

2
2 2

22
  

xuكنيمحالا فرض مي
x





2
x  باشد: 2 ( x) ( x)u du dx dx

x ( x) ( x)
   

   
  2 2

2 2 2 4
2 2 2

  

x  را ايجاد كنيم: duتوانيممي 2بنابراين با ضرب و تقسيم در u xI ( ) dx u du c ( ) c
x x( x)

  
      

  

21 1 233 3 3
2

1 4 2 1 1 3 2
22 2 2 2 4 22
3

  

Aبنابراين 
3
  است. 4

  

  .نداردو مشتق عبارت راديكالي كنار آن وجود  تابع راديكالي وجود دارد ،حالت دوم: در انتگرال
هاي خاصي هـم ممكـن اسـت وجـود     البته حالت كنيم.ساب ميگيريم و حاصل انتگرال را حدر نظر مي uدر اين حالت معمولاً كل عبارات شامل راديكال را برابر با

  رسيم.ي خود ميهايي به خواستهداشته باشد كه پس از انجام عمليات

 حاصل  :14مثالx( x )I dx
x

 





2 2

2
1 1

1
  كدام است؟ 

 :در اين مثال با انتخاب  پاسخu x 2 xبينيم كهمي 1 xdu dx dx
x x

 
 2 2

2
2 1 1

    :داريمرا در انتگرال  duپس ،

xI ( x ) dx ( u) du
x

    


 2 2 2
2

1 1 1
1

  

tبا تغيير متغير u 1، داريم:du dt، پس:  t ( u) ( x )I t dt c c c  
      

3 3 2 3
2 1 1 1

3 3 3  
  

 حاصل انتگرال  :15مثالxdxI
x ( x )


  

 2 2 31 1
  را حساب كنيد. 

 :با استفاده از تغيير متغير  پاسخx t 21خواهيم داشت ،xdx dt
1
  ، لذا داريم:2

  
dt dt dt dtI

t t t t t t tt t
   

  
   3

1 1 1
2 2 2

1 2 1
  

tتغيير متغيربا حالا  u 1 :داريمdt du
t


2
duI  و بنابراين داريم:  u c t c x c

u
          22 2 1 2 1 1  
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axصورتبهتابع راديكالي  ،حالت سوم: در انتگرال bx c 2 .وجود دارد  
  زير است: صورتبههاي مختلفي بندياين حالت خود داراي دسته

uراديكال كنار آن وجود داشته باشد، كه مانند حالت اول است و بايد از تغيير متغير ترين حالت اين است كه مشتق زيرسادهالف)  ax bx c  2  كنيماستفاده.  
  كنيم:، عبارت راديكالي را به يكي از سه شكل زير تبديل ميكامل مربعايجاد اگر مشتق زير راديكال در انتگرال موجود نباشد، با ب) 

u a , u a , a u  2 2 2 2 2 2  
  به شكل زير وجود دارد: مثلثاتي متغير تغيير هاآنكه براي هر يك از 

a) براي حالتي كه زير انتگرال، راديكالي به شكل1 u2 uوجود داشته باشد، از تغيير متغير 2 asin  كنيم.استفاده مي  
در اين حالت، محدوديت 

   2 cosكنيم، زيرا در اين بازهرا ايجاد مي 2   شويماست. بعد از اين تغيير متغير، از دست راديكال به شكل زير خلاص مي:  

a u a (a sin ) a ( sin ) a cos a | cos |          2 2 2 2 2 2 2 21  

 حاصل انتگرال :61مثالdx

( x )
 2 31

  كدام است؟ 

1(x c
x


 21

   2(x c
x




 21
  3(x x c

x
  



2
2

11
1

   4(x x c
x

  


2
2

11
1

   

 :از تغيير متغير»  1«گزينه  پاسخx sin ،dx cos d   داريم كنيم، در اين صورتاستفاده مي:  
x c

x


 21
dx cos d cos dd tg c

cos cos( x ) ( sin )

   
      

   
   3 22 3 2 31 1

  

xبـراي ايـن منظـور چـون     .تبـديل كنـيم   xرا به عبارتي بر حسـب  آمده بر حسب دستبهقسمت نهايي پاسخ، بايد عبارت در ها در اين نوع انتگرال sin  ،

cosگاهآن sin x     2 21 sinصورتبهتوان را ميtgو لذا 1 xtg
cos x


  

  21
هـاي مثلثـاتي   نوشت. البته در اين سـؤال اسـتفاده از فرمـول    

  هاي بعدي آن روش را نيز خواهيم ديد.الزاويه است كه در مثالرسم يك مثلث قائم ،اما يك روش جالب .راحت بود
  

u) براي حالتي كه زير انتگرال راديكالي به شكل2 a2 uوجود داشته باشد، از تغيير متغير 2 asec   و ياu acosh  كنيماستفاده مي. 

uدقت كنيد؛ در اين حالت وقتي از تغيير متغير a sec كنيم، محدوديت، استفاده مي
   2 براي)u a (و يا

   
3
u(براي 2 a  ( را در نظر

  شويم:از دست راديكال به شكل زير خلاص مي ،ير متغيرمثبت است. بعد از اين تغي tg،گيريم. زيرا در اين بازهمي
u a (a sec ) a a sec a a (sec ) a tg a | tg | atg             2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21  

tgچون مطابق محدوديت ذكر شده،   .بود، توانستيم قدرمطلق را در قسمت آخر محاسبات برداريم  

 حاصل  :71مثالdxI
(x ) x x


 

 21 4 42
   ، كدام است؟

1 (arcsec( x ) C 2 1  2 (arcsec( x ) C 4 1  3 (arcsec(x ) C 
1
2  4 (arcsec( x ) C 

14 2  

 :ابتدا عبارت زير راديكال را به صورت »  1«گزينه  پاسخ»(x ) 214 dxI  نويسيم و لذا داريم:مي» 12
(x ) (x )


  


21 14 12 2

  

x)ير متغيرحالا از تغي ) sec  
12 dxكنيم و لذا، استفاده مي2 sec tg d   

1
  است، بنابراين داريم:2

( sec tg )d tgI d d C arcsec( x ) C
tgsec sec

   
         

 
  2

1
2 2 11 12

  

 
u) براي حالتي كه زير انتگرال، راديكالي به شكل3 a2 uغيير متغيروجود داشته باشد، از ت 2 atg  و ياu asinh  كنيم. استفاده مي  

uدقت كنيد؛ در اين حالت وقتي از تغيير متغير atg  محدوديتكنيماستفاده مي ، 
   2 cos،زيرا در اين بازه .گيريمرا در نظر مي 2    است و بعد

u  شويم:خلاص مي مقابلاز اين تغيير متغير از دست راديكال به شكل  a (atg ) a a ( tg ) a | sec | a | | a( )
cos cos

          
 

2 2 2 2 2 2 1 11  
cosو چون در اين بازه،   طلق را برداريم.مات توانستيم قدربود، در قسمت آخر محاسب  
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 هـا دقـت   به ديگر عبارات موجود در انتگرال و همچنين نوع جـواب درگزينـه   ) بهتر است3( ) و2هاي نوع (ر انتگرالبراي انتخاب نوع تغيير متغير د  :2تذكر
  گيرد.كرده و يكي از اين دو تغيير متغير را استفاده كنيم. البته معمولاً تغيير متغير مثلثاتي در اكثر سؤالات مورد استفاده قرار مي

 حاصل  :81مثالxI dx
x


 
2

4
  ، برابر كدام گزينه است؟9

1 (( x) C
x


 

3
2

3
9

9
  2 (( x ) C

x


 

3
2 2
3

9
27

  3 (( x ) C
x




3
2 2
3

9
9

  4 (( x ) C
x




3
2 2
3

9
27

  

 :با توجه به وجود عبارت راديكالي استفاده از روش تغيير متغير و با فرض»  2«گزينه   پاسخx tg 3  داريـم؛dx ( sec )d  23    بـا توجـه بـه رابطـه . 
tg sec   2     داريم: 21

u du

sec sec x ( sec ) sec cosI ( sec )d d d d sin cos d
tg tg tg sin

   
            

       
2 2 2 3

2 4
4 4 4 4

9 3 3 1 1 13 9 9 981 81
  

sin (x )I ( ) ( ) ( ) ( ) C ( ) C
sin xx(sin ) ( )

x

  
           

 




3
3 2 2

3 3 3 322 2 2
2

1 1 1 1 1 1 1 1 9
9 3 27 27 27 27

9

  

بنويسـيم. بـراي ايـن منظـور يـك مثلـث        xمحاسبه شد، بايد عبارت را برحسب وقتي حاصل انتگرال بر حسبتوضيح: 
گيريم، تا در نظر مي 3ناميده و ضلع مجاور آن را  xرا يرو به زاويهكنيم و ضلع روبهالزاويه به شكل مقابل ترسيم ميقائم

xtgيرابطه  x«وتر  ،كه از ابتدا فرض كرده بوديم، برقرار شود. طبيعي است در چنين مثلثي 3 2 آيد مي دستبه» 9
sinتوانيمو حالا به راحتي مي  را بر حسبx :حساب كنيم. به راحتي داريم  

x xsin sin sin
xx


       



2
2

22 99
¾Ä»HpÁ»n¾M»n”±†
W±X¶ oU»

  

xtgيتوانيم از رابطهالبته ترسيم شكل براي درك بهتر داوطلبان است وگرنه به راحتي با استفاده از روابط مثلثاتي مي: توجه  sin، مقدار3 2  حساب كنيم. را

)ي(از رابطه tg )
cos

  


2
2

cosتوانيد، مي11 2 يرا حساب كرده و از روي رابطهsin cos   2 sin، به راحتي به21 2 رسيد(!  
 

 حاصل  :91مثالxI dx
x


 
2

4
  ، برابر كدام گزينه است؟1

1 (x( ) C
x



2

32 1
3  2 (x( ) C

x



2

31 1
3  3 (x( ) C

x


 
2

32 1
3  4 (x( ) C

x


 
2

31 1
3  

 :؛كنيـد كنـيم، فـرض   ي اين انتگرال از تغيير متغير استفاده مـي براي محاسبه»  4«گزينه   پاسخx sin  پـس ،dx cos d        و بـا توجـه بـه رابطـه

cot g
sin

  


2
2

  ، داريم:11
[ , ]

sin | cos | cos cosI cos d cos d d ( )d
sin sin sin sin sin

 
 

    
        

       
2 2 2

4 4 4 2 2
2 21 1  

u cotg u cotg cosI cotg ( cotg )d I c c [ ] c
sin

   
               


3 3 32 2

3
11 3 3 3

´ÄnHj oÃ™T¶ oÃÃ™U pH  
   cosبنويسـيم، بـراي ايـن منظـور بايـد      xهستند، بنابراين بايـد حاصـل انتگـرال را بـر حسـب      xها بر حسبمحاسبه شد، اما گزينه خبُ، انتگرال بر حسب

x  حساب كنيم: xرا نيز بر حسب sin x sin x sin x cos cos x                 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1  

cos  بنابراين داريم: ( x )I [ ] c [ ] c
sin x

 
     



3 2 3

3 3
1 1 1
3 3  

 

 حاصل انتگرال :20مثالdxI
x x




 2 2 4
  كدام است؟ 

1 (x c
x


 
2 4
4  2 (x c


2 4
4  3 (x c

 
2 4
4  4 (x c

x



2 4
4  

  : رمفه بيرون راديكال موجود نيست و عبارت زير راديكال ب ،مشتق عبارت داخل راديكال كهاينبا توجه به »  1«گزينه پاسخu a2 از  . پـس باشـد مـي  2

uمتغير a tg  كنيم:استفاده مي  x tg dx ( tg )d d sec d
cos

           


2 2
2

22 2 1 2  

2x 9
x

3


x« tg »
3

 
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sec d sec d sec d sec cosI d d
( tg )( sec ) tg sin costg tg tg ( tg )

       
      

         
    

2 2 2 2

2 2 22 2 2 2
2 2 2 1 1

4 44 24 4 4 4 4 1


( )

u du

cos xd (sin ) cos d sin c c c
sin xsin

   
              

 
2

2 2 1
2

1 1 1 1 4
4 4 4 4 4  

xنوشتيم چـون  xتوجه شود در قسمت نهايي كه عبارت را برحسب tg 2 وcot g
x

 
sinو از آنجـايي كـه   2

cot g
 

 
2

2
1

1
تـوان نتيجـه گرفـت    مـي  

xsin
x( )

x

  


2
2

22
1
2 41

xsinلذا .
x

 
2 4

  آمد. دستبه 

  
  رود، براي رفع اين مشكل چه كار كنيم؟ ها از يادمان مينوع انتگرالنوع تغيير متغير اين  گاهيسؤال دانشجو: 

مـا  اجرا از ايـن قـرار اسـت كـه     مشامل راديكال،  يهادر اين نوع انتگرال اما رفع آن بسيار ساده است! دانشجو بايد توجه كند؛ ،امشنيدهاين مشكل را بارها پاسخ: 
وقـت تغييـر   شـود شـما هـيچ   توجه به همين جمله باعـث مـي   ي انتگرال بيرون كنيم!!از بازي محاسبه خواهيم از دست راديكال خلاص شويم و آن رامي

aچـرا در انتگـرال   كنم!من از شما سؤال مييادتان نرود! را متغيرها  u2 uاز تغييـر متغيـر   2 a sin    دهـم!  خُـب خـودم جـواب مـي    كنـيم؟  اسـتفاده مـي  
aپس ،خلاصي از دست راديكال است ما چون هدف ( sin ) 2 aو به عبارت ديگر 21 cos 2 از تغيير  بخواهيم در اين انتگرال ؛كنيم. مثلاً فرض كنيدايجاد مي 2

uمتغير atg  و ياu a sec بـه همـين ترتيـب بـراي      جـواب خيـر اسـت.    !؟در راديكال ايجاد كـرد  است مربع كاملكه توان عبارتي ، استفاده كنيم! آيا مي
uدر انتگرال براي مثال به همين شكل است؛هاي ديگر نيز ماجرا راديكال a2 u، واقعاً چه كار كنيم كه از دست راديكـال خـلاص شـويم؟ مـثلاً    2 a sin  ،

uحالا اگه !معلومه كه نه ؟خوب است! a sinh  شد قبول كـرد! چـون  بود، ميsinh cosh  2 uحتـي  و يـا  21 atg       كنـد،  هـم بـه مـا كمـك مـي

aچون ( tg ) 2 aبرابردانيم كند كه ميايجاد مي 21
cos 

2
  آيد.باشد و به راحتي از راديكال بيرون ميمي 2

  
اي مختلف قرار دارنـد. در  ههايي با فرجه، درون راديكالxهاي مختلفي ازها تواندر برخي انتگرال هاي شامل راديكال:) روش كوچكترين مضرب مشترك براي انتگرال4

kxصورتبهتغيير متغير مناسب  ،اين حالت t است كهk كندباشد. مثال زير موضوع را بهتر روشن ميمي» هافرجه«، كوچكترين مضرب مشترك:  

 حاصل  :21مثالx x x dx
x( x)
 


3 62

31
  .آوريد دستبه، را 

 :هسـتند)، بنـابراين تغييـر متغيـر مناسـب      3و  3، 6هـا  اسـت (چـون فرجـه    6ها برابر بـا  كوچكترين مضرب مشترك فرجه  پاسخx t اسـت كـه از آن    6

dx t dt t  شود. بنابراين داريم:  ، نتيجه مي56 (t ) t t t t t(t t ) t tI ( t dt) dt dt dt
t( t ) t( t ) tt ( t )

       
   

  
   

66 6 2 63 6 4 5 3 5 3
5

2 2 236 6
1 16 6 6 6

1 1 11
  

  بنابراين با تقسيم صورت بر مخرج، داريم: ،درجه مخرج بيشتر است چون درجه صورت از

x Arctg x C 
2

633 62
t x xdt tI (t )dt t dt ( ) Arctgt C I (x ) Arctg x C

t t
            

   
1

66
14

3 3 4 66
2 2

1 36 6 6 6 6 64 21 1
  

 

 در پاسخ انتگرال  :22مثالxdxI
x x


 

 23 4 4
Asinصورتبهها ، يكي از جمله (x ) 1 1

  كدام است؟ A. مقدارباشدمي 2

1 (
1
4  2 (1

4  3 (1
2  4 (

1
2  

 :صورتبهابتدا انتگرال را »  1«گزينه   پاسخxdxI
( x )


 

 24 2 1
uيم، سپس با به كارگيري تغيير متغيركنبازنويسي مي  x 2   ، داريم:1

  
u du

u u uI du du du ( ) ( u ) ( u)du Arcsin( )
u u u u




 
        

   
    

1
2 2

2 2 2 2

1
1 1 1 1 1 1 1 12 2 4 24 4 4 4 2 4 24 4 4 4

  

x( ( u ) ) Arcsin [ u ] Arcsin(x ) C ( x ) Arcsin(x ) C
                

1 1
2 2 22 21 1 2 1 1 1 1 1 1 12 4 4 4 2 18 4 2 4 4 2 4 4 2  

  

dxصورتبهحالت خاصي از انتگرال راديكالي   :1نكته 
(ax b) cx d  يا و

dx

(ax b) mx nx k  
 2

 باشد كـه بـا اسـتفاده از تغييـر متغيـر     ، مي

ax b
u

 
  ها خالي از لطف نيست!اند، اما آشنايي با آنتاكنون به ندرت مورد سؤال قرار گرفته هااين نوع انتگرال شوند.محاسبه مي 1
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 حاصل  :32مثالdxI
x x x


 

 28 2 1
x)ا بيابيد.، ر )   

 :با فرض  پاسخx
u


dudxگاهآن، 1

u
  u  و لذا داريم: 2 ux x

uu u
 

     
2

2
2 2

8 2 8 28 2 1 1  

xArcsin( ) c
x



1
3

du
du du uu xI Arcsin c Arcsin( ) c

u u u u (u )
u u

 
           

     


  
2

2 2 2

1 11
3 31 8 2 8 2 9 1

  

  

mxهايي به فرم كليي انتگرالدر محاسبه :2نكته  nI dx
ax bx c




 
 2

bxتغيير متغير مناسب،  u
a

 2 .است  

 
انتگرال ديفرانسيل دوجمله اي و قضيه ي چبيشف   

  
mصورتبهاي ديفرانسيل انتگرال دو جمله n px (a bx ) dxشود كه در آن، تعريف ميm،n وp    ي چبيشـف ايـن نـوع    اعداد گويا هستند. بـر اسـاس قضـيه

  گيري توابع گويا تبديل كرد:توان به انتگرالها را تنها در سه حالت زير ميانتگرال
pدو حالت را خواهيم داشت؛ هرگاه گاهآناشد، عددي صحيح ب pاگر حالت اول:    ،گاهآنباشدn p(a bx )اي نيوتن بوده و بنابراين انتگرال ، همان دو جمله

pباشد. اما اگرآن به سادگي قابل محاسبه مي   ،از تغيير متغير گاهآنNx t كنيم كهاستفاده ميN مخرج مشترك كسرهايm وn .است  

m«اگر حالت دوم: 
n
1 «عددي صحيح باشد، از تغيير متغيرna bx t  كنيم كهاستفاده مي مخرج كسرp .است  

m«هرگاه حالت سوم:  p
n



nاز تغيير متغير گاهآن، عددي صحيح باشد. »1 na bx t x  كنيم كه در آن،استفاده مي مخرج كسرp .است  

 هاي زير را بيابيد.تغيير متغيرهاي مناسب براي انتگرال  :24مثال  

dxالف) 
x ( x ) 14 1             (بx ( x ) dx




2 1 1
3 3 xج)                  21 ( x ) dx

 
1

11 4 21  

 :پاسخ    
pدر اين انتگرالبررسي انتگرال الف:   1 كسرهاي مشترك و بنابراين در حالت اول هستيم. چون مخرجm وn اسـت، لـذا تغييـر     4برابـر بـا    2و  4 يعني

xمتغير مناسب t   است. 4

pدر اين انتگرالبررسي انتگرال ب:  
1
mعددي صحيح نيست، pو چون 2

n
1 كنيم:را بررسي ميm

n

 
 

2 11 3 11
3

، پس در حالت دوم هسـتيم و بايـد   

xاز تغيير متغير مناسب t 
1

  استفاده كنيم. 231

pگرالدر اين انتبررسي انتگرال ج:   
1
mعددي صحيح نيست، بايد pو چون 2

n
1  كنـيم؛ را بررسيm

n
  

  
1 11 1 5

4 ، و چـون ايـن عبـارت هـم     2

m«، صحيح استغير p
n



كنيم كه حاصلشرا حساب مي» 1   

5 1 32 x است و لذا در حالت سوم هستيم و بنابراين بايد از تغيير متغيـر  2 t x 4 2 41 

  كنيم.استفاده 
 

 حاصل انتگرال  :52مثالxI dx
x


 

3
3 2
  ، برابر كدام گزينه است؟1

1 (( x ) C 
1 2
3 31  2 (( x ) C 

1 3
3 22 1  3 (( x ) C 

1 3
3 21  4 (( x ) C 

1 2
3 32 1  

 :ي ديفرانسيلي بايد به سؤال جواب بدهيم. براي اين منظور تابع زير انتگرال را به فرم اسـتاندارد  اگيري از دوجملهروش انتگرال با توجه به  »2«گزينه   پاسخ

xI  كنيم:كسر منتقل مي صورتبهن منظور عبارت مخرج كسر را نويسيم، براي ايمي dx x (x ) dx ( )*
x


   

2 1 13
3 3 2

3 2
1 1  

mm  ها، داريم:با مقايسه با مطلب گفته شده در مورد اين نوع انتگرال , n , P
n

 
      

2 12 1 1 1 3 113 3 2
3
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mچون
n
1عددي صحيح است، بنابراين بايد از تغيير متغيرx u 

1
x  استفاده كنيم، لذا داريم:231 u ( x )dx udu x dx udu

 
     

1 2 2
23 3 311 2 63  

)بنابراين انتگرال uI  كنيم:روبرو بازنويسي مي صورتبهرا  *( ( udu)u u du ( ) C u C ( x ) C         
1 33

2 3 3 26 6 6 2 2 13    

ي غيررسمي! در به عنوان يك توصيه گفتيمطور كه در متن درس نيز همان اي ديفرانسيلي نبود.البته در حل اين سؤال نيازي به آشنايي با روابط دوجملهتوضيح: 
افتاد، براي دانستن اين بـود   pو m،nگيريم. اتفاقي كه در بالا با چك كردن مقاديردر نظر مي uهايي كه تابع راديكالي داريم، عبارت راديكالي را برابر باانتگرال

  اي ديفرانسيل مفيد نباشد!طوري نيست كه مطالب دوجملهكه چه تغيير متغيري بايد اعمال شود. البته هميشه اين
  

 ي انتگرال (يعنينشانه ،در ظاهر خود ،شوندميها مطرح نوع ديگري از سؤالات كه هر از گاهي در آزمون  :3تذكر    را ندارند! اما در مسـير پاسـخگويي بـه (
  .گيري نياز داريمها به انتگرالآن

 اي به طولمنحني كه در نقطه يمعادله  :62مثالx  yبر خط 1 x  dد و داشته باشيممماس باش 2 y x
dx


2

2   كدام است؟، 6

1 (y x x  3 3 1  2 (y x x  3 3 2  3 (y x x  3 2 4  4 (y x x 3 2  

 :4«گزينه   پاسخ «                  d y dyx xdx x c y ( x c)dx x cx d
dxdx

           
2 2 2 3

2 6 6 3 3  

x ينقطه منحني درل، سؤاچون طبق فرض  1 بر خطy x 2 باشد، بنابراين منحني از نقطهمماس ميP( , )1 xكند و شـيب آن در عبور مي 1 1   برابـر

c  شيب خط يعني يك خواهد بود. d
c c , d

   
      

1 1
3 1 2 

  

yصورتبهنابراين معادله ب x x 3   است. 2

استفاده از روش هاي ابتكاري در محاسبه ي انتگرال ها   
  

د كه حل ها وجود دارراي برخي از انتگرالهايي بهاي ديگر محاسبه كرد، اما روشتوان با استفاده از تغيير متغير مناسب و روشها را ميهر چند حاصل اكثر انتگرال
  م.يكنها را برايتان حل ميكنند، در اين قسمت چند نمونه از آنتر ميانتگرال را بسيار راحت

 هاي زير را بيابيد.حاصل انتگرال  :27مثال  

sinxالف) dx
sinx xdxج)   secxdxب)    1

x



1
د)  1

x

x
e dx
e




1
1

  

 :پاسخ    
sinرا اضافه و كم كنيم (اين ايده به خاطر وجود 1عدد  ،كسر صورتبهاي حل اين انتگرال بهتر است برحل الف:  x1 رسد)در مخرج كسر به ذهن مي:  

sin x sin xI dx dx ( )dx dx dx I I
sin x sin x sin x sin x

 
       

        1 2
1 1 1 111 1 1 1  

 هايي بـه فـرم كلـي   يادتان باشد؛ براي حل انتگرال آوردن حاصل انتگرال دوم است. دستبهاصلي آيد، مشكل مي دستبه xحاصل انتگرال اول كه به راحتي برابر با
dx
sin x1:بهتر است صورت و مخرج را در مزدوج مخرج ضرب كنيم ،  

sin x sin xdx dx dx
sin x ( sin x)( sin x) sin x

 
  

      2
1 1 1

1 1 1 1
´Ã¹¨Â¶ ¦Ã§ŸU −Ho«TºH »j ¾M Hn −Ho«TºH  

  dx sin xI dx dx tgx( )dx tgx sec x c
cos xsin x sin x cos x

      
    2 2 2

1 1 1
1 1

  

secآوردن انتگرال دستبهحل ب:  xdxهاي مختلفي دارد، اما يك روش ابتكاري و راحت اين است كه صورت و مخـرج ايـن كسـر را در   ، روش(sec x tgx) 

sec  ضرب كنيم: x(sec x tgx) sec x (sec x)tgx(sec x)dx dx dx
sec x tgx sec x tgx

 
 

   
2

  

secخب حالا اگر از تغيير متغير x tgx u  :استفاده كنيم، داريم  
sin x sin xtgx u [ ]dx du [ ( ) sec x]dx du [(sec x)tgx sec x]dx du

cos x cos x cos xcos x cos x
          2 2

2 2
1 1 1  

Ln  كنيد؛ مشتق مخرج كسر در صورت كسر وجود دارد، لذا داريم:ملاحظه مي | secx tgx | c 
duI Ln | u | c
u

     

  ضرب كنيم.» مزدوج مخرج كسر«بهترين روش حل اين است كه صورت و مخرج عبارت تحت انتگرال را در حل ج: 
  رسد)در صورت كسر به ذهن مي x1(اين ايده به دليل وجود



  

366 

انتگرالفصل چهارم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

sin x ( x ) c   
1

1 2 21x x. x x x dxdx dx dx dx dx x( x ) dx
x ( x)( x) x x x x

    
       

      
      

1
2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 121 1 1 1 1 1 1

  

با ضرب صورت و مخرج درحل د: 
x

e
   داريم: 2

x x
x x x xx

x x x x x xx

e e xsinhe e e e xI dx ( ) dx ( )dx ( )dx Ln(cosh ) c
xcoshe e e e e e


  

   


 

     

  

   

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2

2

  

  

 حاصل :82مثالdx
sin xcosx كدام است؟  

1 (Ln | cotgx | c  2 (Ln | tgx | c  3 (Ln | cotg x | c2  4 (Ln | tg x | c2  
  : براي حل در صورت كسر به جاي  »2«گزينه پاسخdx، عبارت(sin x cos x)dx2   داريم: . لذادهيمرار ميرا ق 2

dx (sin x cos x)dx sin x cos x sin x cos x( )dx ( )dx
sin x.cos x sin x.cos x sin x.cos x sin x.cos x cos x sin x


       

2 2 2 2
  

sin xtgxdx cotg xdx Ln | cos x | Ln | sin x | c Ln | | c Ln | tgx | c
cos x

            
  

 حاصل  :92مثالtgxI dx
tgx





1
  كدام است؟ 1

1( Ln[cos( x)] c
  4    2 (Ln[cos( x)] c

 4  3 (Ln[sin( x)] c
 4  4 (Ln[sin( x)] c

  4  

 :دانيممي  »2«گزينه   پاسخtg  14  است: مقابل برابر با مقدارو با كمي دقت واضح است تابع زير انتگرال  
tg( ) tgxtgx tg( x)

tgx (tg )tgx


 

  
 

1 4
1 41 4

    

tgaي بالا از فرمولدر رابطه tgbtg(a b)
tga tgb


 
 1 ًآيد:ميبعضاً به كار  ،اين رابطه در حل برخي مسائل مشكل استفاده كرديم و اصولا  

sin( x)
I tg( x)dx dx Ln[cos( x)] c

cos( x)


 

     



  4
4 4

4

  

  

 حاصل  :30مثالxI x dx
x





2
2

2
2

  (با كمي تغيير از سؤالات پايان ترم دانشگاه صنعتي اميركبير)  كدام است؟ 

1 (x xArcsin c
 

2 44
2 2  2( xArcsin x 

2
21 42 2  3 (xArcsin x c   242  4 (xArcsin x c   

2
442  

 :يك انتگرال نسبتاً جالب! با تغيير متغير»  1«گزينه   پاسخx t2 ،گاهآنxdx dt2:لذا داريم ،  

tt t t dtI dt I dt ( )dt dt t( t ) dt
t t t t t

 
       

    
     

1
2 2 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 1 42 2 2 2 2 24 4 4 2

´Ã¹¨Â¶Jo† nj HnZoh¶ »Rn¼‚  

t t t xArcsin ( t)( t ) dt Arcsin [ t ] c Arcsin t c Arcsin x c
  

                 
1 1 212 2 2 42 21 1 1 1 12 4 2 4 4 42 2 2 2 4 2 2 2 2

  

x    روش ديگر: u
xdx du

x ( x )xdx du u u uI x dx I du Arcsin( ) c
x x u u




  
       

   
   

22 2 2
2 24 2 2

2 2 1 2 1 4
2 2 2 22 4 4 4
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  انتگرال معين و خواص آن :5 درسنامه 

  و نكات مربوط به آن اختصاص دارد. بنابراين اين درسنامه را بسيار با دقت بخوانيد. هاي معينبيشترين حجم سؤالات فصل انتگرال، به انتگرال
 انتگرال معين   

  
و  Cشد (اين نامعيني بـه خـاطر وجـود   مي» نامعين«كه از نامش معلوم بود، حاصل آن تابعي  طوررا تعريف كرديم و همان» انتگرال نامعين«هاي قبلي در درسنامه

  ).تر از آن، معلوم نبودن عددي مشخص براي انتگرال بودمشخص نبودن آن و مهم
bدر اين قسمت، انتگرال

a
f (x)dxرا فرم معين انتگرالf (x) يدر بازهa تاbرسيم كه ي اين انتگرال، به يك عدد ثابت ميكنيم. در واقع با محاسبه، معرفي مي

fاين عدد ارتباط مستقيمي با مساحت زير نمودار (x) يدر بازهa تاb  دارد كه البته ما فعلاً قصد نداريم وارد اين بحث شويم! (در قسمت كاربرد انتگرال در بحث
يم، انتگـرال از  ه ـي مساحت زير نمودار توابع، به طور كامل اين ارتباط را برملا خواهيم كرد!!) اگر در پايين و بـالاي يـك انتگـرال نـامعين، دو عـدد قـرار د      محاسبه

bشود. در انتگرالآيد و مقدارش معين ميبلاتكليفي در مي
a

f (x)dx،a را حد پايين وb نامند.را حد بالاي انتگرال مي  
a]يبر بازه fقضيه: اگر تابع ,b] ،پيوسته باشدf پذير است.براي اين بازه انتگرال  

اين جمله بـه   يادتان باشد باشد. وليپذير نيز ميباشد، حتماً در اين بازه انتگرال [a,b]يتابعي پيوسته در بازه fگرگويد؛ ادر واقع قضيه فوق به ما مي
» پـذيري انتگـرال «شرط كـافي بـراي   » پيوسته بودن«در واقع پذير هم نخواهد بود. بر اين بازه پيوسته نباشد، آن وقت انتگرال fاين معني نيست كه اگر

fباشد، ولي شرط لازم نيست. مثلاً اگر بخواهيم انتگرال تابعمي (x) x    يرا در بازه[ , ]1 xحساب كنيم، واضح است؛ تابع جزء صـحيح، يعنـي   4     در نقـاط
  پذير است.صحيح ناپيوسته است و حال اين كه اين تابع انتگرال

امـا اگـر تـابعي پيوسـته نبـود، بـا توجـه بـه مطـالبي كـه در            .پذير استتابع انتگرالاين د توانيد چشم بسته بگويي، ميباشدهرگاه تابعي پيوسته تر: به زبان ساده
  پذير هست يا نه!؟هاي آينده به شما ياد خواهم داد، بايد بررسي كنيد كه آيا تابع انتگرالدرسنامه

 دومين قضيه اساسي حساب ديفرانسيل و انتگرال  
  

fاگر (x) يدر فاصله[a ,b] تابعي پيوسته باشد وF(x)يك تابع اوليه براي ،f (x) باشد، به عبارت ديگرF (x) f (x)   ،بـه ازاي هـر   گاهآنباشدx [a ,b] ،
  تساوي زير را داريم:

b
a

f (x)dx F(b) F(a)   
ام تعداد زيادي مثال از انواع مختلـف انتگـرال را بـراي    د، در اين قسمت سعي كردهنباشها مربوط به انتگرال معين ميب، با توجه به اين كه بيشتر سؤالات آزمونخُ

تفاوتي با فـرم  معين گيري كنيم. البته روش انتگرال گيري را با هم مرورهاي انتگرالگيري معين آشنا شويد و ثانياً مجدداً تمام روششما حل كنم، تا اولاً با انتگرال
  زير را در نظر داشته باشد:چند نكته مهم  اما نامعين ندارد،

  شود.ي عبارت زير انتگرال، نوشته مينيست و فقط تابع اوليه Cديگر خبري از ثابت ،در سمت راست) 1
  .ي تابع اوليه قرار دهيمبايد حدود بالا و پايين انتگرال را مطابق با دومين قضيه اساسي حساب ديفرانسيل، در ضابطه ي تابع اوليه،پس از محاسبه) 2
 ـگيري از روش تغيير متغير استفاده كرديم و انتگرال را بر حسب متغير جديد نوشتيم، حواسمان بايد جمع باشد كه حدود انتگرال جديد را نياگر در انتگرال) 3 ر ز ب

گيـري دسـت نـزنيم و در نهايـت وقتـي      هاي انتگرالتوانيم به بازهاساس متغير جديد بنويسيم. البته در برخي سؤالات پس از تغيير متغير عبارت تحت انتگرال، مي
تـوانيم در  هاي قديمي را مـي بازه حاصل انتگرال را حساب كرديم، مجدداً حاصل انتگرال را بر حسب متغير قديم بنويسيم و طبيعي است؛ در چنين شرايطي، همان

  سازد:هاي بعدي اين موضوع را بهتر روشن ميآمده جايگزين كنيم. مثال دستبهي تابع اوليه ضابطه

 حاصل   :1مثالtgxI dx
cosx



  3


  كدام است؟ 
1(2 2 2  2(2 2 1 3(2 1  4 (2 2  

 : يابتدا با استفاده از رابطه»  1«گزينه  پاسخsin xtgx
cos x

كنيم:، انتگرال را بازنويسي مي  

2 2 2
u du

sin xdx sin xdx (cos x) sin xdx [ u ] [ ]
cos x cos x cos x

cos x

    
 


        

3 1
3 3 3 3 32 2

3
2

22
   

  

uابربه شكل زير تغيير دهيم و در حاصل انتگرال كه بر uرا بر حسب متغير گيريهاي انتگرالبازه توانستيمطور كه گفتيم؛ ميهمان


1
هـا را جـايگزين   بـود، آن  22

2  كنيم: 2 2
x u cos( )

u cos x I [ u ] [ ]
x cos u

   
          

  

1 1
2 2
1 1

1
2

1 1 1 12 2 2 21 1 13 3 2 2

 
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 حاصل  :15مثالsin xcosxI ( )dx
e sin x






2
2 2 21

kصورتبه  ( kArctge)
e

1 باشد، مقدارميk كدام است؟  

1 (e  2 (
e
1  3 (2  4 (1

2  

 :وجود  »2«گزينه   پاسخ »e «       يم!! اگـر از تغييـر   درون انتگرال، كمي چهره سؤال را ناخوشايند كرده! اما اين بـه معنـي آن نيسـت كـه نبايـد سـمتش بـرو

uمتغير sin x:استفاده كنيم، داريم  u sin x du cos xdx , x u sin( ) , x u sin( ) 
          12 2    

u du duI ( )du du [u] [ Arctgeu] Arctge
ee u e e u e e e u e e e e

        
     

1 121 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 11
1 1 1    

    

k
e


1I ( Arctge)

ee
   2

1 11  
 

 حاصل  :16مثالI min{x,x }dx 
2 3


  دام است؟ك 

1 (3
2  2 (7

2  3 (9
4  4 (7

4  

 :ست، مينيمما در اين انتگرال كافي»  4«گزينه   پاسخx وx3 هـا  ي مختلـف يكـي از آن  نتگرال حساب كنيم. اما حواستان باشـد؛ در دو بـازه  ي ارا در بازه
xمينيمم است. اگر 1 ،گاهآنx 2 xتوان نتيجه گرفتدر طرفين مي xو لذا با ضرب 1 x3اما اگر ،x 1 xگاهآن، 2 2 در طرفين  xو با ضرب 1

xتوان نتيجه گرفتمي x3:پس داريم ،   


1 8 2 7
4 4

x xt x dx xdx [ ] [ ]        
1 2

1

4 21 23
1

1 4 1
4 2 4 2 2

  
  

 حاصل :17مثالxdxI
(x )( x)


 

3
1 1   كدام است؟ 3

1( 2(2 3(3 4 (4  
 :صورتبههايي به اين فرم (كه مخرج گفتيم براي حل انتگرال  »2«گزينه   پاسخax bx c 2     ،اسـت) تغييـر متغيـر مناسـبbx u

a
 2  باشـد،  مـي

axبنابراين ابتدا عبارت درون راديكال را به فرم bx c 2 نويسيم:مي  (x )( x) x x a , b         21 3 4 3 1 4    

xبنابراين تغيير متغير مناسب، u
( )

 

4

2 uجاباشد كه از آنمي 1 x 2 شود، لذا داريم:مي  

x x (x ) u , x u , x u                2 2 24 3 2 1 1 1 1 3 1  

u u duI du du
u u u  


  

  
  

1 1 1
1 1 12 2 2

2 2
1 1 1

  

Arcsin]شود. از طرفي حاصل انتگرال دوم برابر با:گيري متقارن است، پس حاصل آن صفر ميي انتگرالانتگرال اول يك تابع فرد است و چون بازه u]
1

ود، شمي 1

2I  پس داريم: [Arcsin Arcsin( )] [ ( )] 
      2 1 1 2 2 2  

  

 حاصل انتگرال  :18مثالcosxI dx
sinx sin x




  2 26 5

    ، كدام است؟

1 (  2 (Ln 4
3  3 (Ln 6

5  4 (Ln1 65  

 :از تغيير متغير  »2«گزينه   پاسخsin x t ،گاهآنcos xdx dt و چون( x )x Arcsin t
  2:بنابراين داريم ،  

t tx Arcsin t t , x Arcsin t t    
         1 1 12 2

     

Ln 4
3

dt dt tI [Ln( )] Ln Ln
(t )(t ) tt t


     

    
1 1 1

2
3 323 2 2 26 5  

  
  

 مقدار انتگرال  :19مثالxdx
x x 

2
4 22 4

    كدام است؟ 

1 (
3  2 ( 3

12  3 ( 3
36  4 ( 3

6  
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 :نسبت به 2اي درجه ده شده به جهت اينكه مخرج كسر يك چندجملهبراي حل انتگرل دا»  3«گزينه   پاسخx2 نسـبت   2اي درجـه  است و اين چندجمله
)، داراي ريشة حقيقي نيستx2به )  . هاي گفته شده در ابتداي فصـل، بـه حـل    ستفاده از فرموللذا ابتدا بايد مخرج را به فرم مربع كامل درآورد و سپس با ا

  انتگرال پرداخت:
duxdx u xArctg c Arctg c

(x ) ( ) u ( )


    
   

2

2 2 2 2 2

1
1 1 12

2 3 3 2 3 31 3 3
  

 3
36

xdx xArctg Arctg Arctg
x x


  

 
22

4 2
1 1 1 1 12 3

2 3 3 2 3 2 3 32 3 
  

 

 اگر  :20مثالt
F(x) xtg xdx  1


گاه مقدار، آن

t
limF(x)
1

  ، برابر كدام گزينه است؟

1 (


1
2 2  2 (


1

2 2  3 (


1
4 2  4 (


1

4 2  

 :در اين سؤال در اصل بايد حاصل » 4«گزينه   پاسخI xtg xdx 
1 1


  كنيم:ي جزء به جزء استفاده مياز قاعده را حساب كنيم، براي اين منظور 

xu tg x du dx , xdx dv v
x

     


21
2

1
21

´ÄoÃ¬Â¶®ÃvºHoŸÄj ´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH  

x x xI [ tg x] ( )dx tg ( ) dx ( )dx
x x x

  
       

    
112 2 21 11 1

2 2 2
1 1 1 1 1 11 12 2 2 2 2 4 21 1 1  

  




1
4 2[x Arctgx]    

          
11 1 1 1

8 2 8 2 2 4 8 2 8
  

 

 در تساوي  :21مثالb b

a a
(x a)(b x)f (x)dx A f (x)dx   اگر ،f (a) f (b)   ،مقدار گاهآنA برابر كدام گزينه است؟  

1(2- 2(2 3((a b)2  4 ((a b) 2  
 :وجـود »  1«گزينه   پاسخf (x)         ـ  در زيـر انتگـرال سـمت چـپ، سـيگنال اسـتفاده از روابـط انتگـرال    كنـد!  ه جـزء را بـراي مـا ارسـال مـي     گيـري جـزء ب

u  بنابراين با در نظر گرفتن تغيير متغيرهاي مناسب داريم: (x a)(b x) du ( x a b)dx
dv f (x)dx v f (x)
       

    

2  
b b

a a

b b b b
a a a a

I udv [uv] vdu (x a)(b x)f (x)dx [(x a)(b x)f (x)] ( x a b)f (x)dx                  2  
b

a
I ( x a b)f (x)dx     2b

a
I ( x a b)f (x)dx      2  

  گيريم:ه جزء كمك ميگيري جزء بسؤال، يكبار ديگر از قاعده انتگرال صورتبهبا توجه 
b

a

b b
a a

u x a b du dx
I ( x a b)f (x)dx [( x a b)f (x)] f (x)( dx)

f (x)dx dv f (x) v
                       

 
2 2 2 2 2  

fبا توجه به اين كه (b) وf (a) شود و داريم:) برابر صفر ميفوق برابر صفر هستند، لذا عبارت اول (در سمت راست تساوي  
A  2b

a
I f (x)dx   2 انتگرال سمت چپ  

 

 فرض كنيد نقطه  :22مثالp( , )1 yمركز تقارنِ نمودار تابع 3 f (x) باشد و داشته باشيمf (x)dx



2
1 Iدر اين صورت حاصلِ 12 f (x)dx 

3


  ؟ كدام است 
1(3 2(3 3(6 4 (6  
 :كنيم كه وقتي نموداريادآوري مي»  3«گزينه   پاسخy f (x) يدر نقطه( , )   ِمركز تقارن داشته باشد، با جايگذاريx 2  وy2  به جـايx 

y  ، باز هم معادله برقرار خواهد بود. به عبارتي داريم:yو f (x) y f ( x)     2 2  
)pيوقتي نقطه , )1 yمركز تقارن نمودار 3 f (x) گيريم كه در اين تابع اگر به جايمي باشد، نتيجهx وy  به ترتيـب ،x2 وy6      قـرار بـدهيم، بـاز هـم

f  تساوي برقرار خواهد بود. به عبارتي داريم: ( x) f (x)   2 6y f (x) y f ( x)    6 2  

fبه عبارتي داريم ( t) f (t)  2 Iِاكنون در انتگرال 6 f (x)dx 
3


xتغيير متغير  t 2 دهيم. در اين صورت داريمرا انجام ميdx dt به ازاي ،x   

tداريم  xو به ازاي 2  tمقدار 3  1 آيد. به دست مي  f ( t)dt


  
1

2
2I f (x)dx f ( t)( dt)


    

3 1

2
2


  

fكنيم. در ضمن از تساويبا قرينه كردن انتگرال، حدود آن را جابجا مي ( t) f (t)  2   كنيم.ستفاده ميا 6

   6 3 12 6I [ f (t)]dt dt f (t)dt
  

     
2 2 2

1 1 1
6 6  
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 حاصل  :63مثالI (xsin x) dx


  2


  ، برابر كدام گزينه است؟

1 ( 


3

6 4  2 ( 


3

4 6  3 ( 


3

4 6  4 ( 


3

6 4  

 با فرض .كنيمي جزء به جزء (روش جدول) استفاده مياز قاعده » 4«گزينه   سخ:پاu x dvو 2 (sin x)dx   ، داريم:2
  
  

x x x x xI [( sin x) ( cos x) ( sin x)]

I


     

     
     

3 2 3 3

3 3 3 3

12 2 22 4 2 4 6 8

2 2 4 6 6 4

  

  
  

 

 حاصل :73مثالdxI
a cos x b sin x




 4 2 2 2 2

  بيابيد. را 

 نويسيم: مي مقابل صورتبهابتدا انتگرال داده شده را خ : پاس           
dx

dx cos xI
a cos x b sin x a b tg x

 

 
  

24 4
2 2 2 2 2 2 2 

  

uاز تغيير متغير لااح tgx،dxdu
cos x

 du  كنيم. در اين صورت:استفاده مي2 du b bu bI . Arctg Arctg
a a a ab aa b u b b( ) u
b

   
 

 
1 1

2 2 2 2 22 2
11 1 1

  
  

 

 اگر  :(سخت) 83ثالمLntg xdx  


1 1 2
2

Iحاصل گاهآن،  cot g ( x x )dx  
1 1 21


    برابر با كدام گزينه است؟ 

1 (Ln 1 2  2 (Ln


21 2  3 (( Ln )2 2  4 (Ln 2  

 :نيم؛ادحلي نسبتاً آسان دارد! از مثلثات مييك سؤال جالب كه ظاهري ترسناك و البته راه  »4«گزينه   پاسخcot g x tg
x

 1 1 ، بنابراين حاصل انتگرال 1

x  شود:بازنويسي مي مقابل صورتبه ( x)I tg ( )dx tg [ ]dx
x( x)x x

   
 

   
1 11 1

2
1 1

1 11 
  

aيرابطه ،باز هم از اطلاعات مثلثاتي خود btg ( ) tg a tg b
ab

  
 


1 1 1

  پس داريم: .آوريمرا به خاطر مي 1

  I [tg x tg ( x)]dx tg xdx tg ( x)dx          
1 1 11 1 1 11 1
  

  

xبا تغيير متغير t 1:براي انتگرال دوم داريم ،  x t
x t dx dt , tg ( x)dx tg tdt tg tdt

x t
    

            
  

1 11 1 1
1

11 11


 



  

tgتوان نوشت:چون مي tdt tg xdx  
1 11 1
 

  ، بنابراين داريم:

Ln  يم:كه همان انتگرال اول است، بنابراين دار  2LnI tg xdx I ( )  
   

1 1 22 2 4
−H»w nj ½k{½jHjƒo   

  

 اگر براي :(سخت) 93مثالn  صورتبه fتابع 2
n n

xf (x)
x


1

تعريف شود و  
n

g(x) (fofof of )(x) 
nIM

nIحاصـل  اهگآنباشد،   x g(x)dx 
1 2


 

    است؟گزينه كدام با برابر 

1 (
n( n) n

n(n )


 



11
1

1  2 (
nn( n)

(n )(n )


 
 

11
2 1 2

1 2  3 (
n( n)

n(n )


 



11
1 1

1  4 (
nn ( n) n

(n )(n )


 
 

112 22 1 2
1 2  

 :ابتدا»  3«گزينه  پاسخfof (x) دهيم:را تشكيل مي  

n n nn n n

n nn n nn
n n

n n n n n

x x x
xx x xfof (x) f[f (x)]

x x x x( )
x x x

      
  

  

1 1 1
1 2 1 21 1

1 1 1

  

x sin x
xx sin x

x cos x

x sin x



 

 

 

2 2

2

3

12 22 4
12 24 8
1 212 16

 علامت مشتق انتگرال
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xeكلي صورتبههايي حاصل انتگرال :2نكته  [f (x) f (x)]dx همواره برابر باxe f (x) c شود.مي   

 حاصل  :41مثالxI e [Ln(cosx) tgx]dx


  4


  ، كدام است؟

1 (Ln
2 14  2 (e Ln



4 2 1  3 (e Ln


 41 22  4 (e Ln

41 22  

 :رو هستيم! اگر خـوب بـه بـاطن كروشـه نگـاه كنيـد، متوجـه        با يك انتگرال با ظاهري نسبتاً ترسناك و البته با باطني نسبتاً مهربان روبه  »3«گزينه   پاسخ

Ln(cosشويد درون آنمي x) وtgx داريم. واقعاً كيست كه نداند مشتقLn(cos x) برابر باsin x
cos x
 و به عبارت ديگر برابر باtgx    است!؟ پس انتگـرال بـا

fفرض (x) Ln(cos x) زير است: صورتبه  

xI e [f (x) f (x)]dx


  4


  

xeهايي هميشه و در تمام دنيا برابر بادانيم حاصل چنين انتگرالكه مي f (x) :خواهد شد! بنابراين داريم  

x xI [e f (x)] [e Ln(cos x)] e Ln cos( ) e Ln(cos( )) e Ln( ) Ln e Ln( )
    


        14 4 4 4 42 1 2 24 2 

    

e Ln


 41 22e Ln( ) e Ln
 

   
1 1

14 2 4 22 2 2  
بـه فكـر اسـتفاده از ايـن      ،خودش ضرب شـده به در عبارتي نسبتاً نامربوط  xeرسد وبه نظر مي بينيد انتگرال كمي وحشتناكدر واقع وقتي ميتوضيح تكميلي: 

  فرمول باشيد!
  

 حاصل  :42مثال
xe ( sin x)I dx

cosx

 


 2 1
1

  )MIT) دانشگاه 1( عمومي (از سؤالات رياضي  كدام است؟ 

1(e

2 2 (e  3(e


22 4 (e2  

 :شكن، يعنيابتدا با استفاده از فرمول توان»  1«گزينه   پاسخcos u cos u  21 2 sinو فرمول دو برابر كمـان، يعنـي   2 u sin u cos u2 نتگـرال را  ، ا2

  كنيم:بازنويسي مي
x

x
x

x xe ( sin cos )e ( sin x) xdx dx e ( tg )dx
x xcos x cos cos

  
  

  2 2 2
2 2

1 21 12 2
1 22 22 2

  
  

xfتوانحالا اگر كمي دقت كنيد؛ عبارت داخل پرانتز را مي (x) tg fو در نتيجه 2 (x)
xcos ( )

 
2
1

2 2

  .استفاده كرد گفته شدهي ، فرض كرد و از نكته

xپس حاصل انتگرال برابر با xe tg( e  شود و داريم:مي 2(

2x xI [e tg ] e tg( ) e tg e

  


     
2 2 2 12 4 2

   

نكات و خواص مهم انتگرال هاي معين   
  

    اگر در يك انتگرال معين جاي حد بالا و پايين تعويض شود، بايد يك منفي در انتگرال ضرب شود:) 1
b a

a b
f (x)dx f (x)dx    

a:هاي پايين و بالاي آن يكسان باشد، برابر صفر است، يعنين نتيجه گرفت، حاصل هر انتگرال كه بازهتوامي گفته شدهي از نكته
a

f (x)dx  .  

 اگر :43مثالdxA
x




2
1 4
2 1

xو  dxB
x




22
1 4
2 1

  م گزينه صحيح است؟كدا گاهآن، 

1 (B A 
1
2  2 (B A  2  3( B A   4 (B A 1  

  : گونه سؤالات بايد سعي كنيمدر اين»  3«گزينه پاسخA ياB ابتدا انتگـرال ب كنيم. نه اينكه هر كدام را جداگانه حسا ،دست آوريمرا برحسب هم بهB  را

xبا استفاده از تغيير متغير
t


dtx  كنيم:محاسبه مي 1 dx , x t , x t

t t
         2

1 1 12 22 2  

( ) dt dtt tB ( ) ( )dt dt B
t t t t( ) tt t

       
   

   
21 1 12 22 2 2 12 4 4 42 2 24 2 24

11
1

1 1 1 11
½k{¾TŸ¬Á¾T§º¾M¾]¼U IM  

  برابر شد. Aدقيقاً با انتگرال Bكنيد انتگرالملاحظه مي
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 اگر :51مثالf (x)dx



3

2 fو 7 (x)dx 
1
2 Iرت حاصلدر اين صو 4 f (x)dx


 

3
  كدام است؟ 1

1(11 2(3 3(11- 4 (3  
  : با توجه به اين كه حاصل انتگرال»  2«گزينه پاسخf (x) تا 1ي در بازه3 تا 2و  1تا  2ي خواسته شده و مقدار انتگرال در دو بازه3 هايرا داريم، لذا بايد بازه 

f  انتگرال خواسته شده را به دو بخش تفكيك كنيم: (x)dx f (x)dx f (x)dx 3   
             

3 1 3 3 3 1
2 2 1 1 2 2 4 7  

  

 اگر :52مثالx ; x
f (x)

x ; x

   
 

2 1
1 2
، حاصل گاهآنI f (x)dx 

2


   ت؟كدام اس 

1 (4 2 1
2  2 (4 2 1

2  3 (4 2 1
3  4 (4 2 1

3  

  : هاي مختلف است، بنابراين بايد انتگرال را به دو قسمت تقسيم كنيم:تابع داده شده داراي دو ضابطه در بازه  »3«گزينه پاسخ  
xI f (x)dx f (x)dx f (x)dx x dx x dx I [ ] [ x ] 

               
1 2

11 1

332 1 2 1 22 22 1 4 2 2 4 2 1
3 3 3 3 3 3  

  
  

a]يدر فاصله fاگر) 7 ,b] را داريم: زيرهمواره نامساوي  گاهآنپذير باشد، انتگرال  
b b

a a
| f (x)dx | | f (x) |dx  

 ثابت كنيد عبارت :53مثال
xe sin x| ( )dx |

x




3

21 1
كوچكتر از 

e


  است. 12

  :پاسخ  
x x x

|sin x|e sin x e sin x eA | ( )dx | | | dx A dx
x x x

  
 

   
    

3 3 31
2 2 21 1 1

1
1 1 1

  

  است، لذا داريم: e1گيري برابر باي انتگرالدر بازه xeحداكثر
e


12A e dx [Arctgx] ( )
e ex

  
    


3 31

121
1 1 1

3 41
   

  

 مقدار  :54مثال
n

sinnxlim dx
x n



 
2

2 2
    ، كدام است؟ 

1 (  2 (2  3 (e
2  4 (  

 :دانيممي  »1«گزينه   پاسخ| sin nx |1:پس داريم ،  
|sin nx|sin nx sin nx dx xI | dx | | | dx [tg ] tg

n n n nx n x n x n

      
    

    
2 2 21 1 2 1

2 2 2 2 2 2
1 1 2

  
   

nوقتي   ،گاهآن~
n n
2 و لذا حاصل انتگرال 1

n

2

nاست كه براي 2  .حد آن برابر با صفر است ،  

sinدانيمميروش ديگر:  nx| |
x n n

 
2 2 2

1بنابراين ،sin nx| |dx dx
x n n

 


 
2 2

2 2 2
1

 
xI  و لذا داريم:  dx [ ]

n n n

 
  

22
2 2 2

1 2


  

nوقتي   ،گاهآن
n

2

2  و لذاI  چون ،I  بنابراين ،I   ست.ا  

  
  

b  كند:مي زيادي ها به ما كمكدر حل برخي از تست مقابلدو خاصيت ) 8 b a a

a a
f (x)dx f (a b x)dx , f (x)dx f (a x)dx          

 حاصل  :55مثال( x)sinxI dx
cos x

  


 21
  ، كدام است؟

1 (
4  2 (2

8  3 (2

4  4 (
8  

 :يبراي حل اين سؤال از نكته»  3«گزينه   پاسخa a
f (x) f (a x)dx   

  كنيم:، استفاده مي
( x)sin x [ ( x)]sin( x) x sin xI ( )dx dx I dx

cos x cos ( x) cos x

      
   

     2 2 21 1 1  
  

  اگر طرفين اين تساوي را با تساوي داده شده در صورت سؤال جمع كنيم، داريم:
( x)sin x x sin x sin x x sin x x sin xI I dx dx I dx dx dx

cos x cos x cos x cos x cos x

     
       

        2 2 2 2 22
1 1 1 1 1    

  

2

4
sin xI dx I [Arctg(cos x)] [Arctg(cos ) Arctg(cos( ))] [ ] [ ]
cos x

       
                 

 22 2 2 2 4 4 2 21 
  
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 حاصل  :56مثالcosx
dxI

(sinx)



 1

  ، كدام است؟

1 (
4  2 (

2  3 (
6  4 (

3  

 :در اين سؤال هم»  2«گزينه  پاسخa   وb   توانيم تساوي زير را بنويسيم:باشد، بنابراين ميمي  
cos x

cos( x) cos x cos x
cos x

dx dx dx (sin x)I I dx ( )*
[sin( x)] (sin x) (sin x)

sin x

   
     

   
   11 1 11   

  

)حالا اگر طرفين تساوي   ده در صورت سؤال جمع كنيم، داريم:را با طرفين تساوي داده ش *(

I 
 2

cos x cos x

cos x cos x cos x
(sin x) dx (sin x)I dx ( )dx dx [x]

(sin x) (sin x) (sin x)
    

       
     

12
1 1 1    

  

  

 اگر  :57مثالa  گاه حاصل، آنx
cos xI dx

a






2

1
  كدام است؟  

1 (  2 (( )
a
 2  3 (

a
  4 (

2  

 :يباز هم از نكته»  4«گزينه   پاسخb b
a a

f (a b x)dx f (x)    كنيم. در اين سؤالاستفاده ميa   وb   :و لذا داريم  
x x

a
x x x

cos ( x) cos x a cos xI dx dx I dx ( )*
a a a

  
   


   

    
2 2 2

1 1 1
nj Jo†  

)حالا اگر طرفين رابطه   ي صورت سؤال جمع كنيم، داريم:را با طرفين رابطه*(
x

x
( a )cos x cos xI dx I cos xdx I ( )dx I ( cos x)dx

a
   

  

 
       

   
2 21 1 22 2 2 2 2 1 221 

I [x sin x] I I 
       

12 2 22 2
  

 

 حاصل  :(سخت) 85مثالxsin xcosxI ( )dx
tg x cot g x







 2

2 2
2

  كدام است؟ 

1 (  2 (
8  3 (( ) 2

32  4 (( ) 2
16  

 :شد، ر مياگر تابع زير انتگرال فرد بود، حاصل انتگرال صف ! چوني تستي قرار داده شده استي اول به عنوان تلهگزينه كه اولاً توجه كنيد»  4«گزينه   پاسخ

يتوانيم بازهاما اتفاقاً تابع داده شده، زوج است و بنابراين مي




 2

2
صورتبهرا  



 22


cotهمبنويسيم. از طرفي با توجه به اين كه در تابع  زير انتگرال   gx  داريم و

sinچنين هممو ه tgxهم x داريم و همcos xيشويم: از رابطه، تحريك ميa a
f (x)dx f (a x)dx   

  :استفاده كنيم! بنابراين داريم 

x sin x cos x x sin x cos xI ( )dx ( )dx I
tg x cot g x tg x cot g x

 




  
  2 2 12 2 2 2

2
2 2


  

( x)sin( x)cos( x) cos x sin x sin x cos x x sin x cos xI dx ( x) dx dx dx
cot g x tg x cot g x tg x tg x cot g xtg ( x) cot g ( x)

   
  
    

    
      

   2 2 2 21 2 2 2 2 2 22 2
2 2 2

2 2
2 2

   
  

sin  تساوي مقابل را داريم: ،باشد، با انتقال آن به سمت چپمي I1انتگرال دوم همان x cos x sin x cos xI ( )dx I ( )dx
cot g x tg x tg x cot g x

  
  

  2 21 12 2 2 22 2 4 
  

  :مكنيزير بازنويسي مي صورتبهايم) را حساب كنيم! براي اين منظور انتگرال را ي آن خلاص شدهاوليه xست؛ حاصل انتگرال جديد (كه از دستا حالا كافي
tgx

sin x cos x sin x tg xI ( )dx ( )dx ( )dx
tg x cot g x tg x tg x

tg x tg x

     
  

  
  

2
2 2 21 2 2 2 2

2 2

2
2 1

1 14 8 8  
  

tgحالا با استفاده از تغيير متغير x u2 :داريم  
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dutg x u ( tg x)( tgx)dx du dx , x u tg ( ) , x u tg ( )
tgx( tg x)

 
              


2 2 2 2

21 2 2 22 1
    

tgx
du u( u)uI [ ] du du ( )du

tgx( u) u ( u )( u) u ( u)u
u u

           
     

   
2

1 2 2 2 2 2

12
1 1 111

18 2 1 8 8 8 21 1 1 1 1   
  

du ( )du [Arctgu] [ ] [ ] ( )
uu ( u)

             
        

  2 2
1 1 2116 16 16 16 1 16 2 16 16 2 321 1   

  

Iاما I )و بنابراين 12 )I   


2
  .باشدمي 16

sinهرگاه در تابعي همنكته:  x داشتيم و همcos x ،كه با تبديلبه شرط آنsin x وcos x ،توان نتيجه گرفت:مي به يكديگر معادله عوض نشود  

  xf (sin x,cos x)dx f (sin x,cos x)dx
 

 2 2
4 

  

را از پشت انتگرال برداريد و عدد xتوانستيدبا دانستن اين نكته از همان ابتدا ميدر واقع 
  را در انتگرال باقيمانده ضرب كنيد. 4

  

 اگر  :95مثالLn(sin )d Ln


    2


Iحاصل گاهآن،  Ln( cos )d


    1


  )Harvard) دانشگاه 1(از سؤالات رياضي عمومي (  كدام است؟ 

1  (Ln
 22  2 (Ln 2  3 (Ln


2

22  4 (Ln
 24  

 :يابتدا با استفاده از رابطه  »2«گزينه  پاسخcos cos 
   21 2 LnABياستفاده از قاعدهبا و همچنين 2 LnA LnB كنيم، انتگرال را كمي ساده مي:  

I Ln( cos )d Ln( cos )d (Ln )d Ln(cos ( ))d
    

           2 21 2 22 2   
  

, ( )1Lncos( )d
 

 2
I (Ln )[x] Ln(cos )d Ln

  
      2 2 2 22 

  

I  بناميم، داريم: I2اگر حاصل انتگرال دوم را Ln(sin )d
 

 2 2
I Ln cos( )d Ln[cos( )]d

     
       2 2 2 2 

I Ln(cos )d
 

 2 2
  

    :هم جمع كنيم، داريم كند، اگر طرفين اين دو را باها از نظر ظاهري با هم فرق ميو سمت راست آن I2برابر )بالا سمت چپ دو تساوي فوق (تساوي اول و آخر سطر

I Ln(cos )d Ln(sin )d Ln[sin( )cos( )]d Ln[ (sin )]d Ln sin d Ln d
        

                2
12 22 2 2 2 2     

  

Ln(sin )d Ln
I Ln(sin )d Ln I Ln Ln I Ln

  
             

2
2 2 22 2 2 2 2 2 2 2


  

Ln 2( ) I I Ln I Ln Ln        21 2
22 2 2 2 2´ÃÀjÂ¶ nHo¤ Á¾‰MHn nj Hn ÁHoM ½k¶ASwj¾M nHk£¶  

  

 حاصل  :(سخت) 60مثالI dx
tgx




 3

6

1
  كدام است؟ 1

1 (
6  2 (

12  3 (
4  4 (

8  

 :وجود  »2«گزينه   پاسخtgx                مثلثـاتي ديگـري در انتگـرال، كـاملاً سـؤال را سـخت بـه نظـر مـي رسـاند!  در مخـرج كسـر و عـدم وجـود هـيچ نسـبت  
هـا باشـد! خصوصـاً ايـن كـه وقتـي نسـبتي        هاي معين بعد از خدا، اميدتان به نكتهت كه انتگرال معين است و هميشه يادتان باشد در انتگرالاما خوبي كار اين اس

مثلثــاتي داريــم و جمــع حــد پــايين و بــالاي انتگــرال برابــر بــا
aت، چــون در ايــن تســگفتــه شــدهي ابتــدا بــا توجــه بــه نكتــه .اســت2 

 bو 6 
 لــذا  ،3

a b   
   3 6 tgx  داريم:. پس 2

I dx dx dx I dx
cot gx tgxtg( x) tgx

   

       
   

   3 3 3 3

6 6 6 6

1 1 1
11 111 2

  

كند، اگر طرفين ها از نظر ظاهري با هم فرق ميو سمت راست آن I،هاآمده، دو انتگرال داريم كه سمت چپ آن دستبهبا توجه به انتگرال صورت سؤال و انتگرال 
  ها را با هم جمع كنيم، داريم:اين تساوي

I 
 12

tgx tgx
I I dx dx I ( )dx I ( )dx I [x] I I

tgx tgx tgx

    

    
   

              
     3 3 3 3 3

6 6 6 6 6

11 2 2 1 2 2 23 6 61 1 1
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 حاصل :72مثالxtgxI dx
secx tgx







  كدام است؟ 

1 (( ) 1
2  2 (( ) 2

2  3 (2

2  4 (( ) 1
2  

  : نوشت: مقابل صورتبهتوان د كه انتگرال را ميابتدا توجه كني  »2«گزينه پاسخ         
sin xx( )xtgx x sin xcos xdx dx dx

sin xsec x tgx sin x
cos x cos x

  
 

 
  1 1  

  

xfبا استفاده از رابطه حالا (sin x)dx f (sin x)dx
 

 2 
  شويم:خلاص مي x، از دست

x sin x sin xdx dx ( )dx
sin x sin x sin x

   
  

    
111 2 1 2 1  

  

( )
  22x

sin x( ) dx (x tgx ) [ lim (x tgx ) ]
cos x cos xcos x





   
          2

1 1 11 12 2 2 
  

  

 حاصل :73مثالI xLn(sinx)dx


  برابر كدام گزينه است؟  

1 (Ln
 22  2 (Ln


2

22  3 (Ln 2
2 2  4 (Ln 22  

 :از دستگفته شده اده از نكته ابتدا با استف  »2«گزينه   پاسخxشويم: بنابراين داريم:، خلاص مي  I xLn(sin x)dx Ln(sin x)dx
 

  2 
  

Ln(sinدانيماما مي x)dx Ln(sin x)dx



  22

 
I  داريم: پس،  Ln(sin x)dx Ln(sin x)dx

 
    2 22 2  

  

Lnقبلاً حاصل انتگرال فوق را برابر با
 Lnآورديم، پس دستهب 22


2

22I ( Ln )
   22.  

 

fاگر) 16 (x) زير را داريم: هايتساوي گاهآنپذير باشد، تابعي زوج و انتگرال  
xf (cosx)dx f (cosx)dx

 
 2 

  
  

n
f (cosx)dx n f (cosx)dx , (n )

 

  2 2
 

  
  

n
f (sin x)dx n f (sinx)dx , (n )

 

  2 2
 

  

 حاصل :74مثالI xcos xdx


  2


  كدام است؟ 

1 (2

2  2 (2

4  3 (2

2 2
  4 (2

2
  

  : توانيم به سؤال جواب دهيمبه راحتي مي گفته شدهي باشد، اما با استفاده از نكتهمي »جزء به جزء«ي اعدهحل معمولي سؤال، استفاده از قراه  »2«گزينه پاسخ:  

I x cos xdx cos xdx
 

  2 2
2 

  

cosهمواره حاصل انتگرال xdx

 2


sinو  xdx

 2


، برابر با
 .شكن هم به ايـن نتيجـه برسـيد)   توانيد در اين مرحله با استفاده از فرمول تواناست (البته مي 2

2بنابراين

4I ( ) 
 2 2.  

  

fاگر :3نكته  (x) يكنوا باشد وپذير و اكيداً تابعي مشتقf (a)   وf (b)   ،تساوي زير را داريم: گاهآن  
b

a
f (x)dx f (x)dx b a

 


      1 

  ي انتگرال برخي توابع وارون مثلثاتي و هيپربوليك است.ترين كاربرد اين نكته، در محاسبهمهم
 حاصل  :75مثالI tg xdx 

1 1


  كدام است؟ 

1 (
12  2 (

12  3 (1  4 (
4  
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 :حل معمولي حل اين سؤال، استفاده از تغيير متغيرراه  »1«گزينه   پاسخx u Iو رسيدن به انتگرال 2 utg udu 
1 12


ي آن به روش نهايتاً محاسبهو  

fتوانيم با فرضاستفاد كنيم، مي گفته شدهي است. البته اين روش طولاني است. اما اگر از نكته» جزء به جزء« (x) tg x fو در نتيجـه  1 (x) tg x 1 و  2

aطورهمين   وb 1 :تساوي مقابل را داشته باشيم  tg xdx tg xdx ( )*


  
      

1 1 24 1 4 4 
     

Iاما حاصل tg xdx


  24


I  شود:مقابل حساب مي صورتبه  [(tg x ) ]dx [tgx x] tg
 

  
         24 41 1 14 4 4

  

)به تساوي با توجهبنابراين  tg  داريم: *( xdx 
 

1 1 12
tg xdx ( )  

   
1 1 1 4 4

  
  

 حاصل  :76مثالxI arcsin( )dx
x




1
1

  ، كدام است؟

1 (
4  2 (

2  3 (
12  4 (

14  

 :ابتدا بايد وارون تابع زير انتگرال را حساب كنيم. ،توجه كنيد كه براي استفاده از اين نكته .تر استي گفته شده سادهاز نكته حل سؤال با استفاده»  3«گزينه  پاسخ  
y xx x xf (x) arcsin sin y sin y x tg y f (x) tg x

x x x
        

  
2 2 1 2

1 1 1
» y£º„Ä¼•U  

fدر اين سؤال ( )   وf ( ) 
1   ، بنابراين داريم:4

tg x tg xx xarcsin dx tg xdx arcsin dx [( tg x) ]dx
x x

 
   

         
    

2 21 11 12 24 41 1 11 4 1 4   
   

I [tgx] [x]
 

   
      4 4 1 14 4 4 2 

  
  .پذير است كه مسلماً وقت زيادي از ما خواهد گرفتنيز امكان» جزء به جزء«هاي ديگر، مثلاً استفاده از تغيير متغير و در ادامه به كارگيري روش حل سؤال به روشتوضيح: 
چند فرمول ديگر از انتگرال هاي معين   

  
sinاگر توابع) 1 x وcos x هاي انتگرال برابر با دوره تناوب و يا ضريبي از دوره تنـاوب اسـت، حاصـل انتگـرال     هايي كه اختلاف بازهد، در بازهنداراي توان فرد باش

n  شود:صفر مي n n nsin xdx sin x dx , cos xdx cos xdx
            

2 4 2 42 1 2 1 2 1 2 1
   

   
aتر اگرو در حالت كلي  ، مداري گاهآن  :    

n na asin ax dx cos axdx
 

   
2 2

2 1 2 1
 

  

  را داريم: مقابل هاي، همواره فرمولnبه ازاي هر عدد طبيعي) 2
n

n n

n

n n. ;
n nsin xdx cos xdx

n n. ;
n n

 
          

 

 2 2

1 3 1
2 2

1 3 2 12 3
 





Z»p

jo 

k{IM o¬H

k{IM o¬H
  

n nsin x cos(n )xdx cos xsin(n )xdx
 

     1 11 1
 

  

  را داريم: مقابلعددي طبيعي باشد، همواره دو فرمول  nاگر) 3
n n ncos xdx sin xdx ( )
  

  2 22 2 1
2 2 

  

cosها، نصف حد بالاي آن است، براي مثال داريم:در واقع حاصل انتگرال xdx sin xdx ( ) , cos xdx sin xdx ( )
 

   
         2 2 2 22 2 1 1

2 2 4 2 2   
  

  كنيم.استفاده ميبيشتر ) 2در رياضي عمومي ( از اين دو فرمول،

fبراي توابعي به شكل كلي )4 (x) ; x
h(x)

g(x) ; x


  




فت انتگرالتوان نتيجه گر، همواره مي
b

a
I h(x)dx   نداردوجود.  

قضيه مقدار ميانگين در انتگرال (محاسبه ي مقادير متوسط توابع)    
  

  : كندي زير صدق ميوجود دارد كه در رابطه .است)[a,b]يمتعلق به بازه c )cيك نقطه مانند » حداقل« گاهآنپيوسته باشد،  [a,b]يدر فاصله fبر طبق اين قضيه، اگر 
b

a
f (c) f (x)dx

b a


 
1 

fكه (c)را مقدار ميانگين (متوسط) تابعf (x)يدر بازه[a,b]نامند. مي  
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  استفاده از هم ارزي در بررسي همگرايي و واگرايي انتگرال ها  
xهـا غالبـاً در  ارزياست. اين هم يا واگرايي يك انتگرالها در تعيين همگرايي و يكي از پركاربردترين روشها ارزياستفاده از هم  وx      بـه كـار بـرده 

انتگرال كنيمشوند. در اين روش ما سعي ميمي
a

f (x)dx

 ارز بارا همpa

dx
x


 انتگرال وa

f (x)dx ارز بارا همa
p

dx
x  در نظر بگيريم تا بتوانيم در مورد

  ها نظر قطعي بدهيم.همگرايي انتگرال

x)نهايتها در بيارزياستفاده از هم )  :ِبراي بررسي همگرايي يا واگرايي در كراناي را كـه سـرعت رشـد بيشـتري     صورت و مخرج، جمله ، ابتدا از
در انتگرال باقي ماند، شرط همگرايـي آن   axeاگر تابع نمايي همچنين دارد نگه داريد. سپس همگرايي يا واگرايي انتگرال را با توجه به همين جمله مشخص كنيد.

eاست كه فـرم      شـود. بـراي مثـال انتگـرال    ايجـادxx e dx
  3 2

 شـود. همچنـين انتگـرال   ايجـاد مـي   eمنفـي اسـت و   eهمگراسـت زيـرا تـوان    1

xx e dx

1 4 xxeهـاي شـود. امـا انتگـرال   منفـي مـي   eباز هم توان زيرا با جايگذاري ،همگراست 3 dx


2 وxx e dx


3 2 واگـرا هسـتند چـون در     3

paهدانيم كباقي ماندند، مي xهايشود. اگر زير انتگرال فقط توانايجاد مي eهاآن
dx
x


(a )  به شرطي همگراست كهp 1 .باشد  

sinي توابعدرباره u وcos u هايت؟ اگرنكند يا به سمت بيابتدا بررسي كنيد كه آيا كمان اين دو تابع به سمت صفر ميل ميu   هـا  ارزيكند از هـم ميل مي

sinكنيم. معمولاً جايگذارياستفاده مي u u وucos u 
2

1 2 كافي است. اگرu   كند، از ايـن اسـتفاده كنـيم كـه    ميل ميsin u وcos u  دار كـران

sinتوانيد به جايدر اين حالت مي هستند. u وcos uاعداد ،1 را تصور كنيد. به انتگرال
x sin

xI dx
x sin x




1 2 21

1
خـواهيم همگرايـي يـا    توجـه كنيـد. مـي    

xن را وقتي كهواگرايي آ   بررسي كنيم. در صورت كسرsin
x
sinارزياز هم ،كند پسرا داريم كه كمان آن به صفر ميل مي 1

x x
1 1 كنـيم.  استفاده مي

xدر اين صورت در مخرج كسر عبارتي مانند ،كنيمتصور مي 1كند پس به جاي آنميل مي را داريم كه كمانش به سمت sin(x)در مخرج كسر 2 داريم. 1

  حالا با استفاده از سرعت رشد داريم:
x( ) dxxI dx
x x

 


 1 2 21 1

1

1
  

pحالا  pپس ،است 2 1 .و انتگرال همگراست  

xها درارزياستفاده از هم   :براي بررسي همگرا يا واگرا بودن انتگرال در كرانx  اسـتفاده   ،ي حـد داشـتيم  ها به همان شكلي كه در محاسبهارزي، از هم

aكنيم كه انتگرالداريم. در پايان از اين موضوع استفاده ميصورت و مخرج فقط كوچكترين درجه را نگه ميكنيم. سپس از مي
p

dx
x  با شرطp 1 ست.همگرا  

 ي انتگراليي و يا همگرايواگرا :51مثالdxI
x sin x




   را بررسي كنيد. 21

  : برايپاسخxتابع ،هاي بزرگf (x)
x sin x


 2

ارزهم 1
x
dxو چون ،باشدمي 1

x

 p)واگراست 11 )1 بنابراينI .واگراست  

  

 حاصل انتگرال :61مثالx sin x dx
x






 2
2 1

  كدام است؟ 

1 (
  ) انتگرال واگراست.4  2) 3  1) 2  4

  : وقتي»  4«گزينه پاسخx  ،ارزعبارت زير انتگرال هم
x
dxو چون است 1

x


2

p)واگراست،  )1 .پس انتگرال موردنظر نيز واگراست  

  

 بين  :71مثالn وm كدام رابطه برقرار باشد تا
m

n
sin x dx

x



 2


            همگرا گردد؟، 
1 (n m  2 (m n  3 (n m 1   4 (m n 1  

 :انتگرال داده شده در»  3«گزينه   پاسخx   باشد. وقتيناسره ميx  ارزي، همm msin x ~ x ، .صـورت بهبنابراين انتگرال را داريم n m
dx

x



 2


 

n؛آيد، و بنابراين براي همگرايي لازم استدر مي m 1  ياn m 1.  
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 يكـنم هـر دو  كنيم. پيشنهاد مـي برخي سؤالات نسبتاً مشكل استفاده مي يها در بررسي همگرايي يا واگرايخواهيم دو قضيه را معرفي كنيم كه از آندر اين قسمت مي
  .ها نيز قابل حل هستند)ارزيشوند، با استفاده از هماين قضايا حل مي (لازم به توضيح است برخي از سؤالات كه با به خاطر سپرده شود ي اولها و خصوصاً قضيهآن

f: هرگاه1قضيه (x)   وp
x
lim x f (x) A


  ،با توجه به وضعيت گاهآنباشدp وA :نتايج زير را داريم  

pاگر )1 1 وA  ،توان نتيجه گرفت انتگرالمي گاهآنمتناهي باشد
a

f (x)dx

.همگراست ،  

pگرا )2 1 وA ) مخالف صفر باشدA توان نتيجه گرفت انتگرالمي گاهآنباشد)  نيز نهايتبيتواند مي
a

f (x)dx

.واگراست ، 

f: اگر2قضيه (x)   وp

x a
lim (x a) f (x) A


   ،با توجه به وضعيت گاهآنباشدp وA  داريم:نتايج زير را  

pاگر )1 1 وA  ،توان نتيجه گرفت انتگرالمي گاهآنمتناهي باشدb
a

f (x)dx.همگراست ،  

pاگر )2 1 وA   )A توان نتيجه گرفت انتگرالمي گاهآن ،نيز باشد) نهايتبيتواند ميb
a

f (x)dx.واگراست ،  

 هاي زير واگراست؟يك از انتگرالكدام :31مثال    

1 (Ln(sin x)dx


 2


  2 (x dx
x




2
44 25

  3 (xdx
(Lnx)


 21  4 (dx

Ln( )
x


1

1
  

 :كنيم:ها را بررسي ميبراي تمرين بيشتر تمام گزينه  »3«نه گزي  پاسخ  

  با استفاده از قضيه دوم داريم:): 1بررسي گزينه (
x x x x x

HopLnx xlim x Ln(sin x) ~ lim xLnx lim lim ( ) lim x

xx
        

  
1 1
2 2

3
2

1
21 1

2
    

    

pچون  
1 A)متناهي شده Aو 12 )  .لذا انتگرال همگراست  

xدر ):2سي گزينه (برر   بزرگترين درجه داريم نبا استفاده از قانو:x x
x x x




2 2

4 4 2
1

4 25 4 4
، پسp  pپس 2 1    است و انتگرال همگراسـت. امـا

  ي اول داريم:با استفاده از قضيه خواهيم اين گزينه را با استفاده از قضيه هم بررسي كنيم.مي
x x

x xlim x ( ) ~ lim
x x 




2 42
4 4

1
44 25 4

  
pچون  2   متناهي است، پس انتگرال همگراست. Aو 1

  داريم: اولي با استفاده از قضيه): 3بررسي گزينه (
x x

x xlim x [ ] lim ( )
Lnx(Lnx) 

 1 2
2

k{n·¼º I¤  

pچون 1 وA عددي مخالف صفر شد، (چونA توانست نامتناهي هم باشد) بنابراين انتگرال واگراست.مي  
Lnxتر است، ابتدا در اين گزينه از تغيير متغيربررسي اين گزينه كمي مشكل): 4بررسي گزينه ( t  كنيم:ه كرده و انتگرال را ساده مياستفاد  

t t t tdx dx e dt e dt e dt e dt I I
Lnx t t t tLn( )

x

    


       

     
1 1 1

1 211


   
  

    كنيم.را بررسي ميI2ي اول، انتگرالو با استفاده از قضيه I1ي دوم انتگرالحالا با استفاده از قضيه

pچون  2        همگراست.     I2عددي متناهي است، انتگرال Aو 1
t

tt t

e tlim t ( ) lim
t e t



 
 

22    

pچون  
1 همگراست.   I1عددي متناهي شده، انتگرال Aو 12

t t

t t

e elim t ( ) lim ( ) e
t 

 

 
  

1
2 11



 
  

  
 به ازاي چه مقاديري از  :32مثالانتگرال ،sinh xI dx

sinh x
 


 همگراست؟  

1(  
   

3 3
2 2  2(  

   
3 3
2 2  3(       4(       

 :نهايت استكنيم، كه يك قسمت شامل صفر و ديگري شامل بيدارد، بنابراين انتگرال را به دو قسمت تفكيك مي گيناسرنهايت انتگرال در صفر و بي  »4«گزينه   پاسخ.  

  sinh( x) sinh( x) sinh( x)I dx dx dx I I
sinh( x) sinh( x) sinh( x)

   
    

    
1

1 21 
  

xينقطه   براي انتگرالI1 ،ارزي استفاده كنيم، داريم:كند. اگر از همايجاد مي گيناسر  sinh( x) xI dx ( )dx ( )dx [x]
sinh( x) x

    
    

      
1 1 1 1

1   
  

  همگراست. I1، انتگرالبه ازاي هر مقدار حقيقي
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از فرمول رويم. براي اين منظورمي I2حالا سراغ انتگرال
kx kxe esinh kx


   با استفاده از اين فرمول داريم: كنيم،استفاده مي 2

x x
x x

x x x x

e e
sinh( x) e eI dx dx ( )dx
sinh( x) e e e e

 
   

   


 

  
    2 1 1 1

2

2

  

خبُ اگر    ،ارز انتگرال مقابل است:انتگرال هم گاهآنباشد  
x

x ( )x
e( )dx dx
e e

 
 

 1 1
1  

p، اگر فرض كنيمگيريمخبُ حالا از قضيه اول كمك مي  )حد گاهآن، 2 )xx

xlim
e 

2
با شرطكه     شود، پس با شـرط متناهي مي      ايـن انتگـرال

همگراست. اما اگر    ،انتگرال گاهآنباشدI2 ارز انتگرال مقابل است:هم  
x

x ( )x
e dxdx
e e

 
 

 1 1  

pخبُ اگر فرض كنيم  )گاهآن، 2 )xx

xlim
e 

2
با شرط    شود، پس با شرطمتناهي مي   ،توان گفتدر مجموع مي پس اين انتگرال همگراست 

 با شرط     انتگرالI2 و در نتيجه انتگرالI .همگراست  
  

 به ازاي چه مقاديري از  :33مثالانتگرال ،xI dx
sinhx


  همگراست؟  

1 (     2 (    3 ( 1  4 ( 1  
 :كنيم:ير به دو قسمت تفكيك مينهايت، بنابراين آن را به شكل زدارد، يكي در صفر و ديگري در بي گيناسرانتگرال دو نوع   »2«گزينه   پاسخ  

x xI dx dx I I
sinh x sinh x

 
    

1
1 21

    
xي، نقطهI1كنيم. در انتگرالها را جداگانه بررسي ميحالا هر يك از انتگرال   ارزي دركند، با استفاده از همايجاد مي گيناسر، براي انتگرالx  تـوان  ، مي

sinhنوشت: x ~ x ارز باو لذا انتگرال همx dx
x




1


dxارز باو به عبارت ديگر هم 
x 

1
1
1


دانيم براي همگرايي اين انتگـرال، بايـد   است و مي  1 و بـه   1

عبارت ديگر، بايد   .باشد  

sinhرويم، ابتدا معادلحالا سراغ انتگرال دوم مي x نويسيم:را مي  x x x x
x x xdx dx ( )dx

sinh x e e e e

    
  

   1 1 12

2

  

xنهايت،ارز تابع زير انتگرال در بيخبُ، هم
x
e


xاست و لذا بايد وضعيت همگرايي انتگرال 

x dx
e


1 ي اول داريم:بررسي شود. با استفاده از قضيه  

x xx x

x xlim x ( ) lim ( )
e e


 

 


22 k{n·¼º I¤  

pچون  2 همگـرا باشـد و گفتـيم     I1انتگـرال  كافي استفقط ، Iهمواره همگراست. پس براي همگرايي انتگرال I2و حاصل حد نيز متناهي شد، لذا انتگرال 1
اين است كه I1شرط همگرايي   .باشد  

  

 به ازاي چه مقاديري از  :(سخت) 43مثال وانتگرال ،tLn( t)I ( )e dt
t

 



 
1


  همگراست؟ 

1 ( 1 و    2 (  و 2    3 (  و 2    4 (  و 2    
 :كنيم:دارد، پس آن را به دو انتگرال تفكيك مي گيناسرنهايت انتگرال در صفر و بي»  4«گزينه   پاسخ  

t tLn( t) Ln( t)I ( )e dt ( )e dt I I
t t

 
 
 

    
1

1 21
1 1


  

I1 درt   ارزنقطه، تابع تحت انتگرال هم ناسره است و در همسايگي اينt( )( t)
t

1 ارز گفت تـابع هـم  توانمي ي كمترين درجهقاعدهباشد و با توجه به مي

tبا
t

tI  باشد، لذا داريم:مي  ( )dt dt
t t 

  
1 1

1 1
1

 
  

دانيم اين انتگرال به ازايمي  1 همگراست و لذا با شرط 1  2 ،I1  .همگراست  
  نهايت به شكل زير است:ارز تابع تحت انتگرال در بيرويم: هممي I2حالا سراغ انتگرال

t t tt

Ln( t) Ln( t)dt ~ ( )dt lim t ( )
t e e t e

 
    

  
  2

1 1
1 1 1 

´Ã¹¨Â¶ ½jIŸTwH−»HÁ¾Ã… ¤ pH  
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بنابراين با شرط  حد فوق صفر است، بنابر قضيه اول متن كتاب، چون ،p  2 و حاصل حد نيز متناهي شده است، لذا به ازاي 1    .انتگرال همگراست

البته اگر    ،داريم: گاهآنباشد  p
pt t

Ln( t) Ln( t)lim t ( ) lim ( )
t t  

 


1 1  

pاين حد با شرطكه    شود. براي اين كه انتگرال همگرا شود بايد، برابر با صفر ميp 1 و با اين شرط بايد 1 باشد. بنابراين با شروط  و  2 
شرط و يا با   و  1   ، نيز انتگرال همگراست.2

  

 به ازاي چه مقاديري از  :53مثال انتگرالtcostI ( )e dt
t

 



 

1


  همگراست؟ 
1 (  2  2 (  2  3 (  3  4 (  3  
 :ها شامل صفر و ديگري شاملدارد. بنابراين بايد انتگرال را به دو بخش كه يكي از آن گيناسرنهايت انتگرال در صفر و بي  »3«گزينه   پاسخ يماست، تفكيك كن:  

t t tcos t cos t cos tI ( )e dt ( )e dt ( )e dt I I
t t t

   
  

  
      

1
1 21

1 1 1
 

    

    كنيم:ي گفته شده استفاده ميكنيم، براي اين منظور از قضيهرا بررسي مي I2ابتدا شرط همگرايي انتگرال
t

tt t

cos t ( cos t)tlim t ( )e lim
t e t


  

 


22 1 1 k{n·¼º I¤  

pچون  2   همگراست. به ازاي تمام مقادير I2حد نيز صفر شد، بنابراين انتگرال و حاصل 1
tچـون  .)همگراسـت  به ازاي هر مقدار I2ايجاد شود جواب سؤال است (چون براي I1هر محدوديتي كه براي همگرايي رويم؛مي I1حالا سراغ    ي نقطـه

t  ارزي در صفر استفاده كنيم، لذا داريم:است، بنابراين بايد از هم I1گيناسر

t
cos t (e) ~ (e ) ~
t t t


  



2

2
1 12

2
  

dtIهمگرايي انتگرالشرايط  كافي استبنابراين 
t

 
1

2 22


دانيم اين انتگرال با شرطرا بررسي كنيم و مي   2 همگراست، پس 1  و در  I1، شرط همگرايي3

  .است Iنتيجه شرط همگرايي
  

 ؟نيستهاي زير صحيح يك از گزينهكدام :63مثال    

)يتابعي پيوسته و مثبت در بازه f) اگر1 , ) باشد و انتگرالf (x)dx

  همگرا باشد، ممكن است؛I f (x)dx


  2


  اشد.واگرا ب 

)يتابعي پيوسته و مثبت در بازه f) اگر2 , ) باشد و انتگرالf (x)dx

   ،ممكن است گاهآنواگرا باشدI f (x)dx


  2


  ؛ همگرا باشد.

xI) انتگرال3 e dx
 


 
  ست.همواره واگرا 2

xI) انتگرال4 dx
cosh x




  .همواره همگراست  

 :ها ممكن است به عنوان يك تسـت مجـزا مطـرح شـوند! بـراي تمـرين       ام! كه البته هر كدام از گزينهيك سؤال تركيبي برايتان طرح كرده  »3«گزينه  پاسخ
  كنيم:ها را بررسي ميبيشتر تمام گزينه

fأييد اين گزينه، فرض كنيدبراي ت): 1بررسي گزينه ( (x)
x(x )


2

1
1

  دانيم اين انتگرال همگراست براي اين كه داريم:، مي

dx dx dxf (x)dx
x(x ) x(x ) x(x )

  
  

  
   

1
12 2 21 1 1  

  

~  واضح است هر دو انتگرال فوق همگرا هستند، چون داريم: (x ) , ~ (x )
xx(x ) x(x ) x

x

  
 

32 2 3
2

1 1 1 1 1
1 1

  

dxfاما انتگرال (x)dx
x(x )

 


 2
2 1 

dx  چون داريم:واگراست،   dx dx
x(x ) x(x ) x(x )

 
 

    
1

2 2 211 1 1 
  

xارزي زير را دركه به راحتي معلوم است، مثلاً انتگرال اول واگراست، چون هم   :واگراست  داريم~ (x ) I dx
x xx(x )

   
 

1
2
1 1 1

1 
  

fبراي تأييد اين گزينه فرض كنيد:): 2بررسي گزينه ( (x)
x


 2
1

1
  دانيم اين انتگرال واگراست، براي اين كه داريم:مي، 

dx dxf (x)dx
x x

 
 

 
  

1
12 21 1 
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aايـن اسـت كـه بدانيـد مخـرج كسـرها در حاصـل هـر دو انتگـرال          گفتـه شـده  يك روش پيشنهادي براي حفظ كردن و اشتباه نكردنِ دو فرمـول   b2   اسـت   2
sinكند كه براي انتگرالي كه شامل) و فقط صورت آن با هم فرق ميsinيا cosهايدر كمان xو ضريب eدر توان x(يعني مجموع مربعات؛ ضريب bx   ،اسـت

cos) و براي انتگرالي كه شاملb، در كمان سينوس (يعنيxضريب bx است، ضريب( x) مربوط به توانe يعنيaگيرد. دو فرمـول  ، در صورت كسر قرار مي
  ها قابل محاسبه نيستند:هاي بعدي به اين راحتيشوند، اما انتگرالريباً آسان حل مي) با دو بار استفاده از روش جزء به جزء تق2) و (1(

ax a bxe cos(bx)dx , (a )
(a b )


  

 


2 2
2 2 24) ،  ax abxe sin(bx)dx , (a )

(a b )


   
 2 2 2
23) 

  ) 1از فرمـول (  aگيـري نسـبت بـه   آيند. براي مثال با مشتقيدست م) به4) و (3هاي (مشتق بگيريم، فرمول a) نسبت به2) و (1هاي (اگر از طرفين فرمول  توضيح:
  رسيم:) مي3به (

aax ax axb ab ab( ): e sin(bx)dx xe sin(bx)dx xe sin(bx)dx
a b (a b ) (a b )

    
     

    2 2 2 2 2 2 2 2
2 21

  
´ÄoÃ¬Â¶ ¢Tz¶ ¾M SLvº  

  گيريم.مشتق مي aايجاد شود يك بار ديگر نسبت به axeكنار x2اگر بخواهيم عامل

 حاصل  :73مثالxI e sin ( x)dx
   3 2 2


    ، كدام است؟

1 (11
15   2 (13

15   3  (9
75  4 (8

75  

 :شكن، يعنيابتدا با توجه به فرمول توان»  4«گزينه   پاسخcos xsin x 
2 1 42   كنيم:، تابع زير انتگرال را كمي ساده مي2

x x x x xI e ( cos x)dx e dx e cos xdx [ e ] e cos xdx
       

        3 3 3 3 31 1 1 1 1 11 4 4 42 2 2 2 3 2   
    

aكنيم، در اين انتگرال)، حاصل انتگرال را تعيين مي2حالا با توجه به فرمول (  bو 3    باشد، بنابراين داريم:مي 4
8

75I [e e ] [ ] ( )         
2 2

1 1 3 1 1 3 1 3
6 2 6 2 25 6 53 4




  

  
  .)هستند 2و  1هاي ها به نوعي فرم نامعين انتگرالها كاربرد دارند كه بهتر است به خاطر سپرده شوند (اين انتگرالدو فرمول زير نيز بعضاً در حل انتگرال :7نكته 

ax
ax ee cos(bx)dx [a cos(bx) bsin(bx)] C

a b
  

 2 2،  
ax

ax ee sin(bx)dx [a sin(bx) bcos(bx)] C
a b

  
 2 2

  

kx cosax cosbx k b) e ( )dx Ln( ) , k
x k a

   
 


2 2
2 2

16 2
  ،  ax sinbx b) e ( )dx Arctg( )

x a
  5


  

انتگرال هاي فرولاني   
  

  هستند.هاي فرولاني معروف كه به انتگرال است اياستفاده از قضيه ،هاي ناسرهي انتگرالهاي محاسبهيكي از روش
fگر تابع) ا1 (x) به ازايx   پيوسته بوده و حدf (x) وقتيx  باشد، و همچنين موجودa وb ي زيـر را  همـواره رابطـه   بزرگتر از صفر باشند، با اين شرايط

  :داريم
f (ax) f (bx) bdx [f ( ) f ( )]Ln

x a
 

    

f) اگر تابع2 (x) به ازايx   پيوسته باشد و انتگرال
A

f (x)I dx
x


  يك به ازايA    همگرا باشد، و همچنـينa وb       بزرگتـر از صـفر باشـند، بـا ايـن

  ي زير را داريم:شرايط همواره رابطه
f (ax) f (bx) bdx f ( )Ln

x a
 

  

 حاصل انتگرال :83مثالarctg(ax) arctg(bx)I [ ]dx
x

 
  را تعيين كنيد.(a,b )   

fدر ايــن ســؤال  (ax) arctg(ax) وf (bx) arctg(bx)     ابتــدا توجــه كنيــد كــهf (x)   بــراي هــرx     پيوســته اســت وf ( ) arctg( )    

fو ( ) arctg( ) 
    b  و لذا داريم: 2 b bI [f ( ) f ( )]Ln( ) ( )Ln Ln

a a a
 

      2 2   
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 حاصل دو انتگرال :39مثال
ax bxe eI dx

x

  
 1 

cosaxو  cosbxI dx
x

 
 2 

a,b)را بيابيد.  )   

I1،axfدر انتگرال (ax) e و بنابراينf ( ) e 1 و
x
lim f (x)


 داريم: لذا  

bLn( )
a

b bI [f ( ) f ( )]Ln( ) ( ) Ln( )
a a

      1 1   

I2،fدر انتگرال (ax) cosaxو بنابراينf ( ) cos( ) 1  از طرفي وcos x dx
x


1 ،لذا داريم: همگراست  

bLn( )
a

b bI f ( )Ln Ln( )
a a

   2 1  
  

 حاصل :40مثال
x xtg ( ) tg ( )
a bI ( )dx

x

 
 

 
1 1


b)، كدام است؟ , a )      

1 (aLn
b


2  2 (bLn

a
  3 (bLn

a

2  4 (bLn

a
  

 :داريم: فرمولطبق   »3«گزينه   پاسخ  tg (ax) tg (bx) b( )dx Ln
x a

   
 

1 1

2
  

،aي فوق به جاياگر در طرفين رابطه
a
،bو به جاي 1

b
  قرار دهيم، داريم: 1

x xtg ( ) tg ( ) a ba b b( )dx Ln Ln Ln
x b a

a

 
    

     
1 1 1

12 2 2
  

  

  شود:ها استفاده ميزياد در تست ،ي زيراز رابطه :8نكته 
sin(ax) dx , a

x
 

  2
 

 مقدار :14مثالsin xI dx
x


 

3


     ، برابر با كدام گزينه است؟

1 (
2  2 (

4  3 (2  4 (4  

 :با استفاده از فرمول  »2«گزينه   پاسخsin x sin x sin x  33 3 sinو به عبارت ديگر: 4 x [ sin x sin x] 3 1 3   ، داريم:34

sin x sin x sin x sin xI ( )dx [ ( )dx ( )dx]
x x x

  
    

1 3 3 1 334 4  
  

sinدانيم؛مي kx dx
x

 
 2

  ، بنابراين داريم:
4I [ ] 

   
1 34 2 2  

چند فرمول براي محاسبه ي انتگرال هاي ناسره   
  

  )د دارند!كاربر درس رياضي مهندسي درو بيشتر  (البته چندان مهم نيستند حفظ كنند! »هاعشقِ فرمول«د، نگيرها مورد استفاده قرار ميستدر تندرت ه زير ب هايفرمول
 x) dx ; ( )

x sin

 
   

 
1

1 11
  

 ax

x
e) dx

sin ae







2
1

  

 
p

cos x) dx ; ( p )px (p)cos( )

 
  




3 1
2 2


  

 
p

sin x) dx ; ( p )px (p)sin( )

 
  




4 1
2 2


  
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  گيري از انتگرالمشتق :8درسنامه 
  

  :دهيمه ميي اين قضيه دانست، ارائوعي نتيجهتوان به نگيري از انتگرال را ميي مشتقي زير را كه قاعدهابتدا قضيه ،قبل از آموزش مطالب اصلي اين درسنامه
اولين قضيه ي اساسي حساب ديفرانسيل و انتگرال   

  
fهرگاه (x)  به ازاي هر گاهآنباشد، تابعي پيوستهx ي زير را داريم:رابطه  

x
a

F(x) f (t)dt F (x) f (x)    
  ، همان تابع داخل انتگرال است.x، نسبت بهxتا aدر واقع مشتق يك انتگرال از

 اگر :1مثالx tF(x) e dt 
2

Fمقدار گاهآن، 2 ( ) 1 .را بيابيد  

 : ي فوق داريم:با توجه به قضيه پاسخ              
e
1x ( )F (x) e F ( ) e e         

2 21 11  
  

 ـ » گيـري از انتگـرال  ي مشتققاعده«ن آن در حساب ديفرانسيل و انتگرال گفته شده، در واقع قضيه فوق صرفاً از جهت مهم بود :1تذكر  زودي گفتـه  ه كـه ب
  است. »گيري از انتگرالمشتق«ي قاعدهتر اين قضيه است و اساس كار ما در اين فصل نتيجه و حالت كلي ،شودمي

گيري از انتگرال   مشتق  
  

v(x)اگر
u(x)

F(x) f (t) dt  گاهآن ،باشد F (x) شود:زير محاسبه مي صورتبه  

   v(x)

u(x)
F (x) f (t)dt v (x)f v(x) u (x)f u(x)


      
  

v(x)و aعددي ثابت مانند u(x)بينيد، اگر در فرمول فوق،طور كه ميهمان x  ،شود:زير مي صورتبه هرابط گاهآنباشد  
x
a

F (x) ( f (t)dt) f (x) f (x)      1   
  فرمول كلي فوق را به خاطر بسپاريد. ؛كافي استفقط  ي اساسي حساب ديفرانسيل و انتگرال است. پسكه همان تساوي داده شده در اولين قضيه

  شود:معمولاً از فرمول فوق سه نوع سؤال طرح مي
  مقـدار تـابع و   «، »ي مشـتق تـابع  ضـابطه «، »ي خـود تـابع  ضـابطه «سـؤالات، معمـولاً    در ايـن گونـه   .از تابع مشـتق بگيـريم  خواهند سؤالاتي كه فقط از ما مي) 1

  د.نباشمورد سؤال مي و ...» طول نقاط اكسترمم و عطف تابع« ،»مقدار مشتق تابع در يك نقطه
  يم.نشويم از فرمول فوق استفاده كميرفع ابهام مجبور  در فرآيندنظر است و  سؤالاتي كه حد عبارتي مورد) 2
  شويم.شود و ما براي از بين بردن انتگرال به فرمول فوق متوسل ميي تابع خواسته ميي انتگرالي هستند و از ما ضابطهسؤالاتي كه شامل يك معادله) 3

 اگر :2مثال
t

t

dxS(t)
x


 11  در اين صورتS ( )  ام است؟كد  

1(1- 2(2- 3(1 4 (2  

 : گيري از انتگرال داريم:ي مشتقبه راحتي با استفاده از قاعده  »4«گزينه پاسخ  S ( )  2S (t) ( )
(t) ( t) t

       
   1 1 1

1 1 21 1
1 1 1    

  

 اگر :3مثالcosxf (x) e Ln(sinx)dx  
21


fمقدار گاهآن ،باشد  ( )   كدام است؟ 2

1(e 2(Ln sin sin)) 4 ) صفر3 2 )e

22  

 : توجه داريم جمله دوم تابع » 1«گزينه پاسخf (x) يق جملـه لذا فقط مشت .حاصلش عددي ثابت است و مشتق آن برابر صفر است ،كه انتگرال معين است 

uuبرابر با uaدانيم مشتق، ميكنيماول را محاسبه مي a Lna باشد، پس داريم:مي   
coscos xf (x) (sin x)e f ( ) (sin )e e


      

11 2
2 2  

  

 اگر : 4مثالg(x) dtf (x)
t




 21
cosxو 

g(x) ( sin t)dt  21


fدر اين صورت.  ( )   برابر كدام است؟ 2

1 (1-  2 (  3 (2
2  4 (sin2  

 : ابتدا مشتق»  1«گزينه  پاسخf (x) يكنيم، و چون در ضابطهرا حساب ميf (x)عبارت ،g (x) آيد، لذا بايدبوجود ميg (x)را نيز حساب كنيم؛  

f ( )  12
g (x)f (x) , g (x) [ sin (cos x)] ( sin x) g ( ) , g( )
(g(x))

             


2
2

1 12 21
  
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 فرض كنيد  :81مثالxg(x) xe
و 2

x
f (x) g(t)(t )dt

t
 1

، حاصلباشد 1
x

f (x)lim
g (x)




  ، برابر كدام گزينه است؟

1 (4  2 (2  3 (1
4  4 (1

2  

 :ابتدا»  4«گزينه   پاسخ
x

f (x)lim
g (x)




  كنيم:را حساب مي 
x

x x xx x x x

g(x)[x ] xe (x )f (x) xx xlim lim lim lim ( )
g (x) xe ( xe )x e ( x )   

  
   

  

2

2 2 2

2

22

1 1
1 1

21 22 1 2
  

دانيممي
x

f (x)lim
g (x)




توان برابر بارا مي 
x

f (x)lim
g (x)




1نيز دانست، پس حاصل خواسته شده برابر با 
  است. 2

fتوانيدذهنتان نرسيده باشد، مي در صورتي كه راه حل فوق بهتوضيح:  (x) وg (x) ها حساب كرده و در نهايت حاصـل حـد را حسـاب    ي آنرا از روي ضابطه
  كنيد. به عنوان روش دوم سؤال، اين حالت را تمرين كنيد.

  

 حاصل  :91مثالx t x
x

A lim ( e dt)


 
2 2

1


  كدام است؟ 

1 (1  2 (  3 (e  4 (e1  
 :با حالت ابهام  »3«گزينه  پاسخ رو هستيم، اگر حد داده شده راروبهA بناميم، باLn طبق خاصيت گرفتن از طرفينBLnA BLnA :داريم  

x x xt t ttx
x x x

LnA Ln[ lim ( e dt) ] lim [Ln( e dt) ] lim Ln( e dt)
x  

    
2 2 222

11

2
1

  
  

xهرگاه ي، انتگرال ناسرهte dt



2


teآيد كه واگراست. زيرابه وجود مي 

xكند، پس در اين حد وقتيميل مي نهايت به سمتدر بي 2   داريـم 

Ln( ) 


 
  داريم: ،ي مشتق از انتگرالي هوپيتال و توجه به قاعده. پس با استفاده از قاعده

x

x t
x

x tx x

e

e dt eLnA lim lim
x x e dt 

  




2

2 2

22 2




   

باز هم در حالت


  كنيم:استفاده مي ي مشتق از انتگرال (در مخرج كسر)و همچنين قاعده ي هوپيتالهستيم و بنابراين دوباره از قاعده 
x

x t xx

xeLnA lim
e dt xe

 


2

2 2
2

2 2


  

بينيد كماكان در حالتطور كه ميهمان


  كنيم:ي هوپيتال استفاده ميدهتشريف داريم! بنابراين دوباره از قاع 

x x
! x e

x

x eLnA A e e
x e

    
222
2

22 1
2

2 1
2

SwHoTzÃMR°μ]¾Ã£M pHZoh¶ nj¾a »Rn¼‚nj¾a n»px x

x x xx

e x eLnA lim
e e x e




 

2 2

2 2 2

2

2
2

2 2 2
  

  

 يههاي معادلتعداد جواب :20مثال
x

x sin tdt  52 1


]يه، در باز  , ]1  كدام است؟  
1( 2(1 3(2 4( 3  
 :كنيم و آن را مساويابتدا تابع را مرتب مي  »2«گزينه  پاسخf (x) ي مقدار مياني داريم:دهيم و با استفاده از قضيهقرار مي  

]حداقل يك ريشه در بازه , ]1  داريم
x f ( ) sin tdt

f (x) x sin tdt     f ( )f ( )
f ( ) sin tdt          


           

    





1

5
5

5

1 1
2 1 1

1 2 1









  
 


   

fاز طرفي (x) sin x   sinو چون 52 x5  است، پس 1حداكثر برابر باf (x)   ل و نتايج آن تابع فقط يك ريشه در بازهيو اين يعني بنابر قضيه ر[ , ]1 .دارد  
  

fيدر برخي سؤالات كه ضابطه :1نكته  (x) ما ابتدا ،موردنظر طراح استf (x) يكنيم و سپس از ضابطهرا حساب ميf (x)تا  گيريم، انتگرال مي
fيضابطه (x) عبارت بر حسبشامل يك  آيد كه دستبهxي عدد ثابت، بعلاوهc .مقدار آوردن دستبهي مهم نكته اما خواهد بودc باشد. در برخي سؤالات مي

، يك xتوانيد به جايي صورت سؤال ميد، غصه نخوريد! چون شما در معادلهاما اگر هم شرطي داده نشده بو ؛دهدخود طراح يك شرايط اوليه در صورت مسأله مي
ك شرط البته عددي كه باعث شود ما به راحتي به ي( را مشخص كنيد. cو يك شرط اوليه براي خود ايجاد كرده و از روي شرط اوليه، مقدار عدد دلخواه قرار دهيد

 رال را يكسان كنند، بهترين اعداداعدادي كه حدود بالا و پايين انتگ قسمت شامل انتگرال را راحت كند. يمعمولاً اين عدد بايد طوري باشد كه محاسبه !برسيم
  كند.هاي بعدي اين موضوع را به خوبي روشن ميمثال ).براي پيدا كردن يك شرط اوليه هستند
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 اگر :33مثال
x

axeI(a) (a e )dx
x x x

   
1 1


)Iمقدار گاهآن،    كدام است؟ 1393(

1 (Ln 1393 1394 1393  2 (Ln 1393 1393 1394  3 (Ln 1394 1394 1393  4 (Ln 1394 1393 1394  

 :ابتدا نسبت به پارامتر  »3«گزينه   پاسخa گيريم:مشتق مي     
x x

ax axe x eI (a) ( e )dx I (a) ( e )dx , ( )
x x x

          1 1 1
 

  

 axeدر مخـرج  xگيري از تـوان گيري معمولي سخت است. ولي به هر حال مشتقنكرد! هنوز محاسبه انتگرال به روش انتگرال خبُ اين كه مشكل را اساسي حل
  گيريم:مشتق مي aبود) را هم از بين برد! يكبار ديگر نسبت به e(البته نه آن كه در توان aيك درجه كم كرد و تازه پارامتر ثابت

x (a )x
ax (a )xe eI (a) ( xe )dx e dx [ ] [ ] I (a)

x (a ) a a

               
   

1
1 1 1

1 1 1 
   

Iخبُ (a)را بر حسبa گيري از طرفين داريم:داريم، پس از انتگرال  I (a) Ln(a ) C , ( )    11 2  
  صفر قرار بدهيم، داريم: a) به جاي1هم اضافه شد!! اما اين موضوع خيلي جاي نگراني ندارد، چون اگر در سمت راست تساوي (C1خودش كم بود، aخبُ

xeI ( ) ( )dx I ( )
x


     1 1    

a) هم2ن تساوي (حالا در طرفي   دهيم:قرار مي  I ( ) Ln( ) C C I (a) Ln(a )        1 11 1    
I(a)  از طرفين تساوي بالا داريم: aگيري نسبت بهو با انتگرال Ln(a )da I(a) (a ) Ln(a ) (a ) C , ( )         21 1 1 1 3  

)Iصفر قرار دهيم، aي داده شده در صورت سؤال به جاياگر در طرفين رابطه )     مقـدار 3ي (و اگـر در رابطـه ،(a    ،را صـفر قـرار دهـيمC 2   شـود،  مـي  1
I  پس داريم: (a ) Ln(a ) a   1 1  

I  دهيم:را قرار مي 1393، عدد aو در نهايت به جاي Ln 1394 1394 1393  
  

 حاصل  :(سخت) 43مثال
b ax xI sin(Ln ) dx

x Lnx


 
1 1


  كدام است؟ 

1 (b aarctg( )
a b


 2  2 (b aarctg( )

a b ab


 
  3 (b aarctg( )

a b ab


 
  4 (b aarctg( )

a b ab


  2  

 :مقدار انتگرال تابعي از»  4«گزينه  پاسخa وb باشد، در واقع داريم:مي  
b ax xI(a ,b) sin(Ln ) dx

x Lnx


 
1 1


  

  داريم: aگيري نسبت بهبا مشتق
a

a a
a

x LnxI sin(Ln )( )dx x sin(Ln )dx x sin( Lnx)dx
x Lnx x

        
1 1 11 1
  

  

uبا تغيير متغير Lnx  داريمux e پسudx e du  در ضمن وقتيx   داريمu  و وقتي كهx 1 داريمu  .  
au u (a )u

aI e sin u( e )du e sin udu
(a )

   


       
   1

2
1
1 1




  

جا كردن حدود انتگرال، مقـدار آن قرينـه   در ضمن به علت جابه ايم.هاي تبديل لاپلاس كه در متن درس آمده است حل كردهخرين انتگرال را با استفاده از فرمولآ
  شده است.

bI  نشان داد كه: bگيري نسبت بهتوان با مشتقبه صورت مشابه مي
(b )

 
 2

1
1 1

  

aI  داريم: aنسبت به aIگيري ازرا داريم. با انتگرال bو aنسبت به Iهاياكنون مشتق I da da arctg(a ) f (b)
(a )

     
   2

1 1
1 1

  

fثابت انتگرال يعنيبراي پيدا كردن  (b) ازbI كنيم:استفاده مي  

  bI f (b) f (b) db arctg(b ) c
(b ) (b ) (b )

        
     2 2 2

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

  

fبا جايگذاري (b) درI :داريم  I arctg(b ) arctg(a ) c    1 1  
aتوجه كنيد كه در صورت سؤال اگر cيبراي محاسبه b باشد بايدI   به دست آيد پسc   :است  

b a b aI arctg(b ) arctg(a ) arc tg( ) arc tg( )
( b)( a) ab a b

 
     

     
1 1 1 1 1 2  

  صحيح است.  4گزينه 

tgدر آخرين تساوي دقت كنيد كهتوجه:  tgtg( )
tg tg
  

  
  1 :است بنابراين داريم  x yarc tg(x) arc tg(y) arc tg( )

xy


 
1  
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 اگر :(سخت) 53مثال( )dt
x sin t x x

 


 
 2 2 2 2

1
2 1

F(x)حاصل گاهآن،  Ln(x sin t)dt


  2 22


x، براي      ، كدام است؟1

  )Stanford) دانشگاه 1(از سؤالات رياضي عمومي (

1 (Ln(x x )
 2 12  2 (x xLn( )  2 1

2 2  3 (Ln(x x )  2 1  4 (x xLn( ) 


2 1
2  

 :ي داده شده نسبت به پارامترابتدا از طرفين رابطه  »4«گزينه   پاسخx گيريم:مشتق مي  
xF (x) dt x ( ) F (x) x( )

x sin t x sin t x x x

        
   

 2 22 2 2 2 2 2
2 12 2

2 1 1 
−H¼wƒo ¾M¾]¼U IM  

x  :شودتعيين مي F(x)يانتگرال بگيريم، ضابطه xي فوق نسبت بهاگر از طرفين رابطه
F(x) dx Ln(x x ) c

x


     


 2

2
1

1
  

  رويم:مي cقداراست. پس سراغ تعيين م cاما كار هنوز تمام نشده! مشكل اصلي پيدا كردن مقدار
x sin tc F(x) Ln(x x ) Ln(x sin t)dt Ln(x x ) Lnx ( )dt Ln(x x )

x

  
                

2 22 2 2 2 2 22 2 21 1 1
 

  

sin tc Lnx dt Ln( )dt Ln(x x )
x

 
        

22 22 2 21 1
 

  

sin t sin tc Lnx [t] Ln( )dt Ln(x x ) c Lnx Ln(x x ) Ln( )dt
x x

  
                 

2 22 2 22 2 22 21 1 2 1 12  
  

x x sin tc Ln( ) Ln( )dt
x x

 
    

2 2
2 2

1 1


  

xها برقرار است، بنابراين وقتيxدانيم تساوي فوق به ازاي تماممي  ،داريم: گاهآن    

x x

x x sin t xc lim Ln( ) Ln( )dt lim Ln( ) Ln dt c Ln
x x

 

 

 
         

 
2 2

2 21 21 1 2
 

  

x  مقابل است: صورتبهبنابراين حاصل نهايي انتگرال  xLn( ) 


2 1
2I Ln(x x ) Ln [Ln(x x ) Ln ]           2 21 2 1 2  

  

 فرض كنيم در فرض مسأله انتگرالي برحسب پارامتر :2تذكر گيري نسبت بهطور كه با مشتق(يا هر پارامتري ديگري) داشته باشيم. همان پاسخ برخي ،
  آوريم.دست مي، انتگرال خواسته شده را بهگيري نسبت بهكنيم، گاهي اوقات با انتگرالها را پيدا مياز انتگرال

 اگر  :63مثالa  1 وb  1 ،حاصل گاهآنbcosxI secxLn( )dx
acosx

 


 2 1
1

  را بيابيد. 

dxدر صورت نياز از تساوي (راهنمايي:  arccos
cosx

 


   
 2

21 1
  )Oxford) دانشگاه 1(از سؤالات رياضي عمومي (  ، استفاده كنيد.)

 :نسبت به فين تساوي داده شدهابتدا از طر  پاسخ گيريم:انتگرال مي  
dx arccos d arccos[ ]dx d Ln( cos x)dx [(arccos ) ]
cos x cos x cos x

  
   

        
     

     22 2 2
2 2

1 111 1 21 1     
  

I( ) secxLn( cosx)dx (arccos )
 

        
222 11 2 8

sec xLn( cos x)dx (arccos ) ( )
 

     
222 1 11 2 2 4

  
  در نظر گرفت:توان به شكل زير از طرفي انتگرال داده شده در صورت سؤال را مي

bcos xsec xLn( )dx sec xLn( bcos x)dx sec xLn( a cos x)dx I(b) I(a)
acos x

  
     

  2 2 21 1 11  
  

I(a) وI(b)با قرار دادن ،a وb به جاي يدر ضابطهI( ) شود:حساب مي  

[(arccosa) (arccosb) ]2 21
2I [ (arccos b) ] [ (arccos a) ]  

     
2 2

2 21 1
2 8 2 8  
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 :با توجه به اين كه  »4«گزينه   پاسخcos گيري كمكي نخواهـد كـرد! امـا    هاي ديگر انتگرالزير راديكال قرار دارد، بنابراين احتمالاً تغيير متغير و يا روش
      شويم!ها، خود به خود ما به سمت استفاده از خواص تابع بتا و گاما هدايت ميتر گزينهي انتگرال و از آن مهمتوجه به بازه

(m,n)دانيم حاصل انتگرال فوق برابر باابع بتا ميبا توجه به خواص ت
1
  است، بنابراين داريم: 2

  I (cos ) d m m , n n
 

            
1
22 1 1 12 1 2 12 2 4

  

( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )]
I (m, n) ( , ) I ( ) I ( )

( ) ( ) ( ) ( )

     
        

    

21
4

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 14 2 4 2 4

1 1 3 1 32 2 4 2 2 2 2
4 2 4 4 4

´Ã¹¨Â¶Jo† nj HnZoh¶ »Rn¼‚  

)يدقت كنيد با توجه به رابطه ) ( )
sin


    


در اين سؤال 1 
1
  و لذا داريم: 4

[ ( )]



21
4

2 2
[ ( )] [ ( )]

( ) ( ) I ( )
sin

     
         

  

2 21 1
1 1 2 1 4 41 24 4 22 2 2 2

4 22

  

  

 حاصل  :(سخت) 61مثالI tgxdx


  2


  )Berkeley) دانشگاه 1(از سؤالات رياضي عمومي (  كدام است؟ 

1 (
2  2 (

2 2
  3 (

2
  4 (

4  

 :يكند! امـا تـا وقتـي رابطـه    انتگرال در نگاه اول كمي ترسناك جلوه مي  »3«گزينه   پاسخm nsin t cos tdt (m, n)


    2 1 2 12 1
2

را داريـم، نبايـد از    

sinي ي سـاده كرد، بترسيم!! اگر طبق رابطههاي سينوس و كسينوس ايجاد ضرب توانشود حاصلها ميهايي كه در آنانتگرال xtgx (sin x)(cos x)
cos x

  1 ،

sin     انتگرال را بازنويسي كنيم، داريم: xI dx (sin x)(cos x) dx [(sin x) (cos x) ] dx (sin x) (cos x) dx
cos x

           
1 1 1

1 1 1 2 2 22 2 2 2
   

  

m  را تعيين كنيم: nو mحالا بايد m , n n        
1 3 1 12 1 2 12 4 2 4  

  شود:مقابل مي صورتهبپس حاصل انتگرال 
( ) ( ) ( ) ( )

I ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

   
          

 

3 1 3 1
1 3 1 1 1 1 3 1 1 1 14 4 4 4 13 12 4 4 2 2 1 2 4 4 2 4 4

4 4

  

)دانيممي ) ( )
sin( )


    


، در حاصل انتگرال فوق1 

1
  است، بنابراين داريم: 4

2I ( ) ( )
sin( )

 
  


1 1
2 2 2

4 2

  

pIهايي به فرم كليالبته حاصل انتگرالنكته:  tg xdx


  2


pبا شرط  1همواره برابر با ،[ ]psin( )




1
2

2
pباشد كه در اين سؤالمي   1

  است. 2

xحاصل انتگرال: مشابه تمرين dxI
x





2

4
2
1

  را به دست آوريد.  

xبا تغيير متغيرراهنمايي:  tg 2 ي جالبي خواهيد رسيد!و انجام محاسبات ابتدايي به نتيجه  
  

 حاصل  :(سخت) 17مثالx ( x )I dx
( x)

 



8 6

24
1

1
  كدام است؟ 

1( 2(( , ) 5 1 3(( , ) 6 8  4 (( , ) 8 24  
 :رسد، تفكيك كسر زير انتگرال به دو كسر است:ظاهرِ انتگرال اصلاً جذاب نيست! فعلاً تنها كاري كه به ذهن مي»  1«گزينه   پاسخ  

x x x xI dx dx dx
( x) ( x) ( x)

  
  

    
8 14 8 14

24 24 241 1 1  
  

x  رسد بتوان انتگرال را با استفاده از خواص تابع بتا حساب كرد.خب حالا به نظر مي xI dx dx ( , ) ( , )
( x) ( x)

  
     

  
9 1 15 1

9 15 15 9 9 15 15 9
1 1 

  

(m,n)با توجه به اينكه (n, m)  .پس حاصل انتگرال فوق برابر با صفر است ،  
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 40حاصل ـI x Ln( ) dx
x

 
1 3 41


  كدام است؟  

1( 1
4  2( 1

2  3( 1
8  4( 1

16  

 41با فرض اينكه  ـxe dx
  


2

2
، آنگاه حاصل انتگرال

(x )
xI e dx

 
 

2
2
1


  كدام است؟ 

1 (
e

2  2 (

e


2  3 (
e

22

  4 (
e
  

 42در شكل زير نمودار توابع  ـf،f  وx
f (t)dt ر توابعداده شده است. نموداx

f (t)dt،f (x) وf (x) به ترتيب از راست به چپ كدامند؟  

1 (a ،b وc  
2 (a ،c وb  
3 (b ،a وc  
4 (c ،b وa  

y

x

b

c

a

 
 

 
 43حاصل ـn

nn

xdxlim (n )
x 

23
5 1

  ، چقدر است؟

1 (13
25  2 (7

24  3 (  4 (11
3   

 44حاصل ـdxI
x( x)




16
341 1

  كدام است؟ 

1 (13
9  2 (19  3 (47

18  4 (7
18  

 45حاصل ـx xI ( )dx
x x

  


  
1 1 1

1 1
  برابر با كدام گزينه است؟ 

1(Ln 2 1  2(Ln1 2 3(Ln 2 2 1  4 (( Ln )2 1 2  
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 28اگر  ـLn(sin x)dx Ln
 

  2 2 22
Iحاصل گاهآن،  Ln(tgx cot gx)dx



  2


  كدام است؟ 

1 (Ln 22  2 (Ln 2  3 (Ln3 22  4 (Ln3 24  

 29حاصل  ـI sin x dx 
1 31


  كدام است؟ 

1 (


1
2 3  2 (


2

2 3  3 (


1
2 3  4 (


1

2 3  

 30حاصل  ـdxI
cos x



  6 3
  كدام است؟ 

1 (( Ln )
1 2 32 3  2 (( Ln )

1 3 32  3 (Ln
1 3
3

  4 (( Ln )2 3 3  

 31اگر ـsinx xtf (x) e dt 
2


tgxو  xtg(x) e dt 

2


حاصل گاهآن، 
x

f (x)lim
g(x)

  ، كدام است؟

1 (1  2 (  3 (1
2  4 (1-  

 32اگر ـdx(k )
k sin x k

 
 

 


2
2

21
1

sinxIحاصل انتگرال گاهآن،  Ln( )dx
sin x

 



2 5 3

5 4
  كدام است؟ 

1 (Ln
4
3  2 (Ln

9
8  3 (Ln

42 3  4 (Ln
92 8  

 33حاصل ـx ( x)I dx
x





1 4 4
2
1

1
    كدام است؟ 

1 ( 
24
7  2 ( 

22
7  3 (


22
7 2  4 (


24
7 2  

 34با فرض ـa xe dx
a

  


2 2

2
حاصل گاهآن، 

a b
x xI (e e )dx

 
 

2 2


a,b)، كدام است؟  )     

1((b a)   2(b a   3 ((b a)   4 (( b a )   
 35 حاصلـLn( t)I dt

t





1
2

1
1

  كدام است؟ 

1 (Ln 24  2 (Ln 28  3 (Ln 44  4 (Ln3 48  

 36به ازاي چه مقاديري از  ـانتگرال ،I x ( )dx
Lnx x

  
 1

1 1
  همگراست؟ 1

1(   1 1  2(   1 3(  1  4 (  1  

 37اگر ـn
nI cos xdx



  22


  كدام است؟ nIگاهآن، 

1 (n
( n )( n ) ( )

(n!)
  


2 1 2 3 1

2
  2 (( n )( n ) ( )

( n)!
   2 1 2 3 1

2 4
  3 (n

( n )( n ) ( )
(n )!

  


1
2 1 2 3 1

2 1
  4 (n

( n )( n ) ( )
n!

  
1

2 1 2 3 1
2

  

 38اگر ـgتابعي پيوسته باشد كهg :[ , ] ( , )1 1  يمعادله گاهآنx
x g(t)dt 2 1


]ي، در فاصله , ]1 چند ريشه دارد؟  

1( 2(1 3(2 4توان مشخص كرد.) نمي  
 39انتگرال ـp qI (x sin x )dx


  طبا شرq   وq   به ازاي چه مقاديري ازp وq همگراي مشروط است؟  

1 (p
q


 
1 1  2 (p

q


 
1 1  3 (p

q


  
11 1  4 (p

q


 
1 1  

 40 اگرـLn(sin t)dt Ln
 

  2 2 22
dxIحاصل گاهآن،   Ln(x )

x x


 
 2

1
1

  )MIT) دانشگاه 1(با كمي تغيير از سؤالات رياضي عمومي (  كدام است؟ 

1 (Ln 22  2 (Ln 2  3 (Ln2
22  4 (Ln2 2  

 41اگر ـ
x xe e dx Ln

x

   


حاصلگاه ، آن
ax bxe eI ( ) dx

x

  
  2


a)، كدام است؟ , b )    

1 (
a b b a

a b
b aLn( )

(a b)





22  2 (aLn( )
b

2  3 (bLn( )
a

2  4 (
a b a b

a b
a bLn( )
(a b)




22  



  

527 

شناسي ارشدكار يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

  حد مجموع به كمك انتگرال معين يمحاسبه :1درسنامه 
  

گيـرد و  نهايت مورد سؤال قـرار مـي  حد در بي هاآني حدودي كه در ترين كاربردهاي انتگرال معين را شرح دهيم. محاسبهخواهيم يكي از مهمدر اين درسنامه مي
بـه جـاي    كـه  تبديل آن به كمك انتگرال معين بحث اين درسنامه است. در واقع قصد ما اين استيابد، با استفاده از تعداد جملات آن به طور نامتناهي افزايش مي

  رسيديم: زيردر پايان مقدمه به فرمول كلي طور كه ديديد هماني حد، حاصل يك انتگرال را حساب كنيم. محاسبه

n b

an i

b a ilim f (a (b a) ) f (x)dx
n n 


   

1
 

aتوانيم مثلاًسازي رابطه، ميبراي ساده   وb 1 شود:قرار دهيم و فرمول به شكل زير خلاصه مي  

n

n i

ilim f ( ) f (x)dx
n n 

 
1

1

1


 

  برو انتگرال سمت راست رو حساب كن! ،ي حد سمت چپفارسي فرمول بالا اين ميشه كه به جاي محاسبهدر واقع 

 حاصل  :1مثال
n

n i

ilim cos( )
n n 


1

1
  ، برابر كدام گزينه است؟ 2

1 (

1  2 (


2  3 (1  4 (2  

 :كنيد؛طور كه ملاحظه ميهمان»  2«گزينه   پاسخi if ( ) cos( . )
n n


 fو بنابراين 2 (x) cos( x)

 حاصـل انتگـرال    ،حـد  يمحاسـبه  ، پس بـه جـاي  2

cos( x)dx


1
2

)cos  كنيم:را حساب مي  x)dx [ sin( x)] [ ] 
    

  
11 2 2 212 2 

  حدحاصل  

 

 مقدار :2مثال
n

n n n nA lim ( )
n n n n n

    
   2 2 2 2 21 4 9

 كدام است؟  

1 (
6  2 (

3  3 (
4  4 (

2  

  : كنيم:هر جمله را به طور جداگانه بررسي مي ،براي درك بهتر  »3«گزينه پاسخ  

در تمام جملات كنيمسعي ميابتدا 
n
را پشت پرانتز ايجاد كنيم و اين كار با تقسيم صـورت  1

  گيرد. رت ميصو n2و مخرج كسرها بر
  

  
  

  
  
  
  
  
  

با توجه به اينكه عبارت داخل پرانتز (در صورت سؤال) به فرمبنابراين 
i

if ( )
n n






1

ifكهنوشته شده  1 ( )
in ( )
n


 2

1
1

گفتـه  توان با توجه به تعريف لذا مي ،است 

A             حد را محاسبه كرد: شده، f (x)dx dx [Arc tgx]
x


   

 
11 1

2
1

41  
  

  

n n ( ) i
nn ( )

nn

n n ( ) i
nn ( )

nn

n n ( ) i
nn ( )

nn

n n ( ) i n
nnn n n ( )
nn

   
  

   
  

   
  

   
 

2 2
2

2 2
2

2 2
2

2 2 2 2
2

1
1 1 11 11 1 1

1
1 1 24 24 1 1

1
1 1 39 39 1 1

1
1 1

11

if ( )
in ( )
n

 
 2

1
1



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 مقدار :3مثال
n

nA lim
n

   


33 3
3 4

1 2 3  كدام است؟  

1 (4
3  2 (3

4  3 (  4 (1  

  : توانيم تمام جملات صورت را بر مخرج كسر تقسيم كنيم و بـا  ت، پس مياس 3كسر  و مخرج ها در صورتبا توجه به اينكه فرجه راديكال » 2«گزينه پاسخ

اين مرحله بايد از فرجه يكسان بنويسيم، پس
n
  را پشت عبارت ايجاد كنيم: 1

  
n n

n nA lim ( ) A lim ( )
n n nn n n n n n 

           3 3 3 3 3 34 4 4 3 3 3
1 2 1 1 1 2 1   

n

nA lim ( )
n n n n n

     3 3 3 31 1 2 3   

ifحالا بايد تشخيص دهيم تابع ( )
n

iچيست؟ با كمي دقت معلوم است كـه   if ( )
n n

 iبـا جـايگزيني   بنـابراين  .اسـت  3 x
n
،  تـوان گفـت:  مـيf (x) x 3 

  كنيم:. حالا به راحتي انتگرال را حساب ميشودمي A x dx x  
14

13 33 3
4 4

  
  

 ي حد مجموع:روش سه گام براي محاسبه
  كنيم:را بيان مي هاآنشما گيرد كه البته براي منظم شدن ذهن ي حد مجموع سه گام زير معمولاً انجام ميبراي محاسبه

ايجاد گام اول:
n
در پشت پرانتز حد مجموع (البته در برخي سؤالات 1

n
  )وجود دارد.خودش  1

ifيضابطه تشخيص گام دوم: ( )
n

ixدر پرانتز حد مجموع و جايگزيني 
n

 و رسيدن بهf (x)  

fي حاصلمحاسبه گام سوم: (x)dx
1


  عو گزارش آن به عنوان جوابِ حد مجمو 

 مقدار :4مثال 
n

n n nA lim
(n ) (n ) ( n)

   
 2 2 21 2 2

 كدام است؟  

1 (
3
2  2 (

1
2  3 (1

2  4 (3
2  

  : ابتدا بايدطبق روش سه گام »  3«گزينه پاسخ
n
                :دهيمانجام مي n2و اين كار را با تقسيم صورت و مخرج بر شت كروشه ايجاد كنيمرا پ1

n n

n n n
n n n n n nA lim [ ] lim [ ]

(n ) (n ) ( n) (n ) (n ) (n n)
n n n

 
       

    

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2
1 2 2 1 2

   

)، يعنيي آخر در مخرجدقت كنيد كه جمله n)22،  صورتبهدر واقع(n n)   تغيير كرده است. nتا 1از  ،iن يعنيبوده و اي 2

ifحالا به راحتي ( )
n

fو  (x) :مشخص است  
n

ilim [ ] f ( ) f (x)
n in n ( x)( ) ( ) ( ) ( )

n n n n


       
   

22 2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 2 11 1 1 1
  

A dx [ ]
x(x )

       


11
2

1 1 1 111 2 21 
  

  

 حاصل  :5مثال
n

n n nlim ( )
n(n ) (n ) (n )

   
  3 3 3

2 3 1
81 2 3

كدام گزينه است؟ با ، برابر  

1 (
1
8  2 (7

8  3 (1
8  4 (

7
8  

 :تـوان  تفاده از فرمول حد مجموع به هم بزند، اما دقـت كنيـد كـه حـد را مـي     ي آخر كمي محاسبات ما را نسبت به اسممكن است جمله  »3«گزينه   پاسخ

  ضرب شده است: n2در ،مقابل بازنويسي كرد كه در آن صورت و مخرج جمله آخر صورتبه
n

n n n n.nA lim ( )
(n ) (n ) (n ) n

    
  3 3 3 3

2 3
1 2 3 8

    

با قرار دادن
n
       داريم: )صورت تمام كسرهادر  nبدر پشت پرانتز (و ضر 1

n

n n n n(n )A lim ( )
n (n ) (n ) (n ) ( n)

    
  

2 2 2 2

3 3 3 3
1 2 3

1 2 3 2
  

nصورتبهرا n2ي جملات، در عبارت آخر،براي يكسان شدن فرم همه n نويسيم، لذا داريم:مي  

n

n n n n(n )A lim ( )
n (n ) (n ) (n ) (n n)

    
   

2 2 2 2

3 3 3 3
1 2 3

1 2 3
  
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  x xu Ln( x) du dx I Ln( x)dx xLn(x ) dx Ln dxx x x

I Ln ( )dx Ln (x Ln | x |) Ln ( Ln ) Ln
dv dx v x x

               


                 

  



1

1

1 1 1

1

1 1 11 1 1 21 1 1
12 1 2 1 2 1 2 4 11





  



  

n n n
lim LnA Ln Ln( lim A) Ln Lne Ln lim A

e e  
        

4 44 1 4  
  

 حاصل  :8مثال
n
lim n( )

( n ) ( n ) ( n n) n
  

     2 2 2 2 2 2
1 1 1

2 3 1 2 6 2 2 3
 ترم دانشگاه صنعتي شريفاز سؤالات پايان(  كدام است؟(  

1 (Ln1 3
2 2  2 (Ln1 3

4 2  3 (Ln 3
2  4 (Ln1 3

8 2  

 :ها براي ايجاد فاكتوريكي از راه»  2«گزينه  پاسخ
n
و رسيدن به فرم 1

n

i

if ( )
n n


1

 nصورت و مخرج كسـرها را بـر   ،مخرج يبا توجه به درجهآن است كه  1

تقسـيم   n2ي دو بـود، صـورت و مخـرج را بـر    كنيم. اگر مخرج از درجهتقسيم مي nي يك بود، صورت و مخرج را براگر مخرج از درجه يا ... تقسيم كنيم. n2يا
را  بنـابراين صـورت و مخـرج    ،ي مخرج دو استكنيم. در اين مثال درجهتقسيم مي knي مخرج، صورت و مخرج را بركنيم و به همين ترتيب با توجه به درجهمي
  كنيم:تقسيم مي n2بر

n n
n n nL lim n( ) lim n( )

( n ) ( n ) ( n n) n n n( ) ( ) ( )n n n nn n

 
       

           

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 22 2 22 2 2

1 1 1
1 1 1

3 12 3 1 2 6 2 2 3 6 2 32 2 2
   

n

n n i
lim ( ) limn n i in n( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n n n n n n n
  

    
       

2 2 2 2 2 2 2 21

1 1 1 1 1 1
3 1 6 2 32 2 2 2 3

  

if بينيدطور كه ميهمان ( )
i in ( ) ( )
n n


 2 2

1
2 3

fپس ، (x)
( x) x


 2 2

1
2 3

 آوريم؛ با دقـت بـه مخـرج    دستبه به كمك انتگرال ايم حد را. اكنون آماده

f (x) شويم:متوجه وجود اتحاد مزدوج مي  dx dxL f (x)dx
( x x)( x x) ( x )( x )

   
       

1 1 1
2 3 2 3 2 2 4 2  

IÀov¨ ¦Ã§ŸU  

xL ( )dx Ln( x ) Ln( x ) L Ln( ) Ln( )
x x x

               
11

1
11 1 1 1 4 2 1 32 2 2 4 22 2 4 2 4 4 4 2 2 4 2  

  
 

 حاصل  :(سخت) 9مثال 
n

n n nlim
(n ) ( n ) (n ) ( n ) n n n

  
    1 2 1 2 2 2 2 2 3چند برابر ، است؟  

   )MIT) دانشگاه 1(از سؤالات رياضي عمومي (  

1 (1
3  2 (1

2  3 (1
2 3

  4 (1
3

  

 :اي ي تغييـرات در جملـه  نحوهآوريم. اگر به توضيح مختصري در مورد حد مجموع داده شده مي ،قبل از آن كه روش سه گام را آغاز كنيم  »1«گزينه   پاسخ
n)اي اولدر جمله ،در مخرج كسر، پرانتزي كه پشت راديكال ضرب شده است و است nشويم كه صورت كسر هميشهمتوجه مي ،اول، دوم و ... دقت كنيم )1  و

n)ي دومدر جمله ) n)كه فرم كلي آند باشمي 2 i)  صورتبهاست. عبارت زير راديكال همi ( n i) 2 توان گفت كـه  كند. با اين توضيحات ميتغيير مي

صورتبهحد داده شده 
n

n i

nlim
(n i) i ( n i)    


1 2

iاست. در آخرين جمله از حد مجموع چون n كننده باشد. ممكن است ظاهر جمله كمي گيج ،شودمي

iوقتي n شويم كه آخرين جملهمتوجه مي ،دهيمقرار ميn
(n n) n ( n n)  2

nصورتبههمين جمله را  ،در صورت سؤال كه است 
n n n2 3

 اند.نوشته 

در روش سه گام اولين قدم ما ايجاد ،گرديم به حل سؤالحالا برمي
n
در مخرج مشكل است به جاي اين  nمثالي فاكتور گرفتن ازپشت حد مجموع است. در چنين  1

توانيمكار مي
n
  :ضرب كنيم. پس داريم nرا پشت مجموع بنويسيم و در عوض صورت كسرها را در1

n

n i

nlim
n (n i) i ( n i)    


2

1

1
2

  

ifصورتبهقدم بعدي آن است كه كسر بوجود آمده را  ( )
n

كنيم:تقسيم مي n2بنويسيم. براي اين كار صورت و مخرج را بر 
n

n i
lim

n (n i) i ( n i)
n

    


1 2

1 1
1 2
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خرج كسر،در م
n2
n)دررا  1 i) وi ( n i) 2 به اين صورت كه ؛كنيممي ضرب

n
را در پرانتز و1

n
ي اين كارها به اين خاطر است همه كنيم.را در راديكال ضرب مي1

iخواهيميكه م
n

i  ايجاد شود. به اين ترتيب خواهيم داشت:  i i(n i) i ( n i) (n i) i ( n i) ( ) ( )
n n n n nn

           2
1 1 12 2 1   مخرج كسر 2

دانيد كه براي ضرب كردنحتماً مي
n
صورتدر رايكال بايد آن را به 1

n n
 2

1  ،ايـم ر هم ضرب كنيد. حالا به هدف خود رسـيده را د هاراديكالدر نظر بگيريد و  1

iي عبارات برحسبيعني همه
n

  هستند. 
n

n i
lim

n i i i( ) ( )
n n n

    


1

1 1

1 2
  

)iبه جاي xوجود آمده و قرار دادنبا نگاه كردن به كسر به )
n

fشويم كهمتوجه مي ،ها (x)
( x) x( x)


 

1
1 2

    است. حالا بايد انتگرال زير را محاسبه كنيم: 

dxf (x)dx
( x) x( x)

 
  

1 1
1 2 

  حاصل حد 

uابتدا از تغيير متغير x 1 كنيم. بنابرايناستفاده ميx u 1 وdx du است. حدودx صورتبهx 1 پس حدود باشد،ميu به شكل u 1 2 

du  د بود:خواه du
u (u )( u) u u

 
  

 
2 2

1 1 21 1 1
  حاصل حد 

duگيرياگر فرمول انتگرال usec | |
a au u a




 1
2 2

  كنيد:صورت انتگرال را حل مي به اين ،به ياد داشته باشيدرا  1

du [sec | u |] sec ( ) sec ( )
u u

    
      


 1

2 21 1 1
1 2

2 1 3 31
حاصل حد  

uتوانيد با تغيير متغيرمي ،اما اگر اين فرمول را به خاطر نداشته باشيد sec  به جواب برسيد: زير صورتبه  
du sec tg tgd d d sec u

u u sec sec tg
  

        
   

    1
2 2 21 1

  

sec]  خواهيم داشت: uهايحالا با قرار دادن كران u] sec ( ) sec ( )    
     21 1 1

1 2 1 3 3 حاصل حد  
  

 حاصل  :01مثال
n

n i

ilim
n i n  


2
2 3 2 21

  ، كدام است؟1

1 (1
4  2 (1

2  3 (1  4 (  

 :براي ايجاد فرم»  4«گزينه  پاسخif ( )
n

iگيريم تارا فاكتور مي n2،از عبارت زير راديكال ابتدا 
n

  ايجاد شود، در اين صورت داريم: 

n n n n

n n n ni i i i

i in ( ) ( )i i n nlim lim lim lim n ( )
n ni i in n in ( ( ) ) ( ) ( )n ( )n n nn

      
   

  

   

1
2 23 12 2

3
2 2 22 2 2 21 1 1 13 3 323 3

1 1 1 1

1 1 11
  

xبا برابر »حد مجموع«فرمول  پرانتز طبق داخل مقدار ،آمده دستبهدر عبارت آخر  dx
x


21

3 21
xيتابع زيـر انتگـرال در بـازه    است. 1    پيوسـته اسـت و

nحد اما ،پس اين انتگرال ناسره نيست و مقدارش عددي حقيقي خواهد بود ؛شودصفر نمي گاههيچمخرج 
1
nوقتي 3  برابـر  ،ميل كند     اسـت، پـس حـد

  شود.مينهايت بي با برابر هم موردنظر
  

ها به تنهايي، به صفر ميل خواهد كرد. بنـابراين  مساحت هر كدام از مستطيل شود،كند و تعداد قطعات زياد ميميل مي نهايتبه سمت بي nوقتي :1نكته
iاين كـه از  دليل،نياوريم، مقدار حد تغييري نخواهد كرد. به همين  به حساب اگر يك يا دو مستطيل ابتدايي و انتهايي را در مجموع      آغـاز كنـيم يـا ازi 1 ،

iهمچنين اين كه تا n ادامه دهيم يا تاi n 1، .نوشت: توانمي تساوي را به شكل زير همبراي مثال  تأثيري روي جواب ندارد  
n

n i

ilim f ( ) f (x)dx
n n



 
 

1 11



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 صورتبه مقابلحاصل حد  :41مثالk e


7
   كدام است؟ kاست، مقدار 9

n( ) ( ) ( )
n n n n n n

n

nlim [( ) ( ) ( ) ]
n n n


  




     

2 2 21 1 1 2 1 11 1 11 2 11 1 1  

1 (3 112  2 (3 12   3 (3 72  4 (3 82  
 :حاصل حد فوق را  »4«گزينه   پاسخA ناميم و از طرفينميLn گيريم، در اين صورت داريم:مي  

n

n i

n n i iLnA lim (( ) Ln( ) ( ) Ln( ) ( ) Ln( )) ( ) Ln( )
n n n n n n n n n n



 

 
            

12 2 2 2

1

1 1 1 2 2 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1  

t  بنابراين حد مورد نظر برابر است با: xLnA ( x) Ln( x)dx LnA t Lnt dt      
1 212 2

11 1


oÃ™T¶ oÃÃ™U  

dt  كنيم:حل مي» جزء به جزء«اين انتگرال را به روش  t(u Lnt du ) , (dv t dt v )
t

     
3

2
3  

t t dt t tLnA t Lntdt Lnt ( ) Ln ( )dt Ln Ln
t

   
           

      
  

2 23 3 2 32 2 22
1 1 1

1 1

8 8 8 72 2 23 3 3 3 3 9 3 9  

LnAدر نتيجه Ln 
8 723 ، و بنابراين9

Ln
A e e




 
8 7 8 723 9 3 kكه مقدار 92 

8
  دهد.را نتيجه مي 32

 

  سازي محاسبات استفاده كرد.توان به عنوان يك ابزار براي سادهارزي نيز ميي حد مجموع، از همگاهي اوقات در محاسبه :2نكته

 حاصل  :51مثال
n

n k

klim ( )
n 

 
2

3
3

1
1   كدام است؟  1

1 (  2 (1
9  3 (1

3  4 (1
3 3

  

 :اولاً توجه كنيد كه در اينجا متغير » 2«گزينه  پاسخkبه جاي متغير ،i  .جا كهاز آنبه كار رفته استk n 1 ،ذال استk n 2  ، بنابراينخواهد بود21
k n

n n n
 

2 2

3 3 3
kبه عبارتي 1

nn n
 

2

3 3
1 nدر نتيجه وقتي 1  خواهيم داشتk

n


2

3  دقت كنيد كه)k تواندحداكثر ميn باشد و بنابراين باز هم 

n

nlim
n


2

3 خواهد بود(.  

mارزي به صفر ميل كند، هم uكنيم كه وقتييادآوري مي uu
m

 1 1 :را داريم. بنابراين در اين مثال خواهيم داشت  k k
n n

 
2 2

3
3 31 1

3
  

  به اين ترتيب داريم:
n n n

n n nk k k

k k klim ( ) lim lim ( )
n nn n    

     
2 2

23
3 3

1 1 1

1 11 1 33
  

kfحالا كه فرم ( )
n

kايجاد شد، به راحتي با جايگزيني  x
n
 :داريم  

n

n k

k xlim ( ) x dx [ ]
n n 

   
1 3 12 2

1

1 1 1 1 1
3 3 3 3 9

  
  

 حاصل  :61مثال
n

n n nlim [sin( ) sin( ) sin( )]
n n n n

  
  2 2 2 2 2 21 2

 م است؟كدا  

1 (
3  2 (

2  3 (
6  4 (

4  

 :قبل از هر چيزي ابتدا توجه كنيد كه چون»  4«گزينه  پاسخn پس ،n
n i


2 2  و لذاn nsin( )

n i n i 2 2 2 2:بنابراين داريم ،  

  
n

n n n i

n n n n n n nlim [sin ( ) sin ( ) sin ( )] lim [ ] lim [ ]
n n n n n n n n n i   

       
      

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
11 2 1 2

   

  
n n n

n n ni i i

inlim [ ] lim [ ] lim [ f ( )] f (x)dx
i in n n( ) ( )
n n

    
   

 
   

1
2 21 1 1

1
1 1 1

1 1 
  حاصل حد

  و در نتيجه خواهيم داشت:
n

n i
lim [ ] dx tg x

in x( )
n



 

    
 

11 1
221

1 1 1
411  
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انتگرالكاربرد : پنجم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 ،شـود يك حد ريماني است و با انتگرال حل مي ،مجموعِ داده شدهبراي آن كه مطمئن شويم حد  شوند:روش تشخيص حدهايي كه به انتگرال تبديل مي )3

ابتدا
n
را فاكتور بگيريد. اگر فاكتور گرفتن از 1

n
با نوشتن ،مشكل است 1

n
 مقابلبه مثال . دهيدت كسرها اين كار را انجام در صور nپشت مجموع و ضرب كردن 1

  توجه كنيد:
n n

n n nlim lim [ ]
nn n n n n n n n 

      
     2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
1 2 1 2

   

پس از فاكتورگيري از
n
iاگر اين كسرها را برحسب ؛دقت كنيد ،به كسرهاي به وجود آمده 1

n
درجه تشكيل هم بايد صورت و مخرج از جملاتي كاملاً ،بنويسيد 

nصورتبهشده باشند يعني يك كسر همگن ايجاد شده باشد. در مثال بالا كسرهايي 

n i2 2
ي يـك  بينيد كـه صـورت و مخـرج هـر دو از درجـه     داريم. مي 

 بـه حـد مجمـوع    ،ديگـر  مثـال بـه عنـوان يـك    تـوانيم ايـن حـد مجمـوع را بـه انتگـرال تبـديل كنـيم.         پس ميهستند (با احتساب راديكال در مخرج كسر). 

n

n nlim [ ]
n n n n

  
  

2 2 2

2 2 2
1 1 1 2 2  صورتبهاند ظاهر شدهمجموع كسرهايي كه در اين حد  ؛دقت كنيدi i

n
2

هسـتند. پـس در صـورت كسـر يـك       2

iحتي براي iر ازي درجه يك داريم كه همگن بودن كسر را خراب كرده است. اما از آنجا كه براي هر مقداجمله n داريم
n

ilim
n

2 توانيم اين پس مي

حذف كنيم و اكنونقسمت از جملات را 
n

nlim [ ]
n n n n

  
2 2 2

2 2 2
1 1 2  كه از كسرهاي همگن به شكل ماندباقي ميi

n

2

 در نتيجه بـه و  تشكيل شده است 2

اگر بعد از فاكتورگيري از .انتگرال تبديل خواهد شد
n
ديگـر   ،شـوند هم تبديل نمي متوجه شديد كه كسرهاي به وجود آمده همگن نيستند و به كسر همگن 1

nن موارد يا حد داده شده از فرمولانتگرال درآورد. در اي صورتبهشود آن حد را نمي
n

n n

a a a
lim lim a

n 

  
1 2 يـا بايـد آن را بـا     و شـود ، حل مي

شود، اين است كه وقتي ديده ديگري كه در حدهاي ريماني بايد مهم موضوع حل كنيد. هاي ديگرو يا روش ي ساندويچاستفاده از قضيه
n
را كنار گذاشتيم،  1

nfمجموع به وجود آمده بايد فرم ( ) f ( ) f ( )
n n n

  
1 2  منظور آن است كه جملاتي به شكل .را داشته باشدf ( )

n
1،f ( )

n
2... ،nf ( )

n
جداگانه ديده شوند  

nfن مجمــوعفقــط يــك بــار ديــده شــود و در داخــل آ fنــه آن كــه ،و بــا هــم جمــع شــده باشــند ( )
n n n
  

1 2   را داشــته باشــيم. بــراي مثــال بــه

nحد
n

nB lim [ ]
n n n

   
12 2 2

2 2 2
1 2  مثال ابتدا ايندر  كنيد. دقتLn گيريم تامي

n
  داريم:در نتيجه ضريب تبديل شود. از توان خارج شده و به  1

  
n n

nlim LnB lim Ln( )
n n n n 

   
2 2 2

2 2 2
1 1 2   

بـه حـد    امـا مـثلاً   تـوان بـه انتگـرال تبـديل كـرد.     داريـم. ايـن فـرم را نمـي    را مجمـوعي از جمـلات    ايـن تـابع  فقـط يـك بـار ظـاهر شـده و در داخـل        Lnتابع

n
n

nA lim [ ( )( ) ( ) ]
n n n

   
11 21 1 1 در ايـــن مثـــال هـــم ؛توجـــه كنيـــدLn ريم تـــاگيـــمـــي

n
 بـــه ضـــريب تبـــديل شـــود. خـــواهيم داشـــت 1

n n

nlim LnA lim [ Ln( ) Ln( ) Ln( ) ]
n n n n 

      
1 1 21 1 1تابع ،iLn( )

n
1 اند. ايـن مثـال را   شود و اين جملات با هم جمع شدهچندبار ديده مي

  توان به انتگرال تبديل كرد. مي

 يك مجموع ريماني است؟ ،رهاي زييك از حد مجموعكدام  :22مثال  
n n nn

n n
n n n ni i

e e e i i n iA lim , B lim , C lim [( ) ( ) ( ) ] , D lim
n n n n n nn



    

     
       

13 2 1 2 1 2
3

1 1

1 3 3 1 1 2 1
  

 :حد مجموع  پاسخA  به وضوح يك حد ريماني نيست. وقتـي
n
nجمـلات  ،گـذاريم را كنـار مـي   1 ne e e    3 2 11      اصـلاً كسـرهاي همگنـي

iبرحسب
n

با كنار گذاشتن Bشود. در موردبه انتگرال تبديل نمي A. بنابراين،نيستند 
n
به مجموعي از كسرها به فرم 1

n

i

i i
n n

 
2

2
1

1 3 3 رسيم. درست اسـت  مي 1

iاما ندهمگن نيستاين كسرها كه 
n2 و

n2
i(حتـي وقتـي   ،كننـد هر دو به صفر ميـل مـي   1 n  (بـه   مجمـوعي از كسـرهاي همگـن   بـه   هـا آنبـا حـذف    .باشـد

فرم
n

i

i
n n


2

2
1

1 گيـريم تـا  مـي  Lnابتـدا  ،Cشـود. در حـد مجمـوع   رسيم كه به انتگـرال تبـديل مـي   مي3
n
 بـه ضـريب تبـديل شـود. امـا بـا ايـن كـار بـه فـرم           1

nnLn[ ( ) ( ) ( ) ]
n n n n

  1 21 1 2  يعني ؛رسيمميLn رم هـم بـه انتگـرال تبـديل     ن ف ـشود و مجموع كسرها در داخل آن قرار دارد. اي ـفقط يك بار ديده مي

وقتي .به وضوح يك حد ريماني است Dحد مجموعشود و بالاخره نمي
n
گذاريم بهرا كنار مي1

n

i

i
n n


1

iرسيم كه كسر همگنمي 1
n

در آن به كار رفته اسـت  

  شود.ين حد خيلي ساده به انتگرال تبديل ميا و
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fاگر :4نكته  (x) يدر فاصله[ , ]1 پذير بوده ومشتقf (x) پذير باشد، در اين صورت همواره داريم:در اين فاصله انتگرال  
n

n i

ilim n[ f ( ) f (x)dx] [f ( ) f ( )]
n n 

   
1

1

1 1 12
  

  شود.، استفاده ميرا دارند مبهمبيشتر در مورد حدودي كه حالت  ،فرمولاين در واقع 

 حاصل  :32مثال
n

n i

nlim n[ ]
n i 





 2 2

1   كدام است؟ 4

1 (
4  2 (

1
4  3 (

1
2  4 (  

 :ابتدا توجه كنيد كه داريم:»  2«گزينه  پاسخ  
n n

n ni i

n dxlim lim [Arctgx]
inn i x( )
n

  


   

 
  

1 1
2 2 221 1

1 1
411 

  

fپس (x)
x


 2
1

1
fو چون  (x)dx 


1

4
    داريم: گفته شدهي ، بنابراين با توجه به نكته

[f ( ) f ( )] ( )     
 2 2

1 1 1 1 112 2 41 1 1



   اصل حد خواسته شده در صورت سؤالح

  

 حاصل  :42مثال
n

n i

i
nlim n[ ]

n i 
 


 2 21

1   كدام است؟ 2

1 (2 1  2 (1
2 2

  3 (2
2  4 (2 1

2  

 :خواهيم از فرمولمي » 2«گزينه  پاسخ
n

n i

ilim n[ f ( ) f (x)dx] [f ( ) f ( )]
n n 

   
1

1

1 1 12
   استفاده كنيم. اولين قدم براي نزديك شدن به ايـن فرمـول آن 

است كه
n
nرا پشت سري ايجاد كنيم. پس با فاكتورگيري از1 n2:در مخرج كسر داريم  

n n n

i i i

i i i
n n n

n in i i ( )n ( ) nn
  

 
 

  2 2 2 21 1 12
2

1

11
  

  آيد:اين صورت سؤال به شكل مقابل در ميبنابر
n

n i

i
nlim n[ ( )]

n i( )
n

 
 




21

1 2 1
1

  

شويم كهمتوجه مي ؛حد به وجود آمده را با فرمول بالا مقايسه كنيد
i

i nf ( )
n i( )

n


 21

xfاسـت پـس داريـم     (x)
x


 21

حـالا بايـد مطمـئن شـويم كـه       .

)عدد )2 fبا 1 (x)dx
1


xf  برابر است:  (x)dx dx [ x ]
x

    


 
1 1 12

2
1 2 1

1  
  

f]  حالا اطمينان داريم كه حد موردنظر ما با فرمول بالا قابل حل است و جواب آن برابر است با: ( ) f ( )] [ ]    
1 1 1 112 2 2 2 2

  حاصل حد  
  

 حاصل  :52مثال
n
lim n[( ) Ln ]

n n n
   

 
1 1 1 21 2 2 كدام است؟  

1 (  2 (
Ln


1

2  3 (
1
4  4 (

1
2  

 :توان به شكلابتدا توجه كنيد كه عبارت داخل پرانتز را مي»  3«گزينه  پاسخ
n

i n i 
1

  داريم: نمايش داد، از طرفي 1

n n

n ni i
lim lim dx [Ln( x)] Ln

in i n x
n

  
    

 
  

1 1

1 1

1 1 1 1 1 211 
    

fپس (x)
x



1

fو چون 1 (x)dx Ln
1 2


  استفاده كنيم: گفته شدهي توانيم از نكته، لذا مي


1
4[f ( ) f ( )] [ ] ( )      

 
1 1 1 1 1 112 2 1 1 1 2 2


  حاصل حد خواسته شده 

  



  

554 

انتگرالكاربرد : پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 مساحت محدود بين منحني :29مثالy x  2 yو خط 1     چقدر است؟ oyو محور 3
1 (17

3  2 (19
3  3 (22

3  4 (2
3
  

  : 4«گزينه پاسخ«    

bدر ايــن مســأله، اگــر بخــواهيم از فرمــول روش اول: 
a

S (f (x) g(x))dx   اســتفاده كنــيم بايــد دو مقــدار
xعددي a وx b  همچنين دو تابعوy f (x) وy g(x)  داشته باشيم. اما بـا دقـت بـه معـادلات داده     را
  داريم: yسه ضابطه برايشده 

  y x y x
y

       




2 1 1
3

  

fهاكدام ،yآمده براي دستبهي بايد ببينيم از سه ضابطه (x) وg(x) دهند. در صورت سؤال گفته شده كهرا ميy  جـا  ز مرزهاي ناحيـه اسـت، از آن  يكي ا 3
yكه  yيدر ناحيه 3   هايشويم كه اين ناحيه بين منحنيمتوجه مي ،قرار داردy x 1 وy  (اگر دانشجو شكل را رسم كند، به وضـوح   قرار دارد. 3

xها يعني خطyبايد گفت كه محور xدر مورد حدود بيند.)نتايج را مياين    يكي از مرزهاي داده شده است و اگرy  yو 3 x 1   دهـيم را برخـورد، 

xيمشومتوجه مي  8 كران ديگري برايx :است  S ( x )dx [ x ( x) ]
      

3
2 88

2 23 1 3 13 3
   

yدر واقع سطح هاشورخورده بين دو تابع x , y  2 11 xيهاز نقط 3  8 تاx   شـود امـا جهـت    حاسـبه كمـي طـولاني مـي    در اين روش م .باشدمي
  توانيم به روش ديگري نيز عمل كنيم.تر كردن حل ميكوتاه

dيتوانيم از رابطهمي روش دوم:
c

S (x x )dy  1 ي انتگـرال باشـند و دو   هـا كـران خـواهيم كـه   مـي  yاستفاده كنيم. در اين صورت دو مقدار عددي براي 2
xتابع f (y)1 وx g(y)2  در انتگرال قرار بگيرد. به وضوح از صورت سؤال داريم: هاآنلازم داريم كه تفاضل  x  محورoy  

y x x y     2 21 1  
yهاآنيكي از  كه خواهيممي yبراي هم دو مقدار عددي  xمقـدار بعـدي را بـا برخـورد دادن     در صورت سؤال داده شـده اسـت،   واست  3   وx y  21 

yدر اين صورت آوريم،مي دستبه  21 وy  1 پس به ترتيـب سـه مقـدار   آيد. مي دستبهy  1،y 1 وy  را داريـم. شـكل مـوردنظر مـا يـا در       3
y يناحيه  1 yييا در ناحيه ،قرار دارد 1 1 y. از طرفي كران3  yيدر صورت سؤال داده شده است، بنابراين اين شكل در محدوده 3 1 قـرار   3
  نويسم!)حات را ميكنم دانشجو در ترسيم شكل مشكل دارد و اين توضيبيند، فرض ميتر ميكنم با رسم شكل دانشجو اين موضوع را واضح(باز هم تأكيد مي دارد.
xسطح هاشورخورده بين دو تابع پس 1  وx y  2

2 yيهاز نقط 1 1 تاy  yS  است.  3 ( y )dy (y )]    
3

1

33 2
1

21 3 3
  

  

 ور بين سهميمساحت سطح محص :30مثالy x2   كند، كدام است؟قطع مي 135ها را با زاويهxو خط قائم بر آن كه محور 6
1(32 2(48 3(16 4 (36  
 :محور ،كه خط قائمبا توجه به اين  »2«گزينه   پاسخx135ها را با زاويه با برابر آنكند، پس شيب قطع ميtg( )  135 1 و بنابراين شـيب خـط    است

y  خواهد بود. 1مماس برابر  x y x y
x x

        12 6 66 6 1
2 6 2 6

KÃ{  

y)شيب خط مماس مثبت است ) 1.   و داريـم  بنابراين علامت مثبت قابل قبـول اسـتy
x

  
6 1

2 6
x،از حـل معادلـه فـوق    . 

3
آيـد و از  مـي  دسـت بـه  2

yآنجا  )شود. شيب خط مماس در نقطهحاصل مي 3 , )3     است: رزي صورتبهاست پس معادله خط قائم  - 1و شيب خط قائم برابر  1برابر  32

y (x ) y x       
3 93 1 2 2  

yنقاط تلاقي خط x  
9
yرا با سهمي 2 x2   :آوريممي دستبه 6

x
( x ) x x x x x x

x

             
 


2 2 2
3

9 81 81 26 9 6 15 272 4 4
2

  

)،بنابراين نقاط تلاقي دو منحني , )3 )و 32 , )
27  را برحسب xكنيم، يعنيها محاسبه ميyانتگرال را نسبت به محور ،براي يافتن مساحت موردنظرباشند. مي 92

y آورده و در فاصله دستبهy  9   گيريم.انتگرال مي 3
y y yS [( y) ]dy ( y ) ( ) ( ) ( )




               


2 2 33

9
39 9 27 9 27 81 81 81 15 81 96 4892 6 2 2 18 2 2 18 2 2 2 2 2 2  

  

y = 3 

-8 

1 

1 
x+1-= 2 y 

y 

x 
0 
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y

x
1

-1

2

-2

2-2

  : طبق فرمول، حجم حاصل از دوران منحني  »3«گزينه پاسخy sin x حول خطy c يدر فاصلهx    :برابر است با  V (sin x c) dx



   2  
اسـت.   cعبـارتي وابسـته بـه    V، خواهيم ديد كهxي بالا و پايين به جايهاكرانپس از حل انتگرال و قرار دادن 

cيدر بازه V(c)يبنابراين با تابع يك متغيره 1 اريم. بـراي مشـخص شـدنِ كمتـرين مقـدار     سروكار دV، 

dVيمعادله
dc

  كنيم.را حل مي  

dV (sin x c)dx (c sin x)dx [cx cos x] [ c ] c
dc

 
                

 
22 2 2 2 2

 
  

cبنابراين 

cرا به ازايVاست. اما بايد مقدار V(c)ي بحراني براينقطه 2 


2،c  وc 1 ي(دو سرِ بازهc  1 (آوريم تا معلوم شود كه آيا  دستبه

cواقعاً به ازاي 

cتر شايد به ازاياز آن مهمشود و آيد يا بيشترين مقدار آن حاصل ميمي دستبهVكمترين مقدار 2   وc 1 مقدار مينيمم حاصل شود!؟  

c V (sin x ) dx ( )


 
 

       2
2  

c V (sin x ) dx (sin x sin x )dx ( ) ( )
 
   

                 2 2 31 1 2 1 4 42 2  

c V (sin x ) dx (sin x sin x )dx ( ) ( )
 
   

               
      2 2

2
2 2 4 4 8 4 4

2 2  

cشويم كه به ازايبا كمي دقت متوجه مي 

cآيد و به ازايمي دستبه Vرين مقداركمت 2   شود.بيشترين مقدارش حاصل مي  

yبه اين موضوع دقت كرده باشند كه خط افقي ناشايد برخي از دانشجويتذكر مهم:  c اگرc 1 يباشد، منحنy sin x كند و در نتيجه را قطع مي
 ايجداگانـه ي ها در محـدوده كند؛ زيرا هر كدام از اين قسمت. البته اين موضوع اشكالي ايجاد نميگيردميي مورد نظر ما در دو سوي محور دوران قرار ناحيه

  دهيم.يي يا فقط قسمت پاييني را دوران ندارند. بنابراين لازم نيست فقط قسمت بالا با هم اشتراكي هاآنهاي ايجاد شده توسط كنند و حجمدوران مي
  

 شود؟در امتداد مركز، برداشته مي 1، با ايجاد سوراخي به شعاع 2حدوداً چند درصد از حجم يك كره به شعاع   :(سخت) 12مثال  
1(28 2(5  3(42 4 (35  
 :و خطوط 2اي به شعاع ابتدا دايره » 4«گزينه   پاسخy  1 را در نظر بگيريد. اگر اين دايره حول محورx ها

Rاي به شعاعدوران كند، كره    :آيد كه حجم آن برابر است بامي دستبه 2

V R   34 32
3 3

  

yاي از اين دايره كه بين خطوطدر اين دوران، ناحيه  1         قرار دارد، سـوراخي بـه شـعاع يـك در ايـن كـره ايجـاد
yكه بـين خطـوط   Dيكند. حجم اين شكل را نيز حساب خواهيم كرد. بنابراين تمركز خود را بر ناحيهمي  1  و

xيدايره y 2 2 اين ناحيه را به دو بخش متقـارن تقسـيم كـرده     ،)xگذاريم. محور دوران (محورمي ،قرار دارد 4
  هم نداريم.ي بالايي را دوران دهيم و نيازي به دو برابر كردن جواب است. كافيست ناحيه

  
  
  
  
  

yابتدا محل برخورد دايره و خط 1 كنيم:را مشخص مي       x y x x
y

       


2 2 24 3 3
1

  

yيدايرهها و نيمxبين محور D1يناحيه x    ها برابر است با:xاز دوران آن حول محورقرار دارد. حجم حاصل  24
xV y dx ( x )dx ( x ) ( ) ( )

 

 


                 
3 33 32 2

1 2 2
2

8 164 4 4 3 3 8 3 33 3 3  

V  است: D1ها نيز برابر با حجم حاصل از دورانxِحول محور D3يحجم حاصل از دورانِ ناحيه V ( )   3 1
16 3 33  

Rبه شعاع اياستوانهها، xحول محور D2ياز دوران ناحيه 1 و ارتفاعH  2 Vآيد كه حجم آن برابر است بامي دستبه 3 R H   2
2 2 بـا  . البته 3

V  را محاسبه كرد: V2توانگيري نيز مياستفاده از انتگرال y dx dx
 

      
3 32

2 3 3 2 3  

y sin x
1

y c

x

y

c





y 1

y 1 

2 2x y 4 

y

x
D

1

2

y

x

1D

2 33

2D
3D


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hV

x

y

x

y

D
-10

-10+h
h

V  كنيم:آمده، حجم سوراخ ايجاد شده در كره را تعيين مي دستبههاي اكنون با جمع كردن حجم V V V ( ) ( )          1 2 3
16 162 3 3 2 3 2 2 33 3  

  درصد حساب كنيم: صورتبه را ه حجم كل كرهتوانيم نسبت حجم اين سوراخ بحالا مي
( )V  

   


162 2 331 132
3

   
½o¨´\e

  جواب

)  خواهيم داشت: ،فرض كنيم 7/1را تقريباً  3اگر ) % 



2 16 6 3 12 3532 32 جواب  

  شود. درصد از حجم كره حذف مي 35بنابراين با ايجاد اين حفره، 
  

 

yهرگاه ناحيه محدود بين دو نمودار :2نكته  f (x)1 وy g(x)2 و خطوطx a و(a b)x b  حول خطy k  دوران كند، حجم حاصل از
  شود:ير حساب ميرابطه ز

b

a
V [(y k) (y k) ]dx     2 2

2 1 

|تر به محور دوران باشد. به عبارتيمنحني نزديك y1منحني دورتر و y2در اين رابطه بايد y k | | y k |  2 باشد. البته اگر تشخيص اين موضوع مشكل باشد،  1
    را به عنوان جواب مسأله در نظر بگيريد.كنيد و در پايان اگر جواب منفي شد، قدر مطلق آن  انتخابخواهيد را با هر ترتيبي كه مي y2و y1توانيدمي

yيعني خط ،هاxهمين فرمول است. اگر محور قت كنيد كه فرمول قبلي، حالت خاصي ازدتوجه:    ،محور دوران باشدk    همـان  بـه   ،و ايـن فرمـول  است
  شود.فرمول قبلي تبديل مي

صـورت ي منحنـي بـه  هرگاه در سؤالات، ضـابطه  :2تذكرx g(y)  ان ناحيـه محـدود بـين منحنـي    گـاه حجـم حاصـل از دور   داده شـود، آنx g(y) ،
yخطوط a،y b و محورyها (يا همان خطx   (حول محورyشود:ي زير حساب مياز رابطه ها  

b

a
V g (y) dy  2  

 

 در شكل زير يك ربع بيضي به مركز مبدأ مختصات مشخص شده است، حجم حاصل از دوران سطح محدود به نمـودار بيضـي و محورهـاي     :13مثال
  كدام است؟ oyمختصات حول محور

1 (14  
2 (12  
3 (1  
4 (8  

  : معادلة بيضي فوق»  2«گزينه پاسخx y
 

2 2
19 y                  لذا داريم: ،باشدمي 4

yV x dy ( )dy       
2 2 2

2 9 1 124 
  

  

 1كروي به شعاعنيمه آب به داخل يك مخزن   :41مثال متر (كه قسمت سطح آن به طرف بالا است) جريان دارد. فرض كنيد در هـر لحظـه،  سانتي  
h ،عمق آب از كف مخزنr شعاع سطح آب وV ن باشد.حجم آب موجود در مخزdV

dh
  متر باشد، چقدر است؟ سانتي 5مساوي  hاي كه، در لحظه

1(1  2(25 3(125  4 (75  
 :امـا   ؛خواهداين نوع سؤالات، به طور مستقيم حجم را نمي » 4«گزينه  پاسخ

براي حل ايـن مسـأله ابتـدا بايـد     براي رسيدن به جواب بايد حجم را حساب كنيم. 
اي بـه  دايـره آوريـم. در شـكل سـمت چـپ نـيم      دسـت به hرا برحسبVيضابطه
مخـزن   ،هـا yكنيد كه با دوران آن حـول محـور  را مشاهده ميمتر سانتي 1شعاع

ها، حجم آبي yحول محور Dيآيد. همچنين از دوران ناحيهموردنظر به وجود مي
  ده است.آيد كه در كف مخزن جمع شمي دستبه

yواضح هستند: yيهاكران Dيكنيم. در ناحيهميرا محاسبه  Vهاي حجم حاصل از دوران، مقداربنابراين با استفاده از فرمول h    1 1   بنابراين بهتر
bاست از فرمول

a
V g (y)dy  xصورتبه مترسانتي 1به شعاع دايرهي نيماستفاده كنيم. معادله 2 y 2 2 1     البتـه بـا شـرط)y    اسـت و از آنجـا ( 

xتوانيممي g(y) y   21   ب درون مخزن برابر است با:پس حجم آ آوريم، دستبهرا h h
V ( y ) dy ( y )dy

   

 
      

1 12 2 2
1 11 1 
 

     

dVيبلكـه بـه ضـابطه    ،نداريم V(h)كه ما نيازي به فرمول يياما از آنجا .پذير استبه سادگي امكان V(h)يآوردن ضابطه دستبهحل اين انتگرال و 
dh

احتيـاج   
  كنيم:انتگرال استفاده مي از را محاسبه كنيم. از فرمول مشتق hنسبت به Vتوانيم مشتقداريم، بدون حل انتگرال هم مي

x 

y 

3 

2  

O
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xحول خطاگر ناحيه  ،اياستوانهدر روش پوسته  :3نكته  k  ،د:نشومينوشته زير  صورتبهروابط  گاهآندوران كند  
yي حجمي كه از دوران سطح محصور بين منحنيبراي محاسبه f (x) و خطوطx a وx b آيد، فرمول زير را داريم:پديد مي  

b
a

V | x k | f (x)dx  2  
y2(yو y1براي حجم حاصل از دوران سطح محصور بين دو منحنيو  y )2   فرمول زير را داريم:1

b
a

V | x k | [y y ]dx    2 12  

xها يعني خطyاگر محور دوران، محور    باشد، در همين رابطـهk     دهـيم و فرمـول  قـرار مـيb
a

V x[y y ]dx   2     ، از قبـل بـه آن رسـيديم   كـه   12
  آيد.مي دستبه

 يدر شكل مقابل حجم جسم حاصل از دوران ناحيه  :23مثالOBC حول محورxرا هاV1 يو حجم حاصل از دوران ناحيهOAB حول خطx 
 2   

Vناميم. مقدارمي V2را    V1    ، برابر كدام گزينه است؟24

1 (  
2 (2  
3 (  
4 ( 2  

y

1

0
A

B

x

2


y sin x

C

 

  
 :ابتدا قرار است ناحيه   »2«گزينه   پاسخOBC را حول محورxناحيـه مـوردنظر مـا محـدود بـين دو       آوريم. دستبهز آن را ها دوران داده و حجم حاصل ا

yنمودار  1  وy sin x است (كهy 1  سقف وy sin x  (يد:آمي دستبهاز رابطه زير با استفاده از روش ديسك حجم آن  وكف ناحيه است  
b
a

cos x xV (R R )dx ( sin x)dx cos x dx ( )dx [ sin x]
    

                
22 2 2 2 22 2 21 2 1

1 2 11 22 2 4 4  
 

xبايد دوران حول خط V2ياما براي محاسبه 
   حساب كنيم:اي، با استفاده از روش پوسته استوانهرا  2

V | x || sin x | dx (x )sin xdx [ x sin xdx sin xdx]
     

              2 2 2 22 2 2 22 2 2   
  

xيدر بازه 
  2 علامتsin x اما .پس نيازي به قدرمطلق ندارد ،مثبت است »x 

 آيد قرينه بنابراين وقتي از قدرمطلق بيرون مي .مقدارش منفي است »2

V  است. دليلبه همين  نيز شود. علامت منفي پشت انتگرالمي [ x cos x sin x cos x] [ ]


 
              222 2 2 1 22 2

 

xبراي محاسبه sin xdx  كرديمزير استفاده  صورتبه لجدوي و قاعدهاز روش جزء به جزء:  

x sin x
cos x
sin x


 
 

1


¢Tz¶ −Ho«Tº H

  

Vدر نتيجه:  V        2 2
1 24 2 2.  

 

xپارامتري يعني صورتبههرگاه خم  :4نكته  x(t) وy y(t) برايt t t 1 حجم حادث از دوران سطحي كه بـين ايـن    گاهآنداده شده باشد،  2
  شود:ي زير حساب مياز رابطه ،ها قرار داردxخم و محور

t

t
V y (t)x (t)dt  2

1
2  

  

 ك قوس از سيكلوئيدحجم حاصل از دوران ي :24لمثاx a(t sint)
y a( cost)
 

     كدام است؟ ،هاx، حول محور1

1(a 31  2(a2 325 3(/ a 32 5  4( a2 35  
 :شود:حساب ميبا فرمول مقابل حجم  ،است هپارامتري داده شد صورتبه تابع چون  »4«گزينه  پاسخ    V y x (t)dt  2  

V y x dt a ( cos t) a( cos t)dt a ( cos t) dt a ( cos t cos t cos t)dt
  

                 
2 2 22 2 2 3 3 3 2 31 1 1 1 3 3
  

  
cos t cos t cos ta ( cos t ( ) ( ))dt a ( cos t cos t cos t cos t)dt

  
           

2 23 31 2 3 3 5 3 1 31 3 3 3 2 32 4 2 2 4 4 
  

V a a       3 2 35 2 52  
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sinي تناوبدورهدانيم كه مي kt برابر است با
k
2ي تناوب. بنابراين دورهsin t2 برابر است با

 
2
sin. از طرفي وقتي از توابع2 kt وcos kt گرفته  قدرمطلق

|ي تناوبشود. پس دورهنصف مي هاآني تناوب شود، دوره sin t برابر است با 2|
]هـاي انتگرال اين تابع در بـازه  ،. به همين دليل2 , ] 2 و[ , ]

2  و[ , ]
3
2 

]و , ]


3 ]يتوانيم انتگرال روي بازهمي ، بنابراينبا هم برابر است 22 , ] 2 را گرفته و چهار برابر كنيم. در اين بازهsin t 2 و نيازي به قدرمطلق نداريم.  است    

a aL | sin t |dt L sin t dt a[cos t] a



      

22 23 32 4 2 3 2 62 2  
  

  

 طول قوس منحني پارامتري  :31مثالt coszx dz
z

  tو 1 sin zy dz
z

  خط مماس بر منحنـي در آن  اي كه ترين نقطهنزديك، از مبدأ مختصات تا 1
  شود، كدام است؟خطي قائم مي ،نقطه

1 (Ln 
2  2 (Ln2  3 (Ln2  4 (Ln4  

 :كه در آن خط مماس بر منحني، خطي قائم است. شيب خط مماس در هر نقطه برابر با مقدار مشـتق در آن نقطـه    كنيماي را پيدا ميابتدا نقطه  »1«گزينه   پاسخ

dyاي هستيم كه در آنپس به دنبال نقطه ،شود طي قائم باشد بايد شيب آنبراي آن كه خط مماس بر منحني، خ بنابراين است.
dx

  شود.  

  t

t

sin t
ydy t tgt t

cos tdx x
t

 
      

 2  

هاي فردي مضربالبته در همه
3،مانند 2 2،5 افتد اما، ... نيز اين اتفاق مي2

tاي است كـه ايـن ويژگـي را دارد. بنـابراين در    نقطه تريننزديك 2 
 خـط   2

x)ند است؟ مبدأ مختصات يعنـي جـايي كـه   چ tمماس بر منحني، خطي قائم است. اكنون بايد ببينيم در مبدأ مختصات مقدار , y) ( , )    از معـادلات  اسـت .

tپارامتري cos zx dz
z

 1 وt sin zy dz
z

 1 پيداست كه وقتيt 1 باشد،x وy پس مبدأ مختصـات بـه ازاي   .شوندصفر مي هر دو با همt 1  دسـت بـه 
  آيد.مي

tكنيم. به ازايبندي ميآمده را جمع دستبهاكنون نتايج  1 مبدأ مختصات و به ازايt 
 دسـت  ، بـه اسـت  اي كه در آن شـيب خـط ممـاس،   اولين نقطه 2

tي. طبق صورت سؤال، طول قوس منحني را در بازهآيدمي 
 1   خواهيم.مي 2

   t t
cos t sin tL x y dt dt dt Lnt Ln( )

tt t

             1

2 22 2 22 2 22 21 1 1
1

2  
 

 طول خم  :(سخت) 41مثال
x y

x y e


  xاز ،22  xتا 1 e    هاي روسيه)) دانشگاه1(از سؤالات رياضي عمومي (  برابر با كدام گزينه است؟ 1

1 ([ e Ln( e ) Ln( ) ]       2 22 1 1 1 2 1 1 2  2 ([ e Ln( e ) Ln( ) ]       2 22 1 1 1 2 1 1 2  
3 ([ e Ln( e ) Ln( ) ]       2 22 1 1 1 2 1 1 2  4 ([ e Ln( e ) Ln( ) ]       2 22 1 1 1 2 1 1 2  
 :كه پيدا كردنتوجه كنيد   »4«گزينه   پاسخy برحسبx، ياx برحسبy  رسـد بهتـر باشـد از روش    به طور صريح كار نسبتاً مشكلي است و به نظر مـي

xي ضمني بينيك رابطه صورتبهع ي اين تاببا توجه به آن كه ضابطه پارامتري كمك بگيريم. y وx y
و  گرفته tرا هاآنتوانيم يكي از داده شده است، مي 2

tx  آوريم. دستبه tديگري را برحسب y t x y e
    22  

:اكنون داريم
tx y e

x y t

  


 

2
2

tx، با حل اين دستگاه به معادلات پارامتري e t  وty e t  رسيم. درميx 1 داريمt   و درx e 1  داريـم t 1 .

tبنابراين 1 كنيم:است. المان طول قوس را محاسبه مي  
t t t t t

t tdL (x ) (y ) dt (e ) (e ) dt e dt e dt L e dt              
12 2 2 2 2 2 21 1 2 2 2 1 2 1


  

teبا تغيير متغير tg  داريم كنيم. در اين صورتانتگرال را حل مي:te dt ( tg )d   21،  پـسtgdt d
tg
 

 


 ـ اسـت.  21 tه ازايب    داريـم tg 1، 

پس
  tو به ازاي 4 1 داريم:tg( ) e ، يعنيtg (e)  tgدانيم كهدر ضمن مي .1 sec   2   است. 21
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tg (e) tg (e) tg (e)( tg ) secL tg d d d
tg tg cos sin

  

  
  

       
     

1 1 12 32
2

4 4 4

1 12 1 2 2  

cosعبارت براي حل اين انتگرال در صورت كسر به جاي يك، دهيم.حل انتگرالِ نامعين را توضيح ميابتدا  sin 2   دهيم:قرار ميرا  2

cos sin sind ( )d (csc sec tg )d Ln | csc cotg | sec
sincos sin cos

  
              

    
2 2

2 2
1  

secحال دقت كنيد كه tg   21 وcotg
tg

 


cscو1 cotg   21است. بنابراين جواب را برحسبtg دهيمنوشته و حدود انتگرال را در آن قرار مي.  

tg eL [ Ln | | tg ] [ Ln( ) e Ln( ) ]
tg etg e




               



1

4

2 2
2 2
1 1 1 12 1 1 2 1 1 2 1 2  

e[ Ln( ) e Ln( ) ] [ Ln( ( e )) e Ln( ) ]
e ee


                

2
2 2 2

2
1 1 12 1 2 1 2 2 1 1 1 2 1 2  

[ Ln( ) Ln( e ) e Ln( ) ] L [ e Ln( e ) Ln( ) ]
e

                   2 2 2 2

1

12 1 1 1 2 1 2 2 1 1 1 2 1 1 2


  

  تعريف تابع طول قوس   
  

 د.گيري كراندازه ،ي ديگر روي منحنياي خاص تا هر نقطهطول قوس يك منحني را از نقطه ي آن،بتوان به وسيله مسائل علمي به تابعي نياز داريم كهدر برخي از 
yصورتبه، Cي منحنيفرض كنيد معادله f (x) و همچنين، باشدS(x)، ي آغازياز نقطه روي منحني فاصله(a , f (a)) دلخواه يتا نقطه(x , f (x))  ،باشد

  شود:مي همحاسبي زير نامند و از رابطهاست كه آن را تابع طول قوس مي xتابعي برحسب S،در اين صورت
x

a
S(x) (f (t)) dt  21 

  ) و شما به اشتباه نيفتيد! متفاوت باشد xعوض كرديم تا با tگيري را با(دقت كنيد متغير انتگرال
 تابع طول قوس منحني  :51مثالy sin x x  1 )آن ي شروعكه نقطه 21 , )1 است، كدام است؟  

1(( x ) 2 2 1 1  2(( x ) 2 1 1 3(( x ) 2 1 1  4 (( x ) 2 2 1 1  
 :تابع  »4«گزينه   پاسخS(x)  يطهطول قوسِ منحنيِ داده شده را از نقكه( , )1 يتا نقطه(x , f (x)) آيدمي دستبه زير با فرمول ،كندمي تعيين:  

  x
S(x) (f (t)) dt  21


  

f)ابتدا (t)) t  كنيم:را محاسبه مي 21 tf (t) sin t t f (t)
t t t

        
  

1 2
2 2 2

1 2 11
1 2 1 1

  

( t) t ( t)(f (t))
( t)( t) tt t

        
   

2
2

2 2
1 2 2 2 1 21 1 1 1 11 1

  

  خواهيم داشت: S(x)دادن اين عبارت در فرمولبا قرار 
x

x x
S(x) dt ( t) dt ( t) ( x )

t

  
        
 
 

 
1 1
2 22 2 1 2 2 1 2 2 1 11 


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گيريم. مساحت اين نوار باريك برابر از اين سطح را در نظر مي dxمطابق شكل يك نوار باريك به ضخامت
yبرابر با ضرب طول و عرض آن يعنيبا حاصل dx  .جرم ايـن قطعـه برابـر بـا ضـرب مسـاحت در       است
dm:است چگالي (x) y dx    لمـانِ جـرم برابـر بـا    ا ،به عبارت ديگرdm (x)f (x)dx   اسـت .

aيگيري در فاصلهاكنون با انتگرال x b  آمـده را جمـع كـرده و     دستبههاي كوچك توانيم جرممي
  آوريم: دستبهجرم كل را 

  b b
a a

M dm (x)f (x)dx     

 يك قرص به شعاعجرم  :1لمثاR يمتر را كه مركزش در مبدأ صفحهسانتيx y قرار دارد و چگالي سطحي آن به شكل(x) k(x R)   داده  2
  آوريد. دستبهشده است، 
 : طحي دارد روبرو هستيم. بنابراين مطـابق شـكل يـك    ي دو بعدي كه چگالي سدر اين مثال با يك نمونه پاسخ

yمعـادلات ي بالايي و پاييني داراي دايرهگيريم. نيماز اين ناحيه در نظر مي dxنوار باريك به عرض R x 2 2
2 

yو R x  2 2
y بر باهستند. بنابراين طولِ اين نوار باريك برا 1 y R x  2 2

2 1 اسـت. در  dxو عـرض آن  2
dSنتيجه مساحت آن برابر با R x dx 2       آيد:مي دستبهالمان جرم به اين صورت  شود ومي 22

dm (x)dS k( R x) R x dx     2 22 2  
Rيهدر باز dmگيري ازبا انتگرال x R   :جرم كل اين جسم معلوم خواهد شد  

R R R
R R R

m dm k( R x) R x dx [ kR R x kx R x ]dx
  

         2 2 2 2 2 22 2 4 2  

kxبه علت فرد بودن تابع R x2 Rي، انتگرال آن در بازه22 x R    برابر با صفر است. از طرفيkR R x2   ه داريم:زوج است. در نتيج 24
R R
R

m kR R x dx kR R x dx


    2 2 2 24 8  

xاز تغيير متغير R sin  كنيم. در اين صورتاستفاده ميdx R cos d  ياست و در بازهx R   داريم 
   2.  

m kR R R sin R cos d kR cos d kR ( cos )d kR ( sin ) k R
  



   
                  2 2 2 3 2 3 3 32 2 2 1 18 8 8 1 2 4 2 222 2  

mجسمبنابراين جرم اين  k R   واحد است. 32
  

 ي قائم توپر به ارتفاعچگالي يك استوانه :2مثالH(cm) يو مساحت قاعدهA(cm (h)صورتبهدر هر نقطه از آن  2( ( h)   1 متـر  گرم بر سانتي
  عددي ثابت است. جرم استوانه را پيدا كنيد. ي موردنظر وارتفاع نقطه hاست. در اين رابطه، مكعب
 : ي سه بعدي روبرو هستيم كه داراي چگالي حجمي اسـت. ابتـدا بايـد يـك بـرش باريـك از       با يك نمونه پاسخ

 ،داده شده است hرا حساب كنيم. از آنجا كه چگالي برحسب متغير dVيعني گرفته و المان حجم استوانه را در نظر
ت ايـن ديسـك بـا مسـاحت قاعـده      گيريم. مساحدر نظر مي از اين استوانه hدر ارتفاعِ را dhيك ديسك به ضخامت

dV  است. بنابراين حجم آن برابر است با: dhبرابر است و ضخامت آن Aيعني Adh  
dm  آيد:مي دستبهو المان جرم به اين صورت  (h)dV A ( h)dh    1  

hيي در بازهگيراكنون با انتگرال H   توانيم جرم كل استوانه را محاسبه كنيم:مي  
H H Hh Hm dm A ( h)dh A (h ) A H( )          

2
1 12 2    

  

گشتاورها و مركز جرم  
  

كه  يا طوري به يك قلاب متصل كنيم گاه قرار دهيمي فلزي را طوري روي يك تكيهخواهيم يك ورقهفرض كنيد مي
جـواب   قلاب را بايد به كدام نقطه متصل كنـيم؟ نشود. در اين صورت،  يعني به هيچ سمتي كج ؛دل كامل باشددر تعا

خواهيم با استفاده از مفهومي به نام گشـتاور، مركـز   در اين بخش مي جسم متصل كنيم.» مركز جرم«اين است كه به 
  جرم يك جسم را پيدا كنيم. 

اگر اين ميله چگالي يكنواخت داشته باشـد، بـه    !دقت كنيد ،ستكه شبيه الاكلنگ ا ي بعدصفحهبراي شروع به شكل 
  نظر شما كدام سمت آن به پايين حركت خواهد كرد؟

  

y f(x)

ba 
dx

x

y dm (x) y dx   

y

x

2 2
2y R x 

RR

2 2
1y R x  

dx

P

dh
h

AH dh

A
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nx
x    

3x2x1x
1m 2m 3m nm

ي يكـي انـدازه   كت كند، بـه دو عامـل بسـتگي دارد؛   حراين كه در نهايت كدام سمت ميله به پايين 
 x اي بـه طـول  گاه در نقطهفرض كنيد تكيه گاه.از تكيه هاآني فاصله يمو دو m2و m1هايجرم

براي چرخش  m1يل جرمتماقرار بگيرند.  x2و x1در نقاط m2و m1هايقرار داشته باشد و جرم
mنامند و مقدار آن برابر اسـت بـا  گاه را گشتاور آن ميحول تكيه (x x) 1 . بـه همـين ترتيـب    1

mضـرب حاصـل  برابـر بـا   گاه،ولِ تكيهح m2گشتاور جرم (x x) 2 مجمـوع   بنـابراين  اسـت.  2
x)      برابر است با: xحولگشتاورها  x)m (x x)m   1 1 2   xحولگشتاور  2

  تعريف كنيم: صورترا به اين  توانيم مركز جرماكنون ميشود. برابر با صفر مي xمجموع گشتاورها حول ،اگر اين ميله در حالت تعادل باشد
  .باقي بماند و تعادل صفر شود و جسم در حالت سكون حول آن گاه را در آن نقطه قرار دهيم، مجموع گشتاورهااي است كه اگر تكيهمركز جرم يك جسم، نقطه

x)  صفر باشد. پس خواهيم داشت: بايد xر حولگشتاو ،باشد. طبق توضيحات بالا xيفرض كنيد مركز جرم ميله در نقطه x)m (x x)m   1 1 2 2   

xيبه معادله ،مكني حسابرا  xاگر از اين معادله m x m
x

m m





1 1 2 2
1 2

مركز  ،رسيم. البته اين فرمولمي 

بـه نظـر شـما اگـر      محاسـبه كـرده اسـت.    ،داراي جرم باشـند  x2و x1كه فقط نقاطجرم را در حالتي 
nmهايجرم ,m , , m1 2  در نقاطnx , x , , x1 2  قرار داشته باشند،x  آيـد؟  مـي  دسـت بهچگونه

  شود:به اين شكل تبديل مي xح است كه فرمولواض

n

i i
n n i

n
n

i
i

x m
x m x m

x
m m

m





 
 

 




1 1 1

1

1




  

aياي را فرض كنيد كه در بازهرا در حالت كلي پيدا كنيم. ميلهxايم كه فرمولحالا آماده x b    قـرار
nxينقطه آن كه فقط چند جايبهاست.  (x)گاليگرفته است و داراي چ , , x1     ،داراي جـرم باشـند

ي نقاط توزيـع شـده اسـت. در هـر نقطـه بـه       يعني جرم آن در همه ؛هر نقطه از اين ميله داراي جرم است
را ) dx(يعنيي كوچك كنيم. اگر طول اين قطعهاز ميله جدا مي dxيي كوچكي به اندازه، قطعهxطول

آيــد. پــس جــرم ايــن قطعــه برابــر  مــي دســتبــهضــرب كنــيم، جــرم آن  )(x)(يعنــي اشدر چگــالي
dmبا (x)dx  .ن كه در نقاطآ جايبهيعني استnx , , x1  هـاي جـرمnm , , m1    قـرار داشـته

 جـاي بـه  هـا آندر نتيجه براي جمع كـردن   ،داريم dmي، جرمي به اندازهdxبه طول قطعهباشند، در هر 

                                كنيم:سيگما بايد از انتگرال استفاده 
b
a

b
a

x (x)dxx dm
x

dm (x)dx


 




 

  

dmي يك بعدي برابر باالمانِ جرم براي ميله (x)dx  است و انتگرال آن برابر با جرم كل ميله يعنيb
a

M (x)dx  در نتيجه داريم: .باشدمي  
b
a

x (x)dx
x

M



  

جمع بندي   
  

fاي محدود به منحنيه يك منحني خميده باشند، چه ناحيهي اجسام، چه يك بعدي باشند، چبراي همه (x) و محورx   ها باشند و چه جسمي سه بعـدي باشـند
M  استفاده كنيم:روابط زير  توانيم ازمي ،باشده يك متغيرتا وقتي كه تابع چگالي كه داراي حجم است،  dm   جرم كل جسم  

yM xdm   گشتاور نسبت به محورyها  

1بعدي ضريب دوبراي نواحي  xMدر فرمولفقط (
xMانتگرال لازم است.)     پشت 2 ydm   گشتاور نسبت به محورxها  

yx MM
(x , y) ( , )

M M
  مختصات مركز جرم  

xيعني حدود انتگرال نوشته و در انتگرال قرار دهيم. سپسرا  dmالمانِ جرم يعني ،حالا بايد با توجه به قواعد زير a وx b  بنويسيم:را  
aيفاصلهدر و ها xمحور روياي كه براي ميلهالف)  x b  :قرار دارد  (x)dx  (المان طول) چگاليdm   

yها و منحنيxكه به محورمسطحي ي براي ناحيهب)  f (x) يدر محدودهa x b  :قرار دارد  (x)ydx  (المان سطح) گاليچdm   

xيدر صفحهكه مسطحي  منحنيبراي ج)  y :قرار دارد  (x) dx dy (x) y dx     2 2 dmچگالي المان طول قوس 21   

(x)گالي نيامده بود يا چگالي يكنواخت ذكر شده بود،ي موارد فوق اگر در صورت سؤال نامي از چدر همهتوجه:  1  .البته وقتياست(x) 1  باشد، براي يك
S  داريم:ي مسطح ناحيه S  1 مساحت چگاليM    

L  داريم:مسطح نحني و براي يك م L  1 قوس طول چگاليM   

2x1x
x 2m1m

 گاهتكيه

گاهتكيه

ba 
dx

x
x

dx

  )داريم. dmجرمي به اندازه  dxدر هر قطعه به طول (

dmdmdm


dx
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نحوه ي استفاده از قضاياي گلدن ـ پاپوس  
  

  .كنيمها اشاره ميبه مهمترين شرط براي استفاده از اين فرمول ،تر توضيح دهيم. قبل از ورود به بحثساده صورتبههاي پاپوس را ي استفاده از فرمولخواهيم نحوهمي
ي موردنظر يا منحني مـورد نظـر را قطـع نكـرده باشـد. بـه       هاي گلدن پاپوس استفاده كنيد كه محور دوران، ناحيهفقط وقتي از فرمول  شرط استفاده از قضايا:

  دوران كند. Lكه درون مثلث قرار دارد، حول خطS يها قرار است ناحيهدر اين شكل ،هاي زير توجه كنيدشكل
  
  
  
  
  
  
  

توانيم از فرمول پاپوس استفاده كنيم. اما در شكل وسط و شكل سمت چپ، استفاده از فرمول پس نمي ،اين ناحيه را قطع كرده است Lدر شكل سمت راست، خط
  كند.ي داده شده اشكالي ايجاد نميان با ناحيهتماس داشتن محور دور ،بينيدپاپوس ايرادي ندارد. همانطور كه در شكل وسط مي

  كنيم:فارسي بيان مي صورتبههاي پاپوس را فرمول اكنون
  Lحول خط Cسطح حاصل از دوران منحني =C (2(طول قوسِ) × Lاز خط Cي مركز ثقل(فاصله  فرمول اول:
  Lحول خط Sيوران ناحيه= حجم حاصل از دS (2(مساحت) × Lاز خط Sي مركز ثقل(فاصله   فرمول دوم:

  شوند: ابراين نتايج زير گرفته ميشود. بنسادگي انجام ميبه Lي آن از خطي فاصلهمشخص باشد، محاسبه Cيا مركز ثقل منحني Sياگر مركز ثقل ناحيه
اي بين رابطهدر واقع اين فرمول  آيد.مي دستبهسطح حاصل از دوران مساحت و مركز ثقل آن معلوم باشند، با استفاده از فرمول اول،  Cاگر طول قوس منحنيِ ـ1

هـا معلـوم   . اگر دو تا از اين كميتكندبيان مي را )Lحول خط C(سطح حاصل از دوران منحني و )C)، (طول قوسLِاز خط Cي مركز ثقل(فاصلهسه كميت 
  توانيم سومي را محاسبه كنيم.مي ،باشند

فرمـول دوم پـاپوس، يـك     در واقع آيد.مي دستبهحاصل از دوران  جسم ، حجمدومبا استفاده از فرمول  ،معلوم باشند آن و مركز ثقل Sيمساحت ناحيهوقتي  ـ2
بنـابراين بـا داشـتن دو تـا از ايـن      ) Lحول S) و (حجم حاصل از دورانS)، (مساحتLاز خط Sي مركز ثقلرابطه بين سه كميت مقابل برقرار كرده است: (فاصله

را  Lتـا خـط   Sي مركـز ثقـل  تـوانيم فاصـله  مـي  ،را داشته باشيم Sيتوانيم سومي را حساب كنيم. مثلاً اگر حجم حاصل از دوران و مساحت ناحيهها ميكميت
  آوريم. دستبه

مورد نظر يك بيضي يا دايره باشـد،  ي اگر ناحيهرا تعيين كنيم. شده داده  يهاي پاپوس، بايد بتوانيم مركز ثقل ناحيهبراي استفاده از فرمولتشخيص مركز ثقل: 
  مركز آن بيضي يا دايره همان مركز ثقل ناحيه است. 

مـثلاً مركـز ثقـل     مختصات مركز ثقل يك مثلث، ميانگين مختصات رئوس آن مثلث است.شود. ي مركز ثقل به سادگي انجام ميها هم محاسبهدر مورد چندضلعي

)Aمثلثي با رئوس , ) ،B( , )2  وC( , )4 A  آيد:مي دستبهبه اين صورت  3 B C(x , y) ( , ) ( , ) 
      

1 2 4 3 2 13 3     

ضلعي نداريم. براي مثال مركز  nيازي به منتظم بودننضلعي است. در اين رابطه،  nميانگين مختصات رئوس آن برابر با ضلعي nبه همين ترتيب مركز ثقل يك 
)Aثقل يك چهارضلعي با رئوس , )4  ،B( , )1 4 ،C( , )1 )Dو 1 , )2   شود:به اين صورت مشخص مي 1

A B C D(x , y) ( , ) ( , ) ( , )  
         

1 1 34 1 1 2 4 1 1 8 6 24 4 4 2  

 اي به مركزدايره  :11مثال(b, ) و شعاعa را حول محورyدهيم. حجم جسم ايجاد شده چند برابرها دوران مي2 است؟( a b)   
  )يركبير و علم و صنعتهاي شريف، اماز سؤالات پايان ترم دانشگاه(

1 (a b24  2 (a b2 2  3 (a b2  4 (a b22  
 :چون » 4«گزينه  پاسخa b پساست ،b a  دهد كه محورياين نشان م و شودميمثبتy ي داده ها با دايـره

 Pيكـه مركـز ثقـل آن نقطـه    Aياگر ناحيه .بهتر است از فرمول گلدن پاپوس استفاده كنيم پس ،كندشده برخورد نمي
نـاميم و حجـم آن برابـر    آيد كه آن را تيوب ميدست ميبه جسمي ،قراردارد دوران كندAارج ازكه خ Lحولِ خط ،است

Vاست با Sd 2.  
. از ايـن فرمـول وقتـي    Lاز خـط  Pينقطـه  يبرابر است با فاصله dوAيبرابر است با مساحت ناحيه Sدر اين فرمول

  حتي معلوم كرد.را بتوان به راAچنين مركز ثقلباشد و هم Aيكنيم كه محور دوران خارج از ناحيهمياستفاده 
  يك دايره يا بيضي يا مربع باشد اين فرمول مناسب است. Aيبراي مثال وقتي ناحيه

Pاي به مركز نقطهدايره Aيناحيه ،در اين تمرين : (b , ) و شعاعa ور دوران، محوراست و محyپس ،ها استd b وS a  2.  
Vحجم شكل مورد نظر برابر است با:  Sd a b   2 22 2.  
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انتگرالكاربرد : پنجم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 25قسمتي از منحني ـty  
2

4 txو 2 
2

كنـد.  هـا دوران مـي  xحول محور اش با محورهاي مختصات واقع در ربع اول است،بين نقاط تلاقي كه 3
  است؟ مساحت سطح حاصل چند برابر

1 (16 3
3  2 (4 3

3  3 (74
5  4 (148

5  

 26اگر تابع ـf  با تعريـفf :[ , ] [ , )  1 2      پيوسـته باشـد و بـراي هـرx    يمتعلـق بـه بـازه[ , ]1 f، تسـاوي 2 (x) f ( x) 1    برقـرار باشـد
Sو xf (x)dx


 

2
1 yمحصور بين منحني سطح S2و 1 f (x) و دو خطx  1 وx   كدام تساوي زير قطعاً درست است؟ گاهآنها باشد، xو محور 2

1(S S1 2  2(S S1 22 3(S S2 13  4 (S S1 23  

 27حاصل  ـ
n

n n n n nlim [ ]
n (n ) (n ) (n ) [n (n )]

    
    3 3 3 3 34 8 12 4 1

 كدام است؟  

1 (( )
1 1 2 55   2 (( )

1 5 55  3 (( )
1 1 51 


  4 (( )
1 5 51  

 28محدود به منحني يمركز ناحيه يفاصله ـy x yو خط 3 x    ها چقدر است؟yاز محور ،اول ربعواقع در 4
1(16

15  2(15
16  3(32

21  4(64
21  

 29حاصل  ـ
n

n i

ilim ( )
n 

  2
1

1   كدام است؟ 1

1 (1
2  2 (1

4  3 (1  4 (  

 30حاصل  ـ
n

n k

Lnn Lnklim
nk 


1

  كدام است؟ 

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

   ) 3آزمون(     
  
  

 1هايسم حاصل از دوران ناحيه محصور بين منحنيجحجم  ـy x وy x yحول خط 2 x چند برابر است؟   
1 (1

24 2
  2 (1

3 2
  3 (1

48 2
  4 (1

12 2
  

 2يك شش ضلعي منتظم به طول ضلع ـa كند. حجم جسم حاصل چند برابرحول يكي از اضلاعش دوران ميa   است؟ 3

1 (3
4  2 (9

2  3( 3
2  4 (2

3  

 3فرض كنيد ـS ي واحدسطح جسم حاصل از دوران قوسي از دايرهx y 2 2 xدر ربع اول صفحات مختصات است كه حول خـط  1 y  دوران  1
  چقدر است؟ Sسطح كند. مساحتمي

1 (( ) 4 4
2

  2 (( )  2 4  3 (( )  4
2

  4 (( ) 2 2 4  

 4اگر منحني ـ
x

(x ) y e sin x


  1 را حول محورx سه يدهيم، جسمها دورانهاي تسـبيح كـه كوچـك و    عدي شبيه ريسماني نامتناهي از دانهب
  ها چقدر است؟ آيد. حجم كل دانهشوند، پديد ميكوچكتر مي

1 (251
1  2 (


125

1 1  3 (127
1  4( 


25

1 1  
   

 5سطح حاصل از دوران منحني  ـ مساحتk( x ) y x  1 حول محورyها به ازاي چه مقادير حقيقي ازkمتناهي است؟ ،  
1(k   2(k  1 3(k  1  4 (k    
 6هايشعاعهايي به هايي از دايرهمساحت ناحيه هلالي محدود به كمان ـr وR كدام است؟(r R)  

1 (rr R r r R sin( )
R


  2 2 2 22 22  

2 (rr R r r R sin( )
R


  2 2 2 2

2  

3 (rr( R r ) r R arcsin
R


  2 2 2 23 22  

4( rr R r r R arcsin( )
R

   2 2 2 22  

  7هايمساحت محصور بين منحني ـLnxy
x

 yو 4 xLnx،  صورتبهيك جملهALn22 مقدار .داردA  كدام است؟  

1 (
1
8  2 (

1
16  3 (1

16  4 (1
8  

 81هاي (سطح محدود به منحني ـ:(x y x 4 4 x): 2و ( 29 y x 4 4 ) چند 1كند. حجم حاصل از دوران منحني (دا ميها دوران پيxحول محور 3
  ) است؟ 2برابر حجم حاصل از دوران منحني (

1 (144  2 (288  3 (


288  4 (


144  

 9محصور شده به منحني يمختصات مركز ثقل ناحيه ـy x x 2 3   ، كدام است؟ 4
1 (( , )5

8   2 (( , )5
8   3 (( , )5 5

4 8  4 (( , )5
4  

 10حاصل  ـ
n

n k
lim [sin ]kn cos( )

n
 







1

1
2

  ، برابر كدام گزينه است؟ 

1 (2
2  2 (

3
  3 (3

2  4 (3  

 11حاصل  ـ
n

n n n

n
lim [ ]

n n n
n


  

  

1 2
2 2 2

1 11
2

برابر كدام گزينه است؟ ،  

1 (Ln1 22  2 (
Ln

1
2   3 (

Ln
1

2 2  4 (Ln1 28  

 12سهمي  ـy x2 xي، مساحت دايره2 y 2 2 كند. نسبت مساحت قسمت كوچكتر به مساحت قسـمت بزرگتـر در   را به دو قسمت تقسيم مي 8
  كدام گزينه نشان داده شده است؟

1 (


3 2
9 2  2 (


2 3
6 4  3 (


3 2
9 2  4 (


3 3
6 4  

 Aآزمون : سطح         دقيقه100مدت زمان پاسخگويي:        30الات : ؤتعداد س
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
R
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