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1

  مفهوم حد و قضاياي مربوط به آن :1درسنامه 
  

 مفهوم حد  
  

fابتدا نظر شما را به نمودار تابع ،براي درك بهتر مفهوم حد (x) x x  2   م.يكنجلب مي 2
در جـدول سـمت چـپ،     .توجـه كنيـد  اند، حساب به دست آمدهكه با كمك ماشينول زير اجدبررسي كنيم. به  2هاي نزديك به xخواهيم رفتار تابع را به ازايمي
xاز 1 ايم و مقدارآغاز كردهx  هرچه ما .ايمنزديك كرده 2را بهx  كنيم،تر مينزديك 2را بهf (x)  شود. در جدول سمت راست همين كار نزديكتر مي 4هم به

xرا با شروع از  fنزديكتر شده، مقدار 2به  xايم. باز هم هرچه مقدارانجام داده 3 (x)  تابعار از اين جدول و نمود نزديكتر شده است. 4هم بهf شود معلوم مي
fيعني ،مقدار تابعشود، نزديك مياز هر طرف  2به  xوقتي (x)،  توانيم هر قدر كه بخواهيممي ،. به عبارت ديگرشودنزديك مي 4به عددf (x)   زديـك  ن 4را بـه
  نزديك كرده باشيم.  2 ي كافي بهرا به اندازه xكه شرط آن، البته به كنيم

x f (x) x f (x)

/ / / /
/ / / /
/ / / /
/ / / /
/ / / /
/ / / /
/ / / /

1 2 3 8
1 5 2 75 2 5 5 75
1 8 3 44 2 2 4 64
1 9 3 71 2 1 4 31
1 95 3 8525 2 5 4 1525
1 99 3 97 1 2 1 4 3 1
1 995 3 985 25 2 5 4 15 25
1 999 3 997 1 2 1 4 3 1


   
    
       

  

  توان در جمله زير خلاصه كرد:ا ميتوضيحات بالا ر
fحد تابع« (x) x x  2   »است. 4كند، برابر با ميميل  2به  xوقتي كه 2

  كنيم:توانيم هميشه اين جمله را به دنبال خودمان بكشيم! براي همين از نمادگذاري زير استفاده ميالبته در محاسبات نمي

x
lim (x x )


  2
2

2 4  
fند، حد تابعكميل مي aبه سمت xاگر وقتي حالت كلي در (x) برابر باL نمادگذاري زير را داريم:شود ،  

x a
lim f (x) L


  
fدر پيدا كردن حد ،دقت كنيد (x) وقتي كهx به سمتa كند، هرگز حالتي را كهل ميميx a گيريم. در حقيقت حتي لازم نيسـت در نظر نمي ،استf (x) 

xدر a  ،محذوف مهم اين است كه در همسايگي فقطتعريف شده باشدa يعني در همسايگي)a جز خود هبa (.تعريف شده باشد  

xاعداد مختلف حول انتخاببا  براي مثال  مقدار كه توان تحقيق كردمي، xو قرار دادن آن به جاي 2
x

xlim
x



22
2
4

1برابر با 
fتـابع  كهآنحال  است. 4 (x) در 

x  fفرض كنيد تابع ،به عنوان يك مثال ديگرتعريف نشده است.  2 (x) صورتبه
x , x

f (x) x
, x

   
 

2
1 1
1

2 1
  :است نمودار آن به شكل زير كهتعريف شده است  

xمقدار تابع در ،بينيدي تابع ميطور كه در نمودار و ضابطههمان 1  كـه  ( است 2برابر با
بـه   xتـابع وقتـي   حـد و اين در حالي است كه  )است نشان داده شده توپرنقطه  صورتبه

1كند، برابر باميل مي 1سمت 
گويـد لزومـي نـدارد    بـه مـا مـي   مثـال  است. در واقع اين  2

وقتي
x a
lim f (x) L


 مقدار ،استf (a) باL       در  ديـد برابـر باشـد. البتـه بعـداً خـواهيم
fتساوي ،گروهي از توابع (a) L طـور كـه گفتـيم لزومـاً     قرار است، ولي همانهمواره بر

  طور نيست.اين
 مشـخص  ايرو شويم كه اساساً حـد تـابع در نقطـه   ممكن است با توابعي روبه گاهي اوقات

fمثلاً تابع .وجود نداشته باشد (x) sin
x


 وقتيx   كنـد، حـد   به سمت صفر ميـل مـي
fمقـادير كنـد،  به صفر ميل مي xوقتيندارد. چون  (x)  بـين  همـواره1  تـا1   تغييـر

نهايت بي ،ها توجه كنيدقله در شكل مقابل بهكنند. به هيچ عدد ثابتي ميل نمي كنند ومي
ولي ؛كندبه صفر ميل مي xهاكنيد كه در آنپيدا مي نقطه

x
lim f (x)


1


به است. حالا  
بـه   xهـا كنيد كه در آنپيدا مي نهايت نقطهترين نقاط نمودار دقت كنيد. باز هم بيپايين

باراما اين ؛كندصفر ميل مي
x
lim f (x)


 1


fحـد  كـه  اينهاي يكي از نشانهاست.   (x) 
  آيد.دست ميهاي مختلفي براي آن بهجواب آن است كهوجود ندارد  اينقطه در

2y x x 2  

2 
x





0

y

f (x)  كند.ميل مي 4به 

4

1 
x

0.5



0

2

y g(x)

y
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x f (x)
x

/
/
/

/
/

/











2
1

1 1
5 4
2 25
1 1
5 4
1 1
1 1



  
   
     
        

 تعريف حدود چپ و راست  
  

وقتـي  نزديـك شـود.    aتواند از سمت چپ و يا از سمت راست بهمي x، متغيرaاي مانندي حد يك تابع در نقطهدر محاسبه ،طور كه در مفهوم حد گفتيمهمان
نويسيممي

x a
lim f (x) L


 ، حدمنظورمان آن است كهf (x) وقتيx چپ به سمت ازa كند، برابر باميل ميL نويسـيم مـي  وقتي است و

x a
lim f (x) L


 

fحد يعني (x) وقتيx راست به سمت ازa رابر باكند، بميل ميL است. نمادگذاريx a يعني فقطx گيـريم كـه از  هايي را در نظر مـيa   كوچكترنـد و
x نمادگذاري a يعني فقطxگيريم كه ازي را در نظر ميهايa .توان نتيجه زير را گرفت:مي گفته شدهبا توجه به توضيحات  بزرگترند  

كهآنشرط لازم و كافي براي 
x a
lim f (x) L


  ،است كه آنباشد
x a x a
lim f (x) lim f (x) L

  
 ت كـه حـد   حد ايـن اس ـ  براي وجود لازم و كافي (يعني شرط

fصورتگاهي اوقات حد راست و حد چپ را به باشند.)و با هم برابر دو وجود داشته هر  ،چپ و حد راست (a ) وf (a ) نويسيم.مي  

 حدود نامتناهي  
  

  كنيم.با يك مثال بحث را شروع مي ،براي درك بهتر

واهيم مقدارخفرض كنيد مي
x
lim

x 2
1


 شودمي تربه صفر نزديك x2،شودبه صفر نزديك مي xرا تعيين كنيم. وقتي 

و
x2
شـوند، مقـدار   كـه نزديـك بـه صـفر مـي      xحسـاب بـه ازاي مقـادير مختلـف    شود. با ماشـين خيلي بزرگ مي 1

fتابع (x)
x

 2
   xكنيـد بـا نزديـك كـردن    ايـم. ملاحظـه مـي   را حساب و نمودار تقريبي تـابع را نيـز رسـم كـرده     1

fبه صفر، مقدارهاي )ي كافيبه اندازه( (x) شوند، بنابراينبسيار بزرگ ميf (x) كند به هيچ عدد مشخصي ميل نمي

صورتبه آن را گوييم حد وجود ندارد وو در واقع مي
x
lim

x
 2

1


اين نمادگذاري به اين  توجه كنيد كه نويسيم.مي 

نظـر وجـود دارد. ايـن     همچنين به ايـن معنـي نيسـت كـه حـد مـورد       .ايمرا عدد به حساب آوردهمعني نيست كه

كه گويداين را ميدگذاري فقط نما
x2
بـه انـدازه   را  xتوانيم هر قدر كه بخواهيم بزرگ كنيم بـه شـرطي كـه   را مي 1

  كافي به صفر نزديك كنيم.
  
  

fشـود، مقـدارهاي  تر مينزديك و نزديك aبه xنشان دهيم وقتي كهايندر حالت كلي براي  (x)    شـوند از نمادگـذاري  بـزرگ و بزرگتـر مـي
x a
lim f (x)


  

fشود، مقاديرتر مينزديك و نزديك aبه xوقتي كه در برخي توابع،ت كنيم. البته تعريف مشابهي هم وجود دارد و آن اين اساستفاده مي (x)    ،از هر عـدد منفـي
براي همين از نمادگذاري شوند ومي تركوچك

x a
lim f (x)


 كنيم.استفاده مي  

 حد در بي نهايت  
  

fكند، مقدارميل مي aبه عدد xدر قسمت قبل ديديد كه گاهي اوقات وقتي (x)  بزرگتـر  ،از هر عدد حقيقـي( )     كـوچكتر  ،يـا از هـر عـدد حقيقـي( ) 

fرا به اندازه دلخواه بزرگ (مثبت) يا كوچك (منفي) كنيم و ببينيم بر سر xخواهيمميشود. اين بار مي (x) آيد!؟ مثلاً در تابعچه ميxf (x)
x






3

3
1
1

 xوقتـي  

fبسيار بزرگ شود، (x)  صـورت بـه توان اين جمله را مي .شودمي 1نزديك به
x

xlim
x






3

3
1 1
1

اي تـابعي باشـد كـه روي بـازه     fنمـايش داد. بـه طـور كلـي اگـر     

a)مانند , ) تعريف شده است، در اين صورت معني 
x
lim f (x) L


توانيم مقداراين است كه ميf (x)  دلخـواه بـه   يانـدازه  را بـهL      نزديـك كنـيم، بـه شـرط

  را به اندازه كافي بزرگ كرده باشيم. xكهآن

ــراي حــد در تعريــف مشــابهي هــم ــازه  fفــرض كنــيم ،وجــود دارد ب ــابعي باشــد كــه روي ب )اي ماننــدت ,a)   تعريــف شــده اســت. در ايــن صــورت
معني

x
lim f (x) L


توانيم مقداراين است كه ميf (x)  دلخواه بهي اندازهرا بهL كه آن نزديك كنيم، به شرطx      را به اندازه كـافي كوچـك و منفـي كـرده

  باشيم.

x

y

2
1y

x

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 ويژگي جايگذاري مستقيم در ضابطه ي تابع  
  

fاگر تابع (x) ها باشد واينهيپربوليك، راديكالي، لگاريتمي و نظاير  ،، مثلثاتيگويا اي، كسراز نوع چندجملهf (a)  وقت داريم:باشد، آنتعريف شده  

x a
lim f (x) f (a)


  
fيعني براي پيدا كردن حد تابع (x) يدر نقطهx a ياز دامنهf، يتوانيم در ضابطهميf به جايxمقدار ،a  را قرار دهيم. به دو موضوع دقت كنيد كـهa 

fاولاً در دامنه (x) از جملـه تـوابعي   اي ، مثلاً توابعي مانند جزء صحيح يا توابع چندضابطهيكسان دانستتوان مقدار تابع را با حد آن باشد و ثانياً در همه توابع نمي
ي تابع ممكن است مقدار حد فقط در توابع راديكالي و لگاريتمي نيز با توجه به دامنه مشخص، يكسان نيست. يهستند كه لزوماً مقدار تابع با حد تابع در يك نقطه

  از يك طرف موجود باشد.
 قواعد و قضاياي حد  

  
ي ايـن  دقـت كنيـد كـه همـه     .پردازيمميكنيم و سپس به يكي از قضاياي مهم حد ابتدا به تعدادي از قواعد و اعمال جبري بر روي حدود اشاره مي ،در اين قسمت

قضايا به شرطي برقرار هستند كه
x a
lim f (x) L


 و 1
x a
lim g(x) L


   :باشندد هر دو موجو 2

  حد مجموع (تفاضل)، برابر با مجموع (تفاضل) حدهاست: ـ1
x a x a x a
lim [f (x) g(x)] lim f (x) lim g(x) L L
  

    1 2  

  تواند از حد خارج شود:مي Cضريب ثابت ـ2
x a x a
lim (Cf (x)) C lim f (x) CL
 

  1  

  ضرب حدهاست:برابر با حاصل ،ضربحد حاصل ـ3
x a x a x a
lim f (x)g(x) lim f (x) lim g(x) L L
  

   1 2  

x  :د نسبت، برابر با نسبت حدهاست (به شرطي كه حد مخرج صفر نباشد)ح ـ4 a
x a x a

x a

lim f (x) Lf (x)lim ( ) , ( lim g(x)
g(x) lim g(x) L


 



  1
2

 Šo{IM)  

n ـ5 n
x a x a
lim [f (x)] [ lim f (x)]
 

 كهn .يك عددي طبيعي است  
fاگر حد ـ6 (x) درx a موجود باشد، حد| f (x)  نيز در اين نقطه وجود دارد و خواهيم داشت: |

x a x a
lim | f (x) | | lim f (x) |
 

 ،   اما عكس اين مطلـب صـحيح
fنيست. مثلاً در تابع علامت (x) sgn x حد| f (x) xدر |   اما حد ،برابر با يك استf (x) .وجود ندارد  

nـ7 n
x a x a
lim f (x) lim f (x)
 

 كهn يك عدد طبيعي است و اگر زوج باشد، بايد مقدار
x a
lim f (x)


  باشد. نامنفي 
f، نامساويaنزديك xاگر به ازاي هرـ 8 (x) g(x)  ،داريم: گاهآنبرقرار باشد  

x a x a
lim f (x) lim g(x)
 

  

 اگر :1مثال
x

f (x)lim
x

2 1396


حاصل گاهآن، 
x

f (x)lim
x

  دست آوريد.را به 

  : كنيم:استفاده ميضرب) (حد حاصل 3(حد نسبت) و سپس از قاعده  4ابتدا از قاعده پاسخ  

  x
x x x

x x

lim f (x)f (x) f (x)lim lim ( ) lim x
( lim x)( lim x) xx


  

 

        2 1396 1396 1396 1396
  

 

  

  

 اگر  :2مثال
x a
lim[f (x) g(x)]


  و 2
x a
lim[f (x) g(x)]


  گاه مقدارآن ،1
x a
lim f (x)g(x)


  كدام است؟ 

1 (2
1
4

  2 (3
2  3 (1

4  4 (3
4  

 :هر كدام از توابع داده شده، حد معلوم ابتدا با كمك حدهاي » 4«گزينه   پاسخf (x) وg(x)  آوريم:دست ميرا به  

x a

x a
x a

lim [f (x) g(x)]
lim [f (x) g(x) f (x) g(x)]

lim [f (x) g(x)]





 
        

2
2 11

RnIL– »j ·jo¨ ”μ]  

x a x a x a
lim f (x) lim f (x) lim f (x)
  

     
32 3 2 3 2  

  كنيم:بار طرفين را از يكديگر كم مي اين فوق دقت كنيد؛ دوباره به دستگاه

x a x a x a
lim [f (x) g(x) f (x) g(x)] lim g(x) lim g(x)
  

        
12 1 2 1 2   

  ضرب دو تابع را حساب كنيم:توانيم حد حاصلحالا مي
x a x a x a
lim [f (x)g(x)] lim f (x) lim g(x)
  

    
3 1 3
2 2 4  

هاينبايد از همان ابتدا از تساوي در پاسخ به اين مسألهتوضيح: 
x a x a x a
lim [f (x) g(x)] lim f (x) lim g(x)
  

      بـه  » حـد مجمـوع  «ي اسـتفاده كنـيم. قاعـده
fشرطي برقرار است كه مطمئن باشيم حد هر كدام از توابع (x) وg(x) ها از همان ابتـدا، داراي ايـراد علمـي اسـت. بـه      موجود است. پس استفاده از اين تساوي

fبه جاي جدا كردن حدهاي ما علتهمين  (x) وg(x).طرفين معادلات را با هم جمع كرديم يا از هم كم كرديم ،  
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 ، صفر حدي و صفر مطلق،  ،  ،تعريف  
  

 همـان  اگـر بگوييـد   .توجـه كنيـد   ،كه در ذات اين علامت نهفته است ي نزديك شدن به صفر از سمت راست آن است. به مفهوم حركتدهندهنشان علامت
/ 1  اگر بگوييدتر استزيرا از اين مقدار به صفر نزديك! گوييم نهمي است ما . يعني/ 1   آن كه خلاصه .دهيمقبلي را مي باز همان جواب تـوان  را نمي

بـا آگـاهي از    را كنيم. البتـه ايـن كـار   را يك عدد مثبت بسيار كوچك تصور مي ماگاهي اوقات اما در عمل و براي سادگي بيشتر،  ؛با يك عدد ثابت مقايسه كرد
كنيم، منظورمان كميتي است كه از سمت چپ صفر در حال نزديـك شـدن بـه آن    استفاده مي دهيم. به طور مشابه، وقتي از علامتانجام مي مفهوم واقعي

ي در حال تغيير است، فقط براي سادگي بيشتر آن را يك عدد منفي نزديـك بـه صـفر    كميت ويك عدد نيست  كه ناست. در اين مورد هم با وجود آگاهي از اي
/ مثلاً 1   در موردكنيم. تصور مي  و شـود، واضـح   تقسيم مـي  وقتي يك عدد مثبت بر يك عدد مثبت بسيار كوچك ؛طور تصور كنيداين توانيدمي

مثلاً .شودحاصل كسر بسيار بزرگ (مثبت) مي كه است
1

1
1 

برابر با  11 1  شود كه يك عدد مثبت بزرگ است. به همين ترتيب تصور كنيـد وقتـي   مي
نمايش  شود كه اين حاصل منفي را باحاصل كسر يك عدد منفي مي كه اضح استشود، ويك عدد مثبت بر يك عدد منفي، (بسيار نزديك به صفر) تقسيم مي

دهيم. مثلاًمي
 1
1

1 
برابر با   11 1  است كه آن را با ر نشود اين اعداد برابرگونه تصوتوجه كنيد كه اين دهيم.نمايش مي يا   !هسـتند

د. حالا كه بـا ايـن چهـار    اعداد مشخصي نيستن يا وگرنه !آشنا شويداين مفاهيم تر با اين اعداد را انتخاب كرديم تا كمي ملموس ،چون ما براي درك بهتر
  پردازيم. مي» صفر مطلق«و » صفر حدي«مفهوم آشنا شديد، به مفهوم 

(صـفر واقعـي) اسـت.     صفر مطلقها صفر، حدي نيست و شويم كه در آنرو ميسروكار داريم. اما گاهي اوقات با سؤالاتي روبه صفر حديما در فصل حد بيشتر با 
   !؟آيـد تعريف نشده است. اما صفر مطلق معمولاً چـه زمـاني پديـد مـي    » صفر مطلق«شود و تقسيم آن عدد بر مي برابر با »صفر حدي«مثلاً تقسيم يك عدد بر 
  به مثال زير توجه كنيد:

تعريف نشده
x

xlim
x 

   
         

1

1 1 1
1 1 1 SLX¶ ¾TL²H » ¦a¼¨ nIÃvMÁjk– ¢±‰¶ oŸ‚

  

  :شود. اما به مثال زير توجه كنيدوجي برابر با صفر مطلق (واقعي) ميخررسيم، قطعاً ز صفر ميتر ادر واقع، وقتي در محاسبات نهايي به جزء صحيح عددي كمي بزرگ

x

x

x

xlim
xxlim

xx lim
x





 




          
  

1
1

1

1 1 1
1 1 1 1 1

1 11
1 1 1

¦a¼¨ nIÃvM » SLX¶ jk–

oŸ‚ ¾M ¦Äjqº nIÃvM » ÂŸ¹¶ jk–

  

باشـد،   كـه اگـر   اسـت يـا   مخـرج يـا   صـفر موجـود در   ،شـود. در واقـع در حالـت حـدي    مي يا جا صفر ما، حدي است و حاصل برابر بادر اين

گاهآن

 

1


گاهآنباشد،  و اگر 

 

1


  در زير آورده شده است: ،رو شويمها روبهبا آن سؤالاتاست در  شود. براي نمونه چند حالت مهم كه ممكنمي 

  
jk–
Áke oŸ‚

،           صفر مطلق   
¢±ˆ¶ oŸ‚
Áke oŸ‚

،         تعريف نشده   
Áke oŸ‚
¢±ˆ¶ oŸ‚

،     تعريف نشده       
jk–
¢±ˆ¶ oŸ‚

  

هم باشد باز  هرجا صفر مطلق در مخرج داريم، حاصل تعريف نشده است و مهم نيست در صورت كسر چه عددي باشد (حتي اگر ؛بينيدطور كه ميدر واقع همان
در شرايط .هم حاصل تعريف نشده است) 

jk–
ÁkeoŸ‚

  ين علامت صفر حدي مخرج كسر دارد:مچنبستگي به علامت صورت كسر و ه نهايت،بي علامت ،

         


 


ÂŸ¹¶ jk–             ،


 


ÂŸ¹¶ jk–   


 


SLX¶ jk–               ،


 


SLX¶ jk–  

  .به صفر است و در حال نزديك شدنبه معناي يك عدد مثبت بسيار كوچك » اپسيلنُ« اينجادهيم. در نشان مي را با (اپسيلنُ) و را با گاهي اوقات: 1توجه
  اضافه كنيم. اين نقاط خواص زير را دارند: را به مجموعهو فرضي يهك بهتر مفاهيم حد بايد دو نقطبراي در: 2توجه

1( و يعنيقرينه يكديگر نيستند ،( ) ( )   شود.لزوماً صفر نمي  
  داريم: aبه ازاي هر) 2

aa ( ) , a ( ) ,

aa ( ) , a ( ) ,

, ( )( ) ( )( ) , ( )( ) ( )( )

          
         


                 




   

aاگر ـ3   گاه، آنباشد :a ( ) , a ( )         4اگر ـa   گاه، آنباشد :a ( ) ( ) , a ( )         

aاگر ـ 5 1 گاهآن، باشد a    و a    و اگرa 1 ،گاهآن a    وa    
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موقعيت حدي نقطه   
  

 بـه  Pين صورت مختصات نقطـه وابسته هستند. در اي cها به يك ثابت مانندها يا هر دوي آنمحل برخورد دو منحني باشد كه يكي از آن Pيفرض كنيم نقطه
  ي ميل خواهد كرد.ابه چه نقطه Pيتوانيم تشخيص دهيم كه در نهايت نقطهمي ،ميل كند cبه سمت cشود. حالا اگروابسته مي cثابت

cي حد وقتيمحاسبه ،در اين نوع از سؤالات c  ابتدا مختصات يعنيكند بايد در آخرين مرحله از جواب انجام شود. ميل ميP  آوريم و سـپس  ميرا به دست
cحد آن را وقتي c   كنيم.ميمحاسبه  

 نقطه ،در شكل زير  :24مثالP را كه روي سهميy x هـا اسـت را در   yو محور OPخطكه محل برخورد عمودمنصف پاره Qقرار دارد و نقطه 2
  به كدام صورت خواهد بود؟ Qيكند، موقعيت حدي نقطهروي اين سهمي به مبدأ ميل مي Pگيريد. وقتي كهنظر ب

1(( , )  

2 (( , )1
3  

3 (( , )1
4  

4 (( , )1
2  

Q

O

2y x

y

P

x

 

 
 :ينقطه كنيدمطابق شكل زير، فرض »  4«گزينه   پاسخH خطوسط پارهOP  يباشد. نقطـهP  روي منحنـيy x آن بـه   قـرار دارد، پـس مختصـات    2

P(xصورت  , x )Oهم كه مبدأ مختصات است و مختصات آن به صورت Oيخواهد بود. نقطه 2( , )  ي وسطخواهد بود. در نتيجه نقطهOP  داراي مختصاتي

xبه صورت xH( , )  2

2 2
  ياست. نقطهQ روي محورy مختصات اين نقطه به صورت كنيدفرض  .قرار داردQ( ,a) خواهيم از عمـود بـودن   حالا مي .باشد

  يم. استفاده كن QHو OPخطوط
  توانيم شيب هر كدام از خطوط را حساب كنيم:با توجه به مختصات اين چهار نقطه مي

OP QH

xax x am x , m
xx x

 
   

 

2
2 2 22

2


 

  

OPيرابطه بايد ،عمود بودن اين خطوط دليلبه
QH

m
m

 
  برقرار باشد، بنابراين داريم: 1

OP
QH

x xm x x a a
m x a x a

              
 

2
2

2 2
1 1 11 2 1 2 22 2

  

P(xيحالا اگر نقطه , x xبه مبدأ مختصات ميل كند، خواهيم داشت 2(   و در نتيجهa  1
)به مختصات Qي. پس نقطه2 , )1

2 كند.ميل مي  
  

 شكل زير، مثلث در  :(سخت) 25مثالABC الساقين استمتساويˆˆ(B C) و نيمساز زاويهBضلع ،AC را در نقطهP    قطع كرده اسـت. فـرض
  كنـد.  ميـل مـي   M، يعنـي نقطـه  BCبه وسـط  Aدر مثلث به صفر ميل كند كه در نتيجه AMبماند و طول ارتفاع باقي ثابت BCقاعده  طول كنيد

  ؟اي با كدام طول ميل خواهد كردبه نقطه Pينقطه فرض كنيم، Bينقطه اگر مبدأ مختصات را در
1 (x 

2
3
  2 (x  3

  
A

P

CMB

 

  

3 (x 
3
4
  4 (x 

3
4
  

 :يمطابق شكل، نقطه  »1«گزينه   پاسخB دهيم. فرض كنيد مختصاترا در مبدأ مختصات قرار ميP به صورت(x , y)  باشد. طبق فـرض،BP   نيمسـاز
السـاقين  متسـاوي  ABCجا كهدهيم. از آننشان مي را با Bوجود آمده در رأسهاي بهكدام از زاويههر ،كه از اين فرض استفاده كنيمبراي آن .است Bيزاويه

Ĉپس ،برابر است Bيبا زاويه Cياست، زاويه  2 يي بين زاويهخواهيم رابطهاست. حالا مي يو مختصات نقطهP  .را مشخص كنيم  
  داريم: BHP يالزاويهدر مثلث قائم

  ytg
x

  
®MI£¶ ”±†
n»I\¶ ”±†

   

ytg  داريم:CHPيالزاويهدر مثلث قائم
x

  


2


®MI£¶ ”±†
n»I\¶ ”±†

  

A

P(x ,y)

C
HB


 x

y

2
 xx

M

Q( ,a)

O

2y x

y

2P(x,x )

x

H
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  هاي مبهمصورت :2درسنامه 
  

  
   .شـود بگـوييم حاصـل حـد چقـدر مـي      پـس از جايگـذاري   توانستيممي وددر آن حد در واقع .ررسي كرديم، هيچكدام مبهم نبودند) ب1ي (كه در درسنامه حدودي
  شود!)مي نهايتبيتوانستيم بگوييم حاصل حد بالاخره باز هم حداقل ميشد كه مي يا اندكي هم حاصل حدد (در موار

تـوانيم بلافاصـله پـس از جايگـذاري     ها پس از جايگذاري مستقيم امكان ندارد. در واقع نمـي شويم كه تعيين حاصل دقيق آنرو ميدر اين درسنامه با حدودي روبه
  زير توجه كنيد: هايمثالشود. براي روشن شدن مطلب به مي يا شانانيم بگوييم حاصلتوحتي نمي .بگوييم حاصل حد برابر با چه عددي است

x x x

x x x) lim , ) lim , ) lim
x x x  


  

   
3

2 2
21 2 2 2  

xدر هر سه مثال فوق، پس از جايگذاري  ، به حالت


ايـن   چطـور حاصـل   كـه اين. كندبا هم فرق مي اين حدودبينيد حاصل طور كه مياما همان .رسيممي 
  بـر   »صـفر حـدي  «دانـيم وقتـي   گوييم حاصل حد مبهم است. در واقع ما نمـي ما فهميدن اين موضوع است كه چرا مي بحث! مهم نيستفعلاً  محاسبه شده، حدود

حالتالبته . شوديچه مشود، حاصل تقسيم مي »صفر حدي«


  هـا  بهم در حـدود نيسـت. بـه طـور كلـي هفـت حالـت مختلـف داريـم كـه بـه آن           متنها حالت  

1،  ،  ،  ،  ،  مقابل است:صورت شود كه بهگفته مي» صور مبهم«


،  


.   

دو حالت ،از بين حالات فوق


و 


  .پردازيمگانه مياكنون به بررسي جداگانه هر يك از اين حالات هفتايم. هها را به طور ويژه بررسي كردترند، بنابراين آناز بقيه مهم 

حالت مبهم  
  

در حالـت كلـي اگـر حـدي بـه شـكل      كنـيم.  ها برخورد مـي كه در حدود با آن باشداز پرتكرارترين صور مبهم مياين حالت يكي 
x a

f (x)lim
g(x)

داشـته باشـيم كـه     

xوقتي a ،گاهآنf (x)   وg(x)   در اين صورت با حالت مبهم


f،حالتدر اين  رو هستيم.روبه  (x) وg(x) ميل كردن به صفر  اي برايمسابقه
fاگر .اندرتيب دادهت (x) شود. اگررسد و مقدار حد صفر ميتر به صفر ميصورت كسر سريع ،ي اين مسابقه شودبرندهg(x) تـر بـه صـفر    برنده باشد، مخرج سريع

در ايـن صـورت   كـه  شـوند  كوچك مـي  با يك آهنگ نزديك به هم رسند وتوافق مي با هم به ها صورت و مخرجنهايت است. اما بيشتر وقترسد و مقدار حد بيمي
  شود.عددي حقيقي و غير صفر مي ،مقدار حد

  كنيم:ها اشاره ميهاي مختلفي وجود دارد كه به آنروش ،براي رفع ابهام اين حالت
 تجزيـه و  بـا اسـتفاده از   (مـثلاً حـذف عامـل صفرشـونده)     كنندهف عامل مبهمگيرد، حذكه كمتر مورد استفاده قرار مي ييهايكي از روش) حذف عامل مزاحم: 1

  توجه كنيد: زيربه مثال  .اتحادهاي جبري است

  
x x x x

x x xlim( ) lim lim lim
x (x )(x x ) ( x )( x x )(x x ) ( x x )(x x )   

  
    

            

3 3 3
3 2 3 32 2 2 23 3 31 1 1 1

1 1 1 1 1 1
3 3 91 1 1 1 1 1 1 1

  

)كه  براي حذف عامل مزاحم ،طور كه ديديدهمان x )3 aاز اتحادبود، دو بار  1 b (a b)(a ab b )    3 3 2   ستفاده كرديم. ا 2
اين قسـمت   . درتوان آن را حذف كردهميشه شناسايي عامل مزاحم كار راحتي نيست و يا حداقل پس از شناسايي به راحتي نمي) استفاده از قاعده هوپيتال: 2

ي حد توابعها در محاسبهبه يكي از پركاربردترين روش


ز دبيرسـتان يادتـان نيسـت    گيـري دارد، اگـر مشـتق ا   دانستن قوانين مشـتق  كه نياز به كنيماشاره مي 
  ) همين كتاب كمك بگيريد.4هر جا لازم شد از فصل ( توانيدمي

fفرض كنيـد قاعده هوپيتال: (x) وg(x)   در همسـايگي محـذوفa  اشـند و پـذير ب مشـتقg (x)    و همچنـين
x a
lim f (x) 


 و
x a
lim g(x) 


 .باشـد 

يبه عبارت ديگر براي محاسبه
x a

f (x)lim
g(x)

حالت ابهام 


   داريم: تساوي زير را در اين صورت ،داشته باشيم 

x a x a

f (x) f (x)lim lim
g(x) g (x) 





  

  .باشد) يا حداقل حد سمت راست وجود داشته باشد (يا تساوي بالا به اين شرط برقرار است كه
   .گفتـه شـد)   كـه در بـالا   قاعـده  ايـن  تمـام شـرايط   هايشان است (البته با توجه بـه ها برابر با حد نسبت مشتقحد نسبت تابع كهاينقاعده هوپيتال يعني : 1توجه 

fكنند بايد مشتق كسرگاهي دانشجويان فكر مي
g

  كه اشتباه است. را حساب كرده و از آن حد بگيرند!! 

x«يعنـي   ؛طرفه (حد چـپ يـا حـد راسـت) نيـز برقـرار اسـت       قاعده هوپيتال همچنين در مورد حدود يك: 2توجه  a « تـوان بـا نمادهـاي   را مـيx a 
xيا a در ضمن ،جايگزين كردa تواندمي يا .هم باشد  

حالت اعده هوپيتال دوباره باتفاده از قاگر بعد از اس: 3توجه 


fبراي شروط اين قاعدهبا برقراري  ،مواجه شديم  (x) وg (x)توانيم دوباره از قضيه استفاده ، مي
  خواهيم داشت: ؛ در نتيجهمرتبه از قاعده هوپيتال كمك گرفت ينچندتوان به طور متوالي و در واقع با برقراري شرايط قضيه هوپيتال مي .كنيم

x a x a x a

f (x) f (x) f (x)lim lim lim
g(x) g (x) g (x)  

 
  

 
  

  كنيم كه در هر مرحله بايد شرايط قضيه برقرار باشد. دوباره تأكيد مي
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 بايد ،ارزبا توجه به تعريف دو تابع هم  »3«گزينه  :پاسخ
x

f (x)lim
g(x)

1


  :داريم باشد، بنابراين 

n n n nx x x x

x x x(x ) xlim lim lim lim m , n
mx mx mx mx    

  
       

2
1 1

2 2 2 2 1 2 1
   




  
  

xوقتي:1نكته  هاي مختلف، هر عبارتي كه مجموع يا تفاضلي از توانx باشد.ي با كوچكترين توان ميارز جملهباشد، هم  
  هاي زير توجه كنيد:به مثال

x x

x x x xlim lim
xx x  

 
 



4 2
3

1
222 

                ،
x x x

x x x xlim lim lim
x x x    


 

4
4 4 4

2 2 2 2 1
2 2 2  

  

 حد توابع مثلثاتي و استفاده از هم ارزي در محاسبه حدود  
  

xدر توابع مثلثاتي عموماً وقتي  ، شويم: لورن توابع معروف آشنا ميهاي مكبراي اين منظور با بسط .كنيماز هم ارزي استفاده مي  
x x xLn( x) x , ( x )         

2 3 4
1 1 12 3 4 )8  x x x ........sinx x ( x )

! ! !
        

3 5 7

3 5 7)1  
n

x x x x.......... ...e x , ( x )
! ! n!

          
2 3

1 2 3)9  x x x .......cosx ( x )
! ! !

        
2 4 6

1 2 4 6)2  
xArcsinh x x , ( x )     

3
1 16  )10  x x x ............sin hx

! ! !
   

3 5

1 3 5 )3  
x x x ...Arcsinx x ( x ) 

       
     

3 5 73 1 3 5 1 12 3 2 4 5 2 4 6 7)11  x x .............cosh x
! !

   
2 4

1 2 4 )4  

x x x ......Arctgx x ( x )       
3 5 7

1 13 5 7)12 x x x .........tgx x (| x | )     
3 5 72 17

3 15 315 2)5  
xArctghx x , ( x )     

3
1 13  )13  xtghx x x x (| x | )     

3 5 72 17
3 15 315 2  )6  

|عددي طبيعي باشد، شرط nارزي مقابل اگردر هم ارزي برنولي:هم x |1 ضروري نيست و براي تمامx  هـا
  .برقرار است

n nx n(n )( x) x (| x | )
! !


     211 1 11 2 )7  

  

  

 را بـه عنـوان    و يا چنـد جملـه اول   يا سه جمله اول ،توان جمله اول يا دو جمله اولمي مسألهنياز با توجه به  ،گفته شدهي هاارزيهماز در استفاده  :1تذكر
  شود:با تذكر زير توضيح داده مي مسألهنياز  .ارز تابع اصلي در نظر گرفتهم
 ارز آن را قرار داديم و كل جملات كـه بـه جـاي    هم ،برابر صفر شود و يا وقتي به جاي عبارتي جمع جبري ،ارزيگاه بلافاصله بعد از استفاده از همهر :2تذكر

اسـتفاده از   كـه آن(مگـر   اسـتفاده كنـيم   نيـز  بسـط  بعديهاي باشد و بايد از جملهارزي صحيح نمياستفاده از آن هم گاهآند، وحذف ش ،ايمارز قرار دادهعبارت هم
  .واب نداشته باشد)تأثيري روي ج ،جملات بعدي

 مقدار  :7مثال
x

xsinx x
lim

x

 
3

5
6


  كدام است؟ 

1 (  2 (1
12  3 (1

  ) حد موجود نيست.4  6

  :توجه شود كه اگر در اين مثال به جاي »  2«گزينه  پاسخsinx يعني ،جمله اول بسط x خواهيم داشت: ،را قرار دهيم  

x x

x xx x
lim lim

x x x 

 
   

3 3

5 5 2
16 6

6 
  

        :هاي اول و دوم استفاده كنيم، داريمارزي صحيح نيست. اگر از جملهشود، لذا استفاده از همحذف مي )x(يعني ايمقرار داده sinxبه جاي  چون عبارتي كه

x

x xx x
!lim
x

  


3 3

5
3 6






   
  هاي اول تا سوم بسط داريم:ارزي صحيح نيست. با قرار دادن جملهشود لذا استفاده از هممانند حالت قبل چون هر دو جمله بسط حذف مي

x x

x x x xx x
! !lim lim

!x x 

   
  

3 5 3 5

5 5
1 16 5 6 5
5 12  

  

xتوجه شود كه در اين حالت جمله 
!

5

  باشد.ارزي صحيح ميحذف نشد، لذا استفاده از هم 5
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cosهـاي عبـارت  سـؤالي، ارز تمام جملات را قـرار دهـيم، مـثلاً اگـر در     بايد هم ،كنيمارزي استفاده ميوقتي از هم :2نكته  x وsin x وقتـي بـه    ،داريـم
sinجاي x دهيم، بايد به جايارز آن را قرار ميهمcos x ارز يـك تـابع را مـثلاً تـا     وقتـي هـم  همچنين ذكر اين نكته لازم اسـت كـه    .ارز آن را قرار دهيمنيز هم
 ي بالاتر هم ايرادي ندارد امـا لازم نيسـت.  ضروري است و نوشتن جملات با درجه x،x2... ، ،x5ارز ساير توابع نيز نوشتن جملاتدر همنويسيم، مي x5يجمله

sinمثلاً فرض كنيد براي x ارزيِاز هم x xsin x x
! !

 
3 5

3 5 ايم. اگرردهاستفاده كxe وcos x  بـه ايـن   هـا را  ارز آنهم در اين حد حضور داشته باشند، هـم

xنويسيم:صورت مي x x x xe
! ! ! !

   
2 3 4 5

1 2 3 4 5، ي بعديجملهx
!

6

cosاسـت. در مـورد   بيشـتر  5از  آنچـون درجـه    ،نوشتن آن لازم نيسـت كه  .است 6 x 

xداريم xcos x
! !

 
2 4

1 2 4، ي بعديجملهx
!


6

   .كند)(هر چند نوشتن آن تأثيري بر جواب ندارد و اشكالي هم ايجاد نمي است كه نوشتن آن لازم نيست 6

 حاصل  :8مثال
x

x

xsinx xe x xlim
cosx x

  

 

3
2

2 2 2
2 2

   كنيد. حسابرا  

  :ارزيدر مخرج كسر، نوشتن هم پاسخxcos x
!


2

1 2 شـوند: دو جملـه بـا جمـلات ديگـري كـه در مخـرج هسـتند، حـذف مـي          زيـرا ايـن   ،كافي نيست  

xcos x x ( ) x     
2

2 22 2 2 1 22  .ارزشويم كه همپس متوجه ميcos x يرا بايد تا جملهx4 در صـورت كسـر،    وقتـي  ادامه دهيم. به همين دليل

sinارزهم x وxe  نوشـتن  ،نويسـيم ميراx،x2،x3 وx4     يعنـي بايـد بنويسـيم    .امـا لازم نيسـت   ،لاتر اشـكالي نـدارد  هـاي بـا  ضـروري اسـت و نوشـتن تـوان 
xsin x x

!


3

3، ي بعــديجملــهx
!

5

 ويســيم؛بايــد بن ،xeهمچنــين بــه جــاي شــده اســت. 4اش بيشــتر از چــون درجــه ،اســت و نوشــتن آن لازم نيســت 5

x x x xe x
! ! !

   
2 3 4

1 2 3 4، ي بعديجملهx
!

5

  يست:است كه نوشتن آن لازم ن 5

x x x

x x x x xx(x ) x( x ) x x x x x ( )
! ! ! !lim lim lim

x x x x( ) x
! !

  

            
    

   

3 2 3 4 3 4 5 4

2 4 4 42

2 1 2 22 2 1 23 2 3 4 3 12 3 12 3 81 1 1
2 1 2 12 12 122 4

  
  

  

 مقدار :9مثال
x

x

e cosx xlim
x sinx

  


2


  كدام است؟ 
1(1- 2(1 3( 4 (  
  :2«گزينه  پاسخ  «  

sinارزيدر مخرج كسر، هم: )نادرستروش اول ( x x زيرا ؛كندايجاد اشكال ميx sin x x x    ارزيپس بايد هم .شودميsin x   را حداقل تـا دو

xsinجمله بنويسيم: x x
!


3

3 ارزيهـم  كـه اين. حالا در صورت، (بدون توجه بهsin x  را تـاx3  يهـا ارزيهـم ) از نوشـتيمxe x1 وxcos x
!


2

1 2 

  كنيم.استفاده مي
x x x

x( x) ( ) x x
!lim lim lim

xx xx (x )
!

  

      
   

 

2 2

3 3

11 1 2 32 2
1
63

  
  

  ايم.دقتي به پاسخ غلط رسيدهبا اين بي

sinارزيطور كه ديديم، در مخرج كسر، همهمانروش دوم (پاسخ صحيح):  x يرا بايد تا جملهx
!

3

 xeارزيهـم در صـورت كسـر    وقتي ادامه دهيم. بنابراين 3

cosو x نوشتن ،نويسيمرا ميx،x2،x3  ارزيدر هملازم نيست. ضروري است و نوشتن درجات بالاترcos x نوشـتن ،xcos x
!


2

1 2   .ي جملـه  كـافي اسـت

xبعدي
!

4

x ارزياز هم xeدر مورد است كه نوشتن آن ضرورت ندارد. 4 x xe x
! !

  
2 3

1 2 3 كنيم. به اين ترتيب داريم:استفاده مي    

x x

x x x( x ) ( ) x x
! ! !lim lim

x xx (x )
!

 

      
 

 

2 3 2 3

3 3

11 1 22 3 2 6 11
63

 
  

  دقت كنيد:زير حل به راه .اشكالي ندارد ،ويسيدرا با تعداد جملات بيشتري بن هاارزيهماگر براي اطمينان بيشتر، توجه: 

x x x

x x x x x( x ) ( ) x x x x ( x )
! ! ! ! !lim lim lim

x x x x x ( x )x (x )
! !

  
 

  

          
  

   

2 3 4 2 4 3 4 3 2

3 5 3 5 3 2

1 2 1 21 1 2 12 3 4 2 4 6 24 6 4 11 1 1 116 12 6 23 5
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عبارتي كسري باشد و در مخرج كسر، يعني نسبت دو عبارت صورتبهاگر حد داده شده   :3تذكرnx ارزيا عبارتي همnx   داشته باشيم. بايد بسط صـورت
ارزي (در صورت كسر) صـفر شـد، آن   باشد، بنويسيم. دقت كنيد كه در اين حالت حتي اگر جمع جبري عبارات پس از نوشتن هم nxاي كه شاملكسر را تا جمله

xاست وnيارزي، صحيح است. در واقع چون مخرج درجههم  ي بيشتر از، جملات با درجهn ها لازم نيست.تأثيري بر جواب ندارند و نوشتن آن  
 مقدار :10مثال

x
lim ( cotg x)

x
 2

2
1


  كدام است؟ 

1 (1  2 (  3 (2
3  4 (1

2  

   :3«گزينه پاسخ   «  
x x

cos x sin x x cos xA lim ( ) lim
x sin x x sin x 


  

2 2 2 2

2 2 2 2
1

 
  

sinارزيدر مخرج كسر از همروش نادرست:  x x ارزيكنيم. در صورت كسر از هماستفاده ميsin x x وxcos x 
2

1 2 دقتي و با اين بي كنيماستفاده مي

  رسيم:مي مقابلجواب  به
x x x x x

x xx x ( ) x x ( x ) x x x ( x )
A lim lim lim lim lim ( x )

x .x x x x    

      
      

2 42 2 2 2 2 2 4 6 4 2
2

2 2 4 4 4

1 11 1 1 12 4 4 4 1 14    
  

  هيم. ادامه بد ايجاد شود، x4يها را تا جايي كه جملهارزيدر صورت كسر بايد هم ،آيدوجود ميبه x4علت نادرست بودن اين جواب آن است كه وقتي در مخرج

cosاز cotgxاگر به جايروش صحيح:  x
sin x

ارزي را براي چند تابع بنويسيم كه نياز به دقت شويم هماول ديديد، مجبور مي روش طور كه درهمان ،استفاده كنيم 

cotزيادي دارد. بهتر است به جاي gx از
tgx
  استفاده كنيم تا فقط با يك تابع سروكار داشته باشيم: 1

x x

tg x xlim ( ) lim
x tg x x tg x 


 

2 2

2 2 2 2
1 1

 
  

tgxارزياز هم هدر مخرج كسر استفاد x  زيرا به هر حال كوچكترين درجه مهم اسـت.   ؛ارزي، كاري بيهوده استنوشتن ساير جملات هم مخرج،كافي است. در
xارزي به صورتهم پس در مخرج كسر tg x x x x2 2 2 2 4  ،است. حالا كه در مخـرجx4  ارزيهـم  در وجـود آمـد،  بـهtgx  نوشـتنx وx3    ،ضـروري اسـت  

xtgx. پس داريمضرورتي ندارد (اشكال هم ندارد) x5اما نوشتن x 
3

3.  

x x x

x x x(x ) x x x x x
A lim lim lim A

x x x  

     
    

3 6 62 2 2 4 2 4

4 4 4

2 2
23 3 9 3 9
3  

ÁoÃ¬n¼T¨I  IÄ ¾]nj¸ÄoTμ¨·¼ºI¤  

xx  ارزيِ كمترين درجه داريم:زيرا طبقِ هم ،ارزي با جملات بيشتر، تأثيري نداردكنيم كه در مخرج كسر، نوشتن همباز هم تأكيد ميتوجه:  (x ) x .(x) x 
3

2 2 2 2 4
3   

  

 مقدار  :11مثال
x

x

e sinxlim
xsinx

 1


  كدام است؟ 

1 (  2 (  3 (1
2  4 (1  

   :ارزيدر مخرج كسر، استفاده از هم»  3«گزينه پاسخsin x x چون در اين صورت ؛رسدكافي به نظر ميx sin x x.x x 2 مانـد.  در مخرج باقي مي
   د امـا لازم نيسـت.  يعنـي اشـكالي نـدار    ،دلخـواه اسـت   2ي اسـت و نوشـتن درجـات بـالاتر از     ضـرور  x2و xهاي صورت كسر، نوشـتن جمـلات  ارزيپس در هم

sinارزيالبته در هم x يجملهx2 .در نتيجه براي وجود نداردxe ازxx
!

 
2

1 sinو براي 2 x از همانx  كنيم:مياستفاده    

x

x x x

xx x xe sin x !lim ~ lim lim
x sin x x(x) x  

    
 

2 2

2

11 11 12 2
2  

  

  ها را مقايسه كنيد.مثال فوق را با استفاده از قاعده هوپيتال حل كرده و جوابتمرين : 
اده از قاعده مانند مثال زير استف سؤالاتباشد و در بعضي از ارزي ميتر از حل به روش همتاستفاده از قاعده هوپيتال راح سؤالاتتوجه شود كه در بعضي توضيح: 

  هوپيتال خيلي جالب نيست!
  

 مقدار   :12مثال
x

xtgx Ln( x )
lim

x

  
42 2

6
1 2


  كدام است؟ 

1 (  2 (1
2  3 (1

4  4 (
1
2  

   :مخرج كسر»  1«ينه گزپاسخx6  هايارزيوقتي هماست لذا در صورت كسرLn( x ) . ضـروري اسـت   x،x2، ... ،x6نوشتن ،نويسيمميرا  tgx2و 21
  ي بالاتر ايرادي ندارد اما لازم نيست.نوشتن جملات با درجه



  

85  

دكارشناسي ارش يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

x x x

x x x x xtgx Ln( x ) x x
lim lim lim

x x x  

       
  

4 6 4 6 42 2 2 2

6 6 6

1 2 3 2 3 2
  

   
بعـد از اسـتفاده از    كـه ايـن ايم، لذا حتي با وجود درجه مخرج بسط دادههمي چون مقدار بسط را تا جمله ،(توابع كسري) قبل سؤالسؤالاتي مانند در : توجه مهم

در  6ي بيشـتر از  است، نوشـتن جمـلات بـا درجـه     6ي در واقع چون مخرج از درجهشود. ، حاصل حد همان صفر در نظر گرفته ميجمع جبري صفر شد ،ارزيهم
امتحان كنيد!) كنيد، گردد كه محاسبه حد فوق حتي با استفاده از هوپيتال كار سختي است (باور نميملاحظه ميصورت كسر، تأثيري بر جواب حد نخواهد داشت. 

  !تر هم وارد كرده بعد محاسبه كنيد تا خيالتان راحت باشدچند تا جمله اضافه ،ها اگر شك داريدر حال نصيحت برادرانه اين كه در استفاده از بسطبه ه
  

 حاصل حدود زير را حساب كنيد. :13مثال  

الف)
x

sin x sin x xlim ( )
x





1 2

6
ب)  

x

tghx sin x xlim
x

 
5

2


ج)  
x

x sin(sin x) sin xlim ( )
x

 2

6
د)  

x sin x

x

e cosh(x )lim
x


4

2


  

 :نياز در كسرها آشنا خواهد كرد:  حدود داده شده در اين سؤال شما را بسيار با روند نوشتن جملات مورد پاسخ  
ها الزامي است. نوشتن جملات ارزياز هم x،x2، ... ،x6بنابراين در صورت كسر نوشتن جملاتداريم.  x6در مخرجها استفاده كنيم. ارزيخواهيم از هممي الف)

  ي بيشتر هم ايرادي ندارد ولي لازم نيست.با درجه

x x

x x x x(x )(x ) x x ( )x ( )x ( )x x x
! ! ! ! ! ! ! !lim lim

x x 

              
   

3 5 3 5 2 2 4 6 8 1 2

6 6

3 1 1 3 1 1 3 1 3
3 5 6 4 6 3 4 6 3 5 3 4 6 5 5 4



 
     

  مانند. حالا از قانون كمترين درجه خواهيم داشت:باقي مي x1و x8و x6جملات و شوندحذف مي x4و x2كسر جملات در صورت

x

( )x
!lim

x

 
   

6

6

3 1 1
3 1 1 14 36 5

4 36 12 18


 
  

الزامـي اسـت. نوشـتن     x5)پـنج (يعنـي   يبنابراين در صورت كسر نوشتن جملات تا درجه، حضور دارد x5ها استفاده كنيم. در مخرج،ارزيهمخواهيم از ميب) 

  ي بيشتر هم ايرادي ندارد، ولي لازم نيست:جملات با درجه
x x

x x xx x (x ) xtghx sin x xlim lim
x x 

      


3 3 55

5 5

2 22 3 15 6 12
 

  

x x

( )x ( )x ( )x ( )x
lim lim

x x 

      
    

3 5 5

5 5

2 1 2 2 2 21 2 1 2 1 76 3 15 12 15 12
15 6 6 

 
 

  

sin(sinارزيآمده است، مجبوريم هم x6كه در مخرجبا توجه به آن اگر بخواهيم مسأله را به همين صورت حل كنيم، ج) x)  يحداقل تا رسيدن به جملهراx5  
tها، تغيير متغيرارزياز هم ترساده به محاسبات زيادي نياز دارد. براي استفادهكار ادامه بدهيم. اما اين sin x  دهـيم. در ايـن صـورت   را انجام مـيx sin t 1 

xاست و وقتي  داريم ،t    .  
x t

x sin(sin x) sin x sin t sin t tlim lim
x (sin t)



 

 


2 1 2

6 1 6 
  

sin)يدر مخرج اين كسر، جمله t)1 sinارزيتوانيم از همبه تنهايي آمده است، پس مي 6 t t1  :استفاده كنيم و در اين صورت خواهيم داشت  

t

sin t sin t tlim
t





1 2

6
  

1ف) در واقع يكي هستند و جواب حد برابر با(الف) داشتيم. بنابراين (ج) و (القسمت اين همان حدي است كه در 
  است. 18

تر ي بيش ـدهيم. نوشتن جملات بـا درجـه  ادامه مي x4)چهار (يعنيي درجهحداقل ها را با نوشتن جملات تا ارزيپس در صورت كسر، هم داريم، x4در مخرجد) 

  هم ايرادي ندارد اما لازم نيست.

x xx(x ) x
! !x sin x

x x x

x xe ( ) e x xe cosh(x ) ! !lim lim lim
x x x

 

  

     
 

3 422 4 2 43 3

4 4 4

2 4 11 12 2 4 6
  

  

uارزيِحالا هم ue u
!

  
2

1   شـوند.  توليـد مـي   x4ي بيشـتر از ي آن فقط جملات با درجـه ارزي لازم نيست؛ زيرا در ادامهي اين همكنيم. ادامهرا استفاده مي 2

xuمثلاً (x )
!

 
4

3 2 3
  است. x6در آن xيو كمترين درجه 3

x x

x x(x ) (x ) x x ( ) ( )x ( )x x x
! ! ! ! ! !lim lim

x x 

              


4 42 2 2 2 4 2 4 6 8

4 4

1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 13 2 3 6 2 3 6 3 72
 

  

  است. بنابراين داريم: x4مانداي كه در صورت باقي ميكمترين درجه
x

( )x
! !lim

x

 
    

4

4

1 1 1
1 1 1 12 3 6
2 6 6 6
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حد و پيوستگيفصل دوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل  :14مثالax x
x
lim x (e e x)


 2


  كدام است؟ Lاست. مقدار Lعدد متناهي ، برابر

1 (2  2 (3
2  3 (5

3  4 (1
2  

 ارزيبا استفاده از هم  »2«گزينه   اسخ:پu ue u 
2

1 2 دهيم:به تست پاسخ مي  

x x

a x x a( ax ) ( x ) x (a )x ( )x
L lim lim

x x 

        
 

2 2 2 2 2

2 2

11 1 22 2 2 2
 

    

براي اين كه حاصـل حـد فـوق    أثيري روي جواب حد ندارد. ايم و نوشتن ساير جملات تادامه داده x2يها را تا جملهارزياست، هم x2دقت كنيد كه چون مخرج
  برابر صفر شود، بنابراين داريم:در صورت   xبرابر عددي متناهي شود، بايد ضريب

a a   2 2  

a  شود:بازنويسي مي مقابل صورتبهبنابراين حد 

x

a( )x aL lim L
x






        

2 2 2 22
2

1
1 2 1 1 32 2 22 2 2 2 2 2

  
  

 حاصل  :15مثال
x

Ln(coshx) Ln(cosx)lim( )
cos(sinx) cosx




  ، كدام است؟

1 (
1
2  2 (1  3 (1-  4 (1

2  

 :كنيم:هاي سينوس و كسينوس استفاده ميارزيدر مخرج كسر از هم»  3«گزينه  پاسخ  
x x x x xcos(sin x) cos(x) cos(x ) cos(x) (x ) (x ) x x

! ! !
              

3 3 3 2 42 4 6 41 1 1 11 16 2 6 4 6 2 4 6 6      
cosلورنِاست. بنابراين در صورت كسر هم بسط مك 4جمله با درجه  ماند،باقي مياي كه در مخرج ترين درجهاين ترتيب كوچك به x وcosh x   را تا جايي كـه
  تأثير است.دي ندارد اما بينوشتن درجات بالاتر ايرا .دهيمبرسيم ادامه مي x4 به

x x x x x x x x x x x xLn( ) Ln( ) ( ) ( ) ( ) ( ) x
! ! ! !

                
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

2 2 41 1 11 12 4 2 4 2 24 2 2 24 2 24 2 2 24 6  صورت كسر  

xدقت كنيد چون  به همين دليل از محاسبه ضريب .ترين درجه براي ما اهميت داردفقط ضريب كوچكx6 وx8 مقـدار حـد   س پ ـايم. نظر كردهو ... صرف

  برابر است با:
x

x
lim

x


 

4

4

1
6 11

6

  

  

 اگر :16مثال
x

acotgx blim( )
x x

 2
1
3

aمقدار گاهآن،  b از سؤالات رياضي عمومي دانشگاه   كدام است؟)MIT(  

1( 2(2 3(2 4 (4  
 :ي حد، هرگاه مجموع يا تفاضل دو كسر را داشته باشيم، بهتر اسـت مخـرج مشـترك گرفتـه و     گيريم. در محاسبهابتدا مخرج مشترك مي » 1«گزينه  پاسخ

  شود.ها ممكن ميارزيي صحيح از همكار، استفادهها را به يك كسر تبديل كنيم. با انجام اينآن
x

ax cot gx blim
x


2

1
3

  

از cotgxدهيم كه به جايترجيح مي
tgx
  استفاده كنيم: tgxارزيتوانيم از هماستفاده كنيم. زيرا در اين صورت مي 1

x x

ax b
ax btgxtgxlim lim

x x tgx 




  2 2
1 1
3 3 

  

tgxارزيگيريم. در مخرج كسر استفاده از همكار ميرا به tgxارزيهمحالا  x كار، در مخرجبا انجام اين .كافي استx3 دهد كه و اين نشان مي آيدوجود ميبه
ارزي را براي رعايت قانون، در مخرج هم ايـن هـم   .(نوشتن جملات بيشتر ايرادي ندارد، ولي لازم نيست) ادامه بدهيم x3يجملهتا ارزي را در صورت كسر بايد هم

  :نويسيمتر ميبه صورت كامل

x

x x x

x b bax b(x ) (a b)x x a b x
lim lim lim

x x x x xx (x )
  

     
   

 

3 3 2

3 3 5 2 42

1 13 3 3
1 13 3
3 33

  
·jo¨ ½jIw  
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حد و پيوستگيفصل دوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حاصل  :33مثال
x

sinxlim
x

 
  

  را تعيين كنيد. 

 :با حالت  پاسخ


sinنامساوي، هاxرو هستيم. اما توجه كنيد كه به ازاي تمامروبه  x
x

1 خواهيم داشت، لذا را داريم:  

x.و برابر با صفر است موجودحد 

x

sin xlim
x

sin xlim
x













            
         

1

1









  

حالت مبهم  
  

در حالت كلي اگر حدي به شكل
x a

f (x)lim
g(x)

xوقتي كهداشته باشيم   a، گاهآنf (x)  وg(x) .    در اين صـورت بـا حالـت


  . هسـتيم رو روبـه  

fكسر را تعيين كنيم. اگر تابعدقيق توانيم مقدار ما نمي (x) حرف خودش را به كرسي بنشاند، حاصل كسر تابعاگر جنگ را مخرج كسر  است و)g(x) ( ،ببرد
شتر از ساير اين دو با هم توافق كنند كه در اين حالت پاسخ عددي متناهي خواهد شد (كه حالت سوم يعني صلح و توافق بي است اما ممكن .حاصل كسر صفر است

  شود:هاي زير براي رفع ابهام استفاده ميدر اين حالت از روش .)افتدموارد اتفاق مي
  : رسدير ضروري به نظر ميكر نكات زبراي بررسي اين حالت ابتدا  ذنهايت: ارزي در بي) هم1

xوقتي  است. اگر بزرگترين درجهاي برابر (هم ارز) با حد جمله با جملهحد يك چندa  خواهيم داشت: گاهآن ،باشد  
            n n n

n xx
lim (a x a x a ) lim a x


  1

1    

  خواهيم داشت:  ،اي باشدجملهچند اگر صورت و مخرج يك كسرالف)

n n n
n

m m mx xn

; n m
ax a x a ax alim lim ; n m

bbx b x b bx
; n m



 

   
    

   
 

1
1

1
1







IÄ o¬H

o¬H

o¬H

 

  زير توجه كنيد. هايمثالبه 
m m m

m m mx x

x x xlim lim
x x x



  

 


 

1

1 1
1

2 2 2
 )2  x x

x x xlim lim
xx x 

 


 

2 2

22
3 2 1 3 3

1 222 3 2

 )1  

                            
x x x

x x x xlim lim lim ( x )
x x x  

  
   

   

3 4 4 2
2 2

1
1
 )3  

n                قدر مطلق لازم نيست.)             ،فرد باشد n(اگر هاارزي راديكالب) هم n n n
x x

blim ax bx lim x a
an



 

 
    

 
1  

  

  زير توجه كنيد: هايمثالبه 

x
x x

x

xlimxx x xlim lim
xx x x lim

x



 



          


4 4 2

3 3 2

2 2216 4 25
1 225 23

 )2      ،
x x x

(x )x x x xlim lim lim
x( x )( x ) ( x )( x )  

 


 

3 3 2
1228 12 224 2

1 2
  )1  

  

 حاصل حد  :34مثال
x

xlim
x




25 7
    كدام است؟     1

1 (-  2 (   5) 4  ) صفر3  5

  :2«گزينه پاسخ«                   
x x x

x | x | xlim ~ lim lim
x x x  

 
  

  

25 7 5 5 51 1 1  

  
 حاصل :35لمثا

x
lim (sin x sin x)


 1  كدام است؟  
  -1 )4  1 )3  2 )2  صفر )1

 :اين حد فرم  »1«گزينه   پاسخ


جمع فرمول تبديل حاصل ازايم. ابتدا كنيم، در اين قسمت آوردهاستفاده مي ها درارزي راديكالنيست؛ اما چون از هم 

x  كنيم:ضرب استفاده ميبه حاصل x x xsin sin cos sin A sin x sin x cos sin       
        

1 12 1 22 2 2 2  
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  ها هم به اين نتيجه برسيم):ارزي راديكالتوانيم با همان فرمول هم(مي كنيمنظر ميصرف xدر مقابل 1نهايت از عدد در بي

  دار)(تابع كران
x x x

x x x xlim A lim cos sin lim ( cos x )(sin ) cos ( )
  

 
       2 2 2 22 2  حاصل حد  

  
 حد  :36لمثاc

x
lim ((x x ) x)


  5 47   ، متناهي و ناصفر است. مقدار اين حد برابر كدام گزينه است؟c، به ازاي مقدار معيني از2

1 (
5
7  2 (5

7  3 (7
5  4( 

7
5  

 :ــخ ــه   پاس ــدار »  3«گزين ــد مق ــدا باي ــي  cابت ــدهيم. وقت xرا تشــخيص ب   ــم ــه داري ــرين درج ــانون بزرگت ــق ق x، طب x x 5 4 57 2 ، ــس  پ
c c(x x ) x 5 4 57 2 ، بنابراين تفاضلي به شكلc

x
lim (x x)


5 داريم. اگرc 5 cداريم گاهآن ،باشد 1 cx x x5 5 و اگرc 5 ارزي همگاه آن ،باشد 1
cx x x 5  در هر دو حالت را داريم و مقدار حد، يا آن اسـت كـه   ،نهايت نشودشود. تنها حالتي كه ممكن است مقدار حد بيميc 5 از  .باشـد  1

cشويم كهجا متوجه مياين  1
  كنيم.تر حد استفاده ميها براي تحليل دقيقارزي راديكالاست. حالا از هم 5

x x x x
lim x x lim (x ) lim [(x x ) x] lim [(x ) x]
   

         
1

5 5 4 5 4 57 7 77 2 7 25 5 5   
 

x):ها مورد توجه قرار بگيردارزي روبرو ممكن است در برخي تستهم  :6نكته )،nn n
x x x(x x )(x x ) (x x ) | x |

n
    

    1 2
1 2

fفرض كنيم دو تابع ) قوانين رشد:2 (x) وg(x) اي ماننددر نقطهa، حدي برابر داشته باشند و
x a

f (x)lim
g(x)




 گـوييم رشـد تـابع   مـي  گـاه آن ،شودg(x)  در

xنقطه a از تابعf (x) هايي كهبيشتر است. البته معمولاً بحث رشد در حالتx شود.كند، مطرح مينهايت ميل ميبه سمت بي  
  همواره داريم: دربه طور كلي در مورد رشد توابع 

x x x
clog x x a b x! x    كه)b a 1 و  (است

مفهوم رشد يك تـابع در مقايسـه    شود.چند در ادامه خواهيد ديد كه فاكتوريل براي اعداد اعشاري هم به نوعي تعريف ميبايد عدد طبيعي باشد. هر xمقدار !xالبته در
xبه اين معني است كه كدام تابع در ،ربا يك تابع ديگ  خيلي بزرگتر از تابع ديگر است. مثلاً رشدxa وقتيx   ازnx .خيلي بيشتر است(a )1  

 حاصل  :37مثال
x

x
lim

x 3
  كدام است؟ 2

1(2 2(1 3( 4 (+  
  :مطابق قانون رشد چون رشد»  4«گزينه  پاسخx2 نهايت ازدر بيx3 نهايت است.بيشتر است، لذا حاصل حد برابر بي  

  

 حدهاي روبرو را بيابيد.  :38مثال  
n

nn n

n e( ) : lim ( ) : lim
n 

1
2

2
1 2

2


                   

  :چون رشد ،در حد اولپاسخ
n
nاز 22 1 هنگامي كه به چـون رشـد   ،صفر خواهد شد و در حـد دوم مقدار حد اول برابر  ،بيشتر است ،كندميل ميne  از

  شود. مي بيشتر است لذا مقدار حد دوم برابر ،كندميل ميبه nهنگامي كه  n2رشد
  

 حاصل  :39مثالx
x
lim x e



1
2


  كدام است؟ 

1) 3  1) 2   صفر )1
2  4 (  

  :كنيمفرض مي  »4«گزينه پاسخt
x


x، بنابراين وقتي1  گاه، آنt   نتيجه حددر

t

t

elim
t را داريم و چون رشـد صـورت بيشـتر از رشـد      2

  شود.مي مخرج است، لذا حاصل حد
  

 حاصل  :40مثالsin xx

x sin xlim
( x sin x)e

 

 2
2 2 2

2 2
  كدام است؟ 

1( 2( 3(1 4.حد وجود ندارد (  
  :4«گزينه  پاسخ«  

sinوجود ندارد   روش اول: x sin x sin x sinx x x

x sin x xlim lim lim
( x sin x)e xe e e   

 
  

 2 2 2
2 2 2 2 1 1

2 2 2
k{n  

sinتوجه كنيد كهتوضيح:  x2 تابعي كراندار است و بنابراين رشد كمتري نسبت بهx2 .دارد  
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)sinآنها فرم حدهايي كه درروش دوم:  ) ياcos( ) كه دچار خطا نشويد، راهكار زير را  اينكننده باشند. براي توانند بسيار متنوع و گمراهمي ،آيدبه وجود مي
  استفاده كنيد. 

)sinبه جاي ) وcos( ) اند، اعداد ثابتي مانند ن دو عبارت ظاهر شدههرجا كه ايA  وB       يقرار دهيـد. ايـن اعـداد ثابـت همگـي در بـازه[ , ]1   قـرار دارنـد،    1
  ه باشـد، حـد وجـود نـدارد.     ها بستگي داشتدست آمده به يكي يا چند تا از اين ثابتاما از مقدار دقيق آنها اطلاعي نداريم. اكنون حد را محاسبه كنيد. اگر جواب به

Aدهيم كهرا قرار مي Aمقدار sinبه جايدر اين مثال   1 1.  

A A Ax

x Alim
( x A)e e e

 
 



2 2 2 1
2 2

  

  بستگي دارد پس حد وجود ندارد. Aجواب حد به
  

 حاصل  :41مثال
x

x sin xlim
( x sin x)(sinx )

 

  2
2 2 1

2 2 3
  كدام است؟ 

1 (  2 (1  3 (2
  ) حد موجود نيست.4  3

 :به جاي»  4«گزينه  پاسخsin x2 وsin x اعدادA وB يها در بازهدهيم كه هر دوي آنرا قرار مي[ , ]1   قرار دارند: 1

  
x x

x sin x x Alim lim
( x sin x)(sin x ) ( x A)(B ) 

   


   2 2
2 2 1 2 1

2 2 3 2 3
  

x

xlim
(B ) x (B )


 2 2
2 1

2 3 3
¾]nj¸ÄoT¬nqM

x

x Alim
(B ) x A(B )

 


  2 2
2 1

2 3 3
  

  ست. وابسته ا B زيرا جواب به ،بنابراين حد وجود ندارد
  

|قواعد زير نيز با فرض :7نكته c | | b | | a | :در حل مسائل كاربرد دارد ،  
x x x x

x x
) lim (a b c ) lim a

 
 2         و  x x x x

x x
) lim (a b c ) lim c

 
 1   

 ها به سمتكند. اگر توان آني بزرگتر مقدار حد را تعيين ميي با پايهميل كند، جمله ها به سمتتوان آن در واقع، هرگاه مجموعي از توابع نمايي داشته باشيم و
x2ي جمـلات بايـد دقـت كنيـد. مـثلاً     كننـده اسـت. البتـه در تشـخيص پايـه     ي كـوچكتر تعيـين  ي بـا پايـه  ميل كند، جملـه   نويسـيم را ابتـدا بـه ايـن صـورت مـي     13

x x x    2 1 1 23 3 3 3  داريم. 9ي شود كه تابعي نمايي با پايهحالا معلوم مي ،9
 حاصل  :42مثالx x x x

x
lim 


 3 2 12 3   كدام است؟ 4

1(9 2(3 3(4 4 (2  

  :1«گزينه پاسخ «  x x xx x x x x x x
x x x
lim lim lim

  
      3 2 12 3 4 8 9 4 4 9 9  

  

 حاصل  :43مثال
n n

n nn
lim

 







1 12 3
2 3

  :رابر است باب 
1(5 2(9 3(3 4 (13  

  :ي بزرگتر داريم:ارزيِ پايهبا استفاده از هم»  3« گزينه پاسخ  
n n n

n n nn n
lim lim

 

 

 




1 12 3 3 3 3
2 3 3

    
  

 كنيد فرض  :44مثالn  حاصل ،طبيعي باشدعددي
n

n(n )x

(x )(x )(x ) (x )lim

(nx )


   



2 3
1

2

1 1 1 1

1

 است؟ كدام  

1(  2(   3(nn 1   4(
n(n )

n



1

2   

 :مبهم صورتبهنظر  حد مورد  »4«گزينه  پاسخ


  داريم.طبق قانون رشد در هر پرانتز جمله با رشد بيشتر را نگه مي .باشدمي 
n(n )

n(n )n n

n (n ) n (n ) n (n ) n(n ) n(n ) n(n )x x x

x .x .x x x xlim lim lim n

(nx) n . x n . x n


    

       
    

1
12 3 1 2 3 2 2

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 حد  
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 حاصل  :59مثال
x

xlim x( Arctg )
x




4   كدام است؟  1

1( 1
  صفر )4  1 )3  2 )2  2

 :اگر  »1«گزينه  پاسخx ، گاه حالت ابهامآن  داريم:را  
x

xlim x( Arctg ) ( Arctg )
x 



 
     

4

14 1 4  

xArctgبا استفاده از تغيير متغير u
x


 

4   داريم: 1

tg
x xtgx x x xArctg( ) u tg( Arctg ) tgu tgu tgu tgux xx x xtg( )( )
x x


              
   

 

1 14 1 1
4 1 4 1 2 11 14 1 1

´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠ pH  

xاز طرفي وقتي ، گاهآنu ، پسtgu u و لذاu
x 
1

2 1 حال با قراردادن اين مقدار در حد اصلي داريم .آيدمي دستبه:  

x x x

xlim x( Arctg ) lim x.u lim x.( )
x x  


  

 
1 1

4 1 2 1 2  
 

 حاصل  :60مثال
x

x xlim x(arctg arctg )
x x




 
1
2   )صنعتي شريف(از سؤالات پايان ترم دانشگاه   كدام است؟ 2

1 (2  2 (1
2  3 (

1
2  4 (2-  

 :نيد كه با حالت ابهامابتدا دقت ك»  2«گزينه  پاسخ رو هستيم. براي حل اين سؤال از رابطهروبهArctg Arctg Arctg  
   

 1 گيريمكمك مي:  

x x x x

x x
x x(x )x x xlim x(Arctg ) lim x Arctg x lim Arctg ~ lim

x x x x x x x x.
x x (x )

   


      
      
  

2 2 2
2

1 1
2 2 12 2 2

1 22 5 4 2 5 4 2 5 41 2 2 2

  

Arctgارزيدر بالا از هم توضيح: u ~ u وقتيu  وقتي (چون ايماستفاده كردهx گاه، آنx
x x



 2
2

2 5 4
  .كند)مت صفر ميل ميسبه  

حالت مبهم    
  

اگر
x a
lim f (x)


  و
x a
lim g(x)


 معلوم نيست مقدار گاهآن
x a
lim (f (x) g(x))


 چقدر است. در واقـع ميـان  شد) (اگر وجود داشته باf وg    يـك مبـارزه
بـر سـر يـك عـدد      توابـع ممكن است حالت سومي هم پيش بيايد و آن اين است كه ايـن  است. اما  پاسخ ،ببرد gو اگر پاسخ حد ،ببرد fاگر .وجود دارد

  .آيد)جود ميومتناهي به توافق برسند (كه اتفاقاً اين حالت سوم بيش از دو حالت اول در سؤالات به

 صـورت بـه عبارت ساده شده  ساده كرده و معمولاً كسر باشند، مخرج مشترك گرفته و حاصل را صورتبهچنانچه دو عبارت  ،گونه حدودبراي رفع ابهام اين


و در  

شكلبعضي موارد به 


در بعضي مسـائل بـا   استفاده خواهيم كرد و  هاراديكالارزي از روش هم معمولاً تبديل خواهد شد و اگر دو عبارت يا يكي از آنها اصم باشد،
  كنيم.حذف مي را كنندهت در مزدوج خودش عامل مبهمعبارضرب 
 حاصل  :61مثال

x
lim ( x x x)


 2 كدام است؟         

1 (3
2  2 (2  3 (1  4 (1

2  

 :حالت مبهم»  4«گزينه  پاسخ :است               
x x x
lim ( x x x) lim (| x | x) lim (x x)
  

       2 1 1 1
2 2 2  
  

  اگر :26مثال
x

A lim ( x x ax b)


     2 1  گاهآن ،باشدa b3   برابر است با: 2
1(1- 2(2- 3(4 4 (5-  
 :2«گزينه  پاسخ«                  

 
x x x

b
A lim ( x ax b) lim ( x ax b) lim ( b) a x a b ( ) ( )

a  

                           

11 1 1 11 3 2 3 1 2 222 2 2 21
  
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دكارشناسي ارش يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

حد
x x x

x x x x( )(x ) ( )(x )cosh x cos x cosh xsin x cos xsinh x ! ! ! !lim ( ) lim ( ) lim
x sinh x sin x x sinh xsin x x  

    
   

2 3 2 3

3

1 11 1 2 3 2 3
  

 

x

x x x x x xx x ( )x
! ! ! ! ! ! ! !lim

x x

       
  

3 3 5 3 3 5 3

3 3

11 22 3 3 2 3 2 3 2 3
3

  
 

 حاصل  :(سخت) 69مثال
x
lim( )

Ln( x)Ln(x x )


  2
1 1

11
  )نعتعلم و ص(از سؤالات پايان ترم دانشگاه   ، كدام است؟ 

1 (
1
2  2 (1

3  3 (
1
3  4 (1

2  

 :حد داده شده فرم مبهم»  1«گزينه  پاسخ كنـيم.  تـر مـي  لـورن حـد را سـاده   هاي مكطگيريم. سپس با استفاده از بسابتدا مخرج مشترك مي را دارد، پس

xوقتي  :داريمxx  
2

21 1 xLn(x. پس:2 x ) Ln( x )   
2

21 1 2ارزي. در ادامه از همuLn( u) u 
2

1 2 ايم:استفاده كرده  

x x x x

x x x xLn( x) Ln( x ) (x ) [(x ) (x ) ] xLn( x) Ln(x x )lim lim lim lim
(x)(x)x x x xLn(x x )Ln( x) Ln( x )Ln( x) [(x ) (x ) ](x )

   

            
    

         

2 2 2 2 2 22

2 2 2 22 2

1 11 11 1 12 2 2 2 2 2
211 1 1 12 2 2 2 2

   
  

xاز آنجا كه توجه كنيد كه در پايان كار،  ايم. در صورت كسر جملات با درجه يـك حـذف   فقط جملات با كمترين درجه را از صورت و مخرج در نظر گرفته

xترين درجه باقي مانده مربوط بهشدند و به همين دليل كوچك 21
اند كـه از هركـدام كمتـرين درجـه را     هاي درهم ضرب شداست. در مخرج نيز دو چندجمله 2

  استفاده كرديم.
  

 حاصل  :(سخت) 70مثال
t
lim( )

tsin(sinh Ln(t ))


1
1 1

1
  كدام است؟ 

1 (1-  2 (1  3 (
1
2  4 (1

2  

 :كنيمفرض مي  »4«گزينه   پاسخx sinh Ln(t ) 1 sinhباشد. در اين صورت 1 x Ln(t ) 1،  پـسsinh xt e 1   بـه عبـارتيsinh xt e 1 
tاست. در ضمن وقتي   گاهآنx sinh Ln( ) sinh ( )    1 11   :است. با اين تغيير متغير داريم  

sinh x

sinh x sinh xx x

e sin xlim ( ) lim
sin x e sin x(e ) 

 
  

 

1 1 1
1 1 

    مقدار حد 

sinهايارزيدر صورت و مخرج از هم x x وsinh x x كنيم. در ادامه داريم:استفاده مي  
x

xx

e xlim
x(e )

 




1
1

  جواب حد 

xeارزيحالا در مخرج كسر از هم x1 كنيم:استفاده مي  xx(e ) x( x ) x    21 1 1  

   نويسيم:مي x2يرا تا جمله xeارزيداريم، در صورت كسر نيز هم x2حالا كه در مخرج
x x

xx x x
lim lim

x x 

   
  

2 2

2 2

11 1 12 2
2 

  جواب حد 

 حالت مبهم   
  

g(x)لخواهيم حاصفرض كنيد مي
x a
lim f (x)


را حساب كنيم. اگر 
x a
lim f (x) 


 و
x a
lim g(x) 


 حالت مبهم گاهآن در اين حالت از عبارت  آيد.پيش مي

g(x)fمبهم (x)،Ln گيريم و داريممي:    
x a
lim g(x)Lnf (x)g(x) g(x)

x a x a x a
A lim f (x) LnA lim Lnf (x) LnA lim g(x)Lnf (x) A e 

  
        

حاصل كافي استحالا 
x a

L lim g(x)Lnf (x)


  مبهمرا حساب كنيم كه حالت  دانيم.روش رفع ابهام آن را مياست كه  

 مقدار : 71مثالx
x

C lim x





  كدام است؟ 
1( 2( 3(1 4.حد موجود نيست (  

  :3«گزينه  پاسخ   «    x
lim x Ln x

x
C e L lim xLnx C e 





      1  

 آورده شده است. عنوان مثال در قسمت رفع ابهام ه ب، Lمقدار آوردن دستبهروش توضيح: 
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 مقدار  :72مثالLnx
x
lim (sinx)



1


  كدام است؟ 

1( 2(1 3(e 4 (  

  :كهاينبا توجه به   »3«گزينه  پاسخLn    باشد، لذامي
Lnx

  كند:به سمت صفر ميل مي 1

x
lim (Lnsin x)

LnxLnx
x x x

cos x
HOPLn sin x sin xC lim (sin x) C e , L lim lim C e e

Lnx
x


    

        

11
111



  
  

  

 اگر  :73مثالLn( x)
x

A lim( x ) 


 

1
2 1

1
و  1

sinh x
cosh x

x
B lim e








1
  )Harvard(با كمي تغيير از سؤالات پايان ترم دانشگاه   گاه كدام گزينه صحيح است؟آن 1

1(A B 2(A B  3(A B 2  4(B A 2  
 :در مورد  »1«گزينه  پاسخAفرم مبهم ، با پس ،دهدرخ ميLn داريم: گرفتن از طرفين    

x x x x

x
Ln( x ) x( x )LnA lim Ln( x ) lim lim lim

Ln( x) Ln( x) x
( x)

   


      

  


2 22
1 1 1 1

2
1 1 211 111 1 1

1

−ITÃQ¼À  

LnA 1، بنابراينA e كافي است، Bياست. براي محاسبه 1
x

sinh xLnB lim
cosh x






1
  :داريم هيپربوليكرا محاسبه كنيم. با استفاده از تعريف توابع معكوسِ 1

x x

sinh x Ln(x x )LnB lim lim
cosh x Ln(x x )



 

 
 

 

1 2
1 2

1
1

  

xداريم: ،نهايتها در بيارزي راديكالاده از همبا استف | x |2 1  وx | x |2 1  و چونx  داريم، لذا:| x | x. :به اين ترتيب خواهيم داشت    

x

Ln(x x)LnB lim
Ln(x x)


 


1  

Bپس e Aاست. به اين ترتيب ديديم كه 1 B e   
حالت مبهم   

  
g(x)خواهيم حاصلفرض كنيد مي

x a
lim f (x)


را حساب كنيم. اگر 
x a
lim f (x)


 و
x a
lim g(x) 


 حالت مبهم گاهآن همانند حالـت آيد. ش ميپي  در

xصورتبهاين حالت حاصل حد  a
lim g(x)Lnf (x)

e  است كه بايد حد داده شده در توانe .حساب شود  
 مقدار :74مثالsinx

x
C lim (cotgx)





  ؟كدام است 

1 (  2 (1  3 (  4 (e1  

  :2«گزينه  پاسخ   « x
lim sin x Ln cot gxsin x

x
C lim (cotgx ) ( ) C e 


     


  

  گيريم:ي هوپيتال كمك مياز قاعده Lي حدبراي محاسبه
x x x

( cot g x)
(sin x)( )

sin xcotgx sin xL lim lim lim C ecos x cos x cotgx cos x
(sin x)

  

 

      


2
2

2
2

2

1 1
1

  
  

 1حالت مبهم   
  

g(x)حاصلخواهيم ميكنيد فرض 
x a
lim f (x)


را حساب كنيم. اگر 
x a
lim f (x)


1 و
x a
lim g(x)


  حالت مبهم گاهآن1 آيد.پيش مي   
رسـيده اسـت و بعضـي دانشـجويان تصـور       »نهايتبي«به تـوان   »حدي يك«ر واقع دابتدا توجه كنيد كه در اين حالت  ،گونه حدودقبل از ياد گرفتن روش رفع ابهام اين

يـك را بـه عنـوان دام     عدد ها، طراحان سؤال،گونه تستاين در بعضاًشود و براي همين نهايت بار در خودش ضرب كنيم، حاصل برابر يك مييك را وقتي بيعدد كنند، مي
  :زير توجه كنيد هايبه مثال .باشد يك مطلقنباشد و  حدي ،اين دانشجويان وقتي درست است كه عدد يك گيرند. تصوربراي دانشجويان در نظر مي

1 (1 (يك مطلق) نهايتبيx
x
lim x






       

1
1 1


xحدي)  (يكنهايتبيمبهم = ) 2  

x
lim ( x)

 

1
1  
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 مقدار :78مثال
x
lim x[Ln(x a) Lnx]


 كدام است؟  
1(a 2(1- 3(– a 4 (1  

 :1«گزينه  پاسخ        «             x
x x x

x a x aA lim x[Ln(x a) Lnx] lim xLn( ) lim Ln( )
x x  

 
      

x

alim ( )xx x a ax
x x

L

x a x aLn lim ( ) , L lim ( ) ( ) L e e A Lne a
x x



 

 
        1


  

  م. هاي گفته شده قبلي محاسبه كني، بايد حدودي را با قاعدهeگفته شده در توان صورتبهپس از نوشتن حد  ،بينيدكه مي طورهمان
  

 حاصل  :79مثالx
x

(coshx )lim
x

 
  

2
1

2
2 1


  كدام است؟ 

1(e12   2(e


1
6 3(e

1
6 4(e

1
12  

 :حدي به فرم با شويممتوجه مي اولين نگاهدر   »4«گزينه  پاسخ( )


روبرو هستيم. براي تشخيص بهتر نوع اين ابهام، بهتر است كمي به كسر داده شـده   

xcoshارزيتوجه كنيم. با توجه به هم x 
2

1 2 كسر شويم كهمتوجه مي(cosh x )
x


2

2  1بـا حالـت مـبهم    قـع در وا كند، بنابراين مابه سمت يك ميل مي 1

x  رو هستيم:روبه x
x x

x( )(cosh x )lim[ ] lim[ ]
x x



 

 
2 2

2
1 1

2 2

2 1 12 1 2 1
 

  
coshارزيدست آوريم، لازم است همكه بتوانيم حاصل حد را بهاما براي آن x  ي حـدي كـه   كـار بگيـريم. در ضـمن از ايـن قاعـده     را با تعداد جملات بيشتري بـه

  كنيم:است استفاده مي 1ت مبهممخصوص حال
x x( ) x x x(cosh x ) ! ![ ] [ ] [ ] [ x ]

xx x x x x x x
x x x x x
lim e lim e lim e lim e lim e e

   
    

    
    

2 4 2 4 22
22 2 2 2 2 2 2

12 1 11 2 1 1 1 1 1 12 4 121 1 1 1 112 12 12
    

  
  

 حاصل  :80مثالx
x

Arcsinxlim( )
sinhx

4
1


  كدام است؟ 

1(e
1
8 2(e


1
8 3(e


1

15  4 (e
1

15  
 :شويم كه حد داده شده فرمبا كمي دقت متوجه مي»  4«گزينه  پاسخ1  كنيم:حل آن را آغاز ميزير دارد. بنابراين به صورت  

Arcsin x( )
sinh xx x

x x

Arcsin xlim ( ) lim e
sinh x



 

4 4
1 1 1

 
  

ي حدحالا به محاسبه
x

Arcsin xlim ( )
sinh xx

4
1 1


sinhارزيدر مخرج كسر هم سپس و گيريميم. ابتدا مخرج مشترك ميازپردمي  x x نويسيم:را مي  

x x

Arcsin x sinh x Arcsin x sinh xL lim lim
x sinh x x 

 
 4 5 

  

  دهيم:ادامه مي x5يها را تا جملهارزيداريم، در صورت هم x5حالا چون در مخرج

e
1

حاصل حد خواسته شده 15
x x

x x xx x x x
L lim lim

x x 

    
   

3 3 55 5

5 5

3 8
16 4 6 12 12

15 
    

  

 تابع  :81مثالf يهمه جا مشتق سوم پيوسته داشته و در رابطهx
x

f (x)A lim( x ) e
x

   
1

31


xحاصـل كند، صدق مي
x

f (x)B lim( )
x

 
1

1


 برابـر  
  كدام گزينه است؟

1 (e  2(e2 3 (e  4 (e e3  

 :توجه كنيد: ،ابتدا به حدي كه مقدارش را داريم»  2«گزينه   پاسخ  x
x

f (x)lim ( x ) e
x

  
1

31


  

اگر
x

f (x)lim
x

  شود.مي شود. زيرا توان اين پرانتز، e3تواند برابر باهر عددي به جز صفر باشد، مقدار اين حد نمي 
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xتابع در 1 .ناپيوسته استx

x

lim f (x)

lim f (x)









   


1

1

1
  

xتابع در  1 .ناپيوسته استx ( )

x ( )

lim f (x)

lim f (x)





 

 


  


1

1

1

1  

 

 ناپيوستگي تابع موعه نقاطمج  :(سخت) 19مثالf يبا ضابطهx x ; x
f (x)

x x ; x

         
         1

Z»p

jo 
  كدام است؟ 

1( 2( 3(   4 (  
 :صـورت تـوان بـه  ي پـاييني را مـي  ، توجه كنيد كه ضابطهپيش از شروع  »1«گزينه   پاسخ| x x |    xنوشـت. عـدد زوج   1 k را در نظـر بگيريـد.    2
xاگر ( k) )گاهآن ،باشد 2 k) k   2   گيريم:را در نظر مي fبالاييي بنابراين ضابطهعددي زوج است،  2

x ( k)
lim | x x | | ( k) ( k) | | k k |


 


          2

2 2 2 2   

xاگر ( k) )گاهآن ،2 k) k    2 2 kچونو  1 2     را در نظر بگيريم: fپاييني يبايد ضابطه ، پسعددي فرد است 1

x ( k)
lim | x x | | k ( k) | | k ( k ) | | |





               2

1 2 2 1 2 2 1 1    

fدر ضمن ( k) | k k |    2 2 2  تابع پسf (x) درx k xپيوسته است. اگر 2 ( k ) 2 )گاهآن ،1 k ) k    2 1 2  fپـاييني ي بنابراين ضابطه 1

  گيريم:يرا در نظر م
x ( k )

lim | x x | | k ( k ) | | k k |




 
                 2 1

1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 1  

xاگر ( k ) 2 ):گاهآن ،1 k ) k k      2 1 2 1 1   گيريم:را در نظر مي بالاييي ضابطهپس عددي زوج است.  2

x ( k )
lim | x x | | k ( k ) | | k k |




 
             2 1

2 1 2 1 2 1 2 1  

fدر ضمن ( k ) k x        2 1 2 1 2 1 1 fتابعپس  1 (x) درx k 2 fپس پيوسته است. 1 (x) اي ناپيوسته نيست.در هيچ نقطه  
  

 نفصال دو تابع آوردن نقاط انفصال هركدام از توابع، مجموع نقاط ا دستبهبايد پس از  ،ضرب باشندمجموع يا تفاضل يا حاصل صورتبهدر توابعي كه  :3تذكر
 ؛باشند) بايـد احتيـاط كنـيم   ضرب دو تابع ناپيوسته ميتفاضل و يا حاصل صورتبهاما در بعضي موارد (كه معمولاً  ،به عنوان نقاط انفصال كل تابع در نظر بگيريمرا 

 چون ممكن است نقاطي در اين حالت جزء نقاط پيوستگي محسوب گردند.

 تابع   :20مثالx xf (x)           2 )در بازه  3 , )4   چند نقطه ناپيوستگي دارد؟ 4
1(2 2(3 3(4 4 (6  

  : تـابع »  3«گزينـه   پاسخxy     
1 ,در نقـاط   2 ,2 2   ناپيوسـته و تـابعxy     

2 ,در نقـاط   3 ,3 3      ناپيوسـته اسـت، امـا در نقطـهx   تـابع  2

x xf (x) .          2 }لذا مجموعه نقاط ناپيوستگي تابع ،باشدپيوسته مي 3 , , , } 3 2 3 باشد. مي  
  

h(x)تصوربهتوابعي  :5نكته  ; x
f (x)

g(x) ; x


 


ª¹¬
IÄ¼¬

h(x)هاي معادلهبه ازاي ريشه  g(x) باشندپيوسته مي.  

 تابع با ضابطه  :21مثالx ; xf (x)
x ; x

 


2

2
ª¹¬
IÄ¼¬

  در كدام نقطه پيوسته است؟ 
1(4) 4 3)3 1)2 2و  
   : 1«گزينه پاسخ   «  x x x x x(x ) x , x         2 22 2 2 2    

  

fبه فرمتوابعي  :6نكته  (x) ; x
y

g(x) ; x


  




گونـه  باشد. اينمي g(x)ها برابر با حدطور كه قبلاً اشاره كرديم، حد آندر نقاط غيرصحيح پيوسته و همان 

توانند پيوسـته  گونه توابع ميباشد. لازم به ذكر است كه در نقاط صحيح اينبرابر مي g(x)ها با حداما حد دارند و حد آن هستند،ناپيوسته اط صحيح توابع در نق
fيهاي معادلهباشند، به شرطي كه اين نقاط ريشه (x) g(x)  .باشند  

  از ضابطه اول تابع استفاده كرديم:
  

 از ضابطه دوم تابع استفاده كرديم:

  تابع استفاده كرديم: دوماز ضابطه 
  

 تابع استفاده كرديم: اولاز ضابطه 
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fبـه فـرم كلـي   تـوابعي  پيوسته باشـند   gو fفرض كنيم :7نكته  (x)sin ; x a
g(x)y

; x a

  
 

1


xبـه شـرطي كـه     a   يهـم ريشـهf (x)   و هـم

xيباشد، پيوسته هستند. اگر نقطه g(x)يريشه a يفقط ريشهg(x) .باشد، اين تابع پيوسته نيست  
معادلات تابعي   

  
نيز براي اين مطلب » پيوستگي«ي چون بحث خواهيم معادلات تابعي را با هم بررسي كنيم. شايد مطالب بيشتر به فصل تابع ربط داشته باشد، ولدر اين قسمت مي

  ايم.ضروري است، مطلب را در اين درسنامه آورده
fكند. براي مثال تابعها را از ساير توابع متمايز ميهايي دارند كه آنبرخي از توابع حقيقي ويژگي (x) log x است كه ضرب را به جمع تبديل  داراي اين ويژگي

ــي ــد، يمـ ــيكنـ fعنـ (xy) log(xy) log x log y f (x) f (y)       ــايي ــابع نمـ ــا تـ xfامـ (x) e   ــي ــديل مـ ــرب تبـ ــه ضـ ــع را بـ ــد ، جمـ   كنـ
x يعني: y x yf (x y) e e e f (x)f (y)   هـا هسـتند؟ مـوارد معـروف و     هايي ماننـد ايـن  . حالا سؤال اين است كه دقيقاً كدام دسته از توابع داراي ويژگي

  كنيم. چهار مورد اول از اهميت بيشتري برخوردارند و لازم است به خاطر سپرده شوند.تابعي را با هم مرور ميي معادلات شناخته شده
fهرگاهـ 1 :   پيوسته باشد و براي هر جفت از اعداد حقيقيx وy داشته باشيمf (x y) f (x) f (y)   آنگاهf (x) گذرد، خطي است كه از مبدأ مي

fيعني (x) ax كهa .عددي ثابت است  
fهرگاهـ 2 :   تابعي پيوسته و غيرصفر باشد به طوري كه براي هر جفت از اعداد حقيقيx وy داشته باشيمf (x y) f (x)f (y)  آنگاهf (x)   تـابعي

axfينمايي با ضابطه (x) e است.(a )  
fاگرـ 3 :    باشد و براي هر جفت از اعداد حقيقي مثبت تابعي پيوستهx وy داشته باشيمf (xy) f (x) f (y)   آنگـاهf (x)     تـابعي لگـاريتمي بـه

fصورت (x) aLnx است كه در آنaي. در اين نوع از معادلات تابعي اگر دامنهf به صورت{ }  باشد، جواب معادلهf (x) aLn | x | .است  
fاگرـ 4 :          تابعي پيوسته و غيرصفر باشد و بـراي هـر جفـت از اعـداد حقيقـي مثبـتx وy   داشـته باشـيمf (xy) f (x)f (y)  آنگـاهaf (x) x 
a. در اين نوع از معادلات تابعي به ازايaكه   تابع ثابتf (x) 1  آيد. در ضمن اگردست ميبهa يعددي مناسب باشد دامنهf (x) تواندمي  .باشد

fمثلاً (x) x fتعريف شده است و داراي اين ويژگي است كه بر 2 (xy) f (x)f (y).  

fهرگاهـ 5 :( , ) 11  اش مانندپيوسته باشد و براي هر جفت از اعضاي دامنهx وy داشته باشيمx yf ( ) f (x) f (y)
xy


 
1  آنگاهxf (x) aLn( )

x





1
1 

  است. aكه
fهرگاهـ 6 :        پيوسته باشد و بـراي هـر جفـت از اعـداد حقيقـيx وy   :داشـته باشـيمf (y x) f (y x) f (x)f (y)    f. آنگـاه 2 (x) cosax 
fيا (x) cosh ax كهa است. اگرa   آيد. اگر شرط غيرثابت بودنباشد تابع ثابت يك به دست ميf را هم داشته باشيم بايدa   .باشد  

 كنـيم. فـرض كنـيم   ي اول را بيـان مـي  اي از اثبـات دو معادلـه  ع پيوسته دارد. با اين حال خلاصههاي تواباثبات كامل اين احكام نياز به استفاده از ويژگيتوضيح: 

f (x y) f (x) f (y)  در ابتدا به ازاي .x y   داريمf ( ) f ( ) f ( )    پسf ( )    در ادامه با نوشتن عدد يك به صـورت
n

n n n
   

1 1 11 


nIM

 

  داريم:

  
n

f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) nf ( ) f ( ) f ( )
n n n n n n n n n

          
1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 


nIM

  

aاگر فرض كنيم f ( ) fداريم 1 ( ) a( )
n n


1 mx. حالا براي هر عدد گوياي1

n
 نويسيم:مي  

m m

m mx f (x) f ( ) mf ( ) f (x) m( )a a f (x) ax
n n n n n n n n n

              
1 1 1 1 1 1 1 
 

nIM nIM

  

fشود كهثابت مي fدر ادامه با استفاده از پيوستگي (x) ax براي هرxشود. اكنون فـرض كنيـد تـابع   . به اين ترتيب اولين حكم ثابت ميf   داراي ايـن
fويژگي است كه (x y) f (x)f (y)  :در اين صورت داريم  

Lnf (x y) Lnf (x) Lnf (y)    
g(x)اگر فرض كنيم Lnf (x) :آنگاه داريم  ( ) axg(x y) g(x) g(y) g(x) ax Lnf (x) ax f (x) e        1 Sμv¤ pH  

  شود.شود. اثبات ساير موارد نيز به صورت مشابه انجام ميپس دومين حكم هم ثابت مي
 تابع :4تذكرaxf (x) e توان به صورترا ميxf (x) A  سـت ا نوشت. كـافيaA e    باشـد. همچنـين تـابعf (x) aLnx  صـورت  تـوان بـه  را مـي

Af (x) log x زيرانوشت .:
a

LnA
Af (x) log x Lnx f (x) aLnx

LnA


   

1
1.  
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 اگر تابع  :22مثالf (x)در تساويx yf ( ) f (x) f (y)
xy


 
1 صدق كند وf ( ) Ln

3 fگاه مقدارآن 74 ( )1
  كدام است؟ 2

1 (Ln 3  2 (Ln1 72  3 (Ln 7
3  4 (Ln3  

 :اي به اين صورت دارد:كند، ضابطهي تابعي داده شده صدق مي، تابعي كه در معادلهطالب گفته شدهمطبق »  1«گزينه  پاسخ  xf (x) cLn
x





1
1  

cكه  عددي حقيقي است. طبق صورت سؤالf ( ) Ln
3     بنابراين داريم: 74

f ( ) Ln cLn( ) Ln cLn( ) Ln cLn Ln c


        


3 713 1 1 14 47 7 7 7 73 14 2 2 21 4 4

  

fيين ضابطهبنابرا (x) صورتبهxf (x) Ln
x





1 1
2 fحالا است. 1 ( )1

f  كنيم:را حساب مي 2 ( ) Ln( ) Ln( ) Ln( ) Ln


   


1 311 1 1 12 2 3 31 12 2 2 21 2 2

 

 (بولتزانو )  قضيه مقدار مياني  
  

a]بر fفرض كنيم تابع ,b] يوسته باشد وپk  بينمقداريf (a) وf (b) اي ماننـد نقطهصورت باشد، در اينc 
fبازه قرار دارد كهاين در  (c) k  است. اگرشود. تعبير هندسي اين قضيه بسيار سادهf (a) k وf (b) k 

fباشد به اين معنا است كه نمودار (x) از زير خطy k        اي بـه بـالاي آن آمـده اسـت. بنـابراين بايـد در نقطـه
fكرده باشد يعني با اين خط برخورد cمانند (c) k    كـه ايـن . توضـيح مختصـري در مـوردc (a, b)   اسـت

cيا [a , b] لازم است. اگر بدانيم كهf (a) k f (b)  گاهآن c [a , b]  .است، يعني ممكن اسـتc a 
cيا b شود كهباشد. اما اگر نامساوي اول اكيد باشد، نتيجه مي c (a, b) ي مهم است. اين قضيه يك نتيجه

  است: تردارد كه از خودش معروف
a]يبر بازه fنتيجه: هرگاه تابع ,b] پيوسته باشد وf (a)f (b)   تابع گاهآنf (x) يحداقل يك ريشه در بازه(a ,b)  .دارد  

fدر توضيح اين نتيجه بايد گفت كه وقتي (a)f (b)   يعني شود،ميf (a) وf (b) يا و اين يعنيالعلامه هستند اعدادي غيرصفر و مختلفf (a) f (b)   و
fيا (a) f (b) ، در هر صورت عدد حقيقيk   بينf (a) وf (b) پس يك ،قرار داردc در اين بازه وجود دارد كهf (c)    .باشد  

fدر اينجا هم اگر (a)f (b)   شود، نتيجه ميباشدc [a,b] است. اما اگر نامساوي اكيدf (a)f (b)    گيريمنتيجه ميرا داشته باشيمc (a , b) .است  

fهـاي ي مقدار مياني در مورد تعـداد دقيـق ريشـه   قضيه :8نكته  (x)  يدر بـازه 
[a ,b] گويد اگردهد. فقط مينظري نميf (a) وf (b) حداقل يك  ،العلامه باشندمختلف

fريشه در اين بازه وجود دارد. ممكن است نمودار (x) طوري باشد كه چند بار محورx ها
  را قطع كند. در اين صورت داراي چند ريشه در اين بازه خواهد بود.

fبا اين حال اگر (x)  هاي آن بحث كنيم:توانيم در مورد تعداد ريشهتري ميدقيق صورتبهنزولي باشد؛  اكيداً تابعي صعودي يااكيداً تابعي  
fهرگاه :9نكته  (x) ينزولي) در بازهاكيداً صعودي (يا پيوسته و  اكيداً تابعي پيوسته و[a ,b]  ،دو حالت زير را خواهيم داشت:باشد  

fاگر الف) (a)وf (b) علامت باشندهم(f (a)f (b) ) ، گاهآنf (x)  هيچدر اين بازه 
  اي ندارد.ريشه

  
  

fاگر ب) (a) وf (b) العلامه باشندمختلف(f (a)f (b) ) ، گاهآنf (x)    در ايـن بـازه
  ريشه دارد. يك دقيقاً

  

 دلهمعا  :23مثالxx 2 ]در بازه 1 , ]1   ؟چند ريشه دارد 14
  .توان اظهارنظر كرد) نمي4  .) حداقل دو ريشه دارد3  .) حداقل يك ريشه دارد2   .) ريشه ندارد1

   : با توجه به قضيه مقدار مياني داريم:»  2«گزينه پاسخ  x f ( ) /
f (x) x. f ( ) f ( )

f ( )

     
 

1 2 81 12 1 14 41 1


  

  

x

y

k

ca b

y k

y f (x)





y

x

y f (x)

a 1c 2c 3c b





x

y

a b





f

x

y
f

c
a

b




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 25فرض كنيد  ـ
x x

x xn

n nf (x) lim
n n









و 

nx

nxn

x e xg(x) lim
e






2

1
x)كدام گزينه درست است؟gو fدر مورد پيوستگي توابع باشد.  )  

1(fدر تمام نقاط به جزءx  پيوسته وgدر تمام نقاط.پيوسته است 
2 (f در تمام نقاط به جزءx   پيوسته وg در تمام نقاط به جزx    .پيوسته است  
3 (f وg هر دو روي .پيوسته هستند  
4(fدر دو نقطه ناپيوسته وg .در يك نقطه ناپيوسته است 

 26حاصل ـx(sinx x)
x

xlim(cosx ) 




12

2
  است؟ كدام Aباشد، مقدارمي Aeصورتبه 

1 (  2 (
1
2  3 (

1
3  4 (

1
4  

 27حاصل ـ
x

x( ) cos(tgx)
tgh xlim( )

x






3
2

1
4

    كدام است؟ 

1 (
23
6   2 (1

2  3 (1
5  4 (7

24  
  

 28نقاط ناپيوستگي تابع  ـcos x , x
f (x)

| x | x , x

     
     

1
2 3 2 ]در بازه 1 , ]2  كدام است؟  

1( { , } 1
2  2( { , , } 1 12  3( { , } 2  4( { , , } 1 22  

 29دايره ثابت ،در شكل زير  ـC1 يبه معادله(x ) y  2 21  Pو مركـز مبـدأ نشـان داده شـده اسـت.      rبه شعاع C2شو)و دايره متغير (جمع 1
)نقطه ,r) وQ  دايره است، همچنيندو نقطه بالايي برخورد اينR  خطتلاقي امتداد پارهنقطهPQ و محورx ها است. وقتي كـهC2    در مبـدأ منقـبض

rشود؛ يعني وقتي  گاه مختصات نقطه حدي، آنR شود؟كدام گزينه مي  

1 (( , )1   
2 (( , )3   
3 (( , )4   
4 (( , )5   

x

y

P

0

2C 1C

R

Q

  
 30اگر  ـx [a,b] وy f (x) تابعي يك به يك و پيوسته و همچنينf (a) f (b) گاه براي هرباشد، آنx (a,b):  

1 (f (a) f (x) f (b)   2 (f (x) f (b)  3 (f (x) f (a)  4 (f (a) f (b)f (x) 
 2  

 31اگر  ـ
x

x(a bcosx) csin xlim
x

 
5 1


a، آنگاه مقدار b c    برابر با كدام گزينه است؟ 2

1( 2(22 3(18   4 (36   

 32حاصل  ـsecx

x xsec

xLn cos
lim[ ]

Ln cosx

2

2


  كدام است؟ 

1(1
8   2(1

16  3(1
4  4(1

2  

 33اگر ـx
x

x
A lim ( )

x

   و
x
x

x
B lim | x |  





  آنگاه كدام گزينه صحيح است؟  

 وجود ندارد. Bو A) مقدار2 است.1از چپ برابر باBوجود ندارد و مقدارA) مقدار1
  است. 1از راست برابر با  Bبرابر با صفر و مقدار A) مقدار4 است.1از چپ برابر باBبرابر با صفر و مقدارA) مقدار3

 34حاصل  ـ
x

sin(sin x) x xlim( )
x

 3 2
5

1


  نه است؟ برابر كدام گزي 

1 (


17
9  2 (


19
9  3 (


13
9  4 (


23
9  

 35حاصل ـ
x

Lnx xlim [ Ln( )]
x( x)


 2 11

  كدام است؟ 

1 (  2 (1  3 (1
4  4 (

1
4  
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