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ها و توابع برداريها، خمرويهفصل دوم :  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  پارامتري و تعريف توابع برداريهاي منحني :2درسنامه
  

  

بـا اسـتفاده    را آنخميدگي  مقداريا  روي منحني حركت سرعت. كنيممياستفاده  منحني هاي فضايي از ابزارهايي مانند پارامتري كردنبراي بررسي منحني
  شويم.آشنا مي هاي پارامتري و توابع برداريهوم منحنيمف. در اين بخش با كنيمميگيري توابعي به نام توابع برداري اندازه از

 

منحني هاي پارامتري   
  

 مطابق شـكل  دانيد اگرطور كه ميدر حال حركت باشد. همان Cروي منحني xoyيفرض كنيد متحركي در صفحه
yتـابع  صورتبهتوان آن را ديگر نميرا قطع كند،  Cحنيخط عمودي، بيشتر از يك بار منيك  f (x)   بيـان كـرد .

yدكـارتي  يرابطـه ي مسير حركت اين متحرك، به جـاي  پس براي نوشتن معادله f (x)   ديگـري ي بايـد از شـيوه 
 xيـا  xبرحسـب  yكـه  ايـن ستفاده از معادلات پارامتري است. در اين روش به جـاي  ا هاروشيكي از استفاده كنيم. 

    ناميم.مي پارامتراين متغير سوم را  .شوندته ميوابس tبه متغير ديگري مانندها آن ، هر دوينوشته شود yبرحسب
yبراي مثال در منحني x2  توانيدنميy را به صورت تابعي ازx اگر هم سعي كنيد، به تساوي .بنويسيدy x  زيـرا بـه    ،ع نيسـت رسيد كه تـاب مي

xازاي هر  دو مقدار ،y توانيم با معادلات پارامترياما همين منحني را مي آيد.دست ميبه
x t

y t


 

2
 xفقط يـك  ،tبيان كنيم و حالا به ازاي هر مقدار 

yآيد. پس منحنيدست ميبه yو يك x2 برحسب يتابعx توان آن را به صورت تابعي برحسب متغيرنيست اما ميt     نوشت. البتـه معـادلات پـارامتري

yوابعتوانند تمي f (x) را هم نشان دهند. براي مثال تابعy x x 32 توانيم به صورترا مي
x t

y t t




 
32

ي دهندهنشان tپارامتري كنيم. اگر پارامتر 

بنابراين معادلات پارامتري  آيد.دست ميوانيم مشخص كنيم كه در هر لحظه، كدام نقطه از منحني بهتزمان باشد، با جايگذاري مقادير مختلف به جاي آن مي
yيمعادلهدر حالي كه  دهندها را نشان انواع مختلفي از منحني توانندمي f (x) كه تابعي ازهايي فقط براي منحنيx استفاده است. قابل ،باشند  

   tاي است كه مختصات نقاط آن با جايگذاري يـك پـارامتر ماننـد   به طور خلاصه يك منحني پارامتري، منحني
xهايدر فرمول x(t) وy y(t) چه اغلب اوقات از پارامترآيند. اگرمي دستبهt كنيم اما ايـن  استفاده مي

xكار الزامي نيست. براي مثال در منحنـي  cos
C :

y sin
 

  

بـه ازاي اسـتفاده شـده اسـت.     از پـارامتر  2   

x)داريم , y) ( , ) 2  و به ازاي
  x)ينقطه 2 , y) ( , ) 1 تـوانيم  و به همين ترتيب مـي  آيدمي دستبه

  .كنيمرا تعيين  Cنقاط مختلف مقادير مختلفبا قرار دادن 
 توانيم از معادلات پارامتريگاهي اوقات مي :1تذكرx x(t)،y y(t) متغيرt ي مستقيمرا حذف كرده و رابطهx وy    را پيدا كنـيم. بـراي مثـال
xاگر t t 2 yو2 t 1 يدر ضـابطه  كامـل بع باشد، با ايجاد مرx   خـواهيم داشـتx (t t ) (t )      2 22 1 1 1 yتسـاوي  و اكنـون از 1 t 1 

xتساويكنيم و به استفاده مي y 2 yييك راه ديگر آن است كه از رابطـه  رسيم.مي 1 t 1  بگيـريم  نتيجـهt y 1   يو ايـن نتيجـه را در معادلـه 
x  قرار بدهيم: xتريمپارا t t (y ) (y ) y       2 2 22 1 2 1 1  
 منحني  :1مثالC با معادلات پارامتريy t  1،x t t 2   عريف شده است. اين منحني را رسم كرده و نوع آن را تعيين كنيد.ت 2
 :در اين منحني پارامتر  پاسخt محدود نشده است. بنابراينt     خواهد بود. با قرار دادن برخي از مقـاديرt    ،چنـد  در معـادلات پـارامتري

  توانيم اين منحني را رسم كنيم.مي tكنيم. سپس با حركت در جهت افزايشنقطه از منحني را مشخص مي
t x y
 




2 8 1
1 3

1
1 1 2
2 3
3 3 4
4 8 5


 



  

را از معادلات فوق حـذف   tيم متغيرتوانشود كه اين منحني يك سهمي است. البته براي اطمينان بيشتر از اين موضوع ميآمده معلوم مي دستبهاز نمودار 
yرا پيدا كنيم. از تساويِ yوxي مستقيم بينكرده و رابطه t 1 شود كهمعلوم ميt y 1  ياين نتيجه در معادلهاست. حالا با قرار دادنx  خواهيم

x  داشت: t t (y ) (y ) y y        2 2 22 1 2 1 4 3  
xمنحنيبنابراين  y y  2 4   يك سهمي است. 3

  

x

y

C

t 3



t 1 



8

t 2 

x
t 0 
t 1

t 2 


t 4

y

1

3

1

3

x

y

(2,0)

(0,1)




 2

 
  


( 2,0)

3
2


 


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 منحني پارامتري  :2مثالx cost،y sin t cost 22 يدر فاصله راt   .رسم كنيد  
 :در اين مثال پارامتر  پاسخt  يدر محـدودهt       قـرار گرفتـه اسـت. اگـرt      قـرار دهـيم

)Aينقطه , )1 tبـه ازاي اي اين منحنـي اسـت.   آيد كه ابتدمي دستبه 1 
 xداريـم  2   وy  و  2

)منحني از نقطه , )2 در نهايت وقتيكند. عبور ميt     يدهـيم، نقطـه  قـرار مـيB( , )1  دسـت بـه  1
   آيد كه انتهاي منحني است.مي

  شــود. تــر مــيرســم ايــن منحنــي ســاده ،مرا پيــدا كنــيyو xي دكــارتيرا حــذف كــرده و معادلــهtمتغيــر yو xبتــوانيم از معــادلات پــارامترياگــر 
sinياز رابطه t cos t 2     كنيم. به اين ترتيب داريم:استفاده مي 21

y ( cos t) cos t ( x ) x y x x         2 2 22 1 2 1 2 2  
yبخشي از سهميپس اين منحني  x x   22 xيكه در بازه است 2  1   قرار دارد. 1

مزيت معادلات پارامتري   
  

yاي روي منحنيفرض كنيد به شما اطلاع دهند كه ذره x حركت كرده است. ببينيم اين اطـلاع چقـدر بـه     2
شويد كه بسياري از جزئيات ي حركت آن ذره را بررسي كنيد. با كمي دقت متوجه ميكند تا نحوهشما كمك مي

اين كه آن ذره از كدام نقطه شروع به حركت كـرده اسـت؟ در كـدام جهـت حركـت       مانند. مثلاًمجهول باقي مي
  دانيد!ها را نمياز اين پرسش كدامهيچكرده است؟ با چه سرعتي حركت كرده است؟ شما جواب 

xحالا فرض كنيد به شما اطلاع دهند كه مسير حركت يك ذره داراي معادلات پارامتري t 1 yو 2 ( t)  21 tدر بـازه 2      ايـن  اسـت. ببينـيم
  د كرد؟نچگونه مسير حركت را مشخص خواه هامعادله

yشـويم كـه بـاز هـم    متوجه مي ،اولاً با دقت به روابط پارامتري داده شده ( t) x  2 21 ي پـس ذره  ؛اسـت  2
yروي سهمي موردنظر x هـاي قبـل را   ي پرسـش حركت كرده است. با اين تفاوت كه ايـن بـار پاسـخ همـه     2

tيي شروع حركت يعني در لحظهدانيم. در لحظهمي   داريمx 1 وy 1 دانيم كه اين حركـت از  پس مي
)ينقطه , )1 tيي بعد يعني در لحظـه آغاز شده است. يك ثانيه 1 1  داريـمx  1 وy 1     پـس بـا گذشـت

)يمدت يك ثانيه، متحرك ياد شده از نقطه , )1 )يبه نقطه 1 , )1 توانيم سرعت رسيده است. با اين حساب مي 1
  حركت را هم تشخيص بدهيم. ضمن آن كه جهت حركت نيز مشخص شده است.

  دهد.ي دكارتي آن، اطلاعات بيشتري به ما ميي پارامتري يك منحني نسبت به معادلهبنابراين معادله
 فرض كنيد منحني :2تذكرC با معادلات پارامتريx x(t)وy y(t)  مشخص شده باشد. اگر در اين معادلات، به جـايt ازt2   اسـتفاده كنـيم، 

xمنحني x( t) 2،y y( t) ي سـرعت را در  ي دقيـق محاسـبه  شـيوه البتـه  فقط سرعت حركت روي آن دو برابر شده است. ( ؛منحني قبلي استهمان  2
ي پارامتري يك منحني، منحصر به فرد نيست و ممكن است براي يك منحني بتـوانيم معـادلات پـارامتري    در واقع معادله .هاي بعدي خواهيم خواند)بخش

  متفاوتي را پيدا كنيم.
 3مثال:    
xپارامتريمنحني الف)  cost 2،y sint tيدر فاصلهرا  3  2 .رسم كنيد  

xب) منحني پارامتري cos t 2 2،y sin t 3 tيرا در فاصله 2  2 منحني (الف) مقايسه كنيد. رسم كرده و با  
 :پاسخ    

x)ي، نقطهtدر برخي از مقادير مهم مطابق جدول زيرالف)  , y) كنيم. با حركت در جهت افزايشرا مشخص ميt     و اتصال اين نقاط بـه يكـديگر متوجـه
  مورد نظر يك دور كامل از يك بيضي است. شويم كه منحنيمي

t x y



 






2

32
2

3 32
2 2

 









  x

y

t 0
t 2 

t  

t
2




3t
2










2y x

x

y

(1,1)

x

y


( 1,1)

t 1 t 0

(0 ,2)

A(1, 1)

x

y



B( 1,1)

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  توانيم از بيضي بودن منحني مطمئن شويم:ي دكارتي مياز معادلات و نوشتن معادله tدانيد با حذفطور كه ميهمان
xcos tx cos t

y sin t ysin t

     


2 2
3

3

  

cosدانيم كهمي t sin t 2 2 xياست پس به معادله 1 y
 

2 2
14   است. 3و شعاع عمودي  2بيضي با شعاع افقي  يك رسيم كهمي 9

xاكنون به معادلات پارامتري ب) cos t 2 yو 2 sin t 3 tيدر فاصله 2  2  جـدول در همـان مقـادير از   كنـيم. بـا تشـكيل    مـي توجهt   متوجـه
استفاده شده است، سرعت حركت روي منحني دو برابر شده است و به همين دليـل   t2از tآيد اما چون به جايمي دستبهشويم كه همان بيضي قبلي مي

tي زمانيفاصلهيك بيضي كامل را در    كنيم، سپس در زمان باقي مانده كه ازطي ميt   تاt  2  ادامه دارد، يك دور ديگر از همين بيضي را
  كنيم.طي مي

t x y











2

22
2

3 22
2 2

 









  

  
ي حركـت منحنـي را مشـاهده    ايم تا بهتر بتوانيد نحوهرا با كمي فاصله نشان دادهها آن ورهاي اول و دوم بر هم منطبق هستند ولي ما عمداًدقت كنيد كه د

  كنيد.

تبديل منحني هاي دكارتي به پارامتري   
  

  :كنيمبندي زير استفاده ميهبراي انجام اين كار از دستپارامتري بنويسيم.  صورتبهدهيم يك منحني دكارتي را گاهي اوقات ترجيح مي
yتابع كردن يـ پارامتر1 f (x)  

xداريـد، كافيسـت فـرض كنيـد     xرا برحسـب  yياگر ضابطه t  گـاه آنوy f (t)  ي پـارامتري منحنـي  معادلـه آيـد. پـس   مـي  دسـت بـهy f (x) 
r(t)صورتبه (t , f (t)) خواهد بود. دقت كنيد كه حدودt همان حدودx هستند زيراx t .است  

xيبديهي است كه معادلهتوجه:  f (y)صورتبهتوان را ميy t وx f (t) پارامتري كرد. در اين صورت حدودt، همان حدودy .هستند  
  ABخطـ پارامتري كردن پاره2

A(xمفرض كني , y , z )1 1 B(xو 1 , y , z )2 2   باشـد،   Bيتـا نقطـه   Aيحركـت يـك متحـرك، از نقطـه     دو نقطه از فضاي سه بعدي باشـند. اگـر مسـير    2
  كنيم:عمل مي زير صورتبهكردن اين مسير  يبراي پارامتر

R(t) A (B A)t , t    1


  
R(t)هايمؤلفه ،به عبارت بهتر


R(t)  چنين هستند:  (x (x x )t , y (y y )t , z (z z )t)      1 2 1 1 2 1 1 2 1


  

tبه ازاي   يدر نقطهA يم و درقرار دارt 1 يبه نقطهB رسيم.مي  
  ـ پارامتري كردن بيضي و دايره3

x)صـورت بـه ي يك بيضي در حالـت كلـي   دانيد كه معادلهمي x ) (y y )
a b
 

 
2 2

2 2 1   .اسـت 
(x , y )  مركــز بيضــي وaوb ــاتيهــاي افقــي و عمــودي آن هســتند. ا شــعاع  ز اتحــاد مثلث

cos t sin t 2 2  كنـيم. بـا ايـن فـرض كـه     براي پارامتري كـردن ايـن معادلـه اسـتفاده مـي      1
x x

cos t
a


وy y
sin t

b


 خواهيم داشت: ،باشد                      x x a cos t
y y bsin t
 

  




  

tبه ازاي   ينقطه(x a , y )  بيضي است.آيد كه گوشهمي دستبه ي سمت راست  

tبه ازاي 
 x)ينقطه 2 , y b)  كنـيم.  ي بيضي است و به همين ترتيب در جهـت مثلثـاتي روي بيضـي حركـت مـي     آيد كه بالاترين نقطهمي دستبه  

t در  2 يدوباره به نقطه(x a , y )  در يك بيضي كامل ،رسيم بنابراينميt  2 .است  

x

y

3t ,
2 2
 

 t 0, 








x a x x a

y b

y

y b




t

2




t 0
t 2

 

y

x
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شدكارشناسي ار يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

z

x

y

2 2x +y =4

aدر معادله بيضي اگر b يآيـد. بنـابراين دايـره   دسـت مـي  ي دايره بـه باشد، معادله 
(x x ) (y y ) a   2 2 2

  اي به مركزكه دايره(x , y )  و شعاعa   است به ايـن
  شود:صورت پارامتري مي

x x a cos t
y y a sin t
 

  




  

t:عبارتند از tحدود ،شودي كامل كه در جهت مثلثاتي طي ميبراي يك دايره  2.  
  

R(t)صورتبهداراي دو مؤلفه  ،قرار دارند xoyيهاي پارامتري كه در صفحهمنحنيهاي فضايي: خم (x(t) , y(t))


طـور كـه مشـاهده    هسـتند. همـان   
 هاي فضـايي داراي سـه مؤلفـه بـه شـكل     . اما منحنينيمرا پيدا ك yو xي دكارتي بينتري، رابطهاز معادلات پارام tتوانيم با حذفكرديد گاهي اوقات مي

R(t) (x(t) , y(t) , z(t))


 دسـت بهدكارتي  و معادلهي دكارتي تبديل كنيم، معمولاً دي پارامتري يك خم فضايي را به معادلههستند. اگر بخواهيم معادله 
  محل برخورد آنها با يكديگر است. هستند و منحني مورد نظر،  3اي در فضايآيد كه هر كدام رويهمي

ي پـارامتري بـا معادلـه   Cبراي مثال منحني فضايي
x t

y t

z t

  





21

2
 ـ     ي دكـارتي بـه شـكل   از ايـن معـادلات بـه دو معادلـه     tا حـذف را در نظـر بگيريـد. ب

x y
z y

  




2 2 1
2

xياستوانه محل برخورد Cدهند منحنيرسيم كه نشان ميمي  y 2 2 zيو صفحه 1 y   است. 2

 منحني پارامتري  :4لمثاR(t) ( cost , sint , sint) 2 2 1 2
 .را در فضاي سه بعدي نشان دهيد  

 :ــه   پاســخ ــه معادل ــا توجــه ب ــم:ب ــارامتري داده شــده داري xي پ cos t 2،y sin t 2 ،
z sin t 2 zخيلي واضح است. تسـاوي  yوzي بين. رابطه1 y 1     برقـرار اسـت و نشـان

R(t)دهد كه منحنيمي


zيروي صفحه  y 1  قرار گرفته است. از طرف ديگر با كمك اتحاد
cosمثلثاتي  t sin t 2 2     را بنويسيم: yوxيوانيم رابطهتمي 1

x y cos t sin t   2 2 2 24 4 4  
xيمعادله y 2 2 گيـريم كـه   اي در فضاي سـه بعـدي اسـت. از اينجـا هـم نتيجـه مـي       استوانه 4
R(t)منحني


R(t)قرار دارد. به طور خلاصه با استفاده از معادلات پارامتري روي اين استوانه 


  :داريم 

x yR(t):
z y

  


 

2 2 4
1


  

R(t)منحني


xيمحل برخورد استوانه  y 2 2 zيصفحهو  4 y 1 .است  

توابع برداري   
  

fبه تابع (t) t 2 tآيـد. مـثلاً بـه ازاي   مـي  دسـت به، يك عدد حقيقي ديگر tتوجه كنيد. در اين تابع با قرار دادن هر عدد حقيقي به جاي 1 1  مقـدار 
f ( ) 1  دسـت بـه يـك بـردار   هـا  آن اما توابعي هم هستند كه با قرار دادن هر عدد حقيقي در نامند.مي توابع حقيقين نوع از توابع را اي .آيدمي دستبه 2

F(t)آيد. براي مثال به تابعمي ( t ) i tj t k    22 1 3
   با قرار دادن .دقت كنيدt 1 در اين تابع به بردارF( ) i j k  1 3 3

   
رسيم. چنين توابعي را مي 

F(t)صـورت بـه نامند. در حالت كلي يك تابع برداري مي توابع برداري f (t) i f (t) j f (t)k  1 2 3
   

F(t)يـا   (f (t) , f (t) , f (t)) 1 2 3


  شـود.  مـي  نوشـته  
fحقيقي توابع (t)1،f (t)2 وf (t)3 هايرا مؤلفهF(t)


   دهيم.معمولاً توابع برداري را با حروف بزرگ و توابع حقيقي را با حروف كوچك نشان مي نامند.مي 

R(t)توسط بردار tياي در فضا در حال حركت باشد و مكان اين ذره در لحظهفرض كنيد ذره x(t) i y(t) j z(t)k  
   

R(t)مشـخص شـده باشـد.    


را  
ناميم. بردار مكان، حالت خاصي از توابع برداري است كه در بررسي مسائل فيزيكي مربوط به حركـت، سـرعت و شـتاب مـورد اسـتفاده قـرار       بردار مكان مي

R(t)دار مكانشود، براي برهر چه در مورد توابع برداري گفته مي دقت كنيد كه گيرد.مي


  هم قابل استفاده است. 
F(t)ي حد تابع برداريبراي محاسبه: حد توابع برداري


  هاي آن در اين نقطه حد بگيريم. به عبارتي داريم:كافيست از مؤلفه tيدر نقطه 

t t t t t t t t
lim F(t) lim f (t) i lim f (t) j lim f (t)k
   

  1 2 3
   

     

F(t)حدپس 


  در اين نقطه داراي حد  باشند. هاي آن ي مؤلفههمه فقط وقتي وجود دارد كه tدر 

t 2


3t 2


t , 2 t    (x ,y )

x

y
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 تابع :5مثالf : R R cosبا ضابطه 3 t sintF(t) i sintj k
sin t cost

  
2
4 2

    مفروض است، حد تابع در نقطهt 
 4 كدام است؟  

i)) 2  ) حد موجود نيست. 1 j k) 
2

2


  3 (( i j k) 
1 22
  

  4 (3
2  

  : يبراي محاسبه » 3«گزينه پاسخ
t
lim F(t)


4


F(t)هايي مؤلفهبايد از همه 


  :حد بگيريم 

               
t t t t

cos t sin tlim F(t) lim i lim sin tj lim k
sin t cos t   

   
  

4 4 4 4

2
4 2

   
  

در اولين مؤلفه، حالت مبهم


  كنيم:پس از هوپيتال استفاده مي ،شودايجاد مي 
t t

cos t sin tlim lim
sin t cos t 

 


 

4 4

2 2 2 1
4 4 4 2  

  شود و مقدار حد معلوم است.ها حالت مبهم ايجاد نميدر ساير مؤلفه
t
lim F(t) i j k ( i j k)




     

4

1 2 1 1 22 2 2 2
      

  

  

fيـك تـابع حقيقـي ماننـد     :بـرداري  توابعپيوستگي  (t)   بـه شـرطي درt     در ايـن نقطـه بـا مقـدارش برابـر باشـد يعنـي        نپيوسـته اسـت كـه حـد آ 

t t
lim f (t) f (t )





ِباشد. حالا به تابع برداريF(t) (f (t) , f (t) , f (t)) 1 2 3
 هايتوجه كنيد. اگر مؤلفهF(t)

 همگي درt  گـوييم پيوسته باشند، مـيF(t)
 

  پيوسته است. در اين صورت خواهيم داشت: tدر

t t
lim F(t) F(t )






 

  

 به ازاي چه مقاديري از :6مثالa تابع
tgtsinti a(t ) j k ; t
tF(t)

j k ; t

     
  

2
  

 
 


tدر نقطه    پيوسته است؟  

1 (  2 (1
2  3 (1  4 (3

2  

  : از صورت سؤال معلوم است كه در  »2«گزينه پاسخt   داريمF( ) j k 
  
حالا مقدار .

t
lim F(t)



كنيم، حاصل ايـن حـد بايـد بـا     را حساب مي 

F( )

 .برابر باشد  

t t t t

tgtlim F(t) lim(sin t) i lim a(t ) j lim k aj k F( ) aj k j k a a
t   

              
12 2 2 2 1 2   

        
  

  

F(t)تابع برداري: گيري از توابع برداريمشتق
 درt t  گيـري از  مشـتق پذير باشـند.  هاي آن در اين نقطه، مشتقپذير است اگر و تنها اگر مؤلفهمشتق

F(t)تابع برداري (f (t), f (t), f (t)) 1 2 3


  شود:انجام ميها تك مؤلفهگيري از تكبا مشتق 
F (t) (f (t), f (t), f (t))    1 2 3
  

Fتوانيم بردارها ميگيري دوباره از مؤلفهبا مشتق (t)
 :را بنويسيم   F (t) (f (t) , f (t) , f (t))    1 2 3

  
F(t)كنـيم. فـرض كنيـد   ميشوند اشاره يم انجامكه روي توابع برداري  متنوعي اعمال جبري بهپيش از آغاز بحث،  :گيري از توابع برداريقواعد مشتق


 

G(t)و


Foh(t)شـوند عبارتنـد از  انـواع اعمـال دوتـايي كـه بـا ايـن توابـع ايجـاد مـي          تابعي حقيقـي باشـد.  h(t)برداري و توابع 


،h(t)F(t)


،F(t).G(t)
  

F(t)و G(t)
 

Foh(t)دهيم.گيري از آن را شرح ميي مشتقكه مفهوم هر كدام و نحوه 


F(t)وh(t)برداري است كه از تركيب تابعي 


   آيـد. مـي  دسـت بـه  
F(t)بعاگر در تا


Foh(t)را قرار دهيد h(t)ها،tيبه جاي همه 


F(t)بـراي مثـال اگـر    .آيدمي دستبه  sin t i cos t j t k  

   
h(t)و  t  تركيـب  ،باشـد  3

Foh(t)هاآن sin t i cos tj tk  3 3 3
   

h(t)F(t)تابع بردارياست.  


F(t)اگـر يك تابع حقيقي در يك تابع برداري است.  ضربحاصل 


همـان توابـع    h(t)و 
h(t)F(t)داريم:قبلي باشند  t(sin t i cos tj tk) t sin t i t cos tj t k      23 3 3 3

      
F(t)دو تابع برداري . علاوه بر اين


G(t)و 


توان در هم ضـرب  را مي 

F(t).G(t)را باها آن داخلي و خارجي كرد كه
  وF(t) G(t)

  كنيم.مي گيري از اين اعمال دوتايي را مروري مشتقدهيم. در اينجا نحوهنشان مي  

 (Foh) (t) h (t)F (h(t))  
  )1  

(hF) (t) h (t)F(t) h(t)F (t)   
  )2  

(F.G) (t) F (t).G(t) F(t).G (t)   
    )3  

(F G) (t) F (t) G(t) F(t) G (t)      
    )4  

F(t)خارجي دقت كنيد كه نبايد توابع برداري را جابجا كنيد. براي مثال اگـر  ضربحاصلدر مورد  G (t)
   صـورت بـه راG (t) F(t) 

 ويسـيد نادرسـت   بن
  كند.داخلي جابجا كردن توابع اشكالي ايجاد نمي ضربحاصلخواهد بود. اما در مورد 


