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  دومفصل 

  »نگاشت « 
  نگاشتتعريف         

yبـه صـورت   توابع حقيقي، تابع دانيم برايي دبيرستان ميرياضي عمومي و حتي از دورهدرس از  f (x)   شـد و نمـايش هندسـي آن در    نوشـته مـي
چون براي رسم نمودار  ،ممكن نيست در يك صفحه) نمودار تابع رسميعني (انجام چنين كاري  مختلطگرفت. اما در مورد توابع انجام مي xoyيصفحه

wمخـتلط  ي تـابع كه متغير ورودي يا دامنـه ( zبراي اينكه خود امكان ندارد.بعدي نياز داريم كه بديهي است  چهاربه يك فضا آن هم از نوع  f (z) 
wو تابعوابسته است  yوxبه دو متغير حقيقي )است u iv  كه خروجي تابع يا همان برد تابعf (z) به دو متغير كه خود بـه  ،استxوy   وابسـته

و ديگري  zيكي براي مقادير ،مختلف (و البته مختلط) يبا رسم دو صفحه ،خود را در مورد تابع براي حل اين مشكل ما اطلاعات .هستند، بستگي دارد
  كنيم:خص مين نقاط اين دو صفحه مشو مشخص كردن تناظر بيwبراي مقادير

 

fدامنه 

D

w f (z)

y

x

fبرد

v

u

D

  
wبه تابع كند.تبديل مي wيدر صفحه Dبه نقاط ناحيه ،zرا در صفحه Dنقاط ناحيه fتابع ،بينيدمي فوق همانطوركه در شكل f (z)  يك نگاشـت

xياز صـفحه  Dيگوييم هرگاه توسط آن، نقاط ناحيـه مي y    يبـه نقـاط ناحيـهD  ياز صـفحهu v    مثـال نگاشـت   تبـديل شـوند. بـرايw z 2،  
zينقطه i 1 ياز صفحهx yيرا به نقطهi2 يدر صفحهu v كند:تبديل مي  

z i
x , y

w (x iy) x y ixy w i i 
 

           12 2 2 2 2
1 12 1 1 2 1 1 2  

  كنيم.براي نگاشت استفاده مي نيز» تابع« و يا» تبديل«ي گاهي از كلمه

  نگاشت همديس (حافظ زاويه)       

wهـرگـــاه تحـــت نگـــاشت f (z) رأس اهـــر زاويـــه بـــz از صفحـــهx y ابـــ ايبــه زاويـــه ،گونــه تغييــري از نظــر انــدازه و جهــتبــدون هــيچ 
wرأس f (z )  در صفحهu v در نقطه منتقل شود، آنگاه نگاشت راz z تابع تحليلـي براي اينكه  ناميم.همديس ميw f (z)    ،همـديس باشـد

fبايد شرط (z)   د.برقرار باش  
 اگر تصاوير خطوط  :1مثالx a وy b را تحت نگاشتw (x y ) ikxy  2 لازم kها عمود بر هم باشـد، بدست بياوريم و بخواهيم تصاوير آن 2

  )MIT(با كمي تغيير از سؤالات پايان ترم دانشگاه   غيرصفر هستند.) اعدادي bو aاست چه مقداري باشد؟ (
1(1 2(2 3(3 4 (4  
 :اگر نگاشت اولاً توجه كنيد كه»  2«گزينه  پاسخwتحليلي باشد، هر جا كهw   كنـد. (يعنـي   ها را حفظ مـي ي بين خطوط و منحنيزاويه ،باشد

xخطوط همديس است.) a وy b اگر دانيمو مي دو خط عمود بر هم هستندw و در تحليليz a ib به  ها راباشد، آن ، داراي مشتق مخالف صفر
u  دو منحني يا خط عمود بر هم تصوير خواهد كرد. شرط لازم براي تحليلي بودن آن است كه شرايط كوشي ريمان برقرار باشند: x y , v kxy  2 2  

x y

y x

u v x kx
k

u v y ky

         

2 22  

kبنابراين  kجواب صحيح است. دقت كنيد كه به ازاي 2  wداريم: 2 (x y ) ixy z   2 2 zكه نگاشتي تحليلي است و در هر 22   داريمw  .  
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  هاي نگاشتراهنمايي براي پاسخگويي به تست
wطور كه گفتيم نگاشتهمان f (z)در واقع هر نقطه در صفحه ،x y مانندz x iy    اي ماننـد را بـه نقطـهw u iv   در صـفحهu v   تبـديل
zكند و براي همين با جايگزينيمي x iy  درf (z) و همچنين قرار دادنu iv به جايw توانيمدر نهايت ميu وv را بر حسبx وy ياx وy  را

xمحاسبه كرده و با توجه به نواحي، نقاط مرزي و همچنين حدود تغييرات داده شده در صفحه vو uبرحسب yتعيين كنيم كه ،u وv   چـه تغييراتـي 
uهايي در صفحهدهنده چه ناحيهكنند و نشانمي v باشند. مي  

ــه ــت  :1توج ــر تس ــه   اكث ــرفتن نقط ــر گ ــا در نظ ــت ب ــاي نگاش ــاي  ه ــه ج ــواه ب ــه    zاي دلخ ــردن نقط ــدا ك ــوردنظر و پي ــه م ــاظر آن در ناحي   ي متن
  قابل پاسخگويي هستند.به روش رد گزينه و سريع ) w(يعني همان

  كند.ها به ما كمك ميبررسي نقاط و يا خطوط روي مرز ناحيه داده شده در حل تست :2هتوج
صـورت   و يـا بـه   هاي غلـط را حـذف كـرد   گزينه تواند كه با استفاده از نكات فوق ننها طوري طراحي شوكه ممكن است، گزينه به ذكر استدر نهايت لازم 

  كند.ها به ما كمك ميتر تستبراي همين آشنايي با خواص هر نگاشت در حل سريع .يابي تست را جواب دادنقطه

wنگاشت هماني        f(z) z   

  همديس است.در تمام نقاط ، واضح است كه اين نگاشت د.كنر شكل را بدون تغيير منتقل ميه نگاشتاين 

wشت انتقال نگا         z b   

bاين نگـاشت كـه در آن b ib 1 در واقـع تحـت ايـن     .كندمنتقل مي bو به اندازه bهـر نقطـه يا شكـل را در جهـت بردار ،يك عـدد مختـلط است 2
,x)نقطه ،نگاشت y) از صفحهx y به نقطه(x b , y b ) 1 uدر صفحه 2 v همديس است. در تمام نقاط شود. واضح است اين نگاشت نيزمنتقل مي  

wنگاشت          az  

iaاين نگاشت كه در آن re  انبساط يا انقباضي به اندازه ،عددي مختلط و مخالف صفر استr و دوراني به اندازه در هر نقطهz   ،كه قرار است منتقـل شـود
wبه zكند. در واقع براي رسيدن ازايجاد مي az اگرiz r e   كنـيم ) منبسـط و يا منقبــض مـي  aاندازه(همان  rبه اندازه را r1ابتدا طول ،تعريف شود 11

|گرا( r |1 شكل منبسط و اگر| r |1 شودشكل منقبض مي (و سپسz را به انـدازه زاويه)aدهيـم. يعني هـر نقطـه در مختصـات قطبـي بـه      ) دوران مي
r)صورت , )1 r.r)اي به مختصاتبه نقطه 1 , ) 1   .اين نگاشت نيز همديس است كه تبديل خواهد شد. واضح است 1

wنگاشـت  مقابلدر شكل براي مثال  iz     كـه در واقـع آن را بـه شـكل 
i

w e z


 يك دوران به اندازه ، فقطنويسيممي 2
 )در جهت مثلثـاتي ( 2

xيداده شده در صفحه در شكل y ندازه شكل هـيچ  ايجاد كرده و در ا
  تأثيري نداشته است.

  

  

    »zصفحه«                          »                                       wصفحه«                                            
  

 صفحهنيم :2مثالy   تحت نگاشتw ( i)z 1  بر روي كدام ناحيه نگاشته خواهد شد؟  
1 (u v 1      2 (u v            3 (u v  1      4 (u v  
  : با فرض  »2«گزينه پاسخz x iy  وw u iv  :داريم  

  yu x y v u
u iv ( i)(x iy) x y i(x y) y v u u v

v x y
  

                 
1 2

 SwH ·¼a  

wنگاشت خطي         az b   

wتركيبي از دو نگاشت جا همديس استكه همه اين نگاشت az1 وw w b 2   تواند به ترتيب متوالي صورت گيرد.باشد كه ميمي 1
wاست، تحـت نگاشـت   1هاxمحور و زاويه آن با r1كه طول شعاع حامل آن از مبدأ برابر z1اي مانندتغييرات نقطه، مطابق شكل az b     بـه ايـن

wصورت است كه ابتدا توسط نگاشت | a | z1 دراز مبدأ ي نقطه فاصلهr | a | و سپس تحت نگاشـت  شودضرب ميiArgaw e w2 زاويـه آن بـا    ، بـه 1
Argaبه اندازه هاxمحور ، از اضافه شده و نقطهw1 بهw2 شود و در نهايت توسط نگاشت منتقل ميw w b 2 ازهنقطه به اندb شودمنتقل مي.   

o

y

x
o

v

u
i

2w iz e z


 
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|كنيمفرض ميها در اين شكل( .بيشتر مطلب دقت كنيد دركبراي  نشان داده شدههاي به شكل a |1 وArga (مثبت است:  
  
  
  
 

  
  خلاصه اين نگاشت سه عملكرد زير را دارد: طوربه 

|ط يا انقباضي به اندازه) انبسا1 a   b) انتقالي به اندازهArga      3) دوراني به اندازه2      |

 نگاشت :3مثالw iz i  صفحهنيمx   نگارد؟را بر روي كدام ناحيه مي  
1 (u 1  2 (v 1  3 (v 

1
2  4 (u 

1
vو 2 1  

  : 2«گزينه پاسخ «  w iz i i(x iy) i y i(x ) u iv          1  
xv x x v v v          1 1 1 1  

 

  ناحيه داده شده در شكل زير توسط نگاشت :4مثالw ( i)z ( i)   1 1   به چه شكلي تبديل خواهد شد؟ 2
  
  
  
 : ابتدا با جايگزيني پاسخz x iy  وw u iv كنيم، سعي ميu وv را بر حسبy وx :تعيين كنيم  

u iv ( i)(x iy) i u iv x y i(x y )             1 1 2 1 2  
uپس x y  1 وv x y  2 :و با توجه به مرزها داريم  

yبه جاي خط 1  خطبايدv u 1 .رسم شود  v u  1u x x
y

v x x

   
       

1 11 1 2 1     

yبه جاي خط بايد خطv u  v  .شودرسم  3 u  3u x x
y

v x x





    

       

1 1
2 2  

xبه جاي خط  بايد خطv u  1 .رسم شود  v u   1u y y
x

v y y





    

       

1 1
2 2  

xبه جاي خط  vبايد خط 2 u   v  رسم شود. 3 u   3u y y
x

v y y

    
      

2 1 32 2 2  

uدر صفحه حالا بايد چهار خط را v :رسم كنيم  

 نگاشـت در واقع در اين تبديل ابتـدا انـدازه شـكل توسـط     
i

w ( i)z e z


   41 1 و  شـود مـي  برابـر 2 ،2

شكل به اندازه همچنين
wكند و سپس توسـط نگاشـت  دوران مي 4 w i  1 1 i1شـكل بـه انـدازه    ،2 2 

  يابد.انتقال مي
wتوان با توجه به سه عملكرد گفته شده براي نگاشتسؤال را ميالبته  az b  :نيز حل كرد  

| a |
a i , b i

Arga

 
      



2
1 1 2

4

ŠIvLº H
−I£Tº H

·Hn»j
  

        
  
  
  
  

  انـد  اي مطـرح شـده بـود، بـا توجـه بـه اينكـه نقـاط و خطـوط مـرزي بـه چـه نقـاطي تبـديل شـده               ت چهار گزينهالب يك تسالبته اگر اين مسئله در قتوضيح: 
  !دنطرح شده باش نزديك به هم طور دقيقيها به توانستيم بدون انجام محاسبات گزينه صحيح را انتخاب كنيم. مگر اينكه گزينهيابي) به راحتي مي(روش نقطه

 

x

y

1z 1w |a|z

1 Argz 
1u

1v

1w

Argz

iArga
2 1w e w

2u

2v

1w

Argz

2w

Arga

u

v

Argz Arga

2w

w
2w w b 

u

v

1 2 3
1

2

1

2 2

2
1انتقال به اندازه 2i دوران به اندازه

4
 2انبساط u

v

3
1

21

2

x 2

y 1

x 

y 

1

x

y
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nwنگاشت           z  

هر  فاصله از مبدأ براي ،طبيعي و بزرگتر از يك است يعدد nاين نگاشت كه در آن
كند. توسط اين برابر مي nرساند و آرگومان آن را نيزمي nرا به توان zنقطه مانند

Arg(z)نگاشت نقاط
n n

 
   به نقاطArg(w)     گردنـد تبديل مـي. 

اين نگاشت در مبدأ همـديس  گردد. در واقع توسط اين نگاشت زاويه اشكال بازتر مي
wقابل ذكر است كه نگاشت نيست. z كـه   باشـد حالت خاصي از اين نگاشت مي 2

  :كنيمابتدا آن را بررسي مي

wنگاشت           z 2  

izياين نگاشت هر نقطه re  يرا به نقطهiw r e  2 wدر واقع نگاشت .كندمي تبديل 2 z    .رسـاند مـي  2زاويه را دو برابر كرده و اندازه را به تـوان   ،2
  اين نگاشت فقط در مبدأ مختصات كه مشتق آن برابر صفر است، همديس نيست.

 تصوير ميدان :5مثال{z C;Rez , Im z , (Rez)(Im z) }    1  تحت نگاشتw z   كدام است؟ 2
1({w C ; Imw } 1   2({w C ; Im w }  2    
3({w C ; Re w } 1   4({w C ; (Re w)(Im w) } 1  
 : اگر فرض كنيم  »2«گزينه  پاسخz x iy  وw u iv ، تحت نگاشتw z   داريم: 2

w z u iv (x iy) u iv x y i xy         2 2 2 2 2  
uپس x y 2 vو2 xy xy}ال به صورتداده شده در سؤ ياز طرفي ناحيه. 2 , x , y }   1 زيـر مرزهاي آن به صـورت   يكه ناحيه باشدمي 

xy  است: xy v    1 2 2 2  
 

 يتصوير دايره :6مثالx y a 2 2 wتحت نگاشت 2 z   را بيابيد. 2
 : يمعادله دايره پاسخx y a 2 2 izدر مختصات قطبي به صورت  2 ae  باشد و چون نگاشتميw z ، زاويه را دو برابر و همچنين انـدازه را  2

iwرساند، لذامي 2ه توان ب a e  2 uاي به صورتيعني معادله دايره ؛خواهد بود 2 v a 2 2 اي به مركـز مبـدأ و   به عبارت ديگر تحت اين نگاشت دايره .4
x)در صفحهaشعاع y) مبدأ و شعاعاي به مركز به دايرهa2 در صفحه(u v) شود.تبديل مي  

  
  
  
  
  
  

 
wنگاشت :1نكته  z xخطوط 2 c هايبه سهمي راv c (u c )  2 2 yو خطوط 24 d  هايبه سهميراv d (u d ) 2 2   .ندكتبديل مي 24
 تابع :7مثالw z yناحيه مثلثي بين خطوط 2 x  وy    كند؟را به كدام ناحيه تبديل مي 1

  
  
  
  
  

)1(  )2( )3(  )4(  
  : 4«گزينه پاسخ«    

wبا توجه به نگاشت z     داريم: 2
u x y

w (x iy) x y ixy
v xy

        


2 22 2 2 2
2

  
  

u 

v  

x  

y  


4 
4




w z
4

2w z

a

a

a

a x

y

o

2a u

v

2a

2a

2a

o

y xy x 

y 1

y

x

v

i

2 2 u

2i

1

v

u

2i

2i

1

v

u

i
2 2

v

u

2i
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yتصوير خط 1 تحت نگاشتw    با توجه به روابط به دسـت آمـده بـرايu وv   بـه صـورتu x 2 vو 1 x تـوان بـه صـورت    اسـت كـه آن را مـي    2
v (u ) 2 4 )نوشت كه يك سهمي افقي با رأس 1 , )1 ) مام است ولي براي تمرين بيشتر جا پاسخ به تست ت) صحيح است. همين4است. بنابراين گزينه

yخط تصوير .دهيمرا نيز انجام مي تردقيقهاي بررسي x، به صورتu   وv x yو براي خط 22 x ،u   وv x  و در نتيجه تصوير خط  22
y x  خطبه صورت پارهu   وv  2 xاست. (دقت كنيد 2 v x  2 22 xو چون 2  1 v، لذا1  2   به دست آمد.) 2

  

 


