
 

 41

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

  هاي به دست آوردن آنو روش مزدوج همساز  

fهرگاه (z) u iv  تابعي تحليلي باشد، آنگاهvرا مزدوج همسازu نين هرگاهنامند و همچميv يك مزدوج همسازu توان نتيجه گرفـت تـابع  باشد، مي 
f (z) u iv  .عمـولاً  م سؤالاتگونه باشد. در اينتي كه مورد توجه طراحان قرار دارد، به دست آوردن مزدوج همساز ميسؤالا جمله از تابعي تحليلي است

fبراي تابع تحليلي (z) u(x, y) iv(x, y)  هاي حقيقييكي از قسمت(u)و يا موهومي(v) دهند و قسمت ديگـر (يـا همـان مـزدوج همسـازش)      را مي  
  يم. ريمان حل كن بايد با استفاده از روابط كوشي مسائل رااين كنند. مي سؤالرا 

 اگر :86مثالv مزدوج همسازu  85رياضي ـ سراسري مجموعه (        ؟نيستباشد، كدام گزاره درست(  
1 (yvمزدوج همسازyu  .2  است (xv ج همسازمزدوxu  .3  است (yu  مزدوج همسازyv  .4  است (xu  مزدوج همسازxv .است  

 :3«گزينه  پاسخ«  vمزدوج همسازuاست، يعني تابعf u iv تحليلي است پسx x y yf (z) u iv v iu     تحليلي است؛ يعنيxv  مزدوج
  است.yvمزدوج همسازyuاست و xuهمساز

  

       

روش اولِ به دست آوردن مزدوج همساز   
  

fكنيم براي تابع تحليليدهيم، فرض مياي توضيح ميقبل از حل مثال روش حل را به صورت مرحله (z) u iv ضابطه ،u .داده شده است  

uابتدا مقدارمرحله اول: 
x



  كنيم.را حساب مي 

vتحليلي است رابطه fچون تابعمرحله دوم:  u
y x
 


 

vباشد، پس عبارت به دست آمده از مرحله اول را مساويبرقرار مي 
y



دهـيم و از طـرفين   قرار مي 

  گيري تساوي به صورت زير خواهد بود: گيريم. دقت كنيد، پس از انتگرالانتگرال ميyبهاين تساوي نسبت 
 

)]uعبارت به دست آمده از مرحله اول ( يا همان [dy) +x( تابعي بر حسب
x



v   
  

vيـريم ( گمشتق مـي  xانتگرال سمت راست تساوي فوق، از طرفين رابطه نسبت به به دست آوردن حاصلپس از وم: مرحله س
x



كنـيم)  را محاسـبه مـي   

vچون تابع تحليلي است، بايد u
x y
 

 
 

v، پس
x



uرا مساوي 
y





uدهيم. (بديهي است، محاسبهقرار مي  
y





  كار سختي نيست!) uاز روي ضابطه 

vپس از مساوي قرار دادنمرحله چهارم: 
x



uبا 
y





h(مثلاً x، مشتق آن تابع بر حسب (x)     كه در مرحله دوم به دست آمـده بـود، برابـر يـك عبـارت ( 

hگيري ازشود و با انتگرالمي (x) نسبت بهxضابطه ،h(x) معلوم و در نتيجه ضابطهvشود. مشخص مي  

 اگر مسئله :14تذكرv را به ما داده بود وu  باشد.روش حل تقريباً مانند مطالب گفته شده مي ، باز همكرده بود سؤالرا  
  

 اگر :87مثالf (z) f (x jy) u(x,y) jv(x,y)    :يك تابع تحليلي باشد كه در آن  

      xu(x,y) e (xsin y y cosy)  و(j ) 1 آنگاهv(x,y) :79ـ سراسري  كامپيوترمهندسي (       برابر است با(  

1(xe (ysin y x cos y)   2(ye (x sin x y cos y)   3(xe (x sin x ycos x)   4(ye (ysin y x cos y)   

 :1«گزينه  پاسخ«  

     x x x
x yu e (x sin y ycos y) e sin y v v e ( x sin y y cos y sin y)dy             

x xe [x cos y ysin y cos y cos y] h(x) e [x cos y ysin y] h(x)          
x x x

y xu v e (x cos y cos y ysin y) e (x cos y ysin y) e (cos y) h (x) h (x) h(x) c                  
Ë   ايم.آن را حل كرده» ها)حل سؤالات رياضي مهندسي بدون دخالت دست! (روش رد گزينه«اين سؤال روش تستي و سريع دارد كه در كتاب  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر تابع  :88مثالv همساز تابع مزدوجu Ln(x y ) 2   )80مكانيك ـ سراسري ـ مهندسي 92مهندسي معماري كشتي ـ سراسري (    ؟كدام استvباشد، تابع 2

1(xv cot g c
y

 11
2  2(xv tg c

y
 11

2  3(yv tg c
x

 12  4(yv cot g c
x

 12  

 :3«گزينه  پاسخ«  

  x y
x x x y yu Ln(x y ) u v v dy Arctg h(x) Arctg h(x)

x x xx y x y
          

 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2  

x y
y y.v h (x) u h (x) h(x) c

x y x y
x

           



2 2 2 2

2

2 1 2

1
  

  !نبود h(x)ها ديگر نيازي به تعيين مقداربه دست آمد با توجه به گزينه vالبته وقتي ضابطهتوضيح: 
 

 اگر :89مثالv(x,y) مزدوج همسازu(x,y) x x xy  3 22 )vباشد و  3 , )  1  آنگاه ،v( , )1   )85رياضي ـ سراسري مجموعه (         برابر است با : 1
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
 :1«گزينه  پاسخ«  

       x y yv u xy v(x, y) xydx x y f (y) v x f (y)              2 26 6 3 3  
x yu x y v x f (y) f (y) y f (y) y y c              2 2 2 2 32 3 3 3 3 2 2  

v( , )v(x, y) x y y y c c v(x, y) x y y y v( , )               12 3 2 33 2 1 3 2 1 1 1 1   
 

 اگر :90مثالu(x,y) x( y) 2 fباشد، يعني uيك مزدوج همساز تابع  vو تابع  1 u iv  :87(مجموعه رياضي ـ سراسري   تحليلي باشد، آنگاه(  
1(f (z) y ix     2(f (z) iz  2  3(f (z) ( y) ix   2 1 2  4(f (z) ( y) i(x )    2 1 2 1  
 :سؤال راحتي است! طبق فرمول داريم:  »3«گزينه  پاسخ  x yf (z) u iu ( y) i( x) ( y) xi         2 1 2 2 1 2  

 

 تابع مزدوج همساز :91مثالu(x,y) xy cosh xsin y 2 91ژي و داروسازي) ـ سراسري (مهندسي نانومواد و مهندسي شيمي (بيوتكنولو  كدام است؟(  
1(y x cosh x sin y c  2 2  2(y x sinh x cos y c  2 2  3(y x cosh x sin y c  2 2  4(y x sinh x cos y c  2 2  

 :توان چنين نوشت: مي كوشي ريمانلات طبق معاد   »2«گزينه  پاسخ  u vy sinh x sin y v y sinh x cos y f (x)
x y
 

      
 

22  

v  : داريم از طرفي u cosh x cos y f (x) x cosh x cos y f (x) x f (x) x c
x y
                 
 

22 2  

v  : خواهيم داشت بنابراين y x sinh x cos y c   2 2  
 

  

ي مزدوج همساز روش دومِ محاسبه  
  

fست. اگر در تابع تحليليتر روش اول اتر و خلاصهاين روش بيان ساده (z) u iv  هر كدام ازu(x , y) و ياv(x , y)  دو به كمكداده شده باشند، آنگاه 
  ديگري را نيز پيدا كرد: توانفرمول زير مي

]dxعبارتي كه از حذف توابع شاملyدر ضابطه u
y



uvشودحاصل مي dy [
x


  
 اگرu(x,y) داده شده باشد 

)dyعبارتي كه از حذف توابع شاملxي از ضابطهv
x



vuشودحاصل مي  dx (
y


  
 اگرv(x,y)داده شده باشد  

  
هستيد و چيزي  vشما دنبال معلوم است را داده است، پس uيسختي نيست وقتي طراح سؤال مثلاً به شما ضابطهي بالا چندان كار حفظ كردن دو رابطه

uرا داشته باشيم، yو xبت بهنس uدر اختيار نداريد، پس در زير انتگرال بايد مشتقات uجز u( , )
y x
 
 

گيـريم بايـد   مشـتق مـي   xنسـبت بـه   uوقتي از 

uضرب شود. (البته از dxگيريم بايد درمشتق مي yنسبت به uضرب شود و وقتي از dyدر
y



را حذف كنيد) و به همـين ترتيـب    yجملات شاملبايد  

  توانيد براي خودتان قانون بسازيد!مي uياند براي ضابطهرا داده vبراي وقتي كه
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

 فرض كنيد :92مثالv(x,y) Ln(x y ) 2 fو تابع 2 (z) f (x iy) u(x,y) iv(x,y)     تحليلي باشد، در اين صورت تابعu(x,y)كدام است؟    
  )87راسري مكانيك ـ س مهندسي(

1( ytan c
x

 1  2( xtan c
y

 1  3( xtan c
y

 12  4( ytan c
x

 12  

 :ابتدا»  3«گزينه  پاسخv
y



vكنيم؛را حساب مي  y
y x y



 2 2

vطبق فرمول اگر 2
x



  ماند!را حذف كنيم، چيزي نمي xعبارات شامل 

y dx x xu dx ( )dy y ( y) tg ( ) c tg ( ) c
y y yx y (y) x

       
    1 1

2 2 2 2
2 12 2 2   

  

 اگر تابع :93مثالv(x,y) يك مزدوج همساز تابعu(x,y) (x y ) x y   2 2 2 2 21 )vباشد، آنگاه با شرط 4 , )    مقدارv( , )1   كدام است؟ 1
  )94(مهندسي نانومواد ـ سراسري 

1 (1  2 (2  3 (4  4 (8  
 :يضابطه»  3«گزينه  پاسخu هاي جزئي آن داريم:ي مشتقرا داريم. با محاسبه  

  x

y

u x(x y ) xy x xy x

u y(x y ) x y y yx y

       


       

2 2 2 3 2

2 2 2 3 2
4 1 8 4 12 4

4 1 8 4 12 4
  

  آيد:به دست مي vياز فرمول زير، ضابطه با استفاده
)dxعبارتي كه از حذف جملات شاملyازyuآيدبه دست ميxv(x , y) u dy (    

( x xy x)dy ( )dx x y y x xy c        3 2 3 34 12 4 4 4 4  
)vحالا از شرط , )    داريمc  :بنابراين خواهيم داشت ،  v(x , y) x y y x xy v( , )    3 34 4 4 1 1 4  

  

 تابع :94مثال(x,y) x xy  3 ReGاي تعيين نماييد كه گونه را به Zاز متغير  Gباشد. تابع مختلط تحليلي در همه نقاط هارمونيك (همساز) مي 23  .  
  )90(مهندسي برق ـ سراسري   

1 ((x xy ) i( xy y c)   3 2 2 33 3  2( (x xy ) i( xy y c)   3 2 23 4  
3( (x xy ) i( xy y c)   3 2 2 23 4  4 ((x xy ) i( x y y c)   3 2 2 33 3  
 :در اين سؤال به جاي   »4«گزينه  پاسخu از متغير استفاده شده است، بنابراين بايدv :را حساب كنيم  

)dx عبارتي كه از حذف توابع شاملy در ضابطه
y



Vشودحاصل مي  dy (
x


 
    

xتوجه كنيد كه y
x


 


2 23 xyو 3
y


 


V  ، لذا داريم:6 ( x y )dy ( )dx x y y c x y y c         2 2 2 3 2 333 3 3 33  

G  بنابراين داريم: x xy i( x y y c)    3 2 2 33 3   
Ë   ايم.كرده آن را حل» ها)سؤالات رياضي مهندسي بدون دخالت دست! (روش رد گزينهحل «اين سؤال روش تستي و سريع دارد كه در كتاب  

  

  در مختصات قطبي داده شده باشد، آنگاه روابط زير را داريم: vو uاگر :19نكته 

drعبارتي كه از حذف عبارات شامل)  از تابعu
r



uvشود)حاصل مي 1 r d
r


  

 اگرu را داده باشند  

dمل(عبارتي كه از حذف عبارات شاr  از تابعvr
r




vuشود)حاصل مي  ( ) dr
r


  
 

  را داده باشند vاگر1
  

 تابع پتانسيل :95مثالu(r, ) Lnr rcos         در مختصات قطبي داده شـده اسـت. تـابع مـزدوج همسـاز(conjugate Harmonic)  آن، يعنـي 
V(r, ) 90(مهندسي كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟(  
1 (r sin A   2 (r sin A   3 (r r sin A   4 (r sin A    

 :طبق فرمول   »2«گزينه  پاسخu cos
r r


  


uو 1 r sin( ) sin

r r
  

   


  ، بنابراين داريم:1

v r( cos )d ( )dr ( rcos )d rsin A
r

            
1 1   

Ë   ايم.آن را حل كرده» ها)حل سؤالات رياضي مهندسي بدون دخالت دست! (روش رد گزينه«اين سؤال روش تستي و سريع دارد كه در كتاب  
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اعداد و توابع مختلط:  اول فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

 f(z)  روش به دست آوردن ضابطه تابع تحليلي 
  

fتابعهر گاه  (z) u(x, y) iv(x, y)  براي يافتن ،تحليلي باشدf بر حسبz   از گيـري ، كافي اسـت پـس از مشـتقf،x بـه راz   تبـديل كـرده وy  را
fمساوي صفر قرار دهيم. به همين شكل اگر تابع (z) u(r, ) iv(r, )    گيري از، پس از مشتقتحليلي باشدf   نسـبت بـهz،    هـاي بـا تبـديلr z 

uرا داده بودند بـا اسـتفاده از فرمـول    uپس از استفاده از اين روش اگرآيد. به دست مي z حسبتابع منحصراً بر و uf (z) i
x y
   
 

را  vو اگـر  

vداده بودند با استفاده از فرمول vf (z) i
y x
   
 

fيضابطه  (z) يضابطهاز آن گيري و سپس با انتگرالf (z) بـه ويـژه بـراي    ايـن روش  شود. معلوم مي

fدهند و ضابطه تابعرا مي vيا uكه مثلاً مسائلي بهتر است (z) خواهند. را مي  

 تابع تحليلي :96مثالf (z) u(x,y) iv(x,y)  كه در آنx yv(x,y) e sin( xy)
2 2   باشد عبارت است از: مي 2

  )88(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري 
1( f (z) exp(z ) 2  2( f (z) exp( z )  2  3(f (z) exp(z ) 2  4( f (z) exp(z ) 2  

 :1«گزينه  پاسخ«    

x y x yv ( y)e sin( xy) xe cos( xy)
y

 
  



2 2 2 2
2 2 2 2   

x y x yv xe sin( xy) ( y)e cos( xy)
x

 
 



2 2 2 2
2 2 2 2   

  دهيم:قرار مي zها،xها صفر و به جاي تمامyبه جاي تمام
z z zv vf (z) i ze f (z) ( z)e dz e exp(z )

y x
        
  

2 2 2 22 2´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¸Ã oŠ pH   

  

 اگر قسمت حقيقي :97مثال(Real Part) مشتق تابع تحليليf (z) برابر باxx y e cos y 2 2 23 3 2 fد، آنگاهباش 2 (z) كدام است؟  
  )96ـ سراسري مشترك با نفت  ابزاردقيق و اتوماسيون(مهندسي 

1(zf (z) z e (c ic )   2 2
1 23   2(zf (z) z e (c ic )   3 2

1 2  

3(zf (z) z e (c ic )   3 2
1 2  4(zf (z) z e (c ic )   2 2

1 23  

 :ياگر قسمت حقيق »2«گزينه  پاسخf (z)را برابرu رابگيريم و قسمت موهومي آنvچون تابع ،f (z) تحليلي استu uf (z) i
x y
   
 

پس مطابق  ؛

  صورت سؤال داريم:
x xuu x y x e cos y C yx e sin y

y


        


3 2 2 23 2 6 2 2xu x y e cos y
x


  


2 2 23 3 2 2   

uحال در
x



uو 
y



,و به جاي z,xبه جاي y صورت داريم:دهيم. در اينقرار مي  zu u(z, ) z e , (z, )
x y
 

  
 

2 23 2     

fپس (z) باشد:رو ميبه صورت روبه  zu uf (z) i z e i( )
x y
      
 

2 23 2    

fحال براي محاسبه (z) ازf (z) گيريم:انتگرال مي  z zf (z) ( z e )dz z e C     2 2 3 23 2   
C)صورت يك عدد ثابت مختلطتواند بهمي cكه  iC )1 )يباشد. پس گزينه 2   صحيح است. 2(
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   مهندسيرياضي 

  

  

 

  فصل دوم
  نگاشت

  

  نگاشت همديستعريف نگاشت و  :1درسنامه
  

  نگاشتتعريف         

yبـه صـورت   دانيم براي توابع حقيقي، تابعي دبيرستان مياز درس رياضي عمومي و حتي از دوره f (x)   شـد و نمـايش هندسـي آن در    نوشـته مـي
چون براي رسم نمودار  ممكن نيست، در يك صفحه) نمودار تابع رسميعني (مختلط انجام چنين كاري گرفت. اما در مورد توابع ام ميانج xoyيصفحه

wتـابع مخـتلط   ي(كه متغير ورودي يا دامنـه  zبراي اينكه خود امكان ندارد.بعدي نياز داريم كه بديهي است  چهاربه يك فضا آن هم از نوع  f (z) 
wو تابعوابسته است  yوxبه دو متغير حقيقياست)  u iv  كه خروجي تابع يا همان برد تابعf (z)  ،به دو متغير كه خود بـه استxوy   وابسـته

و ديگري  zيكي براي مقادير ،مختلف (و البته مختلط) يبا رسم دو صفحه ،خود را در مورد تابع براي حل اين مشكل ما اطلاعات .هستند، بستگي دارد
  كنيم:ن نقاط اين دو صفحه مشخص ميكردن تناظر بي و مشخصwبراي مقادير

 

fدامنه 

D

w f (z)

y

x

fبرد

v

u

D

  

wبه تابع كند.تبديل مي wيدر صفحه Dبه نقاط ناحيه ،zرا در صفحه Dنقاط ناحيه fتابع ،بينيدمي فوق همانطوركه در شكل f (z)  يك نگاشـت
xياز صـفحه  Dيگوييم هرگاه توسط آن، نقاط ناحيـه مي y    يبـه نقـاط ناحيـهD  ياز صـفحهu v      تبـديل شـوند. بـراي مثـال نگاشـتw z 2،  

zينقطه i 1 ياز صفحهx yيرا به نقطهi2 يدر صفحهu v كند:تبديل مي  
z i

x , y
w (x iy) x y ixy w i i 

 
           12 2 2 2 2

1 12 1 1 2 1 1 2  
  كنيم.نيز براي نگاشت استفاده مي» تابع«و يا » تبديل«ي گاهي از كلمه

  نگاشت همديس (حافظ زاويه)       

wهـرگـاه تحـت نگـاشت f (z)  رأس اهـر زاويــه بـ ـz  از صفحــهx y   رأس ااي بـ ـبـه زاويــه  ، ي از نظـر انـدازه و جهـت   گونـه تغييـر  بـدون هـيچ 
w f (z )  در صفحهu v در نقطه منتقل شود، آنگاه نگاشت راz z تابع تحليليبراي اينكه  ناميم.همديس ميw f (z)     همـديس باشـد، بايـد

fشرط (z)   .برقرار باشد  
 83رياضي ـ سراسري مجموعه (  كدام يك از توابع زير در مبدأ مختصات همديس است؟: 1مثال(  

1( f (z) z   2(f (z)
z


1  3(f (z)

z


1  4(| z |f (z)
z


2
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نگاشت:  دومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 :نگاشت  »2«نه گزي پاسخ
z
و zهاي، تركيب نگاشت1

z
حافظ زاويه بوده اما حافظ جهت نيست وzاست. نگاشت 1

z
zدر نقطه 1   ويه حافظ زا

است اما حافظ جهت نيست. بنابراين
z
براي توضيح بيشتر در مورد  باشد، لذا همديس است.با دو بار تغيير جهت هم حافظ زاويه و هم حافظ جهت مي 1

fنگاشت (z)
z


izتوجه كنيد: (فرض كنيد مقابل يمحاسبهبه  1 re (  i

if (z) e
z rre


 

  
1 1 1   

zzf)،4همچنين در گزينه ( جهت و هم اندازه زاويه حفظ شده است. بينيد همطور كه ميهمان (z) z
z

  گونه كه اشاره شد حافظ زاويه است كه همان
  اما حافظ جهت نيست.

  

 تبديل: 2مثالw sinz 93ـ سراسري  مكانيك(مهندسي   در كدام نقاط همديس است؟(  
z) در همه نقاط، بجز2  ) در همه نقاط همديس است.1 n ) ،n (عدد صحيح  
z) در همه نقاط، بجز3 (n )  

1
2) ،n (در همه نقاط، بجز4  عدد صحيح (z (n )  

1
2) ،n (عدد طبيعي  

 :نگاشت  »3«گزينه  پاسخf (z) sin z در نقاطي كهf (z)   :باشد، همديس نيست. بنابراين داريم  
f (z) cosz z ( n ) (n )         

12 1 2 2  

همه مضارب فرد
  عدد صحيح باشد. nها، لازم استي آند. براي توليد همههاي كسينوس هستنچه مثبت و چه منفي، ريشه 2

  

 اگر تصاوير خطوط  :3مثالx a وy b را تحت نگاشتw (x y ) ikxy  2 لازم kها عمود بر هم باشد،بدست بياوريم و بخواهيم تصاوير آن 2
  )MIT(با كمي تغيير از سؤالات پايان ترم دانشگاه   غيرصفر هستند.) اعدادي bو aاست چه مقداري باشد؟ (

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
 اگر نگاشتاولاً توجه كنيد كه »  2«گزينه  اسخ:پwتحليلي باشد، هر جا كهw   كنـد. (يعنـي   ها را حفظ مـي ي بين خطوط و منحنيباشد، زاويه

xخطوط همديس است.) a وy b دانيم اگرود بر هم هستند و ميدو خط عمw تحليلي و درz a ib ها را به ، داراي مشتق مخالف صفر باشد، آن
u  دو منحني يا خط عمود بر هم تصوير خواهد كرد. شرط لازم براي تحليلي بودن آن است كه شرايط كوشي ريمان برقرار باشند: x y , v kxy  2 2  

x y

y x

u v x kx
k

u v y ky

         

2 22  

kبنابراين  kجواب صحيح است. دقت كنيد كه به ازاي 2  wداريم: 2 (x y ) ixy z   2 2 zكه نگاشتي تحليلي است و در هر 22   داريمw  .  
  

  هاي نگاشتراهنمايي براي پاسخگويي به تست
wنگاشت ،طور كه گفتيمهمان f (z)در واقع هر نقطه در صفحه ،x y مانندz x iy   اي ماننـد را به نقطـهw u iv   در صـفحهu v   تبـديل
zكند و براي همين با جايگزينيمي x iy  درf (z) و همچنين قرار دادنu iv به جايw توانيمدر نهايت ميu وv را بر حسبx وy ياx وy  را

xتغييرات داده شده در صفحهمحاسبه كرده و با توجه به نواحي، نقاط مرزي و همچنين حدود  vو uبرحسب yتعيين كنيم كه ،u وv    چـه تغييراتـي
uهايي در صفحهدهنده چه ناحيهكنند و نشانمي v باشند. مي  

ــه ــت  :1توج ــر تس ــرفت   اكث ــر گ ــا در نظ ــت ب ــاي نگاش ــهه ــاي  ن نقط ــه ج ــواه ب ــه    zاي دلخ ــردن نقط ــدا ك ــوردنظر و پي ــه م ــاظر آن در ناحي   ي متن
  ) به روش رد گزينه و سريع قابل پاسخگويي هستند.w(يعني همان

  كند.يها به ما كمك مبررسي نقاط و يا خطوط روي مرز ناحيه داده شده در حل تست :2هتوج
 هـا) (روش رد گزينـه حل سؤالات رياضي مهندسي بدون دخالت دسـت!   ها در كتابايم ولي پاسخ تستي اكثر تستما در اين كتاب پاسخ تستي برخي از سؤالات را آورده

هاي غلط را حذف كرد و يـا بـه   گزينه ها طوري طراحي شوند كه با استفاده از نكات فوق نتوانآمده است. در نهايت لازم به ذكر است كه ممكن است، گزينه
  كند.ها به ما كمك ميتر تستيابي تست را جواب داد. براي همين آشنايي با خواص هر نگاشت در حل سريعصورت نقطه

  دهيم:هاي نگاشت را با يك مثال توضيح ميمنظور از روش رد گزينه در حل تست
 تصوير دايره :4مثال| z i |  iwتحت نگاشت 1 u iv

z
    87(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟(    

1 (v 
1
2   2( u 

1
2   3( u  

1
2   4( v  

1
2   

  

  

 :اوياي كه در تستوانيم هر نقطهمي »2«گزينه  پاسخ| z i | 1 ي نگاشت يعنيكند، انتخاب كنيم. بعد آن نقطه را در ضابطهصدق ميiw
z

  قرار

zشود. فرض كنيدچه مي wبدهيم و سپس ببينيم i 2  :را انتخاب كنيم؛ در اين صورت داريم  iw u iv u
i

      
1 1 1

2 2 2 2     
  انستيم جواب سؤال را معلوم كنيم!!گونه محاسبه و اطلاعاتي در مورد نوع نگاشت توبدون هيچ
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

  

  

  

  

  انواع نگاشت :2درسنامه

wنگاشت هماني        f(z) z   

  همديس است.در تمام نقاط ، واضح است كه اين نگاشت د.كنر شكل را بدون تغيير منتقل ميه نگاشتاين 

wنگاشت انتقال          z b   

bاين نگـاشت كـه در آن b ib 1 در واقـع تحـت ايـن     .كندمنتقل مي bو به اندازه bهـر نقطـه يا شكـل را در جهـت بردار ،يك عـدد مختـلط است 2
,x)نقطه ،نگاشت y) از صفحهx y به نقطه(x b , y b ) 1 uدر صفحه 2 v همديس است. در تمام نقاط شود. واضح است اين نگاشت نيزمنتقل مي  

wنگاشت          az  

iaاين نگاشت كه در آن re  انبساط يا انقباضي به اندازه ،عددي مختلط و مخالف صفر استr و دوراني به اندازه در هر نقطهz   ،كه قرار است منتقـل شـود
wبه zكند. در واقع براي رسيدن ازايجاد مي az اگرiz r e   كنـيم ) منبسـط و يا منقبــض مـي  aاندازه(همان  rبه اندازه را r1ابتدا طول ،شود تعريف 11

|گرا( r |1 شكل منبسط و اگر| r |1 شودشكل منقبض مي (و سپسz را به انـدازه زاويه)aدهيـم. يعني هـر نقطـه در مختصـات قطبـي بـه      ) دوران مي
r)صورت , )1 r.r)اي به مختصاتبه نقطه 1 , ) 1   .نگاشت نيز همديس استاين  كه تبديل خواهد شد. واضح است 1

wنگاشـت  مقابلدر شكل براي مثال  iz     كـه در واقـع آن را بـه شـكل 
i

w e z


 يك دوران به اندازه ، فقطنويسيممي 2
 )در جهت مثلثـاتي ( 2

xيداده شده در صفحه در شكل y ندازه شكل هـيچ  ايجاد كرده و در ا
  تأثيري نداشته است.

  

  
    »zصفحه«                    »                                             wصفحه«                                          

wنگاشت خطي         az b   

wتركيبي از دو نگاشت جا همديس استكه همه اين نگاشت az1 وw w b 2   تواند به ترتيب متوالي صورت گيرد.باشد كه ميمي 1
wاست، تحـت نگاشـت   1هاxو زاويه آن با محور r1ز مبدأ برابركه طول شعاع حامل آن ا z1اي مانندتغييرات نقطه، مطابق شكل az b     بـه ايـن

wصورت است كه ابتدا توسط نگاشت | a | z1 دراز مبدأ ي نقطه فاصلهr | a | و سپس تحت نگاشـت  شودضرب ميiArgaw e w2 زاويـه آن بـا    ، بـه 1
Argaبه اندازه هاxمحور ، از اضافه شده و نقطهw1 بهw2 يت توسط نگاشت شود و در نهامنتقل ميw w b 2 نقطه به اندازهb شودمنتقل مي.   

|كنيمفرض ميها در اين شكل( .بيشتر مطلب دقت كنيد دركبراي  نشان داده شدههاي به شكل a |1 وArga (مثبت است:  
  
  
  
 

  
  خلاصه اين نگاشت سه عملكرد زير را دارد: طور به
|) انبساط يا انقباضي به اندازه1 a   b) انتقالي به اندازهArga      3) دوراني به اندازه2      |

nwنگاشت           z  

هر  فاصله از مبدأ براي ،طبيعي و بزرگتر از يك است يعدد nگاشت كه در آناين ن
كند. توسط اين برابر مي nرساند و آرگومان آن را نيزمي nرا به توان zنقطه مانند
Arg(z)قاطنگاشت ن

n n
 

   به نقاطArg(w)     گردنـد تبديل مـي. 
اين نگاشت در مبدأ همـديس  گردد. در واقع توسط اين نگاشت زاويه اشكال بازتر مي

wقابل ذكر است كه نگاشت نيست. z كـه   باشـد حالت خاصي از اين نگاشت مي 2
  .كنيمبررسي مي ابتدا آن را

o

y

x
o

v

u
i

2w iz e z


 

x

y

1z 1w |a|z

1 Argz 
1u

1v

1w

Argz

iArga
2 1w e w

2u

2v

1w

Argz

2w

Arga

u

v

Argz Arga

2w

w
2w w b 

u  

v  

x  

y  


4  
4




w z
4
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wنگاشت             z 2  

izياين نگاشت هر نقطه re  يرا به نقطهiw r e  2 wدر واقع نگاشت .كندمي تبديل 2 z    .رسـاند مـي  2زاويه را دو برابر كرده و اندازه را به تـوان   ،2
  اين نگاشت فقط در مبدأ مختصات كه مشتق آن برابر صفر است، همديس نيست.

wنگاشت :1نكته  z xخطوط 2 c هايبه سهمي راv c (u c )  2 2 yو خطوط 24 d  هايبه سهميراv d (u d ) 2 2   .ندكتبديل مي 24

 مبدل مثلث محدود به سه خط :5مثالy x وy x  وx  wبا تبديل 1 z   )83(مهندسي مواد ـ سال       كدام ناحيه است؟ 2
  
  
  

  
)1(  )2(  )3(  )4(  

 :دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »2«گزينه  پاسخ  
  :شكل مقابل را داريم zشكل ناحيه در صفحهبا ترسيم روش اول : 

گرددملاحظه مي 
   4 به z2دانيم اين ناحيه تحت نگاشتباشد و ميمي 4 

   2    تبديل خواهد شد. 2
  ) چنين شرايطي را دارد.2فقط گزينه (
w                                          روش دوم: z (x iy) x y i xy u x y , v xy         2 2 2 2 2 22 2  

vx u y , v y u       
2

21 1 2 1 4  

را نمـايش   رأس يكهاي ديگر هم يك سهمي بـا  ت؛ اما اگر مثلاً گزينه) جواب اس2جا معلوم است گزينه (همين يك سهمي با رأس يك است. يكه معادله
  رفتيم:زير هم مي صورتبه  دادند، بايد سراغ بررسي خطوط ديگرمي

vشود كهاز اين دو بررسي معلوم مي  2   است. 2

x

x

u
y x v

v x

u
y x v

v x

 

 

    

      
 

1
2

1
2

2
2

2
2











   

nنگاشت  z  

,r)هر نقطه با مختصات ،باشدعددي طبيعي و مخالف يك مي nاين نگاشت كه در آن ) را به نقاطي به مختصاتn k( r , )
n

 2 در  كـه كنـد  تبديل مي
kآن  , , ,..., n 1 2 kاين كتاب درباشد. (مي 1   عكـس نگاشـت   ،كه اين نگاشـت  دكنيملاحظه مي )شود.نظر گرفته ميو در نتيجه شاخه اصلي در 

nz باشد و توسط آن ناحيهميArg(z)    به نقاطArg(w)
n n
 

   د.شوتبديل مي  
  
  

  

  
wنگاشت         

z


1  

izاين نگاشت نقطه re  را به نقطهiw e
r

 
از نقطه  فاصلهنقاط همديس است. اين نگاشت در واقع  كند و به غير از مبدأ مختصات در بقيهتبديل مي 1

شـوند و بـرعكس. امـا    به نقاط ناصفر داخل اين دايره نگاشـته مـي   ،نقاط خارج دايره واحد ،همواره توسط آن دهد ورا عكس و زاويه را تغيير علامت ميمبدأ 

wنقاط روي دايره واحد به روي دايره واحد تصوير خواهند شد. در صورتي كه نقطه u iv  تصوير نقطه ناصفرz x iy    تحـت تبـديلw
z


باشـد،   1

  داريم: روابط زير را آنگاه

x  

y  

C  u  

v  

C  A  B  

B  

A  

2w z

w z


2  
-2  

-2  

2  

-2  
2  2  

-2  
1  -1  2  

-2  

v v v v

uuuu

x  

y  

1  
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  توابعي كه تحليلي هستند يا فقط در چند نقطه غير تحليلي هستنداز گيري انتگرال :2درسنامه 
  

  

 

غيـر تحليلـي اسـت.    قرار دارند،  Cدرون مرز كه رويم كه يا تابع زير انتگرال تحليلي است و يا در تعداد محدودي نقطههايي ميسراغ انتگرال قسمتدر اين 
  .كنيمرا تعريف مي ـ گورسا وشيقضاياي كابتدا  ،بحثراي ورود به ب

  قضيه كوشي ـ گورسا        

fاگر (z) در تمام نقاط داخل و روي منحني ساده و بستهC :تحليلي باشد، آنگاه داريم  

C
f (z)dz   

  باشد.هاي ساعت) مي(خلاف عقربه بتگيري در جهت مثگرالشود، انتتوجه 
  

 فرمول انتگرال كوشي 
  

fهرگاه (z)  بسته منحنيدر داخل و رويC در حوزه سادهD تحليلي باشد وz درون يك نقطهC :باشد، آنگاه داريم  

C

f (z) dz if (z )
z z

 
 2 


  

در مخرج داراي ضريب بود ابتدا از ضريب آن فـاكتور بگيريـد و سـپس از     zاگر باشد.هاي ساعت) ميگيري در جهت مثبت (خلاف حركت عقربهانتگرال اين

ه كنيد، براي مثال:فرمول كوشي استفاد
z z

|z| |z|
e e dz ie
z z 

  
   2

3 3
1 1 22 4 2 2 2.  

 مقدار: 81مثال
C

sinhz dz
z 


 22

4
 كهكدام است وقتيC :| z i |

    گذاري شده است؟هاي ساعت جهتاي باشد كه در خلاف حركت عقربهدايره 12

  )93(مهندسي ابزاردقيق و اتوماسيون ـ سراسري 
1 (2  2 (2  3 (i2  4 (i  

 :فقطهاي مخرج، از ريشه  »3«گزينه  پاسخz i  2 درون مرزC گـرفتن  در نظرگيرد. با قرار ميsinh zf (z)
z i




 2

ه از فرمـولِ انتگـرال   بـا اسـتفاد  ، 

  كوشي، خواهيم داشت:
C C

sinh z f (z)dz dz if (i )
(z i )(z i ) z i


  

  
  

  2 2
2 2 2

   

fحالا مقدار (i )2 كنيم:را حساب مي  
sinh(i ) i sin( ) if (i )

i ii i

 


   
    

12 2
2

2 2

  

  بنابراين مقدار انتگرال برابر است با:
C

f (z) i i
z i

   
 


12 2

2
  

zاي مانندبراي اين كه ببينيم نقطه: يادآوري k درون ناحيه| z z | r  بايـد در تسـاوي   يـا نـه،   قرار دارد| z z | r   جـاي  بـهz،k   ؛قـرار دهـيم 
|اگر k z | r  بود، نقطه درون ناحيه و اگر| k z | r  ه خارج ناحيه قرار دارد.طبود، نق  

  
 اگر : 19مثالf  يك تابع تحليلي بر دايرهz  و درون آن باشد، مقدار انتگرال 2

z
z z[ f (z)]dz


 2

2   )38ـ سراسري  مجموعه رياضي(  كدام است؟1

1( i2  2(  i  3(   4( i  
 :ايدر مسير دايره »3«گزينه  پاسخz  zzداريم2 z 2 z  لذا:   4 z( f (z)) z( f (z))   2 1 4 1  

fرا تابع ثابت fتابع تحليلي است و دلخواه، fچون 1 كنيم در اين صورتفرض ميf (z)    و
z z

z( f (z))dz z( )dz
 

    
2 2
4 1 4 1    

  

zداخل دايره zچون تابع   zليلي است وو روي آن تح 2    .يك مسير همبند ساده و بسته است بنا به قضيه كوشي ـ گورسا انتگرال آن صفر خواهد شد 2
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 حاصل: 20مثال
C

z zlog( )dz
z i z


 
2 1

1  در صورتي كهC دايرهz i 
1
  تي پيموده شده است، برابر كدام گزينه است؟باشد كه در جهت مثلثا 2

  )94(مهندسي برق ـ سراسري 
1 (i 2  2 (2  3 (i2  4 (2  

 :ابتدا بايد ببينيم تابع » 4«گزينه  پاسخzLn( )
z



1
فقـط روي مجموعـه    Lnدانـيم تـابع  باشـد يـا نـه!؟ مـي    تحليلـي مـي   C، داخل و روي منحنـي 1

{z | Re z , Im z }   :تحليلي نيست، لذا داريم  z x iy (x iy)[(x ) iy] x y yi
z x iy (x ) y (x ) y (x ) y
         

   
        

2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1

  

)zLnپس تابع )
z



1
  تحليلي نيست: زيري روي مجموعه 1

  yx y x x
y

        
 

2 2 2 21 1 1
2

 


  

|(دايـره  Cطور كه در ناحيه نشان داده شده مشخص است، نقاط غير تحليلي تابع داخل و روي منحنيهمان z i | 
1
2 (

 Ln، نياز به بررسي نقاط غيرتحليلي تـابع ها مقدار داريمچون در گزينه گونه سـؤالات، در اين نيستند. دقت كنيد
اما ما براي تمرين اين نقاط را هـم حسـاب    !نبود، چون اگر اين نقاط درون ناحيه بودند، انتگرال قابل محاسبه نبود

zكرديم. پس فقط i نيمي غيرتحليلي درون دايره است. اگر فرض كنقطه تنهاzf (z) z Ln( )
z





2 1
گـاه انتگـرال   ، آن1

  رسيم:ي كوشي به راحتي به جواب ميزير را داريم كه بر اساس قضيه

C

f (z) i (i )(i ) iI dz if (i) i(i) Ln( ) iLn[ ] iLn( ) iLn( i)
z i i (i )(i )

  
              

     2 1 1 1 22 2 2 2 21 1 1 2  

)Lnاما مقدار i) :برابر است با  Ln( i) Ln | i | iArctg( i) Ln i i( ) 
        1 2 2  

  است: بنابراين حاصل انتگرال برابر با مقدار زير
I i( i )     22 2  

قضيه ( تعميم قضيه كوشي براي نواحي همبند چندگانه)   
  

k)هاkCو Cفرض كنيد , , n)1 2  مسيرهاي ساده و بسته با جهت مثبت باشند، كه تمامkCها درونC اي از طـوري كـه در هـيچ نقطـه    باشند، به
  ي مشترك نباشد. در اين صورت داريم:نقطه داراي ناحيه با هم

k

n

C C
k

f (z)dz f (z)dz


  
1

   

براي هر يك از نقاط باز هم از قضيه كوشـي   توانيمداشتيم، مي Cي غير تحليلي درونتوان به اين شكل بيان كرد كه اگر چند نقطهدر واقع اين قضيه را مي
  اين مقادير را با هم جمع بزنيم. استفاده كنيم و در نهايت 

  توان به صورت زير نوشت:تر فرمول انتگرال كوشي را ميحالت كلي :4نكته 

C

(n)

n
f (z )f (z) dz i (n , , , , ...)

n!(z z )    
 1 2 1 2 3


  

fام تابع تحليليnرابطه فوق جهت محاسبه مشتق مرتبه (z) .نيز كاربرد دارد  

 مقدار انتگرال: 21مثال
z

C

e dzI
(z )




 41 روي دايرهC با| z |   )96(مهندسي مواد ـ سراسري   در جهت مثبت كدام است؟ 3

1 (i
e


 6  2 (i
e


6  3 (i
e


 3  4 (i
e


3  

 :طبق فرمول انتگرال كوشي در اين سؤال  »3«گزينه  پاسخz 1 وzf (z) e باشد، لذا داريم:مي    
zi i i e iI f ( ) ( e )

z! ! e


           



12 2 21 13 3 6 3  

y

x
11

i
C

0
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  (لورانت)قضيه لوران
  

fتابع (z)
(z )(z i)


 

1
1 zها به جز دو نقطه تكينzرا در نظر بگيريد. اين تابع به ازاي تمام 2 1 وz i zتحليلي است. اگر بسط تيلور را حول 2   

|محاسبه كنيم، اين بسط براي ناحيه z |1 .معتبر است  

2i 

2 x 

y 

1 

  
fهرگاه (z) در ناحيهD مثلاً طوق)R | z z | R  1 2 يا ديسك| z z | R  1 (به جز نقطهz واقع درD تحليلي باشد، آنگاه تابعf (z) توان با سري را مي

    :لوران زير نمايش داد
n n

n n
n n

bf (z) a (z z )
(z z )

 

 
  


 

1


 
  

  توانيم تابع را حول نقاط تكين آن بسط دهيم كاري كه با استفاده از سري تيلور ممكن نبود.در واقع با استفاده از سري لوران مي

nدر رابطه فوق به عبارت
n

n

b
(z z )



 


1 
  است.) fشود. (چون تفاوت بسط لوران با بسط تيلور تابعگفته ميمقدار اصلي سري لوران ، 

zهاي صحيح مثبت و منفيبه عبارت ديگر سري لوران يك سري مركب از توان z   هـاي مثبـت همـان سـري تيلـور حـول نقطـه       است كه تـوانz z  
    شود:ضرايب سري لوران فوق به صورت زير محاسبه مي باشند.مي

n nn n
f (z)a dz (n , , , ) , b f (z)dz (n , , , )

i i(z z ) (z z )  
   

   1 1
1 1 11 2 1 2 32 2 

     

fلوران البته سري (z) دهند:را معمولاً به شكل زير نيز نمايش مي  
n

n
n

f (z) C (z z )



    

  شود:ي زير حساب مياز رابطه nCكه

n n
f (z)C dz , (n , , , )

i (z z )    
  1
1 1 22 

   

  شود.ي ديگري براي محاسبه ضرايب سري لوران استفاده ميهاالبته در بيشتر سؤالات از روش
  

 عبارت :22مثال
z

1
  بسط دهيد. zهاي منفيو بار ديگر بر حسب توان zهاي مثبتبار بر حسب توان در دو حالت، يك 1

 :در ناحيه در حالت اول چون پاسخ| z |1 دانيم بسط تيلورشود. ميپس همان بسط تيلور تابع نوشته مي باشد،يلي ميلتابع تح
z

1
nبه صـورت  1

n
z







 

|باشد، ولي يادتان نرود در اين بسط بايد شرطمي z |1 ر باشد. خب حالا اگر بخواهيم بسط تابع را براي ناحيهبرقرا| z |1 چون نقطـه  ،بنويسيمz 1   داخـل
|(هر منحني بسته فرضي كه در ناحيه منحني بسته ما z |1 ،رسم كنيدz 1 كه تابع در افتد و به دليل اينمي رد).گيدرون آن قرار ميz 1   ،تحليلي نيسـت

  .شويممجبور به استفاده از بسط لوران مي

).  كنيم:به اين شكل عمل مي zهاي منفيبراي نوشتن توان )
z zz( )

z z


  

  

1 1 1 1
1 11 1 1

  

|دقت كنيد چون در اين حالت z |1 است، پس
| z |


1 توانيم بسطو اين يعني مي 1

z


1
11

  را به صورت زير بنويسيم: 

n

n
( ) ( )
z z z

z z




     

 
 2

1 1 1 1 111 11 1
  

با ضرب
z


n  در سري داريم: 1 n

n n
( )

z z zz z z z z

 


 

             2 2 3 1
1

1 1 1 1 1 1 1 11


   

  .هايي كه تابع تحليلي نيست بايد از بسط لوران استفاده كنيمنويسيم و در قسمتباشد، همان بسط تيلور تابع را ميتحليلي مياي كه تابع پس در ناحيه
 

zبا بسط تيلور حول ناحيه ،| z |1 وجـود سري لـوران تري معروف بـه  در دسترس ما نيست و براي همين نمايش كلي
fدهد. مثلاً براي تابعدارد كه امكان بسط در هر طوق كه تابع در آن تحليلي است را به ما مي (z) طسه حالت ممكن براي بس

zلوران حول  وجود دارد. يكي ناحيه| z | |، يكي طوق2 z | 1 |و ديگري ناحيـه  2 z |1 كـه بسـط لـوران در ايـن)
fناحيه در واقع همان سري تيلور تابع (z) توانيم بسط تابع را حول نقطه تكين آن بنويسيم.با سري لوران مي است) پس ما 
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 دستورالعمل نوشتن بسط لوران براي توابع كسري 
  

را  اين صفحهاگر شود. مي zاي مانندحول نقطه خصاي مشناحيهدر  توابع كسريمربوط به نوشتن بسط لوران  ،بخشي از سؤالات مبحث سري لوران
  د شد! نخواه هاآزمون مطمئن باشيد اين نوع سؤالات برايتان جزو سؤالات آسان ،خوب مطالعه كنيد

fفرض كنيد بسط لوران تابع (z) يحول نقطهz z  شود: سه نوع ناحيه به شكل زير داده ميدر سؤالات طور كلي شده باشد. به خواسته  
  ) R | z z | R  1 23             ) | z z | R 2                  ) | z z | R 1   

واهيد داشت؟ فرض كنيد م به اين تسلط برسيد كه در هر يك از اين نواحي چه نوع بسطي خيخواهابتدا مي

fكسر (z)
z k



zو 1   ) مثلاً امكان ندارد) باشد، آنگاه طبيعي است 1را داريم. اگر ناحيه به صورتz k  درون

zناحيه باشد، پس قطعاً k يعني(د خارج اين ناحيه قرار دار| k | | z | ( و  بسط تيلور، بنابراين در اين حالت همواره

k(مثلاً با فرضخواهيد داشت  zهاي مثبت ازتوان  Rو 2 1 وz   براي كسر
z 

1
|در ناحيه 2 z | 1  همواره

    بسط تيلور داريم).
     

|) باشد، بايد حتما2ًحالا اگر ناحيه به صورت ( k | | z |  هاي منفيبراي تابع داريم و قطعاً توان بسط لورانو لذاz  ايجاد
در ناحيه  كه چين)(مانند دايره نقطه يهر منحني بسته فرض هتر و دليل اين موضوع توجه كنيد كهبراي درك ب شودمي

zمزبور رسم كنيد به هر حال   مثلاً با فرض را در خودش دارد)k  Rو 2  zو 3   براي كسر
z 

1
در ناحيه  2

| z |  3 .(همواره جنس بسط لوراني است  
   

  
كنيم، مقايسه  R2و R1را با kدر اين فرم بايد عدد .باشد) مي3به صورت ( ،تكرارترين ناحيه داده شده در سؤالاتپر بالاخرهو 

k، يعنيتر يا مساوي آن باشدكوچك R1از kاگر | z |  براي كسر بسط لوران، آنگاه
z k

هر  چون كه در اين حالتداريم ( 1
Rدر ناحيه منحني بسته كه | z | R 1 zرسم كنيم 2 k  و اگر  .)گيردآن قرار ميدرونk بزرگتر يا مساويR2 باشد، 

kيعني | z |آنگاه بايد براي كسر ،
z k

چين كه در (دقت كنيد هر منحني بسته مانند دايره خط ميبنويس بسط تيلور 1
Rناحيه | z | R 1 z، قطعاًرسم كنيد 2 k(لوران و  مام عيار شما از مفهوم سريمطالب فوق براي درك ت .درون آن نيست

  :كنيمميخلاصه  ي زيربيان شد. اما بحث را در جمله ،ر هر يك از نواحيهاي مثبت و يا منفي دنتوا چرايي ايجاد شدن
  

  

  ها را ايجاد كنيم؟!د اين توانايخواهيم بدانيم چگونه بهايي باشيم، ميخبُ، حالا كه فهميديم چه وقت بايد دنبال چه نوع توان
zهايي به صورته) ايجاد جملzدر نوشتن بسط لوران (حول نقطه z  باشـد،  اي مـي ها به صورت چندجملـه لازم است. براي توابع كسري كه صورت و مخرج آن

z)هايبايد سعي كنيم توان z )   .باشدمي سؤالاتاستفاده از دو بسط زير كليد حل  و در نهايترا در مخرج كسر ايجاد كنيم:  

u u u    2 31 n n

n
, ( ) u

u




 

 1 11 

n

n
u u u

u




    

  21 11 
  

پس ما بايد سعي كنيم توابعي به صورت
u

1
|ها به شرطايجاد كنيم و چون اين سري 1 u |1 شـده در صـورت   هاي دادهبرقرار هستند، با استفاده از ناحيه 

  بايد بسط را در ناحيه همگرايي بنويسيم.  سؤال
جنس بسط، بايد كسر به در واقع در صورت سؤالات با توجه

t k
  را به يكي از دو فرم زير تبديل كنيد:   1

k tt( ) k( )
t k

  

1 1
1 1

IÄ  

 گيـريم.  فـاكتور مـي   kو اگر قرار باشد به بسطي از جنس تيلـوري برسـيم، در مخـرج از    tيعني اگر قرار باشد به بسط لوراني برسيم، در مخرج از
|كند. البته يادتان باشد اگرحل چند مثال موضوع را روشن مي z z |  داشتيم وz يير متغيرتوانيم از تغمي ،صفر نبودz z t  استفاده كنيم.  

x 

y  

 

2R

1R

zهميشه k را با| z z |  مقايسه كنيد. اگرk بزرگتر از| z z |     بود، بسط از جـنس تيلـوري و اگـرk  كـوچكتر از| z z |    ،بـود
  بسط از جنس لوراني خواهد بود.
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 بسط لوران تابع :32مثالzf (z)
(z )(z )


 1 |، در طوق3 z |  1 1  را بنويسيد. 2

 :كنيمابتدا كسر را تجزيه مي پاسخ.  

        z A B A(z ) B(z ) z (A B)z A B z
(z )(z ) z z

           
   

3 1 31 3 1 3  

A B , A B A , B
        

1 31 3 2 2  

fپس (z) شود:به صورت مقابل بازنويسي مي  f (z)
z z (z ) (z )


   

   

1 3
3 12 2

1 3 2 3 2 1  

zكنيمخب حالا فرض مي t 1 و لذاz t 1پس ناحيه به صورت ،| t | 1   شود: مي يبازنويسصورت زير به  fاست و 2

  . .f ( )
(t ) (t ) t t

   
    
3 1 3 1 1 1

2 1 3 2 1 1 2 2 2    

شود. براي كسرمي 2 و نقاط غيرتحليلي تابع
t
tآن يي غيرتحليلچون نقطه 1    از كوچكتراست و صفر| t داريم، يعني بايد  ناست، بسط لورا |

ايجاد كنيم، اما tي ازهاي منفتوان
t
انجام دهيم. پس سراغروي آن خودش اين شرايط را داراست! پس لازم نيست عملياتي  1

t 
1

ي نقطه .رويممي 2

|است و چون 2غيرتحليلي |از 2| t   بزرگتر است، لذا بسط براي اين كسر از جنس تيلوري است.  |

.  گيري كنيم: گفتيم در اين حالت بايد از عدد ثابت فاكتور
t tt ( )

  
   

1 1 1 1
2 22 1 12 2

       

|tاست كه هاي گفته شده ايندقت كنيد شرط استفاده از بسط |12،  چونبا توجه به ناحيه حالا ببينيم آيا اين شرط برقرار است؟| t | با تقسيم لذا  2

|tداريم:  2طرفين بر عدد  |12نويسيم: ، يعني شرط برقرار است؛ پس با خيال راحت بسط را مي  

  n

n

t. . ( )
t




  


1 1 1

2 2 21 2


          

n  شود: به صورت مقابل مي fپس n

n n

t z.f ( ) ( ) ( ) f (z) ( )
t (z )

 

 


      

 3 1 1 1 3 1 1
2 2 2 2 4 2 2 1 

        
  

 بسط لوران (لورانت) تابع :24مثالzf (z)
z( z)( z)




 
4 3

1 |به ازاي 2 z |  2 93اد، بيوتكنولوژي و داروسازي ـ سراسري (مهندسي نانومو  كدام است؟(  

1 (
n

n
n

f (z)
z






 

1

2 1  2 (
n

n
n

f (z)
z






 

1

2 1  3 (
n

n
n

f (z)
z







 

1

1
1

2 1  4 (
n

n
n

f (z)
z







  1

1

2 1  

 :ابتدا »4«گزينه  پاسخf (z) كنيم:را به مجموع كسرهاي ساده تجزيه مي  zf (z)
z( z)( z) z z z


   

   
4 3 2 1 1

1 2 1 2  

|جا خوب دقت كنيد با توجه به اين كههمين z | |ي، پس براي هر سه كسر بسط لوران خواهيم داشت. در ناحيه2 z |  2  خواهيم داشـت| |
z


2 و  1

|توان گفتيا مي |
z


1   در مخرج كسر داريم: zبنابراين غير از كسر اول كه خودش فرم سري لوراني را دارد، با فاكتورگيري از 1

  f (z) ( ) ( )
z z z

z z

  
 

2 1 1 1 1
1 21 1

  

|دانيم كه اگرمي u |1 :باشد، داريمn

n
u

u






 1
1 

  . بنابراين داريم:
n n

n n n
n n n

f (z)
z z z zz z z

  


  


       1

2 1 1 1 2 2 1 2
  

  

  ي سري را خارج كنيم، خواهيم داشت:اگر اولين جمله
n n

n n
n n

f (z)
z z z z

 

 
 

 
     1 1

1 1

2 2 1 2 1 2  
  

1 2 3 -1 

1 
x 

y 
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 بسط لوران تابع :25مثالf (z)
z(z )(z )


 

1
1 z}حول نقطه صفر در مجموعه 2 : | z | }   1  كدام است؟    

  )95نانو مواد ـ سراسري  (مهندسي نانوفناوري،

1 (n
n

n
( )z

z






  2
1 11

2
   2 (n

n
n

( )z
z






  2
1 11

2
   3 (n

n
n

( )z
z






  2
1 112 2

   4 (n
n

n
( )z

z






  2
1 112 2

   

 :ي كسرهابا استفاده از تجزيهدر گام اول ابتدا  »3«گزينه  پاسخf (z) كنيم:تر تبديل ميند كسر سادهرا به مجموع چ  

f (z) f (z) f (z)
z(z )(z ) z z z z z ( z)


        

     

1 1
1 1 1 1 12 2

1 2 1 2 2 1 2 2  
|چون ناحيه به صورت z | 1 ًاست و عملاz   و ديگر نيازي به تغيير متغيرz z t  ي غيرتحليلي نداريم. حالا به كسرها دقت كنيد؛ نقطه

تابع
z
1
|برابر با صفر است و چون صفر كوچكتر از 2 z ايجاد كنيم و چون  zلذا براي اين كسر بايد جنس بسط، لوراني باشد، يعني لازم است توان منفي |

خود
z
1
  ي نداريم! اين شرايط را دارد با آن كار 2

براي كسر
z

1
zي غيرتحليلينقطه 1 1 از 1است، چون عدد| z بزرگتر است، پس جنس بسط از جنس تيلوري است و در نهايت براي كسر |

z
1

هم  2
zي غيرتحليلينقطه  |بزرگتر از 2است و چون 2 z           باشد. است و لذا جنس بسط بايد از جنس تيلوري  |

nخواهيم از فرمولاكنون مي

n
u

u






 1
1 

|اين فرمول بايد براي نوشتن بسط لوران استفاده كنيم. در  u |1 يباشد. طبق صورت سؤال، در ناحيه| z |1 

nقرار داريم. ابتدا در مورد كسر دوم به سادگي داريم

n
z

z






 1
1 

و نياز به عمليات نداريم و در مورد كسر 
z

1
  از عدد ثابت داريم: با فاكتورگيري 2
n

n
n

n n

z z z( ) , | |
zz

 


 

   
 

  1
1 1 1 1 12 2 2 2 221 2

 
  

fيها در ضابطهبا جايگذاري اين بسط (z) :داريم  
n

n n
n n

n n n

zf (z) z f (z) ( )z
z z

  

 
  

        1 2
1 1 1 112 2 22 2  

  

 بندي روش نوشتن بسط لوران در توابع كسري خلاصه و جمع 
  

  كنيم:  يرا مجدداً يادآوري م مطالب ولي براي منظم شدن ذهن شما خلاصه ،هر آنچه لازم بود را گفتيم
  كنيم.  را به كسرهاي ساده تفكيك ميداده شده ابتدا با استفاده از روش تجزيه كسرها، كسر گام اول: 
|صورتاگر ناحيه به گام دوم: z z |  باشد وz   باشد از تغيير متغيرz z t  باشد.  ترراحتمحاسبه كار  كنيم تااستفاده مي  

در كسر گام سوم:
t k

tنقطه غيرتحليلي 1 k ،است| k |را با | t |مقايسه كنيد اگر | k |از كوچكتر | t |داريم و اگـر  لوراني باشد، بسط از جنس | k | 
|از بزرگتر t اگر دنبال بسـط لـوران باشـيم در     ؛نويسيمبا استفاده از دو بسط عنوان شده، بسط را براي كسرهاي ساده مي باشد، بسط از جنس تيلور است. |

كسر
t k

گيريم و اگر دنبال بسط تيلور باشيم در كسرفاكتور مي tاز 1
t k

  گيريم.فاكتور مي kاز 1

 در بسط :26مثالzf (z)
(z )(z )


 1 |در ناحيه 2 z |  1 3ضريب جمله ،(z )   )88(مهندسي برق ـ سراسري   كدام است؟21

1(1
27  2(2

27  3(2
81  4(1

9  

 :كنيم: سؤال را در سه گام گفته شده حل مي  »3«گزينه  پاسخ  

z  كنيم: كسر را تجزيه مي گام اول: A B z A(z ) B(z ) z (A B)z A B
(z )(z ) z (z )

           
   

2 1 21 2 1 2   

A  بنابراين دستگاه مقابل را داريم:  B
A A A , B

A B B A
 

         

1 1 22 12 2 3 3
   

fبنابراين (z) شود: به صورت مقابل مي  f (z)
z z

 
 

1 2
3 3

1 2  

zاز تغيير متغير گام دوم: t 1 اكنيم، لذاستفاده ميf (z)برحسبt شود: به صورت مقابل مي  f ( ) ( )
t t

 


1 1 2 1
3 3 3        
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|در ناحيه ابايد بسط ر گام سوم: t |  3 بنويسيم. براي كسر
t
|ي غيرتحليلي صفر است و چوننقطه 1 t |  ،پس براي اين كسر بسط لوران داريم

ايجاد كنيم. خود tهاي منفييعني بايد توان
t
  اين شرايط را دارد پس نيازي نداريم بر روي آن عمليات انجام دهيم.  1

پس سراغ
t 

1
|ي غيرتحليلي است و چوننقطه 3براي اين كسررويم مي 3 | 3 |از 3 t بزرگتر است، لذا در اين قسمت بسط از جنس تيلوري است و  |

t  در مخرج كسر فاكتور بگيريم: 3اين يعني بايد از عدد ثابت t( )
tt ( )

     
 

21 1 1 13 3 3 93 1 3

       

  پس بسط به صورت زير است: 

  t t.f ( ) ( ) t t f (z) (z ) (z )
t t (z )

                    


2
2 21 1 2 1 1 2 2 2 1 2 2 21 1 13 3 3 3 9 3 9 27 81 3 1 9 27 81     

z)پس ضريب ) 2برابر با 21
      است.  81

  

 سري لوران تابع :27مثالf (z)
(z )(z )




 
1

1 |ناحيهدر  2 z | 1   كدام است؟ 2

1 (
n

n n
n n

z
z

 

 
 

 1 1
1

1
2

  2 (
n

n n
n n

z
z

 

 
 

 1 1
1

2 
  3 (

n

n n
n n

z
z

 

 
 

 1 1
1

1
2 

  4 (
n

n n
n n

z
z

 

 
 

1 1

1
2

  

 : با استفاده از روش تجزيه كسرها در گام اول ابتدا»  2«گزينه  پاسخf (z)  نويسيم:مي مقابلرا به صورت      f (z)
(z )(z ) z z


  

   
1 1 1

1 2 1 2  

در كسر
z 

1
zي غيرتحليلينقطه  1 1  است (يعني همانk  است!) چون 1خودمان| | | z |1 يعني جنس بسط براي بسط ،

z
1

لـوراني اسـت. پـس     1

در كسر مشابه با استدلال .فاكتور بگيريم zخواهيم بود و بايد از zدنبال توان منفي
z 

1
zفاكتور بگيريم و 2بايد از  2

  كنيم.ايجاد  2

  f (z) ( ) ( )
z zzz( ) ( )

z z

   
   

1 1 1 1 1 1
1 1 21 2 1 1 12 2

  

|دقت كنيد با توجه به شرط صورت سؤال، چون z |1 باشد پسمي
| z |


1   توانيم بسط عبارت داخل پرانتز را بنويسيم:، و مي1

n
n

n n
( ) ( )

z z z z
z

 


 

 


  1
1 1 1 1 1

11  
  

|به همين ترتيب چون z | |z، پس2 |12 كنيم:به راحتي مجوز استفاده از بسط معروف را براي خود صادر مي  
n n

n
n n

n n n

z z z.( ) ( )
z

  


  

  


   1
1 1 1
2 2 2 2 2 21 2

  
  

fپس تابع (z) در طوق| z | 1   شود:به صورت مقابل نوشته مي 2
n

n n
n n

zf (z)
z

 

 
 

  1 1
1

2 
  

nاگر بخواهيم نمايش به صورت سري لوران با انديس يك در بيايد با قرار دادن كه البته 1 به جايn :داريم         
n

n n
n n

zf (z)
z

 


 

  1
1

1
2

  

  

 سري لوران تابع: 82مثالf (z) , | z |
z

   
2

1 1 1 2
1

  )89(مهندسي مواد ـ سراسري   م است؟ كدا 

1(
n

n
n

(z ) 







1

1
1

2
  2( 

n

n
n (z )




 
 2

2
1

  3( 
n

n
n

(z )
(z )









  2
1 1

2 1 2
  4( 

n

n
n

(z )
(z )









  1
1 1

2 1 2
  

 :با توجه به اينكه  »1«گزينه  پاسخ| z |  1 1 ، ابتدا كسر2
z 2

1
1

)  كنيم:  صورت مقابل تفكيك مي هرا ب  )
z zz

 
 2

1 1 1 1
2 1 11

   

tبا فرض اينكه z 1 شود كهنتيجه مي| t | 1 )و 2 )
t tz

 
2

1 1 1 1
2 21

|حالا خوب دقت كنيد؛ در طوق  t | 1  خواهيم سري لوران حولمي 2

t  را بنويسيم، واضح است
t
|چون(به همين شكل فرم مدنظر ما را دارد؛ 1 t | 1، بايد سراغ كسرحالا . )نقطه غيرتحليلي براي تابع است

t 
1

  . برويم 2
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|از ترزرگب 2 طبق آنچه تاكنون آموختيم چون t tيخواهد بود، پس بايد جمله تيلوري بسط آن به فرم يك سرياست،  |
را در مخرج كسر پديد آورد. با  2

)در مخرج كسر داريم، 2فاكتوري از )
t




1 1
2 1 2

n  بنويسيم:  تا بتوانيم بسط آن را 

n

t( )
t







1

21 2


  

  آوريم: دست ميدر نتيجه به
n n

n
n n

n n n

t (z ) (z )( ( ) )
t (z )z

  

 
  

 
       


  

1

2 2 1
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 11 2 2  
  

Ë   ايم.آن را حل كرده» ها)حل سؤالات رياضي مهندسي بدون دخالت دست! (روش رد گزينه«اين سؤال روش تستي و سريع دارد كه در كتاب  
 

 باشد؟تابع داده شده داراي كدام سري لوران مي :92مثالzf (z)
(z )(z )


 1   )93(مهندسي هوافضا ـ سراسري   1

1 (
k k

k k
k

( ) ( )| z | ,
(z ) (z )



 


  
      

 1 1
1 1 1 32 3 2 22 2

  2 (
k

k k
k

k

( )| z | , ( ) (z )
(z )







 
        

 1
1

1

1 1 11 2 3 2 22 22
  

3 (k k k k

k
| z | , ( ) (z ) ( ) (z )





        
 

 1 12 1 1 2 2 22 2
  4 (

k k

k k
k

( ) ( )| z | ,
(z ) (z )



 


  
      

 1 1
1 1 1 32 3 2 22 2

  

 :ابتدا  »4«گزينه  پاسخf (z)  كنيم: به دو كسر ساده تفكيك ميرا  f (z) ( ) ( )
z z z z

   
   

1 1
1 1 1 12 2

1 1 2 1 2 1   

zدر گام دوم بايد از تغيير متغير t 2 استفاده كنيم، در اين صورتz t  f  شود: ل مقابل نمايش داده ميبه شك fو لذا 2 ( ) ( )
t t

 
 

1 1 1 1
2 1 2 3  

f  در مخرج كسر كمك بگيريم:  tبراي داشتن سري لوران بايد از [( ) ( )]
t( ) t( )

t t

 
 

1 1 1
1 32 1 1

    

|بايد | | |
t t
 

3 11 |به صورت باشد كه اشتراك اين دو «1 |
t


3 |است و يا 1 t |   توان نوشت:بنابراين مي ،3

  
k k

k k k k
k k

k k k k

( ) ( )( ) ( ) , ( ) ( ) ,
t t t t t tt( ) t ( ) t( ) t( )

t t t t

   

 
   

 
      

   
   1 1

1 1 1 1 1 3 1 1 1 31 11 3 1 31 1 1 1   
   

  
k k

k k
k

( ) ( ).f (z) [ ] ; | z |
(z ) (z )



 


 
    

 
 1 1

1 1 1 3 2 32 22 2
  

  

 سري لورانت تابع :30مثالf (z)
z z


  2

3
2

|در ناحيه  z | 1   )93بزاردقيق و اتوماسيون ـ سراسري (مهندسي ا  ، كدام است؟2

1 (
n

n
n n

n n

zf (z) ( )
z

 


 

   1
11

2 
  2 (

n n

n n
n n

( ) zf (z)
z

 


 


  1

1 1
2 

  

3 (
n n

n n
n n

( ) zf (z)
z

 

 
 


  1 1

1 1
2 

  4 (
n n

n n
n n

( ) zf (z)
z

 

 
 


  1 1

1
2 

  

 :با تجزيه كسري »4«گزينه  پاسخf (z) :داريم  f (z)
( z)(z ) z zz z

   
     2

3 3 1 1
2 1 2 12

  

تظار داريم برايان
z

1
|از 2 (چون داشته باشيم، سري تيلور 2 z بزرگتر است) و براي كسر  |

z 
1

  بسط لوراني خواهيم داشت: 1

f (z) ( ) ( )
z z

z

  
 

1 1 1 1
12 1 12

   

|يدر ناحيه z | 1 |داريم: 2 |
z

 
1 1 |zو 12 | 

1 12   نويسيم:، بنابراين سري لورانت هر كدام از كسرها را به صورت زير مي2
n n

n n
n n

n n n n

z z ( )f (z) ( ) ( )
z z z

   

 
   


       1 1

1 1 1 1
2 2 2   
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 اگر سري لوران تابع: 31مثالf به صورت| z | 1 ،nn
nn

n n

bf (z) a z
z z

 

 
  


 2

1

1
1 

    كدامند؟ b2و a2باشد، آنگاه مقدار 

  )86(مهندسي مكانيك ـ سراسري 
1( b 2  وa  2 1  2( b 2  وa 2   3( b 2 aو 1 2 1  4( b 2 aو 1 2   

 :با فرض اينكه  »4«گزينه  پاسخz t2 و چون| z |1لذا ،| z | 2 |و يا 1 t |1از طرفي ،f (t)
t



1

 است و چون1ي غيرتحليلينقطه 1

| | 1 |از 1 t   در مخرج داريم:  tكوچكتر است، پس سري به صورت لوران است، بنابراين با فاكتورگيري از |

  . .[ ( ) ] f (z)
t t t t t t t t z z zt( )

t t

               
  

2
2 3 2 4 6

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 111 11 1 1
     

يعني ضريب b1لذا
z2
     هم برابر با صفر است.  a2برابر با يك است و 1

  

nfلوران تابعبراي به دست آوردن بسط  :8نكته  (z)
(z a)




z)ي، حول نقطه1 a)z  ابتدا بسط لوران
z a

را با توجه به سري هندسي به  1

گيري از طرفين بسط لورانآوريم و سپس با مشتقدست مي
z a

n(z، به بسط لوران 1 a)

  رسيم.مي1

 اگر بدانيم كه براي :23مثال| z | zداريم: 1 z ....
z
   


21 سري لوران ،11

z2
|براي 1 z | 1   )82مكانيك ـ سراسري مهندسي (           كدام است؟ 1

1((z ) (z ) (z )      2 31 1 1 1   2 ((z ) (z ) (z )      2 31 2 1 3 1 4 1   
3 (...(z ) (z ) (z )      2 31 1 1 1  4 ((z ) (z ) (z )      2 31 2 1 3 1 4 1   

  

  

 :كنيمابتدا فرض مي »4«گزينه  پاسخz t 1 لذاz t 1 :پس داريم ،  f , | t |
(t )

 
 2
1 1
1

  

  از طرفي داريم: 

|براي   t |1 f t t t
t

     


2 31 11     

  t t t f (z) (z ) (z ) (z )
( t) [ (z )]

              
  

2 3 2 3
2 2

1 11 2 3 4 1 2 1 3 1 4 1
1 1 1

´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH  
  

fيهرگاه در ضابطه :9نكته  (z)     توابع نمايي، مثلثاتي يا معكوس مثلثاتي و نظاير آن وجود داشته باشـد، بـراي نوشـتن بسـط لـوران ،f (z)  مسـتقيماً از ،
معتبر هستند. به همين دليل در چنين مسائلي ديگـر نـواحي    zها براي هر عدد مختلطلورن اين توابع استفاده خواهيم كرد. دقت كنيد كه اين بسطهاي مكبسط

fشود و يك سري لوران منحصر به فرد برايمختلف داده نمي (z) .خواهيم داشت  

 بسط سري :33مثالLaurent براي تابعz sin zf (z)
z


 zحول نقطة 3   80مكانيك ـ سراسري مهندسي (       كدام است؟(  

1(z z
! ! !
  

2 41
3 5 7  2(z z z

   
2 31

6 18 54 162   3(z z z   2 31 1 1 1
2 3 4 5   4(z z z   2 31 4 13 4

3 9 27 81
   

 :1«گزينه  پاسخ«        z z z ...sin z z
! ! !

    
3 5 7

3 5 7  

z sin z z z z z z... ...f (z) ( )
! ! ! ! ! !z z


        

3 5 7 2 4

3 3
1 1

3 5 7 3 5 7  

  

 بسط لورانت تابع :34مثالzf (z) ze



1

zحول 2      دام است؟، ك2
  )94مهندسي ابزاردقيق و اتوماسيون و مهندسي شيمي ـ بهداشت، ايمني و محيط زيست ـ سراسري (

1(
n n

n n
n n

( ) ( )
n!(z ) n!(z )

 


 

 


 
 1

1 2 1
2 2 

  2(
n n

n n
n n

( ) ( )
n!(z ) n!(z )

 


 

 


 
 1

1 2 1
2 2 

  

3(
n n

n n
n n

( ) ( )
n!(z ) n!(z )

 


 

 


 
 1

1 1
2 2 

  4(
n n

n n
n n

( ) ( )
n!(z ) n!(z )

 


 

 


 
 1

1 1
2 2 
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 :حولبراي نوشتن سري لوران  »2«گزينه  پاسخz  tتوانيم از تغيير متغيرمي 2 z 2 :كمك بگيريم  z tf (z) ze (t )e
 

  
1 1

2 2  

teحالا بسط


1
  نويسيم:را مي 

n
n n n

t
n n n

n n n n

( ) ( ) ( ) ( )t(t )e (t ) (t )
n! n!t n!t n!t

   


   

   
         

1

1

1
1 1 2 12 2 2

   
  

tاكنون z 2 بسط لورانكنيم و را جايگذاري ميf حولz    آيد:به دست مي 2
n n

n n
n n

( ) ( )f (z)
n!(z ) n!(z )

 


 

 
 

 
 1

1 2 1
2 2 

  
  

 سري لوران تابع :35مثالsin zf (z)
z


 

zحول نقطه   88و مهندسي برق ـ سراسري  94سراسري (مهندسي مكانيك ـ   ،  كدام است؟(  

1 (
n n

n

( ) (z )
( n )!





  


1 21
2 1  2 (

n n

n

( ) (z )
( n)!





  
1 21
2

  3 (
n n

n

( ) (z )
( n )!





  


21
2 1

  4 (
n n

n

( ) (z )
( n)!





  
21

2
  

 :با تغيير متغير  »1«گزينه  پاسخu z   :داريم  

  sin( u) sin u u ... ...f (z) f (u ) [u ] u u
u u u ! ! !


              
3

2 41 1 113 3 5  
n n

n

(z ) ( ) (z )...(z )
! ! ( n )!





    
       


2 1 2

41 11 3 5 2 1
  

  به نوعي از جنس سري تيلور است. (مقدار اصلي سري لوران را ندارد.)هاي منفي نيست و شامل توان البته اين بسط

fاگه توي :تستيروش  (z)مقدار ،z 
 رو قرار بديم، مساوي 2


بايـد تقريبـاً   ميشه. يعني مقدار سري هـم  2


)بشـه  2 ) 


2 2

3 . هـاي گزينـه  تـو  

zه، اگ)4(و  )3( 
   هـاي گزينـه تـو   كنـيم. ) خداحافظي مـي 4) و (3پس با ( .هستش 1ي سريعدد مثبتي به دست مياد چون اولين جمله ،قرار بديم  2

  ) داريم:2) و (1(

  ( )
!
 

            
2

21 11 1 13 2 24 24
   در )1گزينه (مقدارz 

 2  

( )
!
 

            
2

21 11 1 12 2 8 8
   در )2گزينه (مقدارz 

 2  

  جوابه ) 1پس گزينه (
  

 در بسط لوران مقدار اصلي :63مثالz( z)
1

zحول 1  ضريب ،z2 كدام است؟    
  )95ـ سراسري  مهندسي نانوفناوريو  84، رياضي ـ سراسري 92مهندسي مكانيك سراسري (

1 (e
11
24   2 (e11

24   3 (e
13
24   4 (e13

24   

 :براي نوشتن بسط لوران اين عبارت حول »2«گزينه  پاسخz   نويسيم:ابتدا آن را به شكل نمايي مي  log( z)
z zf (z) ( z) e


  

1 1 1
1  

  كنيم. طبق اين بسط داريم:اده مياكنون از بسط لوران تابع لگاريتم استف

  
z z z z z z(z )

zz zlog( z) z f (z) e e f (z) e e e
      

            

2 3 2 212 3 1 12 3 2 3 2 31 2 3
 

   

u  كنيم. طبق فرمول داريم:حالا از بسط لوران تابع نمايي استفاده مي ue u   
2

1 2   

fدر نتيجه براي (z) :خواهيم داشت  z z zf (z) e( )( )
!

      
2 2

21 12 32 2
    

  نويسيم:آيد، ميوجود ميبه z2هاها فقط جملاتي را كه در آنضرب اين پرانتزدر حاصل
z z z ze[ ] e[ ] ez

!
      

2 2 2 2 2
2

111 13 3 8 242 2
  ضربدر حاصل z2جملات شامل

fدر بسط لوران z2پس ضريب (z) برابر باe11
  است. 24

  



  

115  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

  محاسبه مانده انواع نقاط تكين و  :2درسنامه  
  

  
  
  

  تعريف نقطه تكين 
  

zنقطه z   تابع تكينرا نقطهf (z) ناميم، اگرميf (z) درz طهنق همسايگيهر ولي  ،تحليلي نباشدz، نقاطي باشـد كـه   شاملf (z)   در آن نقـاط
zتحليلي باشد. نقطه z   براي تابعتكين تنها را يك نقطهf (z)ناميم، اگرميf (z) درz  از يـك همسـايگي  غير تحليلي وليz     موجـود باشـد بـه

fطوري كه (z)  اين همسايگي به جز خود تمام نقاطدرzتحليلي باشد. به عنوان مثالي ساده نقطهz   براي تابعf (z)
z


يـك نقطـه تكـين تنهـا      1

zباشد، چون اين تابع در نقطهمي    محذوف به جز صفر (يعني در هر همسايگي تمام نقاطتحليلي نيست ولي درzباشد.) تحليلي مي  
zنقطه   براي تابعf (z) log z چون تابع دريك نقطه تكين است ،z   اما هر همسايگي نقطه .تحليلي نيستz نقاطي است كه شاملf (z)  در

z. چون درتكين تنها نيست ،نقطه اما اين هاي روي محور حقيقي مثبت)zآن نقاط تحليلي است (مثلاً   تـوانيم  باشـد، پـس مـي   تابع غير تحليلي مي
دانـيم بـه   ولي هر همسايگي حول مبدأ مختصات كه در نظر گرفته شود، بالاخره شامل نقاطي روي محور حقيقي منفي است و مي ؛بگوييم نقطه تكين است

logتابع ،zازاي مقادير منفي z  يـك همسـايگي   حـداقل  ، مطابقت ندارد. (چـون مـا بايـد بتـوانيم     تكين تنهاو اين موضوع با تعريف نقطه نيست تحليلي
zبراي   پيدا كنيم، كهf (z) در آنجا در تمام نقاط غير ازz (.تحليلي باشد  

fبه عنوان مثال آخر و مثالي مهم تابع (z)
sin( )

z




zبراي اين تابع نقاط تكين .را در نظر بگيريد 1    وz
n


1 )n       عددي صـحيح اسـت) هسـتند

zبه ازايكه   ،sin( )
z
 و به ازاي  تعريف نشده استz , , ,   

1 11 2 3 مخرج ،f (z) هسـتند،   تكـين تنهـا  نقـاط،   اين اما .شودبرابر صفر مي  

  مام آن نقاط تحليلي باشد.ت توان يك همسايگي پيدا كرد كه تابع درها ميچون حول تمام آن
  
  
  
  

ي نقـاط تكـين بـه    شود. در مثال بالا دنباله zاي از نقاط تكين برابر باآيد، هرگاه حد دنبالهه به حساب ميتتكين غير تنها از نوع انباش ،zيدر واقع نقطه

zصورت
n


و چون هبود 1

n
Lim

n


1 لذا ،z   ي تكين انباشته است (هر چهنقطهn شـوند)  تـر مـي  شود، جملات دنباله بـه صـفر نزديـك   بيشتر مي  

  هستند.ي تكين تنها طور كه در بالا گفتيم نقطهالبته هر يك از جملات دنباله همان
 شوندابع راديكالي و لگاريتمي مشاهده مياي توچنين در نقاط شاخهصورت فوق و هممعمولاً نقاط تكين غير تنها (انباشته) در توابعي به  :4تذكر.  

  

z،Reدر بعضي توابع مانند  :10نكته  z وIm zد.نشوجا تحليلي نيستند، نقاط تكين تعريف نمي ، كه هيچ  
 اگر  :5تذكرz يك نقطه تكين تنها برايf (z) باشد، در اين صورتf (z) حول نقطهz اراي بسط لوران خواهد بود.د  

fتمام نقاط تكين تنها براي تابع :11نكته  (z)، براي توابع
sin(f (z))

1،
cos(f (z))

1،
sinh(f (z))

و 1
cosh(f (z))

(انباشته) بـه   تكين غير تنها 1

  آيند.حساب مي

 نقاط تكين: 24مثالf (z) cot g( z)  :87ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري  مهندسي(  عبارتند از(  

1 (  2 (, , , 
 
1 2   3 (, , ,... 1 2  4 (, , , 

11 2   

 :3«گزينه   پاسخ«  cos( z)f (z) cot( z) sin( z) z k z , , , ,...
sin( z)


              


1 2 3   

 

x

y  

1 1o         

zاما نقطه    عـكه تاب توان در همسايگي آن، يك همسايگي پيدا كردتكين غيرتنها است چون نمي 
zهـا بـه سـمت نقطـه    لاً تكينـن تابع كـديگري نباشد. در واقع در ايتكين  جا شامل نقاطدر آن   

 گويند.هاي انباشته نيز ميهاي غير تنها، تكينتكين اين نوع به شوند و به همين دليلنباشته ميا
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 تعداد نقاط غيرتحليلي تابع: 64مثال
zef (z)

cosz Ln(z z)


2روي ،| z | 2   است؟ (شاخه اصلي لگاريتم مدنظر است.) كدام 2

  )94(مهندسي نانو مواد ـ سراسري 
  شمار) بي4  3) 3  2) 2  1) 1

 :نقاط غيرتحليلي تابع »3«گزينه  پاسخ
zef (z)

cosz Ln (z z)


2 هاي مخرج و نقاط غيرتحليليعبارتند از ريشهLn (z z)2كنيم كه . يادآوري مي

Lnاصليي شاخه (w) در نقاطي غير تحليلي است كهRe w  وIm w    .باشد  
  w z z (x iy) (x iy) (x y x) i ( xy y)          2 2 2 2 2  

Re  كنيم:  ؛ نقاط غير تحليلي را مشخص ميwهاي حقيقي و موهومي با بررسي بخش w x y x
Im w xy y

    


  

2 2

2



  

)yي دوم داريمهاز معادل x ) 2 1  پسy   ياx 
1
  است.  2

yاگر   ي بالا داريم: باشد در نامعادلهx x 2  پسx(x ) 1  بنابراينx 1 است. (دقت كنيد كه برايx   وx 1 مقدارx(x )1   مثبـت
yهاشود). بنابراين نقاطي كه در آنمي   وx 1  باشد، از نقاط غيرتحليليLnw   .هستند  

xديگر آن است كه حالت 
1
yي اول داريمباشد. در اين صورت در نامعادله 2  21 1

4 2  بنابراينy  2 1
4  كه هميشه برقرار است. به عبارتيy  

xروي خطي نقاط تواند باشد در نتيجه همههر عدد دلخواهي مي 
1
  هستند.   Lnwاز نقاط غيرتحليلي  2

fهاي مخرجِاكنون ريشه (z) كنيم.  را نيز معين مي  cos z z ( k ) ; k , , ,
      2 1 1 22    

  Ln (z z) z z z z z 
          52 2 2 1 51 1 2   

zيي نقاط غيرتحليلي بدست آمده؛ فقـط سـه نقطـه   در بين همه   ؛z 


1 5
2 

zو 
 |يدر ناحيه 2 z | 2 قرار دارند. دقت كنيد كه اين ناحيه، يك ديسك به  2

  است.  2و شعاع  -2مركز 
  
  

  تكين برداشتني            
  

fگويند هرگاهاشتني ميرا يك نقطه تكين برد zنقطه (z) درz z  را طوري تعريف كرد كه  ولي بتوان آن ،تحليلي نباشد

zبراي مثال نقطه تحليلي شود. zدر   براي تابعsin zf (z) (z )
z

   كين برداشتني است چون اگريك نقطه تg(z)   را بـه
  تعريف كنيم، داريم:مقابل صورت 

sin z , z
g(z) z

, z

  
  1




  

zدر g(z)شود كهملاحظه مي   .گوييم كه بسـط لـوران آن   ين برداشتني مياي تكتعريف ديگري از تكين برداشتني اين است كه به نقطه تحليلي است
zشامل توان منفي z  (.يعني قسمت اصلي بسط لوران در آن وجود نداشته باشد) .نباشد  

عـددي  با ) حساب كرديم و برابر اگر ريشه مخرج كسر، ريشه صورت كسر هم باشد و حد عبارت را در اين نقطه تكين (ريشه مخرج  :21نكته 
)مخالف بينهايت ) گاه آن ريشه، تكين برداشتني تابع است.شد، آن  

  تكين اساسي              

zهاي منفياز توان نامتناهيهاي اگر بسط لوران شامل جمله z  باشد، آنگاهz  براي مثـال توابـع   ناميم.اساسي مي تكيننقطه راsin
z
zeو 1

1
داراي نقطـه   

zتكين اساسي در   .هستند  ze ( )
z ! z

   
1

2
1 1 11 2         و       sin ( ) ( )

z z ! !z z
   3 5

1 1 1 1 1 1
3 5   

  هستند و تعداد اين جملات نامتناهي است. zهاي منفيدو تابع شامل جملاتي با توان شود هرطور كه ملاحظه ميهمان

      
3
2


 2




1 5
2


1x
2



1
2


1 5
2


3
2



z 2 

x

y


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 تابع : 74مثالzf (z) (e ) z     1 1 11   )85(دكتري برق ـ دانشگاه آزاد سال   توان گفت كه:مفروض است. مي zاز متغير مختلط  2
1 (z   ي استثنايي برداشتني است و يك نقطهf  .يك تابع فرد است  
2 (z   ي استثنايي اساسي است و يك نقطهf  .يك تابعِ زوج است  
3 (z   .يك قطب است  
4 (z   ي استثنايي برداشتني است و يك نقطهf ع زوج است و نه يك تابعِ فرد. نه يك تاب  

 :كافي است بسط لوران تابع را بنويسيم:  »4«گزينه  پاسخ  zf (z)
ze

  


11 1 2
1

  

z ze z z z
! z

z z ( )
ze e z z zz

! ! !

       
    

 
    

2 211 12 1
2 2

1 1 1 1 1
1 1 12 2 3

 

 
  

z
z z z z z[ ( ) ( ) ] [ ( )z ]

z ! ! ! ! z !e
            



2 2 2 21 1 1 1 11 12 3 2 3 2 4 61
     

z)بزرگترند 1از  zيهااين توان كههايي طبيعي توانجملاتي داراي (
z z

z z ! ze
           



1 1 1 1 1 1 1
2 2 12 2 121

   
fچون در بسط لوران (z) هاي منفيتوانz يلذا نقطه ،حضور ندارندz   باشد.ي تكين برداشتني مييك نقطه  

  قطب         

zاي منفيهاز توان متناهي هاياگر بسط لوران شامل جمله z  باشد، آنگاهz براي را يك قطبf (z)ناميم.مي  
  

 تعيين مرتبه قطب  
  

mبا محاسبه
z z
Lim (z z ) f (z)





 در صورتي كهm , , ,...1 2    متنـاهي  يكـه بـه ازاي آن بـراي اولـين بـار حـد فـوق برابـر مقـدار          mباشد، مقـداري از  3

m(zدر عبارت mناميم. به عبارت ديگر در بسط لوران تابع، بزرگترين توانشود را مرتبه قطب مي (و البته مخالف صفر) z )

1


 راگ ـ نـاميم. را مرتبـه قطـب مـي    

m 1 براي مثال تابع  ناميم.باشد قطب را مرتبه اول و يا ساده ميf (z)
z(z ) (z )

 
 5 2
1 3

2 2
zيك قطب ساده در     در 5و يك قطب مرتبهz    . دارد 2

گاه حاصلي تكين برداشتني براي تابع باشد، آنيك نقطه zهرگاه: 13تهنك 
z z
Lim (z z )f (z)





 شود. برابر صفر مي  

هاي تابعقطب :14نكته 
f (z)

)sinنقطه تكين اساسي براي توابع ،1 )
f (z)

)cosو 1 )
f (z)

1،f (z)e
1

،sinh( )
f (z)

1،cosh( )
f (z)

  .آيندبه حساب مي 1

 هرگاه: 84مثالcoszf (z)
z


 4
z، در اينصورت  1    قطبf 78مواد ـ سراسري  (مهندسي              با كدام مرتبه است؟(  

  ) فاقد قطب4  4) 3  2) 2  1) 1

 :2«گزينه  پاسخ«        
m

mm m
z z z

z
cos z zC Lim z ( ) Lim z Lim C

z z z


  


 

     

2

2
4 4 2

1 12
22  

  
  كه به ازاي آن براي اولين بار حد متناهي شود، مرتبه قطب است. mلازم به يادآوري است مقدار

 
 تابع هايقطب: 94مثالzf (z)

sinh zcoshz
 :78برق ـ سراسري مهندسي (            عبارتند از(  

1 (kk, j
,kk) 2  عدد صحيح و غير صفر 2 j

,k) 3  عدد صحيح 2 k j 4  عدد صحيح و غير صفر (k,k j حيحعدد ص  

 :1«گزينه  پاسخ«        k jsinh zcosh z sinh zcosh z sinh z z k j z   
         2 2 2 2  

kتوجه شود كه به ازاي   مقدارz   و در نتيجه مخرجf (z) ا شود بايد حـد ر نيز برابر صفر خواهد بود اما چون صورت كسر نيز در اين حالت صفر مي

    محاسبه نمود:
z z

z zLim Lim
sinh z cosh z sinh z 

 
2 12 

  
zپس   باشد يعني به ازاينقطه تكين برداشتني تابع ميk   .قطب نداريم  
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 تابع: 50مثالtg
zf (z) e
1

zدر نقطه    84ـ سراسري مجموعه رياضي (  داراي چه نوع تكين است؟(    
  ) غيرتنها4  ) تنهاي اساسي 3  ني) تنهاي برداشت2  ) قطب1

 :كنـيم. بـا توجـه بـه آن كـه     ي نقاط تكين اين تابع را پيـدا مـي  براي پاسخ به اين سؤال ابتدا همه »4«گزينه  پاسخ
sin( )

ztg( )
z cos( )

z



1
1

اسـت، عـلاوه    1

zرب  يهاي معادله، جوابcos
z


1  نيز نقاط تكينf (z) شوند.محسوب مي  

  cos( ) ( k ) z
z z ( k )


     

 
1 1 22 1 2 2 1  

kzيي نقاط دنبالهپس همه
( k )


 
2

2 fي تكيننقطه 1 (z) به وضـوح داريـم  هستند و
k
Lim

( k )


 
2

2 1   پـسz     ي تكـين انباشـته   يـك نقطـه

  (غيرتنها) است.
 

 تابع: 15مثالf (z) csc( )
z



1

  هاي تابع كدام عبارت درست است؟و قطب را در نظر بگيريد. در مورد نقاط تكين zاز متغير مختلط 1

  )95(مهندسي نانوفناوري، نانومواد ـ سراسري 
z) 2  نهايت قطب مكرر دارد.) بي1  1 .تنها نقطه تكين تابع است  
  ن انباشته) دارد.نهايت قطب ساده و يك نقطه تكين غير تنها (تكي) بي4  ) قطب ندارد و فقط يك نقطه تكين اساسي دارد.3

 :طبق تعريف داريم: »4«گزينه  پاسخ  f (z) csc( )
z sin( )

z

 




1 1
11

1

  

)sin  آوريم:هاي مخرج اين كسر را به دست ميريشه ) k z z
z z k k

         
   
1 1 1 11 11 1  

kzنقاط kبه ازاي هر عدد صحيح
k

 

1 fهاي تابعقطب 1 (z) هستند. از طرفيk

k
lim z


 1 يو نقطهz  1    هم يكـي از نقـاط تكـينf (z) 

zيقطـب سـاده و نقطـه   يك  kzاي از نقاط تكين است. هر كدام از نقاطي تكين، غيرتنها است؛ زيرا حد دنبالهاست. اين نقطه  1   ي تكـين  يـك نقطـه
  غيرتنها است.

گاه حاصلي تكين برداشتني براي تابع باشد، آنيك نقطه zهرگاه: 15نكته 
z z
Lim (z z )f (z)





 شود. برابر صفر مي  

هاي تابعقطب :16نكته 
f (z)

)sinنقطه تكين اساسي براي توابع ،1 )
f (z)

)cosو 1 )
f (z)

1،f (z)e
1

،sinh( )
f (z)

1،cosh( )
f (z)

  آيند.به حساب مي 1

بندي نقاط تكين  دسته  
  

fي تكين تابعنقطه zاي ماننداگر نقطه ايم.بندي نقاط تكين را ارائه كردهدسته ،بندي بحث نقاط تكين در اين قسمتبراي جمع (z) تـوان مي باشد، آنگاه   
  بندي زير را براي آن در نظر گرفت:دسته

z تنهاست     غيري تكين نقطه  
  

z  نقطه تكينf (z) .است  
  

   z ي تكين تنهاستنقطه  
  

  

  يا تكين انباشته است.
اي و نقاط روي شاخه) ي شاخهنقطهمثل ( است يا تكين انشعابي

fقطب zيا (z) .است  
  تكين اساسي است. zيا
  تكين رفع شدني است. zيا
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 صفر تابع   
  

fاگر تابع (z) در حوزهD تحليلي باشد وz متعلق به اين حوزه باشد، آنگاهz ناميم هرگاهرا صفر تابع ميf (z )   .باشد  
fيك صفر تابع zاگر :مرتبه صفر (z) طبيعيشد، آنگاه كوچكترين عدد باn كه به ازاي آن(n)f (z )   ناميم.باشد، را مرتبه صفر مي    

zfبراي مثال تابع (z) z(e ) 1 درz   داراي صفر مرتبه دوم است، چونf ( ) f ( )    وf ( )  2 يعني مشتق دوم آن مخالف صفر است ،.  

nzهاي تعيين مرتبه صفر اين است كه حاصليكي از روش z

f (z)Lim
(z z )  

، كه به ازاي آن مقـدار ايـن حـد متنـاهي و     nآوريم و اولين مقداررا به دست مي 

  مرتبه صفر در نظر بگيريم. مخالف صفر شد را به عنوان

n)امnقطب مرتبه  zنقطه :17نكته  )1 تابعf (z) باشد، اگر صفر مرتبه ميnام تابعg(z)
f (z)


ه از باشد. از اين تعريف در مـواقعي ك ـ  1

  كنيم.توانيم مرتبه قطب را تعيين كنيم، استفاده ميهاي قبلي نميتعريف
P(z)fتابع  :18نكته  (z)

Q(z)
 مفروض است. (با فرض اينكهP(z)وQ(z)  در همه جا تحليلي باشند.) اگـرz   ي صـفر مرتبـهn  تـابعP(z)  و

  باشد آنگاه:   Q(z)تابع mي صفر مرتبه
nبا شرط الف) m ،z ييك صفر مرتبه(n m)ام تابعf (z) و به عبارت ديگرz رفع شدني تابع تكينf   .مـثلاً اسـت)z      بـراي تـابع

sin z
z

4

  )تكين برداشتني است. 3

mبا شرط ب) n،z ييك قطب مرتبه(m n)ام تابعf (z)  .است  
fهرگاه توابع  :19نكته  (z) وg(z) ي مشتركداراي ريشهz وري كهباشند، به طz يي مرتبهريشهn برايf يي مرتبـه و ريشهm  بـرايg 

m).باشد n) گاه با شرطآنA وB :مخالف صفر داريم  
1(   Af (z) Bg(z) يداراي صفري از مرتبهm درz .است  
2( f (z)g(z) يداراي صفري از مرتبهm n درz .است  

zاي مانند توجه داشته باشيد كه نقطه  :20نكته  z ممكن است براي تابعf (z)ي تكين اساسي باشد و هم قطـب (يـا صـفر مرتبـه    هم نقطهn (
fطي كه(البته به شر (z )    (يدر كـل بايـد نقطـه    در چنـين حـالتي  تعريف شودz z  تكـين اساسـي بـراي تـابع      يرا نقطـهf (z)  .در نظـر بگيـريم             

zzبه عنوان مثال: تابع  e , zf (z)
, z


  
 

1
3 
 

zكه در آن نقطه    است كه در كل بايد تكين اساسـي در   3ي هم تكين اساسي است و هم صفر مرتبه

  .نظر گرفته شود
 نقطه  :25مثالz    براي تابعf (z)

z coshz


 2
1

2 2
  باشد؟، قطب مرتبه چندم مي

  ) چهارم4  ) سوم3  ) دوم2  ) اول1

  :با تعريف   »4«گزينه پاسخg(z) z cosh z
f (z)

   21 2 را حساب كنيم. براي اين منظور بايـد از تـابع   g(z)كنيم مرتبه صفر تابع ، سعي مي2

g(z) اي مشتق بگيريم تا مقدار مشتق آن در نقطه تا مرتبهz   مخالف صفر شود:  
  g(z) z cosh z g( )    22 2    

  g (z) z sinh z g ( ) , g (z) cosh z g ( )          2 2 2 2     
  ( ) ( )g (z) sinh z g ( ) , g (z) cosh z g ( )          4 42 2 2     

zپس    قطب مرتبه چهارم تابعf (z) باشد.مي  
  

 نقطه: 35مثالz    94(مهندسي معماري كشتي ـ سراسري   كدام تابع است؟قطب ساده(  
  

1 (z
z

  
  

2 (cot z
z

  3 (
sin

z
z(z )2

1

1
  

  

4 (z tan z
z (z )


4 2 1
  

 :دانيم كه تابعمي »4«گزينه  پاسخz x iy  كند. زيرا:اي صدق نمين در هيچ نقطهدر شرايط كوشي ريما    
x

x y
y

u x u
u v

v y v
         

1
1   
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  هاهاي عددي به كمك قضيه ماندهي انتگرال توابع حقيقي و برخي سريمحاسبه :4درسنامه
  

هـا بـراي تمـام    پردازيم. اين روشهاي معين برخي توابع حقيقي ميي انتگرالها، يعني محاسبهمانده به بررسي يكي از زيباترين كاربرد نظريه قسمتدر اين 
  ايم:بندي كردهها را دستهها حل كرد كه ما آنتوان با اين روشها را مييستند، اما به هر حال بسياري از اين انتگرالهاي حقيقي قابل استفاده نانتگرال

  

  

 
fـ محاسبه انتگرال هايي به صورت1  (cos ,sin )d


  

2
 

  
izيو جايگزينcosوsinها با توجه به مقاديربراي محاسبه اين نوع انتگرال e  :داريم  

i i i icos (e e ) (z ) , sin (e e ) (z )
z i i z

              
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2  

i iz e dz ie d d dz
iz

       
1  

  كه در نهايت انتگرال به صورت زير قابل بيان است:

|z|
I f (z)dz


  1  

  

 حاصل انتگرال حقيقي: 481مثالd

cos

 

 


2
5
4


  )93سراسري (مهندسي هوافضا ـ   برابر است با: 

1 (
5  2 (

3  3 (8 3  4 (8 5  

 :با تغيير متغير » 3«گزينه  پاسخiz e  داريمidz ie d  در نتيجهdzd
iz

  دانيم كهاست. همچنين مي
i ie e z zcos
    

  
1

2  است. 2

  پس اين انتگرال برابر است با:
|z| |z| |z| |z|

dz
d dz dziz f (z)dz
cos (z z ) i( z z ) i(z )(z )



   

 
   

       
    

2
1 1 1 11 2

2
5 5 1 5 1 1 1 24 4 2 4 2 2 2

     

fتنها نقطه تكين (z) در داخل دايره| z |1 نقطهz  1
ها، انتگرال فوق برابر است باقضيه مانده است. با استفاده از 2

z
i Res(f (z))




1
2

  . بنابراين داريم:2

|z|
z
Res(f (z)) f (z)dz i

i(z ) i iz 


 
      

   11
2

2 4 4 8212 3 3 3
2

  

 

 حاصل انتگرال: 149مثالd
psin p

 

  
2

21 2
pبا شرط   1 1  )p :81برق ـ سراسري مهندسي (             ثابت)، برابر است با(  

1 (
p


 2
2

1
  2 (

p


 2
2

1
  3 (p

p




2

2
2
1

  4 (p
p


 2
2

1
  

 :1«گزينه  پاسخ «         i
zdz zz e d , sin

iz i



     

1

2  

|z| |z| |z|

dz dz dzI
p iiz piz p(z ) izp(z ) p z (ip )z
i z p

  
    

       
  1 1 12 22 2

1 1
2 1 11 12

  

   تـر اسـت.  حـل راحـت   ه دوم را حـل كـرد، امـا بـا اسـتفاده از قواعـد معادلـه درجـه دوم در مـورد مجمـوع دو ريشـه و حاصلضـرب دو ريشـه             توان معادله درجمي

zدر معادله درجه دوم يادآوري:( bz c  2  همواره مجموع ريشه برابر باb ها برابر باو حاصلضرب ريشهc  (هاي مخـرج ريشهتوان فهميد ميپس استi
p

 

pهستند و با توجه به اينكه ipو  1 |درون ناحيه ipلذا فقط 1 z |1 ا داريم:باشد، لذواقع مي  
z ip

I i Res f (z)
p p


    

 2
1 22

1
 

Ë   ايم.آن را حل كرده» ها)حل سؤالات رياضي مهندسي بدون دخالت دست! (روش رد گزينه«اين سؤال روش تستي و سريع دارد كه در كتاب  
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Iـ محاسبه انتگرال هايي به فرم كلي2  f (x)dx




  

  
p(x)fفرض كنيم (x)

q(x)
 از درجه صورت بيشتر اسـت.   حداقل دو درجهاي هستند و درجه مخرج يك تابع كسري است كه صورت و مخرج آن چندجمله

  باشد:در اين صورت حاصل انتگرال به صورت زير قابل محاسبه مي

f( مجموع مانده هاي (z) (.در قطب هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارند I f (x)dx i



   2 

  
fهايمام قطبهايي به صورت فوق، اول تيعني در محاسبه انتگرال (z) بالاي محـور حقيقـي  هايي كه مانده تابع را در قطب فقطكنيم، بعد را حساب مي 

  كنيم.ضرب مي i2قرار دارند حساب كرده و با هم جمع و در
 اگر تابع :9تذكرf (z)  ًطبي داشته باشد، بايد مانده مربوط به آن را به جايقروي محور حقيقي دقيقاi2 درi .ضرب كنيم  

  

 مقدار انتگرال :501مثالx dx
(x )(x )



  
2

2 21 4
  )79مكانيك ـ سراسري مهندسي (       است؟  چقدر 

1(
2  2(

3  3(2

9  4 (1  

 :لاي محور حقيقي بايد منظور گردندهاي باتوجه شود در محاسبه انتگرال فقط قطب  »2«گزينه   پاسخ.  

p(z)fكنيم كه با فرضدر محاسبه مانده از اين روش استفاده مييادآوري:  (z)
q(z)

 مانده درz برابرp(z )
q (z )




  است. 

z i z i

z z i ( i)f (x)dx i Resf (z) i[Res Res ] i[ ] i[ ]
i iz z z z (i) i ( i) ( i)



  


             

     
2 2 2 2

4 2 4 2 3 32
2 1 42 2 2 2 6 12 35 4 5 4 4 1 4 2 1 2 

  

  
 حاصل انتگرال :511مثالdxI

(x a )(x b )




  2 2 2 2

aبا شرط:  b،b  ،a 85كامپيوتر ـ سراسري مهندسي (     ر است با:براب(  

1 (
ab


2  2 (
ab(a b)


2  3 (

(a b)

2   4 (

ab(a b)



  

 :كنيم:ها را تعيين ميابتدا قطب  »2«گزينه  پاسخ  

  z a z ai

z b z bi

     


    

2 2

2 2



  

  ها هستند، لذا داريم:xبالاي محور biو aiفقط

  
z ai z bi

dx i[Res Res ] i[ ]
ab(a b)(x a )(x b ) (z a )(z b ) (z a )(z b ) ai[(ai) b ] bi[(bi) a ]



 


      

        2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1

22 2
  

 

 انتگرال ناسره :521مثالdx
x



 41
  )78برق ـ سراسري و مهندسي  91افضا ـ سراسري مهندسي هو(             برابر است با:   

1 (  2 (2  3 ( 2
4  4 ( 2  

 :3«گزينه  پاسخ«    

       روش اول:
( k )i

z z e , k , , ,
 

    
2

4 41 1 2 3   

اما فقط دو ريشه
i

z e


 و 41
i

z e



3
  بالاي محور حقيقي قرار دارند، لذا داريم: 42

z z z z

dx dxI , f (z) , I [ i(Resf Resf )]
x x z

 

  
      

   
1 24 4 4

1 1 1 22 21 1 1
  

    شود، لذا داريم:مي z34چون مشتق مخرج به صورت

i i

i i

i i

z e z e

Resf (z) e , Resf (z) e

(e ) (e )
 

 
 

 

 

   
3

4 4

3 9
4 4

3
3 34 4

1 1 1 1
4 4

4 4
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i i

I [ i ( e e )] I i [cos( ) i sin( ) cos( ) i sin( )]
 

     
                

3 9
4 41 1 1 1 3 3 9 922 4 4 4 4 4 4 4  

i iI ( i i ) ( )( i )  
       

2 2 2 2 224 2 2 2 2 4 4  

n دانيم:طبق نكته ميروش دوم: 
dx

x n sin( )
n

 


 1
  ، لذا داريم:

dx
x sin( )

  
 

 4 2 21 4 4


  

 

 حاصل انتگرال :531مثالx dx
x




2

41
  )96(مهندسي ابزاردقيق و اتوماسيون ـ سراسري   كدام است؟ 

1( 
 4  2(

 2  3(
4   4(

2  

 :با توجه به آنكه تابع» 1«گزينه  پاسخxf (x)
x




2
41

x   باشد، داريم:زوج مي  xdx dx
x x

 




  
2 2

4 4
1
21 1

   

xحال حاصل انتگرال dx
x



 
2

41
zfكنيم. تابعرا محاسبه مي  (z)

z




2
41

zهـاي داراي قطب  i z   1»  باشـد كـه  مـيi     بـالاي محـور حقيقـي و

 1 x  پس حاصل انتگرال برابر است با: ،روي آن قرار دارند «1 (i) ( ) ( )dx i ( ) i ( )
x (i) ( ) ( )

   
       

      


2 2 2 2

4 3 3 3
1 1 122 41 4 4 1 4 1

      

  

 حاصل :541مثالdxI
x




 6 1

  كدام است؟ 

1(
3  2(2

3  3(3
4  4(5

6  

 :هاي تابعابتدا مانده»  1«گزينه  پاسخf (z)
z


6

1
1

  را حساب كنيم. -1هاي ششم عدد آوريم: براي اين كار بايد ريشهرا به دست مي 

i
ki( )ez z z e


 

       
2

16 6 61 1 1    

  داريم: 5از صفر تا  kبه ازاي مقادير مختلف 
i i i i i i

z e , e , e ,e ,e ,e
     


3 5 7 9 11

6 6 6 6 6 6  

هايهاي فوق فقط قطباز بين قطب
i

e

6،

i
e

3
و 6

i
e

5
بالاي محور حقيقي قرار دارند (به زواياي 6

6،
3
5و 6

كه در ربـع اول و دوم قـرار دارنـد، دقـت      6

fيعني fكنيم. با توجه به ضابطه ه حساب ميكنيد) خب حالا مانده تابع را در اين سه نقط (z)
z


6

1
1

باشـد. اگـر از   بهترين راه استفاده از روش سوم مي ،

مخرج مشتق بگيريم به شكل
z5
1

6
)  شود، پس داريم:مي  i ) 

1 3 1
6 2 2

i

i
e [cos( ) i sin( )]

(e )





  

     
5
6

56

1 1 1 5 5
6 6 6 6

6
مانده در 

i
e

6  

( i)
1
6 

i

i
e [cos( ) i sin( )]

(e )





   

    
5
2

3
56

1 1 1 5 5
6 6 2 2

6
مانده در 

i
e

3
6  

[ i ]
1 3 1
6 2 2

i

i
e [cos( ) i sin( )]

(e )





  

     
25

6
5

56

1 1 1 25 25
6 6 6 6

6
مانده در 

i
e

5
6  

ii ( ) 
   

22 3 3
i[ i i i ] I          

1 3 1 3 1
6 2 2 2 2 3 هامجموع مانده  

dxدقت كنيد، حاصل فوق برابر انتگرال
x



  61
1است، لذا بايد عبارت فوق در عدد گيري در صورت تست از صفر تاباشد و چون بازه انتگرال، مي

ضرب شود،  2

يعني
3I 

  
1 2
2 3.  
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fـ محاسبه انتگرال هايي به فرم كلي3  (x)sinaxdx



و f (x)cosaxdx




 

  

p(x)fفرض كنيم (x)
q(x)

 از درجه صورت بيشتر و حداقل يك درجهاي هستند و درجه مخرج يك تابع كسري است كه صورت و مخرج آن چند جملهa 

  يقي و بزرگتر از صفر است. در اين صورت حاصل انتگرال به صورت زير قابل محاسبه است:عددي حق

iazfهاي تابع(مجموع مانده[ (z)e هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارند)در قطبI f (x)cosaxdx Re[ i



   2  

iazfهاي تابعموع مانده(مج[ (z)e هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارند)در قطبI f (x)sinaxdx Im[ i



   2  

 اگر تابع :10تذكرf (z) ،ًقطبي داشته باشد، بايد مانده مربوط به آن را به جايروي محور حقيقي  دقيقاi2 درi .ضرب كنيم  
  

 مقدار انتگرال حقيقي و ناسره:  :551مثالcos x dx
x x



   4 2
4

5 4
  )91(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري   كدام است؟ 

1(( e e ) 
4 826  2((e e ) 

4 8
6  3(( e e ) 

4 826  4((e e ) 
4 8

6  

 :توان چنين نوشت: ها ميهاي ناسره به كمك قضيه ماندهطبق روش محاسبه انتگرال» 1«گزينه  پاسخ  
i z i z

z i z i

cos x cos x e eI dx dx Re{ i[Res Res ]}
x x (x )(x ) (z )(z ) (z )(z )

 

   
    

        
4 4

4 2 2 2 2 2 2 22
4 4 2

5 4 4 1 1 4 1 4
  

i z i ze e e eRe{ i[ ]} Re{ i[ ]} ( e e )
z i z i i i(z i)(z ) (z )(z i)

 
 

       
    

4 4 4 8
4 8

2 22 2 22 6 12 64 1 2
  

  

 انتگرال  :561مثالcos x dx
( x )

 

 2
1 2
2 1

  )89(مهندسي هوافضا ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (( e )
 214  2 (( e )

 214  3 (( e )
 214  4 (( e)

14  

 :كنيم:انتگرال را به دو بخش تقسيم مي »2«گزينه  پاسخ  dx cos xdxI
x x

 
 

  2 2
1 1 2
2 21 1 

  

رسد از اطلاعات رياضي مهندسـي بايـد در حـل انتگـرال     شود و به نظر مي) پاسخ داده مي1ول كه به راحتي با استفاده از اطلاعات رياضي عمومي (انتگرال ا
  دوم استفاده كنيم. ابتدا تكليف انتگرال اول را معلوم كنيم:

  dxI [Ar ctg x] Arctg( )
x

   
      

1 2
1 1 1 1
2 2 2 2 2 41 

  

ابع هاي تاما براي حل انتگرال دوم، بايد مانده
i zef (z)
z




2

21
fهـاي تـابع  هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارند، حساب كنيم. قطبرا در قطب  (z)   برابـر

z i  باشند كه فقطميz i :بالاي محور حقيقي قرار دارد و لذا داريم    
i z i z i (i)

z i z i

e e e eLim[(z i) ] Lim
(z i)(z i) z i i i i



 
    

   

2 2 2 2

zمانده در 2 i  

1داده شده، لذا بايد ضريبتا ي انتگرال ازبا توجه به اينكه بازه
eابـر ضرب شود. لذا حاصـل انتگـرال بر   i2در 2 ei ( )

i

 
   

2 212 2 2 شـود و  ، مـي 2

1چون خود صورت سؤال ضريب 
eIپشت انتگرال  قرار داده، پس 2




2
2   خواهد بود. پس داريم: 4

  I I I e I ( e )   
      2 2

1 2 14 4 4  
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Iهاينتگرالا :72نكته  f (x)cos axdx



 1  و همچنـينI f (x)sin axdx




 2   هـايي از انتگـرال  ، هـر كـدام بخـشiaxI f (x)e dx




  

    باشند، در واقع داريم:مي

iazfهاي تابع(مجموع مانده         (z)e هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارند.در قطب(iaxI f (x)e dx i



   2     (  

Re[I]واضح است f (x)cos axdx



  وIm[I] f (x)sin axdx




  هاي حقيقي بايد درهاي مربوط به قطبباشد. (مطابق معمول، ماندهميi ضرب شوند(.  

 حاصل عبارت  :601مثال
ixe dx

(x )



  2 21
  )83رياضي ـ سراسري مجموعه (  است؟ كدام 

1( 
2  2( i2  3( 

e
  4( i

e
  

 :نقطه  »3«گزينه   پاسخz i  :نقطه تكين در نيم صفحه بالايي است پس داريم  iz
z i

B Res(f (z)e )


  

izاز طرفي (z)f (z)e
(z i)



 كه در آن 2

ize(z)
(z i)

 
 zو با توجه به اينكه 2 i  تابع 2يك قطب مرتبهizf (z)e :است. لذا داريم  

iz ixe (i (z i) ) e(z) B (i) dx i( )
ie ie e(z i) i e (x )





              
 13 3 2 2

2 4 1 122 28 1
  

 

 اگر :161مثالcosxI dx
x






1 sinxIو 1 dx
x






2 I، آنگاه مقدار1 I1   كدام است؟ 2

1 (sin cos   2 1 2 1  2 (sin cos  1 1  3 (sin


2
22  4 (sin2 2  

 هايابتدا بايد مقادير هر يك از انتگرال»  3«گزينه  سخ:پاI1 وI2      را حساب كنيم، دقـت كنيـد بـراي هـر دو انتگـرالf (z)
z



1

  در نظـر گرفتـه    1

zشود ومي 1 شود، يعني ماندهقطب روي محور حقيقي محسوب ميizf (z)e بايد درi ضرب شود. ابتدا انتگرالixf (x)e كنيم:را حل مي  
i) i(e ) i(cos i sin ) (i cos sin )        1 1 1 1 مانده عبارت1

ize
z 1 درixI f (x)e dx i(z




   1  

  اكنون داريم:
sin a cos a sin aI Re I sin

I I sin cos I I sin
I Im I cos

    
          

1 221 2 21 2 1 2
2

1 1 1 21 2  
  

p(x)براي همگرايي :28نكته  cos axdx
q(x)



 يا)p(x) sin axdx
q(x)



تـابع  حقيقـي هاي )، لازم است قطبp(z) cosaz
q(z)

p(z)(يـا   sin az
q(z)

 ،(  

q(zباشند. به عبارتي وقتي مرتبه يكيا حداكثر از  دنيرفع ش )   شود بايدميz ي ساده (مرتبه يك)ريشهq(z)     ًباشد. واضـح اسـت اگـر مـثلاz 
  ي صورت كسر هم باشد.ريشه zباشد، در صورتي انتگرال همگراست كه q(z)ي مرتبه دومريشه

sinبراي مثال انتگـرال  x dx
x



   همگراسـت؛ زيـراx    شـود. انتگـرال   ي صـورت و مخـرج اسـت و قطـب رفـع شـدني محسـوب مـي        ي سـاده ريشـه
sin x dx
x



  xنيز همگراست؛ چون 1 1 ي ساده (مرتبه يك) مخرج است. همچنين انتگرالريشهcos x dx
( x )







  2 2 2
1
4

 2همگراست، زيرا با آن كه 

xيعني ي يك صورت هم هست و ايني مرتبهي دو براي مخرج است، اما ريشهي مرتبهريشه  2 شود و به همگرايـي  ي يك محسوب مييك قطب مرتبه

cosزند. اما انتگرالاي نميلطمه x dx
(x )



  21
xواگراست؛ زيرا  1 ي دو ي حقيقي از مرتبهي دو حقيقي است. پس اگر مخرج كسر يك ريشهقطب مرتبه

  ها بر هم منطبق باشند.)ي صورت هم باشد. (ريشه، بايد اين عدد ريشهداشته باشد
ي صورت كسر هـم باشـند كـه ايـن     هاي حقيقي مخرج كسر، حتي اگر مرتبه اول هم هستند، حتماً بايد ريشهدر برخي از منابع، گفته شده كه ريشه توجه:

  حكم صحيح نيست.

cosxIهايتمرين: حاصل انتگرال dx
x








 1 2 2
1
4

cosxIو  dx
( x )








 2 2 2 2
1

4
Iرابيابيد. جواب:  1  و I 

2
1

8  

هـاي  قدر بدانيد كـه در تمـام انتگـرال   مينشود. هدهند استفاده مينشان مي P.Vكه آن را با» مقدار اصلي كوشي«ها از عبارت در بعضي تست :29نكته 
  كنند.هايي كه گفته شد در واقع مقدار اصلي كوشي را نيز محاسبه ميحقيقي، در صورتي كه همگرا باشند، همان فرمول
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هاگيري به كمك قضيه مانده، محاسبه مانده و انتگرالي مختلطهاسري:  چهارمفصل كارشناسي ارشد يكدرسان شريف رتبه م

 ـ محاسبه نوع ديگري از انتگر ال هاي حقيقي4
 

  
fها بايد ابتدا يـك گيرد. در حل اين نوع انتگرالمي سه نوع انتگرال حقيقي كه تا حالا بررسي كرديم، نبود، در اين دسته قرار جزواگر انتگرالي  (z)   مناسـب

هـا  ها در مسيرهاي مختلف و همچنين حذف بعضـي از ايـن انتگـرال   گيري و تفكيك انتگرالانتخاب كنيم و سپس با انتخاب يك مسير مناسب براي انتگرال
ها حاصلتفاده از قضيه ماندهسعي كنيم، محاسبات را ساده كرده و سپس با اس

C
f (z)dz  هـاي  كنيم و مقدار به دست آمـده را مسـاوي انتگـرال   را حساب

  دهيم.تفكيك شده قرار 

 حاصل انتگرال حقيقي :162مثالdxI
x






 2 1
  را حساب كنيد.  

 :هــاي رياضــي عمــومي بــه راحتــي برابــر دانــيم بـا اســتفاده از فرمــول كــه مــي زنــيممــيبــراي ورود بــه بحــث، يـك انتگــرال ســاده را مثــال   پاســخ

 I Arc tgx



   شود. مي  

  هـا عـاجز هسـتيم،   اي كـه در رياضـي عمـومي در مقابـل آن    هـاي پيچيـده  شود كه براي حل انتگـرال اما در مبحث توابع مختلط روش حل ديگري ارائه مي
  توانيم اين انتگرال را چنين بنويسيم: . خب حالا برويم سراغ حل اين انتگرال، مياستبسيار توانمند و مفيد 

C

dzI
z


 2 1

  
 Cهـا،  ي مانـده ها است. اما مشكل اينجاست براي استفاده از قضـيه xدر طول محور  تا مسيري از Cكه 
     كنيم:        ، انتگرال مقابل را جايگزين ميIيك مسير بسته باشد، بنابراين به جاي  بايد

C

dzI
z

 
 2 1  

  بسته شده است.  در جهت مثلثاتي دايرهاست كه با يك نيم Rتا Rاي ازنيست، بلكه مسير بسته تا مسيري از Cكه 
zي اولهاي مرتبهها. تابع زير انتگرال داراي قطبخب حالا برويم سراغ قضيه مانده i  وz i  باشد كه از اين دو قطب فقـط ميz i  ن مسـير  درو

  ها داريم: قرار دارد، بنابراين با استفاده از قضيه مانده Cي بسته
z iz i

I i Res(f (z)) i Lim[(z i) ]
(z i)(z i)

       
 

12 2  

  توان به شكل مقابل نوشت: را مي Iخواهيم، براي اين منظوررا مي Iاما ما مقدار 
R

R CR

dx dzI
x z

  
  2 21 1

  

Iبا توجه به اينكه   :لذا داريم  ،  
R

R CR

dx dz
x z

  
  2 21 1

  
  دهيم:نهايت ميل ميرا به سمت بي Rشود، براي همين تا گيري بايدهاي انتگرالبازه

CRR

dx dzLim
x z



 
  

  2 21 1
  

  با توجه به نامساوي مثلث داريم: .كنيماستفاده مي MLتكليف انتگرال دوم را معلوم كنيم. براي اين منظور از تعريف كران حالا بايد 

| z | || z | | R | | | f (z) |
z R R

        
  

2 2 2
2 2 2
1 1 11 1 1

1 1 1
  

Lبرابر RCدر نظر گرفته شود، با توجه به اين كه طول كمان M، برابر Rاگر عبارت برحسب  R  :است، خواهيم داشت  

CR

dz| | ( ) R
z R

 
  2 2

1
1 1

  
Rكه در   شود. بنابراين داريم: عبارت سمت راست نامساوي برابر صفر مي  

I  I      
  توانستيم انتخاب كنيم: نيز مي را به شكل زير Cي دقت كنيد، مسير بسته: 1توضيح 

  شود و داريم: گرد شده، علامت منفي اضافه ميدر اين صورت با توجه به جهت نشان داده شده كه ساعت

z iz i

iI i Res(f (z)) i[ Lim (z i) ]
(z i)(z i) i

           
  

1 22 2 2  
Iي يكسانچه در بالا انجام شد، به نتيجهي حل مانند آنبا ادامه   در حل چنين  رسيم. بنابراينمي

گيريم كه بالاي محور يا پائين محور حقيقي باشد. اين كار اي در نظر ميدايرهمسائلي مسير را به صورت نيم
  باشد. به دليل كاهش حجم محاسبات مي

 

R R

i

C

y

x

i

  
fهايي بـه فـرم كلـي   ده راجع به انتگرالي گفته شبا  استفاده از نكته» رياضي عمومي«انتگرال فوق را به غير از روش : 2توضيح  (x)dx




   بـه راحتـي ،

هـايي كـه بـا سـاختار آن     انـد و شـما تمـام انتگـرال    هاي تعيين مسير به دست آمـده ها براساس همين روشتوانيم جواب دهيم. در واقع آن دستورالعملمي
هـا هسـتند كـه بـا آن     . اما چرا اينجا اين روش را آموزش داديم؟ به اين دليل كـه برخـي انتگـرال   ها حل كنيدها همخواني دارند، با همان روشدستورالعمل
  ها قابل پاسخگويي نيستند.  دستورالعمل

 

C

R Ri

i
x

y
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 مقدار انتگرال :631مثالI dx
x




 3

1
1

  كدام است؟ 

1 (
3

  2 (
3 3

  3 (2
3 3

  4 (2
3

  

 :هـايي بـه   در ابتدا ممكن است فكر كنيم با همان فرمول گفته شـده بـراي انتگـرال   »  3«گزينه  پاسخ

fشكل كلي (x)dx



نتگرال توجه كنيـد (بايـد  توانيم تست را جواب دهيم ولي به كران پائين ا، مي 

باشد كه بتوانيم از فرمول گفته شده استفاده كنيم) در ضمن اين تابع زوج هم نيست كه بتـوانيم انتگـرال را   
)روي , )  رال حل كرده و جواب را نصف كنيم. پس مجبوريم از مسير استفاده كنيم. براي حل اين انتگ

  :گيريممسير روبرو را در نظر مي

2اين مسير قطاعي به رأس صفر و زاويه مركزي
است و علت انتخاب اين زاويه اين است كه تعداد كمتري قطـب داخـل مسـير قـرار بگيـرد و محاسـبات        3

fنيز انتخاب كنيم. خب بايد ابتدا نقاط تكين تابع 2ي مركزي را مثلاًتوانستيم زاويهكوتاهتر شود وگرنه مي (z)
z


3

1
1

  را حساب كنيم: 

i
k( ) i ie i

kz z z e , k , , z e , z e , z e


  
               

2 5
13 3 3 3 31 2 31 1 1 2 1   

از سه قطب ساده فوق، فقط قطب
i

z e


   ل از سه قسمت زير است:متشك Cگيرد. مسير، داخل مسير نشان داده شده قرار مي3

C1   كه واقع بر قسمت مثبـت محـورx  ،هـا اسـتC2      كـه قسـمتي از كمـان دايـره اسـت وC3      كـه قطعـه خـط واصـل از نقطـه
i

Re
2
  باشـد. مـي  تـا  3

با فرض C3بر روي مرز
i

z xe



2
  كند، داريم:تا صفر تغيير مي Rاز xكه در آن 3

i i i

i
z xe dz e dx , f (z) f (xe )

x
(xe )

  


     




2 2 2
3 3 3

2 3
33

1 1
1

1
  

پس انتگرال
C

f (z)dz شود:به شكل زير بازنويسي مي    

R

C C R

i
dx dz ef (z)dz dx

x z x



  
     

2

2
3

3 3 31 1 1



  

  كنيم:هاي فوق مقدار انتگرال وسط صفر است و براي اثبات آن به شكل زير عمل مياز بين انتگرال

z | z | R | | | f (z) |
z R R

| | | |        
  

3 3 3
3 3 3
1 1 11 1 1

1 1 1
  

  داريم: C2گيريم. با توجه به طول كمان در مسيركمك مي )MLحالا از فرمول كران بالا براي انتگرال (يا همان فرمول

C

RR , M f (z)dz ( )( R)
R R (R )

| |  
     

  
23 3 3

2 1 1 2 2
3 31 1 3 1

Lشعاع زاويه مركزي    

Rگيريي انتگرالبا توجه به مسير انتخاب شده و بازه براين داريم:، بنا  
CR R

RLim Lim ( f (z)dz)
(R ) 


  

 
23

2
3 1

   

يك روش ديگر براي اثبات صـفر بـودن انتگـرال   توضيح: 
C

dz
z

2 31
izايـن اسـت كـه     Re     در نظـر بگيـريم و در آن صـورتidz Rie d   كـه  

2تا از
  شود:كند كه انتگرال به صورت مقابل نوشته ميتغيير مي 3

C

i

i
dz Rie d

z R e








  

2
3

2 3 3 31 1
  

Rواضح است وقتي رود.، انتگرال فوق به سمت صفر مي  

، انتگرال به صورتRبه جاي با قرار دادن رويم.سوم مي حالا كه تكليف انتگرال دوم معلوم شد، سراغ انتگرال
i

e dx
x





2
3

31


دانـيم  شود و مي، نوشته مي





به صورت 


 :نيز قابل نمايش است، لذا داريم  
C

i idx dx dxf (z)dz e ( e ) ( )
x x x

   

   
     

2 2
3 3

3 3 31 1
1 1 1    

x

y

2i
3


Re
R i

R1C

3C

0

2
3
 2C
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هاگيري به كمك قضيه مانده، محاسبه مانده و انتگرالي مختلطهاسري:  چهارمفصل كارشناسي ارشد يكدرسان شريف رتبه م

از طرفي براي انتگرال
C

f (z)dz ها و توجه به اينكه فقط قطببا توجه به قضيه مانده
i

z e


   داخل ناحيه قرار دارد، داريم: 3
i

i
i) i( ) e ( )

z z e







  


2
3

2 3

1 22 233
fمانده (z)

z


3
1

1
در 

C

i
f (z)dz i(z e



   32  

  ) داريم:2) و (1توجه به تساوي (با 

  
ii i

i
dx dx i( e ) ie I e [ ]

x x
e

   
 


 

    
 


 

2 2 2
3 3 3

3 3 2
3

2 2 11 3 31 1
1

 
  

i i

i i i
i e i e i[ ] [ ] ( )

i sin( ) ie (e e )

 
 

  


    
  


 

2 3
3 3

3 3 3

2 2 2 1 2
3 3 3 3 3 32 23 2

  

Iپس حاصل اين انتگرال 


2
3 3

   است. 

  باشد و حفظ آن خالي از لطف نيست!حالت كلي اين مثال به صورت زير مي

n
dx n ; n , ,

x sin
n




 
 2 3

1
 

 

 حاصل  :641مثالI sinx dx


  2


xeكدام است؟ (در حل سؤال از تساوي  dx


 


2

2
  ، استفاده كنيد)

1 (1
2 2  2 (1

2 4  3 (
2  4 (

4  

 گيريم:گيري را مطابق شكل زير در نظر ميمسير انتگرال»  1«گزينه  :پاسخ  

براي حل اين سؤال بايد حاصل انتگرال
C

ize dz
2

  حساب كنيم. يك حدس بـراي انتخـاب ايـن انتگـرال بـه      را

ixe  دليل تساوي مقابل است: cos x isin x 
2 2 2  

ي تكيني در مرز داده شده ندارد، لذابع زير انتگرال هيچ نقطهكنيد، تاطور كه ملاحظه ميهمان
C

ize dz 
2

 

  حالا با تفكيك اين انتگرال داريم:  
OA AB BO

iz iz ize dz e dz e dz    
2 2 2

  

zداريم OAاما روي  x از)x   تاx R ،( رويAB داريمiz Re  از)   تا
  :داريم BO) و بالاخره روي 4

i
z xe



 4.  
x(از R تاx  (. وان نوشت:تمي زيرها را به صورت بنابراين انتگرال  

  
iR i

R

iix iR (e ) i ix (e )e dx e (i Re d ) e .e dx

 



     

42 2 2 2 2 4


 
  

R

R

iix (iR cos R sin ) i i(x )(i)e dx e .i Re d e .e dx ( )*




      
42 2 2 22 2 4



 
  

Rخب حالا حد عبارات فوق را وقتي  شود:كنيم. قدر مطلق انتگرال دوم از سمت راست به شكل زير حساب ميرا حساب مي  

(iR cos R sin ) i R sin
R sin

R| e .i Re d | e Rd d
e

  

    


      

4 4 42 2 2
2

2 2 2
2  

  

در عبارات فوق
  2 2 بنابراين ،sin  2  و بنابراين وقتيR   .مقدار اين انتگرال صفر است  

Rپس معادله (*) در  شود:به صورت زير بازنويسي مي  
ix x ix xe dx e (cos i sin )dx e dx ( i ) e dx

  



  
        

2 2 2 22 2
4 4 2 2



  
  

y

x4


R

B

AO

C
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

برطبق صورت سؤال انتگرال سمت راست برا
   است و لذا داريم: 2

(cos x isin x )dx ( i )
 

   2 2 2 2
2 2 2

  

sinx  هاي حقيقي و موهومي را برابر قرار دهيم، داريم:اگر قسمت dx ( ) ( )
  

  2 2 1
2 2 2 2

    ،     cosx dx ( ) ( )
  

  2 2 1
2 2 2 2

  

  شوند.ه در بحث تفرق امواج ظاهر ميمعروف هستند ك» فرنل«هاي هاي فوق به انتگرالانتگرال: 1توضيح 

nfطور كه در چند مثال اخير ديديد معمولاً وقتي زير انتگرالهمان: 2توضيح  (x ي مركـزي داريم، مسير انتخابي قطاعي با زاويه (
n
2     اسـت. مـثلاً بـراي

x 2
1

1
n، چون  ي مركزياست، مسير قطاعي با زاويه 2

 
2
  بود. 2

 

  گيري از تابع مختلطبا انتگرال :651مثال
az

z
ef (z)

e


1
 )a  1 ثابت) روي كرانه مستطيل| x | R ،y  2    در جهـت مثلثـاتي، و سـپس ،

Rميل دادن  مقدار ،
ax

x
e dx

e



  1
  )94(مهندسي مكانيك ـ ساخت و توليد ـ دكتري   ، كدام است؟

1 (
sin( a)




  2 (
sin( a)




2  3 (
sinh ( a)




  4 (
sinh ( a)




2 

 :فرض كنيد» 1«گزينه  پاسخ
az

z
ef (z)

e


1
    گيريم:در مسير زير انتگرال مي fو از 

zتابع تحت انتگرال يك قطب i  :در مسير داده شده دارد، لذا داريم  

C

a if (z)dz ie    2
a i

a i
iz i

eRes(f (z)) e
e







     

 

R
x

2 i

y

R

3C

1C

2C4C

1C

i

  
zحالا بايد اين انتگرال را در چهار مسير مختلف نمايش دهيم. دقت كنيد x iy  ها به شكل زير است:ي منحنياست، لذا معادله  

xبه ازاي C1براي )1 R  تاx R واضح استy   بنابراينz x   
yبه ازاي C2براي )2   تاy  2 واضح استx R بنابراينz R iy  
xبه ازاي C3براي )3 R تاx R  واضح استy  2 بنابراينz x i  2 
yبه ازاي C4براي )4  2 تاy   واضح استx R  بنابراينz R iy   

  نويسيم:ها را به صورت زير ميحالا به راحتي انتگرال
R R

R R

ax a(R iy) a(x i ) a( R iy)

x R iy x i R iy
e e e edx (idy) dx (idy) ( )*

e e e e

  

  

    

       
      

2

2

2
21 1 1 1




  

Rهاي دوم و چهارم وقتيانتگرال  شوند، زيرا براي انتگرال دوم داريم:برابر صفر مي  
a(R iy) aR aR

R iy R iy R
e e e| | | | ( )

e e e



 
 

  
1

1 1 1
  

  در مخرج كسر قسمت آخر نامساوي به صورت زير استدلال كرديم:
R iy R iy R| e | | e | | | e     1 1 1  

Rواضح است وقتي عبارت سمت راست نامساوي ،(   شود.انتگرال صفر مي MLشود و لذا طبق فرمولفر ميص 1(

  به همين طريق براي انتگرال چهارم داريم:
a( R iy) aR aR

R iy R iy R
e e e| |

e | e | e

   

    
 

  1 1 1
  

Rواضح است وقتي شود. خب حالا تساويميشود و در نتيجه حاصل انتگرال نيز صفر ، آنگاه عبارت سمت راست نامساوي صفر مي( به شكل زيـر   *(

  شود:ساده مي
ax a(x i ) ax ax i a

a i a i
x x i x x i

e e e e .edx dx ie dx dx ie
e e e e .e

   

   

  
 

  
        

      
2 2

2 22 2
1 1 1 1

  

aبا فاكتورگيري از ie 2 توجه و به اين كهie  2   ي انتگرال دوم، داريم:و تغيير در بازه 1
ax ax ax

a i a i a i a i
x x x

e e edx e dx ie ( e ) dx ie
e e e

  

  

           
    2 22 1 2

1 1 1
  

ax

x
e dx

sin( a)e








 1
ax a i

x a i a i a i a i a i
e ie idx

e e e e e e
i







      
    

    
    2

2 2
1 1

2

  



  

196 

سري فوريه، انتگرال و تبديل فوريهفصل پنجم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

fي تعريف تابعاگر بازه: 1نكته مهم   (x) متقارن نباشد (مثلاً به فرمa x a   نباشد)، براي تشخيص زوج يا فرد بودن نمودارf (x) م است لاز
fي داده شده رسم كنيد و سپس با تكرار همان نمودار به صورت متناوب، زوج يا فرد بودن نمودارآن را در بازه (x) را مشخص كنيد. در مورد توابعي مثل 

sin ax وcosax ي تناوب ذاتي آنهاكه دوره
a
2 ي دوره تناوب ذاتي باشد، (حتي اگر بازه شكل متقارن نداشته باشد)، ي داده شده به اندازهاست، اگر بازه

sinنيازي به رسم شكل نيست (مثلاً x يدر بازهx  2 ًتعريف شده باشد). يا اگر مثلاsin x ياcos x هايدر بازهx   و يا x  2 
cosداده شده باشند، لازم نيست شكل را رسم كنيم؛ چون منطبق بر همان خاصيت ذاتي خود خواهند بود. يعني x زوج وsin x  فرد خواهد بود. در غير
fاين صورت، بايد زوج يا فرد بودن نمودار اين توابع را با رسم شكل تشخيص دهيد. براي مثال اگر تابع متناوب (x) cos x x يرا در بازه 2 

  2  داده
fبينيم كهباشند، با رسم شكل مي (x) فرد خواهد بود. در مثالي ديگر، اگر تابعf (x) sin xيرا در بازهx   بينيم داده باشند، با رسم نمودار مي

fكه (x) زوج است. در واقع وقتيsin x را در بازه( , ) هايي به طولطور در بازهداريم، براي رسم بايد همين در سمت چپ و راست محور همان نمودار

cosرا كپي كنيم همين موضوع براي x2 در بازه( , )2 .هم صادق است  

  
  
  
  

fهر تابع مانند ،در بعضي مسائل و برخي كتب سري فوريه: 2نكته مهم   (x) را كه با دوره تناوبT L   :دهندبه صورت زير نيز نمايش مي ،متناوب است2

n n
n

a n n
f (x) (a cos x b sin x) ( )

L L





 
  

1
22

  

از مخرج  2با اين تفاوت كه عدد  aمقدار ليگردد وهاي قبل محاسبه ميمانند فرمول nbو naتعريف فوق عنوان شود، ضرايبسؤالي توجه شود اگر در 
  :آيددست ميصورت زير به به  ،ودشحذف ميآن كسر پشت انتگرال 

L

L
a f (x)dx

L 
 

1
  

  .توان از فرمول فوق استفاده كرد) عنوان شود، مي2حاكم است، و تنها در مسائلي كه صريحاً تعريف (كه در ابتداي همين درسنامه گفتيم، ) 1توجه شود در اين كتاب تعريف (
 بسط هاي نيم دامنه اي ( سري هاي فوريه سينوسي و كسينوسي)  

  
]خوريم كه مقدار يك تابع در بازهربردهاي عملي به مسائلي بر ميمعمولاً در كا , L]  مشخص است و در عين حال بسط مثلثاتي تابع در اين بازه مدنظر ما

]باشد. براي همين لازم است تابع را در فواصل ديگر طوري تعريف كرد كه اولاً متناوب باشد و در ضمن در بازهمي , L]  همان مقدار داده شده را داشته
]يتوان تابع را در فاصلهباشد. يعني مي L ,L] هاي مختلف گسترش داد و تابعي متناوب با دوره تناوببه روشT L   را بدست آورد. 2

ازگسترش زوج و يا فرد توابع فوق  معمولاً تابع كه يكباشند. ولي با سري فوريه د، داراي سري فوريه نيز نمياين توابع به علت اين كه متناوب نيستندر واقع 
fكنيم: اگرتوانند متناظر قرار گيرند. براي اين منظور از توابع كمكي استفاده مياند، ميحاصل شده (x)1 را به صورت زير تعريف كنيم.  

)در بازه fمت ديگر(يعني قس L, )  كنيم كهرا طوري تعريف ميf (زوج شود      f (x) , x L
f (x) , T L

f ( x) , L x
 

     
1 2


  

fآنگاه (x)1 يك گسترش زوج براي تابعf (x) است و اگرf (x)2  تعريف شود زيربه صورت:  

)در بازه f(يعني قسمت ديگر L, )  كنيم كهرا طوري تعريف ميf (فرد شود  f (x) , x L
f (x)

f ( x) , L x
 

     
2




  

fآنگاه (x)2  فرد تابعگسترشf (x) شودناميده مي.  
fبراي درك بهتر موضوع، به تابع (x) يبا ضابطهf (x) x xيكه در بازه 2 1   

  توان به دو صورت فرد يا زوج گسترش داد.تعريف شده، توجه كنيد كه آن را مي
fدامنه كسينوسي تابعبنابراين بسط نيم (x)،x L  گرددبه صورت زير بيان مي:  

L L

n n
n

n nf (x) a a cos x , a f (x)dx , a f (x)cos xdx
L L L L





 
     

1

1 2
 

   

  گردد:بيان مي مقابلبه صورت  fدامنه سينوسي تابعو بسط نيم

                                  
L

n n
n

n nf (x) b sin x , b f (x)sin xdx
L L L





 
  

1

2


  

  باشند.برابر صفر مي aو naيابند، ضرايبو در توابعي كه به صورت فرد گسترش مي nbيابند، ضرايببديهي است در توابعي كه به صورت زوج گسترش مي

f (x)

1

T 2 1 2  

x1

2y x

1

f (x)

1

T 2 1 2  

x1

2y x

1

x
π

π

0

 cos 2x  
sin x

yy 
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 ري فوريه تابع س :36مثالx , f (x) cos( x)


   22  با دوره تناوب
  )90(مهندسي مكانيك ـ سراسري   چگونه است؟  2

  ) سري فوريه ندارد.4  ) سينوسي ـ كسينوسي  3  ) كسينوسي  2  ) سينوسي  1
 
 :بسـط  دقت كنيد در اين گونه سؤالات كه طراح  خودش نـوع   »1«گزينه   پاسخ

كنـيم و   تكـرار نمـودار را   ،هايي به طـول دوره تنـاوب  را معلوم نكرده است، بايد در بازه
شكل به صورت مقابل اسـت  واضح است ببينيم فرم بسط تابع به چه شكل خواهد شد. 

  سري فوريه آن سينوسي خواهد بود. و لذا
  

  

 ضريب جمله :37مثالcos x5 دامنه كسينوسي تابعدر بسط نيمf (x) x , x   1 78معماري كشتي ـ سراسري مهندسي (  برابر كدام گزينه است؟(  

1 (
2
4

25
  2 (

2
4

25
  3 (

2
4

5
  4 (

2
4

5
  

 :با توجه به اينكه»  1«گزينه  پاسخL 1 :است، لذا داريم  xa x cos( )dx
 

1
5

2 5
1 1  

  شود:حاصل انتگرال با استفاده از روش جدول به راحتي حساب مي

x cos( x)
xa [ .sin x cos x] a [ ]sin( x)

cos( x)



          
   

 


1
5 52 2 2

2

5
1 2 41 2 5 5 1 11 5 55 25 25 25

1 5
25





¢Tz¶ −Ho«Tº H

  

 

 ضريب: 38مثالsin x5 در سري فوريه سينوسي تابعf (x) sin x xدر فاصله 2  97(مواد و متالورژي ـ سراسري   ، كدام است؟(  

1 (




8
1 5   2 (

 
4

1 5  3 (
 
8

1 5  4 (




4
1 5  

 :از توابع مثلثاتي در آن مهم استگيري انتگرال بيشتر بحثم كه رو هستيي از بحث سري فوريه روبهبا يك سؤال معمول   »1«گزينه  پاسخ:  
  f (x) sin x , x   2    

L
n

nb f (x)sin( x)dx , L
L L


  

2


  

nb sin x sin(nx)dx



 

22


  

sinضريب x5 همانb5 :است، لذا داريم  b sin x sin xdx ( cos x)sin xdx [ sin xdx cos x sin xdx]
   

    
     2

5
2 2 1 15 1 2 5 5 2 52   

   

[ sin xdx (sin x sin x)dx] [ cos x | cos x | cos x | ] ( )
    

          
    
1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 85 7 3 5 7 32 5 14 6 5 7 3 1 5    

   
  

 دامنه تابعسري فوريه كسينوسي نيم: 39مثال)f (x) sin( x)    1،(ثابتx    97اسري (مهندسي برق ـ سر   ، كدام است؟(  

1 (
n

n

cos( ) cos( ) ( ) cos(nx)
n





    


  
 2 2

1

1 2 1  2(
n

n

cos( ) cos( ) ( ) cos(nx)
n





    


  
 2 2

1

1 2 1   

3(
n

cos( ) cos( ) cos(nx)
n





   


  
 2 2

1

1 2   4(
n

cos( ) cos( ) cos(nx)
n





   


  
 2 2

1

1 2   

 :دامنه تابعبراي محاسبه سري فوريه كسينوسي نيم » ها صحيح نيستكدام از گزينههيچ«  پاسخf (x) ضرايب، بايدa وna .را محاسبه كنيم  
  f (x) sin( x) ; x , L         

  L
a f (x)dx a sin( x)dx cos( x) (cos( ) ) ( cos( ))

L


             
    

1 1 1 1 11 1
  

   

2



2




x

y

1

1
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L  نبود) aيها نيازي به محاسبه(البته با توجه به گزينه
n n

na f (x)cos( x)dx a sin( x)cos(nx)dx
L L


   

 
2 2

 
   

  جمع در مثلثات خواهيم داشت:ضرب به حاصلتفاده از رابطه تبديل حاصلاكنون با اس

  sin a cos b [sin(a b) sin(a b)]   
1
2   

  na [sin( n)x sin( n)x]dx [ sin( n)xdx sin( n)xdx]
  

           
   
2 1 1

2  
   

  [ cos( n)x cos( n)x ]
n n

 
      
    
1 1 1

 
   

  na [ (cos( n ) ) (cos( n ) )]
n n

        
    
1 1 11 1   

  
n n( ) ( )

[ (cos( )cos(n ) sin( )sin(n ) ) (cos( )cos(n ) sin( )sin(n ) )]
n n

    

              
    

1 1

1 1 11 1
 

     

  
n

n n( ) cos( )[( ) cos( )( ) ( )] [ ] [( ) cos( ) ]
n n n n n n (n )

    
            
              2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 1 2 21 1 1   

fدامنه تابعفوريه كسينوسي نيم بنابراين سري (x) شود با:برابر مي  

  n
n

n n

n cos( )f (x) a a cos( x) [( ) cos( ) ]cos(nx)
L (n )

 

 

   
      

  
  2 2

1 1

1 2 1 1   
 

 براي تابع: 40مثالf (x) xcosx ،x  سه جمله اول اين سري، كدام است؟ گيريم.دامنه را در نظر مي، سري فوريه كسينوسي نيم  
  )94(مهندسي مكانيك و هوافضا ـ دكتري 

1(cos x cos x
   
 
2 2 29  2(cos x cos x  

 
2 2 29

   

3(cos x cos x
  
 
2 1 22 9

   4(cos x cos x
  
 
2 2 22 9

  

 :ر انتگرالِبا توجه به اين كه در پاسخ به اين سؤال چند با  »4«گزينه  پاسخx cos(kx)dx كنيم.را نياز داريم، ابتدا آن را به روش جدول حل مي  
x cos(kx)

xsin(kx) x cos(kx)dx sin(kx) cos(kx)
k k k

cos(kx)
k

 



 2

2

1 11

1

  

nbي كسينوسي،در سري فوريه   .استa وna كنيم:را محاسبه مي  L
a f (x)dx x cos xdx

L


 
 

2 2
2 2  

  

kدر فرمول به دست آمده به ازاي 1 :داريم  a [xsin x cos x]


   
 
2 2

2 
  

cosرا با استفاده از فرمول مثلثاتيِ naضريب x cos x [cos( )x cos( )x]       
1
  آوريم:به دست مي 2

n
xa x cos x cosnxdx [cos(n )x cos(n )x]dx

 
    
  
2 2 1 12 

  
nايحال به از 1 توانيم از فرمول به دست آمده با روش جدول استفاده كنيم. به ازايميk n 1 وk n 1 :داريم  

n n

n
x x ( ) ( )a [ sin(n )x cos(n )x sin(n )x cos(n )x] [ ]

n n(n ) (n ) (n ) (n )

     
         
      

1 1

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 11 11 1 1 1

  

nاگر m  2 1 maفرد باشد، به وضوح 1  2 1  است. اما براي اعداد زوجn m ma  داريم: 2 [ ]
( m ) ( m )


 
  

2 2 2
2 1 1

2 1 2 1
  

mبا جايگذاري 1 داريمa  
2

2
9
مقدار .a1 كنيم:را جداگانه حساب مي  

x x xa x cos x cos xdx ( cos x)dx [ sin x cos x] [ ]
    

         
    

2 2
1

2 2 1 1 1 1 11 2 2 22 2 2 4 2 4 4 2  
  

cosx  ي كسينوسي عبارتند از:ي اول از سري فوريهلهسه جم cos x


  
 
2 2 22 9

a a cos x a cos x  1 2 2  
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 دامنه تابعسري فوريه كسينوسي نيم: 41مثالf اي كهرا بنويسيد هرگاه در ناحيهf غيرصفر است تعريف آن به صورت:  

 f (x) H( x) H( x) H( x)     2 1 ,باشد كه در آن 2 x
H(x)

, x


  

1 
 

  )85برق ـ سراسري مهندسي (             .

1 (
m

m

( ) ( m ) xf (x) ~ cos
( m )





  
 

1

1

4 1 2 1
2 1 2  2 (

m

m

( ) ( m ) xf (x) ~ cos
( m )





   
 

1

1

2 1 2 1
2 1 2  

3 (
m

m

( ) ( m ) xf (x) ~ cos
( m )





   
 

1

1

4 1 2 1
2 1 2  4 (

m

m

( ) ( m ) xf (x) ~ cos
( m )





   
 

1

4 1 2 1
2 1 2  

  :يضـابطه  به دست آوردنترين قسمت حل اين سؤال، مهم  »3«گزينه پاسخf (x)    طبـق صـورت سـؤال    اسـت. دقـت كنيـد; u
H(u)

; u


  

1 
 

 ،

ــابراين  ــازهدر بن xب   ــدار )Hمق x)   ــون ــت (چ ــك اس ــا ي ــر ب u) براب x )   ــدار )H، مق x) 2 ــازه 1 xدر ب    ــا ــر ب براب   2 1 ــت 2  اس
(x u x )    1   مقدارو بالاخرهH( x)2 است ( 1برابر باx u x    2 و لذا براي (x   يضابطهf (x)  است: زيربه صورت  

  f (x)     1 2 1 1    
fبه همين ترتيب اگر مقدار (x) يهاي مختلف حساب كنيم، ضابطهرا در بازهf (x) شود:به شكل زير نوشته مي  

n
n

x
x a nf (x) f (x) a cos x , a , L
x L

x






          
 




 





1

1 1 21 1 2 2
2

  

n
n n x n x n n na f (x)cos xdx ( ) cos dx cos dx ( )(sin ) ( )(sin ) sin

L L n n n
     

           
    

2 1 2

1

2 2 2 41 12 2 2 2 2 
  

naهاي زوجnبه ازاي   و به ازايnهاي فردn m 2 1،
m

n
( )a

( m )


 

 

14 1
2   باشد.مي 1

 
  

 در سري فوريه سينوسي: 42مثالf (x) [x] ; x


   1 2ضريب ،sin x5 )كدام است؟[   )97(هوافضا و نفت ـ سراسري   صحيح است) بيانگر جزء [

1 ([ cos ]



2 3 15  2 ([ cos ]


2 3 15  3 ([ cos ]



2 1 15  4 ([ cos ]


2 1 15  

 :2«گزينه  پاسخ«    f (x) [x] ; x 
   1 2   

sinضريب x5 همانb5 است، لذا ابتدا بايد فرمول مربوط به ضرايبnb :را بنويسيم. لذا داريم  
L

n
nb f (x)sin( x)dx , L

L L
 

 
2

2
  

nb ([x] )sin( nx)dx


 
  24 1 2


  

  شود با:برابر مي b5بنابراين ضريب
I I

b ([x] )sin xdx [ [x]sin xdx sin xdx] (I I ) ( )*
  

     
    

1 2

2 2 25 1 2
4 4 41 1 1 1

  
  

 
  

بشكنيم.  زير صورتمجبوريم كه كران بالايي انتگرال را به [x]به دليل وجود عبارت I1پردازيم. در انتگرالمي I2و I1هايحال به محاسبه جداگانه انتگرال
  بنابراين داريم:

  I [x]sin xdx [x]sin xdx [x]sin xdx
 

    
12 21 11 1 1

 
     

x [x]

x [x]

   



   

1

1 12

 
   



  

200 

سري فوريه، انتگرال و تبديل فوريهفصل پنجم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

c L c L

c c
n

n

n x n x L n x L n xa [ (sin )f (x)] [ (sin )f (x)] [ cos( )f (x)] [ (cos )f (x)]
n L n L L L(n ) (n )

n c L n c L La sin [f (c ) f (c )] cos [f (c ) f (c )] f ( ) cos(n )f (L )
n L L(n ) (n ) (n )

 

 

     

       
   

           
   

2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
 



I   در نتيجه خواهيم داشت: sin xdx cos x | (cos cos ) ( cos )
  

     
2
1

21 1
1 1 11 1 5 1 1 11 1 1   
  

   

I  نيز به راحتي قابل محاسبه است و داريم: I2انتگرال sin xdx cos x | (cos cos )
  

    
222

1 1 11 1 51 1 5
  

 
   

)بنابراين از رابطه b  داريم: *( ( ( cos ) ) ( cos ) ( cos ) ( cos )        
   5
4 1 1 4 3 1 4 21 1 1 3 1 3 11 5 1 1 1 5   
   

   
  

 تابع: 43مثالf يدر بازهx L  فقط داراي يك نقطة ناپيوستگي درc ( ,L)    است به قسمي كه قبل از آن خطي است و بعد از آن نيز خطـي

fباشد ومي ( ) f (L )  86(مهندسي مكانيك ـ سراسري     نه اين تابع كدام هستند؟دام. در اين صورت ضرايب سري فوريه كسينوسي نيم(  

1( n
La [f (c ) f (c )]

(n )
   

 2
2  

2( na [f (c ) f (c )]
n

  

2  

3( n
n c La sin [f (c ) f (c )] (cos n )f ( )

n L (n )
      

  2
2 2 1   

4( n
n c L n ca sin [f (c ) f (c )] cos [f (c ) f (c )]

n L L(n )
         

  2
2 2  

 :3«گزينه  پاسخ«   
L

n
n xa f (x)cos dx

L L


 
2


  

   زء خواهيم داشت:گيري به روش جزء به جبا انتگرال
n xf (x) cos
L

L n xf (x) sin
n L
L n xf (x) ( ) cos
n L






 


2

  

   

  

fچون (x) قبل و بعد از نقطهx c خطي است بنابراين مقدارf (x) بعد و قبل ازx c يك مقدار ثابت است و همچنين چونf (L ) f ( )     ،است
xگيريم كه اين مقدار ثابت در دو طرفلذا نتيجه مي c :برابر است. بنابراين داريم  f (c ) f (c ) f ( ) f (L )          

n  شود:به صورت مقابل ساده مي naبنابراين
n c La sin [f (c ) f (c )] (cos n )f ( )

n L (n )
      

 
2

2 2 1  

Asinسري فوريه توابع :11نكته  ax وBcos ax بنـابراين هرگـاه بـه تـوابعي برخـورد كنـيم كـه         .باشدبرابر خود آنها مي در دوره تناوب اين توابع
اش خـودش اسـت،   كنيم و نتيجه را با آن قسمت از تابع كه سـري فوريـه  توانيم سري فوريه بقيه تابع را محاسبه مي ،قسمتي از آن شامل عبارات فوق باشد
  :شودتعريف مي زيركه با شرايط  يجمع كنيم. براي مثال سري فوريه تابع

  f (x) x sin x cos x , x , T         6 2  
  برابر است با:

       
n

n

( )f (x) sin x cos x sin nx
n






   

1

1

16 2  

  گيري بسط فوريه را نوشت.شوند كه با انجام روابط مثلثاتي بر روي آنها بتوان بدون انتگرال دقت شود در اين فرآيند ممكن است توابع مثلثاتي هم داده

1

1 1






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 ي تناوبهر گاه بسط فوريه يك تابع تناوبي براي دوره :44مثالT  2  :به صورت  

      n n
n

f (x) a (a cosnx b sinnx)



  

1
    

fبراي  b3باشد، مقدار  (x) (cos x sinx )  2 21
  )83برق ـ سراسري مهندسي (                كدام خواهد بود؟ 2

1 (
1
2  2 (

1
4  3 (1

2  4 (1
4  

 :كنيم:ساده ميابتدا ضابطه تابع را   »3«گزينه  پاسخ  

  cos xf (x) (cos x sin x ) ( sin x )
     2 2 21 1 2 1

2 2 2    

cos x cos x cos x cos x( sin x) sin x sin x cos x sin x sin x 
        

2
2 22 2 1 4 1 2 1 12 32 4 8 2 2 2  

sinگردد ضريبملاحظه مي x3 يا همانb3 1برابر
  باشد.مي 2

 

 عسري فوريه كسينوسي تاب: 45مثالf (x) cos x 2 در نيم دامنه[ , ]1 كدام است؟  
  )86(مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي ـ مهندسي داروسازي و مهندسي نانو مواد ـ سراسري 

1( cos x 
1 1 22 2  2( 

n

n

( ) cos n x
(n )





 





1

2
1

1 1
2 2 1

  3( 
n

cos n x
(n )









 2

1

1
2 2 1

  4( 
n

n

( ) cos n x
(n )





 



 2

1

1 1
2 2 1

  

 :1«گزينه  پاسخ«  cos xf (x) cos x cos x 
     2 1 2 1 1 22 2 2  

  

 ي تابعسري فوريه: 46مثالf (x) sinxcos x   )96(مهندسي هوافضا ـ سراسري   كدام است؟ 24
1(sin x sin x 3   2(sin x sin x 3  3(sin x sin x2 3 3  4(sin x sin x2 3 3  

 :بهتر است ضابطه تابع را ساده كنيم: » 2«گزينه  پاسخ  
cos xf (x) sin x cos x sin x( ) sin x sinx cos x sin x sin x sin x sin x sin x

        2 1 24 4 2 2 2 2 3 32   

fبا توجه به آنكهروش تستي:  ( ) 2  باشد، با جايگذاريمي
   شود.مي ) برابر صفر2شود كه تنها گزينه (مي ها مشخصدر گزينه 2

  

 در نمايش سري فوريه تابع :47مثالf (t) sin tcos t 2 T(كه با دوره تناوب 2  2   متناوب است) به شـكلn n
n

a
f (t) a cosnt b sinnt




  

12
 

  كدام مقادير صحيح هستند؟

1(a  4
1
aو 4 2

1
aو 2  

1
4  2 (a  8 وa 2 aو 2 4 4  

3 (a 4 aو 4 2 aو 2  4  4 (a  4
1
aو 4 2

1
aو 2  

1
2  

 : 4«گزينه  پاسخ«  

a a a

cos t cos tf (t) sin t cos t ( )(cos t) cos t cos t cos t [ ] cos t cos t

  

 
         

2 4
2

2 21 2 1 1 1 1 1 4 1 1 12 2 2 2 2 2 42 2 2 2 2 2 4 2 4

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 هرگاه تابع :48مثالf در بازه[ , ] د باشد وفرf (x) x sin x 23 sinآن گاه ضريب 4 x4 در سري فوريه مثلثاتيf در بازه[ , ] كدام است؟ ،  
  )93تكنولوژي و داروسازي ـ سراسري (مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون و مهندسي نانو مواد، بيو

1( 2 3
2  2(


3
2  3(3

2  4( 2 3
2  

  

 :كافيست ضريب» 1«گزينه  پاسخsin x4 ي تابعدر سري فوريهy x ]يرا در بازه 23 , ]  پيدا كنيم. اگر اين ضريب راb4 بناميم، ضريبsin x4  در

fي سري فوريه (x) برابر است باb yبا توجه به زوج بودن b4ي. براي محاسبه41 x        داريم: 23

b x sin x dx



 

2
4

2 3 4


   

  با كمك جدول جزء به جزء خواهيم داشت:

x sin x

x cos x

b ( x cos x x sin x cos x)sin x

cos x



 
       

2

2
4

3 4
16 44

2 3 6 6 31 4 4 46 4 4 16 64 216
1 464





  

b                                                                     بنابراين جواب برابر است با:    
   4

3 2 31 1 2 2  
  

 اگر  :49مثالt  2 ،f (t) sin t   كدام است؟ b5، آنگاه مقدار5

1 (5
8  2 (1

16  3 (
5

16  4 (1
8  

 :هاي مثلثاتي كمك بگيريم:بهتر است از فرمول»  2«گزينه   پاسخ  
cos tsin t (sin t)(sin t) sin t[ sin t sin t] sin t ( )( sin t) [ sin t sin t] sin t sin t cos t

         5 2 3 2 33 1 3 1 2 1 3 3 1 1 13 3 3 3 3 24 4 4 2 4 4 4 4 8 8
  

sin t sin t sin t [ (sin t sin t)] sin t sin t sin t sin t
        59 3 1 1 1 1 5 13 3 5 3 516 16 8 8 2 16 16 16

  
 

 شـود.  گونه توابـع توسـط طـراح سـؤال داده مـي     ي تناوب ذاتي هستند. اما در برخي سؤالات، يك بازه براي اينتوابع مثلثاتي داراي يك دوره :4تذكر  

sinدانيم كهبراي مثال مي t3 ي تناوب ذاتيدورهT  2 ي تنـاوب يـا بـا يـك     ي اين تابع را با همين دورهرا دارد. حالا ممكن است بخواهيم سري فوريه
  تـوانيم  ب ذاتيِ يـا مضـرب صـحيحي از دوره تنـاوب ذاتـي آن تـابع باشـد، مـي        ي تناوي تناوب داده شده، همان دورهي تناوب ديگر بنويسيم. اگر دورهدوره

شود و اغلب ضرايب به جز ي متناهي تشكيل ميهاي مثلثاتي براي يافتن سري فوريه استفاده كنيم. معمولاً در اين حالت سري فوريه از چند جملهاز فرمول

fبراي مثال براي تابعشوند. چند ضريب ابتدايي، صفر مي (t) sin t tدر بازه 3  2يتوان از رابطه، ميsin t sin t sin t 3 3 1 34  اسـتفاده كـرد.   4

sin(چون دوره تناوب تابع  t sin t
3 1 34 fاست.) اما براي همين تابع (يعني 2هم برابر با 4 (t) sin t tي) در بازه3  ي يـاد  توان از رابطـه ، نمي

sinشده استفاده كرد. (چون دوره تناوب تابع t3 طبق تعريفي كه انجام شده برابر با است، اما دوره تناوبsin t sin t
3 1 34 اسـت. و يـا بـه     2برابر با 4

نيست: 2عبارت ديگر دوره تناوب در اين حالت مضرب صحيحي از



1

2 2( 

  

 .دهيمبندي شده ارائه ميصورت دستهها را به هاي تستي است كه آني سري فوريه را گفتيم، حالا نوبت ارائه روشهاي تشريحي محاسبهتا حالا روش توجه:
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  شرايط وجود سري فوريه 
  

ي بزرگي از توابع داراي ي آن كه دقيقاً چه توابعي سري فوريه دارند، تاكنون پيدا نشده است! در عمل دستهبرا لازم و كافيحقيقت آن است كه هيچ شرط 
 گويند.پذير لبگ ميها توابع انتگرالسري فوريه هستند كه به آن

اين توابع اغلب خوش رفتار هستند. بـه ايـن   شوند. كنيم كه در محاسبات مهندسي ظاهر مياما در درس رياضيات مهندسي، ما خود را به توابعي محدود مي
  ي زير دقت كنيد:تر وارد بحث شويم به قضيهها تحت كنترل قرار دارند. براي آنكه دقيقهاي آنمعني كه ناپيوستگي

fهرگاه تابع حقيقيقضيه:  :[ L,L]   ي تناوببا دورهT L حـد راسـت و چـپ     xاز نقاط ناپيوسته باشد و در هر نقطه فقط در تعدادي متناهي 2
  اي پيوسته است، كه هر تابع با اين شرايط داراي سري فوريه است.تابعي تكه fگوييمآن موجود باشد، (البته ممكن است، برابر نباشند) مي

 تناوب تابع زير را با دوره  :72مثالT    در نظر بگيريد. 2
x x

f (x)
x x

 
    

1
3 1 2

  
]يي نقاط بازهاين تابع در همه , ]2 به جز نقاطx , , 1 2   پيوسته است. اما در ايـن

  نقاط هم حدود چپ و راست آن موجود و متناهي است.
f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( )          1 1 1 2 2 1 2 1     

  اي پيوسته است و سري فوريه دارد.بنابراين اين تابع، تكه
  

 توابع  :73مثالf (x)
x


g(x)و 1 sin

x


)يرا بر بازه 1 , )1 طـه در نظر بگيريد. اين توابع با آن كه فقط در يك نق(x )      ناپيوسـتگي دارنـد، امـا

شوند. زيرااي پيوسته محسوب نميتكه
x
Lim f(x)

 


  
1

 
و 

x
Lim g(x) sin( ) sin

 


  
1

 
fيعني حد راست  (x) شـود و حـد   كران مـي در صفر، بي

  ارد.در صفر وجود ند g(x)راست
  

fاگر تابع (x) شود:كند كه به صورت زير خلاصه ميهايي پيدا ميي فوق باشد، به طور ذاتي ويژگيداراي شرايط قضيه  
Mعددي مانند الف)   وجود دارد كه براي هرx داشته باشيم| f (x) | Mبه عبارتي تابع ،f دار خواهد بود.كران  

  دار، متناهي است. ي كراندر هر بازه fي مطلقتعداد نقاط بيشينه و كمينه ب)
  دار، متناهي است.ي كراندر هر بازه fهايتعداد ناپيوستگي ج)

  همه موارد فوق، شرط كافي براي وجود سري فوريه هستند نـه شـرط لازم. يـه ايـن معنـي كـه اگـر تـابعي ايـن شـرايط را داشـته باشـد، وجـود سـري              توجه: 
  نامند.ي آن تضمين شده است. اما اگر در اين شرايط صدق نكند، ممكن است سري فوريه داشته يا نداشته باشد. شرايط بالا را شرايط ديريكله ميفوريه

)يتوابع متناوبي كه در بازه :12نكته  , L) به صورتb
csin

x
bيا 

ccos
x

cبراي اعداد ثابت    وb    ي شـمار نقطـه  تعريف شوند، داراي بـي

  اي پيوسته نيستند.بيشينه و كمينه بوده و تكه
 

 براي نمونه تابع  :74مثالy cos
x


xيرا در بازه 1     كنـيم. نقـاط   بررسـي مـي

  هاي مشتق آن:ي اين تابع عبارتند از؛ ريشهبيشينه و كمينه
y sin n x

x x nx
       

2
1 1 1 1

  

nxيدر هر نقطه از دنباله
n



ي اكسترمم مطلق داريم. تعداد اين نقاط، نامتناهي يك نقطه 1
)ياست. اين تابع در فاصله , ) شمار نوسان دارد. نمودار آن مانند فنري است كه لحظـه  بي

  گي (ب) را ندارد.شود. بنابراين اين تابع ويژتر ميبه لحظه فشرده
  

  

  

aتوابع به فرم :13نكته 
b

cf (x) x sin
x

 وa
b

cf (x) x cos
x

 به ازاي هرa   ياند و در فاصلهاي پيوستهتكه( L, L) ه دارنـد.  سري فوري  

bاما اگر  وa   ها دركه حد چپ و راست آنباشد؛ ضمن آنx  .در حـالتي كـه  ضمناً ايـن توابـع    وجود ندارد، سري فوريه هم ندارندb a   
fهـا بـه  ي آنانـد امـا سـري فوريـه    اي هموار نيسـتند. ايـن توابـع داراي سـري فوريـه     ا تكهام ،اي پيوسته هستندباشد، تكه (x)     همگـرا نيسـت. در حـالتي

aكه b   باشد، تابعf (x) اي دارد كه بهاي هموار است و سري فوريهتكهf (x) همگراست. به عنوان مثال، تابعf (x) x cos
x


دارد اما سري فوريه  1

fاش بهسري فوريه (x) همگرا نيست. تابعf (x) x cos
x

 2 fاي دارد كه بهسري فوريه 1 (x) .همگراست  

1 2


1

1

2  


0

x

y

3


2 4
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 تابع  :75مثالf (x) xsin
x

   
 

xرا در محدوده 1    83مكانيك ـ سراسري مهندسي (      توان گفت اين تابع:در نظر بگيريد، در اين صورت مي(  

  باشد چون داراي ناپيوستگي در محدوده است. ) داراي بسط فوريه نمي1
  باشد. ج مي) داراي بسط كسينوسي فوريه در محدوده است چون تابع زو2
  باشد چون تابع نوساني (پريوديك) نيست.) در محدوده داراي بسط فوريه نمي3
  باشد.باشد چون تعداد حداكثر و حداقل آن محدود نمي) در محدوده داراي بسط فوريه نمي4

 :طبق متن درس، تابع  »2«گزينه   پاسخa
bf (x) x sin( )

x


aبراي 1   اي پيوسته است، بنابراين تابعتكهf (x) x sin( )
x


اي پيوسته است و تكه 1

]يضرب دو تابع فرد است، بنـابراين زوج خواهـد بـود و در بـازه    داراي سري فوريه خواهد بود. اين تابع حاصل , ]    ي كسينوسـي اسـت  داراي بسـط فوريـه .  

fا بودن سري فوريه به تابعالبته شرط همگر (x) آن است كهa b   يباشد، بنابراين سري فوريهx sin
x
به اين تابع همگرا نيست. اگر طـراح سـؤال،    1

fعكرد، جواب آن بود كه سري فوريه وجود دارد، اما به تاببحث همگرايي را مطرح مي (x) .همگرا نيست  
fهايتوجه داشته باشيد كه تعداد اكسترمم (x) باشـد،  هـا متنـاهي   شود كه سري فوريه وجود نداشته باشد. اگر تعداد اكسترممنامتناهي است، اما اين باعث نمي

  .هاي تابع توجه كنيمامتناهي باشد به اين معني نيست كه ديگر سري فوريه وجود ندارد و بايد به ساير ويژگيها نحتماً وجود دارد. اگر تعداد اكسترمم سري فوريه

  قضيه ديريكله      

]و [Lبر بازه fمتناوب اگر تابع L اي هموار باشد، يعنيتكهf وf  يدر هـر نقطـه  فوريـه تـابع   سـري   ، آنگـاه مقـدار  اي پيوسته باشـند هر دو تكهx ،  
f]برابر ميانگين حد چپ (x )]

 و حد راست[(f (x )]
 در آن نقطه خواهد بود:  

f (x ) f (x ) 
 2

   ي مقدار سري فوريه در نقطهx  

fگاه داريمتابع باشد، آن پيوستگيي نقطه xواضح است كه اگر (x ) f (x ) f (x)    :و در نتيجه داريم  
f (x ) در نقطه مقدار سري فوريه تابعx  

 مقدار سري فوريه متناظر با تابع متناوب:: 76مثالf (x) x x , x , L 
       42 3 1 2 xدر نقطه 2 

   )93(مهندسي نفت ـ سراسري   ؟، كدام است2

1(  2 12 8
8  2( 2 8

4  3( 2 8
8  4(  2 12 8

4  

 :ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچ پاسخ    

fتابع (x) در نقطهx 
   :ناپيوسته است. طبق قضيه ديريكله، در اين نقطه مقدار سري فوريه برابر است با 2

f ( ) f ( ) f ( ) f ( )
    

   
2 2 2 2

2 2  

Lطبق صورت سؤال  است بنابراينT  2 :خواهد بود در نتيجه داريم  f ( ) f (( ) ) f ( )
 

  
    

322 2 2  

در fياما طراح سؤال در مورد ضابطه


3
Tكنيم اشتباه تايپي رخ داده است و منظور طراح سؤالهيچ اطلاعي نداده است. حالا فرض  2 L  2   بـوده

  است. در اين صورت داريم:

  
f ( )

f ( ) f ( ) ( )

f ( )

   
          
      

4
4

4

3 12 8 2 2 12 2 83 12 8 2

  

xبنابراين مقدار سري فوريه در 
   برابر است با: 2  

 
4 4 818 8  

  باشد.) صحيح مي3ها، گزينه (در صورت اصلاح گزينهتوضيح: 
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 سرعت همگرايي ضرايب سري فوريه  
  

  ارتباط سرعت همگرايي ضرايب سري فوريه با ناپيوستگي تابع و مشتقات تابع را بررسي كنيم. خواهيمدر اين قسمت مي

fخود تابعاگر  (x)داشته باشد، حداقل يكي از ناپيوستگيي ، حداقل يك نقطهnaها ياnb ها با سرعتي نظيـرC
n

 )C       عـددي حقيقـي اسـت) بـه صـفر

Cبا سرعت كمتر از تواندينمشود و آن يكي ضريب هم همگرا مي
n

  به صفر همگرا شود. 

fبه همين ترتيب اگر (x) پيوسته وf (x) وقت حداقل يكي از، آنناپيوسته باشدnaها ياnbظيرها با سرعتي نC
n2 شود و آن يكي ضريب هم به صفر همگرا مي

Cبا سرعت كمتر ازتواند نمي
n2 به صفر همگرا شود. به طور كلي اگرf (x) تاkf (x)1  يعني مشتق مرتبه)»k 1پيوسته باشد و») ام(k)f (x) باشد،  ناپيوسته

kها با سرعتnbها ياnaوقت حداقل يكي ازآن
C

n 1 تواند با سرعت كمتر ازشود و ضريب ديگر هم نميبه صفر همگرا ميk
C

n 1 به صفر همگرا شود .  

fبراي مثال؛ در تابع (x) | sin x |چون ،f (x) در بازهx  2 پيوسته وf (x) ناپيوسته است، سرعت همگرايي يكي از ضرايب حداقلC
n2 شـود مي ،

xو يا مثلاً براي تابع  ; xf (x)
x ; x

    
  

21 1
3 1 2

   تابع پيوسته، ولي مشتق آن ناپيوسته است، پس ضرايب سري فوريه حـداقل بـا سـرعت چون خود ،C
n2  

  ي مشتق اين تابع دقت كنيد:شوند. به ضابطهبه صفر همگرا مي
x ; x

f (x)
; x

     

2 1
1 1 2

  
xبينيد درمي طور كههمان 1 .مشتق تابع ناپيوستگي دارد  
 سرعت همگرايي ضرايب سري فوريه در صورتي قابل بررسي است كه تابع :5تذكرf (x)اي پيوسته باشـد. بـراي مثـال تـابع ضـربه      دار و قطعه، كران
(x)در ،x   ي اين تابع، ثابتاي پيوسته نخواهد بود. از طرفي ضرايب فوريهكران است و قطعهبي


شـوند بنـابراين   هستند و اصلاً به صفر همگرا نمي 1

  كند.مطالب فوق براي تابع ضربه صدق نمي

 يه به صورتدانيم يك تابع متناوب داراي ضرايب فورمي :79مثالn n
na , b

(n ) n (n ) n
 

   2 2 2 2 2 2
2 2
1 4 1 4

اسـت، در مـورد پيوسـتگي     

  توان گفت؟تابع و مشتقات اين تابع چه مي
 :ضريب پاسخna با سرعتي معادلC

n
Cبا سرعتي معادل nbو 

n2  يابد. بنابراين حـداقل سـرعت يعنـي   ميكاهشC
n

گيـريم و طبـق   را در نظـر مـي   
  پذير هم نيست.هايش به وضوح مشتقتوضيحات، واضح است اين تابع داراي ناپيوستگي است و در ناپيوستگي

  

 ي فوريه به صورتدانيم يك تابع متناوب داراي ضرايب سرمي :80مثالn na , b
( n ) n n n

 
  2 2 2

1 1
2 1 1 1

است، در مورد پيوستگي تابع و  

  توان گفت؟مشتقات اين تابع چه مي
  هاي آن موجود نيستند.) خود تابع ناپيوسته است و طبيعتاً مشتق1
  ) خود تابع پيوسته است ولي مشتق اول آن ناپيوسته است.2
  ي دو و بالاتر از آن، وجود ندارند.ند، ولي مشتقات مرتبه) خود تابع و مشتق اول آن پيوسته هست3
  ي سه و بالاتر از آن، وجود ندارند.هاي اول و دوم آن پيوسته هستند، ولي مشتقات مرتبه) خود تابع و مشتق4
 :ضريب»  2«گزينه  پاسخna با سرعتي معادلC

n2 بو ضريnb با سرعتي معادلC
n3 كند، بنابراين ضريبكاهش پيدا ميC

n2  گيـريم  را در نظر مـي
  گيريم) پس خود تابع پيوسته است، ولي مشتق اول آن پيوسته نيست.(يعني حداقل سرعت را در نظر مي

  

 در بسط تابع پريوديك :81مثالf (x) به سري فوريه، ضرايبna وnb با روابطn n
( e ) n( e )a , b (n )

n n

   
  

   

1 1
2 2 2

2 1 4 1
1 4 1 4

 اند، به دست آمده
  )74(مهندسي برق ـ سراسري   كدام گزينه صحيح است؟

f) تابع1 (x) اندناپيوسته آن و مشتقات مرتبه اول و دوم آن پيوسته بوده ولي مشتقات مرتبه بالاتر.  
  توانند بيانگر ضرايب فوريه براي يك تابع پريوديك باشد.نمي nbو na) عبارات داده شده براي2
f) تابع3 (x) باشد.حداقل داراي يك نقطه انفصال در پريود اصلي خود مي  
  توانند پيوسته يا ناپيوسته بودن تابع پريوديك را مشخص نمايند.) ضرايب فوريه به تنهايي نمي4
  : با توجه به اينكه يكي از ضرايب فوريه (يعني»  3«گزينه پاسخnbمانندسرعتي  ) باc

n
بايـد  ، لذا طبق مطالب بيـان شـده تـابع    كندميل ميصفر به  

  داراي حداقل يك نقطه ناپيوستگي باشد. 
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 سري فوريه مثلثاتي تابع :86مثال
x , x

f (x)
x , x

           

2
3 22


  )92(مكانيك ـ دكتري   ، كدام است؟

1(
k

cos( k )x
( k )






 
 2 2

1

4 2 1
2 1

 2(
k

cos( k )x
( k )






 
1

4 2 12 1  3(
k

cos( k )x
( k )






 
 2

1

2 2 1
2 1

  4(
k

cos( k )x
( k )






 
 2

1

4 2 1
2 1

 

  : زدن كه دكتري يا ارشد نمـي   »4«گزينه پاسخ رو بـه يـه چشـم نگـاه ميكنـه      فهمـه همـه  خبُ سؤال دكتري سراسري، اونم مكانيك! اما كلََك   

Cرو بـه صـورت  تونه صحيح باشه! (چون سرعت همگرايـي اون ) نمي2اولاً تابع پيوسته است، بنابراين گزينه (
k 2 Cداده و گفتـيم جملاتـي بـه فـرم     1

k 2 1   

xي توابعي كه ناپيوسته هستن، بايد ديده بشِه.) ثانياً به ازايتو ضرايب سري فوريه  2مقدار تابع ،f (x) برابر با
حـالا بايـد ببينـيم تـو كـدوم       ميشه، 2

قرار بِديم، حاصل سري نزديك به x،2گزينه اگه به جاي
)cosهـا عبـارت  ي گزينـه ميشـه!؟ تـو همـه    2 k )x2 xداريـم كـه ايـن مقـدار تـو      1  2،  

  ) رو بررسي كنيم:4) و (3)، (1هاي (هاي عددي گزينهميشه، پس كافيه حاصل سري 1برابر با 

غلط
k

( )
( k )




    

   
 2 2 2 2 2 2

1

4 4 1 1 4 1
2 1 1 3

 ) به ازاي1مقدار گزينه (x  2  

غلط
k

( )
( k )




     

  
 2 2 2

1

2 2 1 1 2 1
2 1 1 3

 ) به ازاي3مقدار گزينه (x  2  

ديك بهنز
k

( )
( k )






    

  
 2 2 2

1

4 4 1 1 4
22 1 1 3

 ) به ازاي4مقدار گزينه (x  2  

(البته با دونستن ) جوابه 4پس گزينه (
u ( u )











2

2
1

1
82 1

  شد اين سؤال رو حل كرد.)هم مي 

  

 ضرايب سري فوريه :87مثالna تابع متناوب زير با دوره تناوب2 برايnهاي بسيار بزرگ(n ) با چه تواني ازn اند؟ متناسب  
  )97(مهندسي برق و مكانيك ـ دكتري 

1(n4   2(n3   cos x,| x |
f (x)

  


2
2

 Rn¼‚¸ÄH oÃš nj
  

3(n2   4(n1   
 :توان به روش تشريحي حل كرد ولي دنبال روش كوتاه و مفهومي هستيم.سؤال را مي»  2«گزينه  پاسخ  

fتق آن پرداخته شود. ابتدا به بررسي پيوستگي تابعدر اين روش بايد به بررسي پيوستگي تابع و مش (x) پردازيم. مي  

fاثبات پيوستگي تابع (x) در نقاطx 
  2:  

x x

lim f (x) lim ( )
  

 

  

2 2

   حد راست تابع در نقطهx 
 2  

x x

lim f (x) lim cos x
  

 

  2

2 2

  حد چپ تابع در نقطهx 
 2  

f ( ) 2    مقدار تابع در نقطهx 
 2  

fبنابراين تابع (x) در نقطهx 
 xپيوسته است. حال به بررسي پيوستگي تابع در نقطه 2 

    پردازيم:مي 2

x x

lim f (x) lim cos x
  

 

  2

2 2

  حد راست تابع در نقطهx 
  2  

x x

lim f (x) lim ( )
  

 

  

2 2

   حد چپ تابع در نقطهx 
  2  

f ( )  2   مقدار تابع در نقطهx 
  2  
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fابعت (x) در نقطهx 
    گيرد)تر انجام مي(البته اگر مسلط به رسم نمودار باشيد كار بررسي پيوستگي بسيار ساده باشد.نيز پيوسته مي 2

fتابع چون بنابراين (x) جا پيوسته است، لذا تا اينجاي كار ضابطهدر همهna بايد به صورتc
n2 ) قطعاً غلط است. از طرفي به 4باشد. در نتيجه گزينه (

cosدليل وجود عامل صفركننده x در ضابطه مشتق تابعf (x)حاصل مشتق چپ و راست تابع در نقاط ،x 
  گيريم باشد و نتيجه ميبرابر با صفر مي 2

fكه مشتق تابع (x) جا پيوسته است. لذا داريم:نيز در همه  n n
c ca a

n n
   2 3  

fتابع متناوب naبنابراين ضرايب سري فوريه (x) برايnهاي بسيار بزرگ(n ) با عبارتn3 .متناسب هستند  

  وجود تقارن مخفي        

شـود. مـثلاً اگـر تـابع     اه تابع داراي تقارن فرد مـي به ضابطه تابع اضافه شود، آنگ kبعضي توابع تقارن مخفي دارند، به اين معني كه اگر يك عدد ثابت مانند
f (x) تابعي نه زوج و نه فرد باشد، و تابعf (x) k :تابعي فرد شود، آنگاه سري فوريه تابع جديد به شكل زير است  

k
n n

n n

n nf (x) k b sin x f (x) k b sin x
L L

 

 

 
     

1 1

´ÄnHj SwHn Sμw ¾M −I£TºH IM  

fدر بسط فوريه aهمان kدر واقع در اين حالت مقدار (x) باشد. دقت كنيد اگر از اين نكته استفاده نكنيم، بايد تمام ضرايب را جداگانه حساب كنيم. مي  

 اگر تابع :88مثالf در يك دوره تناوب به صورتLf(x) x 2 ،L Lx  2 T، با دوره تناوب2 L؟، تعريف شده باشد، آنگاه سري فوريه آن كدام است  

1(
n

n

L L ( ) nsin x
n L





 

 1

1 2
2    2(

n

n

L L ( ) nsin x
n L





 

 1

1 2
2    

3(
n

n

L L ( ) ncos x
n L





 

 1

1 2
2    4(

n

n

L L ( ) ncos x
n L





 

 1

1 2
2    

 : تابع  »2«گزينه  پاسخf (x) داراي تقارن مخفي است، زيرا اگر تابعf (x) را به اندازهL
شـود      داراي تقـارن فـرد مـي    ،به سمت پايين انتقال دهـيم  2

  كه در شكل زير نشان داده شده است:
  

  
Lf (x) x

g(x) x
Lg(x) f (x)

     
 


2

2

  و         

  
fبراي به دست آوردن سري فوريه (x)بايد تمام ضرايب سري فوريه را به دست آوريم، ولي با استفاده از ،g(x)     تـوانيم بـه روش   كـه تقـارن فـرد دارد مـي

fتر به سري فوريهساده (x) برسيم. به اين صورت كه ابتدا سري فوريهg(x)آوريم سـپس مقـدار  را به دست ميL
كنـيم كـه سـري    را بـه آن اضـافه مـي    2

fفوريه (x) شود. چونحاصل ميg(x)  بايد ضرايبفرد است، بنابراين فقطnb:را به دست آوريم  
L L

n
n n

n xL n L n L Lb ( x)sin xdx [( ) cos( x) sin( x)] b [ cos n ] ( )
L L L n L L L n n( n )

  
        

  
2 22 2

2
2 2 4 2 2 4 12 42
2


    

n  بنابراين داريم:
n

n n

n L ng(x) b sin x ( ) sin x
L n L

 

 

 
  

 
1 1

2 21  

f، سري فوريهg(x)توانيم با استفاده از سري فوريهمي (x) :را به صورت زير به دست آوريم  
n

n

L L L L ( ) ng(x) f (x) f (x) g(x) f (x) sin x
n L





 
       

 1

1 2
2 2 2  

L

L
2

L
2



x

Lg(x) f (x)
2

 
L
2

L
2



x

L
2

L
2



L
2

f (x) g(x)
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يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:  ششم فصلكارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

 
 ششمفصل 

  »هاي جزئي معادلات ديفرانسيل با مشتق« 

  جزئي مشتقاتديفرانسيل با  ليوويل و روش تفكيك متغيرها در حل معادلات ـ مسائل اشتروم :1درسنامه
 

تروم ليوويل را بررسي كرده و در شويم. در ادامه مسائل اشآشنا مي» معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي«در اين درسنامه ابتدا با مفاهيم و تعاريف ابتدايي 
  دهيم.را آموزش مي »حل معادلات به روش تفكيك متغيرها«ترين مباحث اين فصل يعني نهايت يكي از مهم

 مفاهيم اوليه معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي  
  

كنيم. در واقـع ايـن مسـائل سـاده عمومـاً فقـط       ورد ميبرخ (ODE)در حل برخي مسائل ساده فيزيكي يا علوم مهندسي به يك معادله ديفرانسيل معمولي
 دو يـا چنـد متغيـر   هستند. اما بسياري از مسائل متنوع و مهم مهندسي و فيزيكـي بـه    (x)و يا متغير مكان (t)مثلاً متغير زمان ،متغير يكوابسته به 

اي)، انتقال حرارت، آيروديناميك، علوم نور، مهندسي نفت، مكانيك كوانتوم ي ديناميك سيالات، ژئوفيزيك (انتشار موج زلزلهبستگي دارند. مسائلي در زمينه
برخـورد   (PDE)» معادلات ديفرانسيل با مشـتقات جزئـي  «ها به هايي از اين مسائل هستند كه در تجزيه و تحليل آنهاي الكترومغناطيسي، نمونهو نظريه

نسـبت بـه دو    u) و مشـتقات جزئـي  tو x) كه حداقل داراي دو متغير مستقل و مجزا (مـثلاً uكنيم. در واقع هر معادله شامل يك تابع مجهول (مانندمي
  :شوندناميم. براي مثال هر يك از معادلات زير يك معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي محسوب ميجزئي مي مشتقاتباشد را يك معادله ديفرانسيل با  tو xمتغير

xx yy zz tu u u u    2    )2x yu u x y ,   2 2 1)1  
مرتبـه بـالاترين مشـتق    ) متغير مستقل است. لازم به ذكر است كه به 4)، داراي (2ي ()، داراي دو متغير مستقل و معادله1ي (عادلهم كنيدحظه ميملا

  شود.) مرتبه دوم محسوب مي2) مرتبه اول و معادله (1( شود كه با اين تعريف معادلهگفته مي» ي مشتق جزئيمرتبه معادله« موجود در معادله
و  نداشته باشيم) sin(u)ها با تابع ديگري تركيب نشده باشند (مثلاًو مشتقات نسبي آن از درجه اول (توان يك) باشد، و آن uاگر معادله شامل تابع مجهولي مانند

 ،كنيمها در اين فصل برخورد ميترين نوع معادلات ديفرانسيل كه ما با آنگوييم. مهممي خطيمعادله را ده باشند، در يكديگر ضرب نش uتوابع برحسب
  نسبت به دو متغير به فرم زير است: مرتبه دوم خطيجزئي  مشتقاتصورت كلي معادله ديفرانسيل با معادلات مرتبه دوم هستند. 

u u u u uA B C D E Fu G
x y x yx y

    
     

    

2 2 2
2 2  

كـه بـه فـرم ايـن      را هر معادله مرتبـه دوم  .رندبستگي ندا uهايو مشتق uولي به ،بستگي داشته باشند yو xممكن است به Gو …، A،Bكه در آن
 uبستگي داشته باشند نـه بـه   yو xعدد ثابت باشند يا به Cو Bو Aهرگاه فقط ناميم.مي غيرخطي ي ديفرانسيل مرتبه دوميك معادله ،يستمعادله ن
ممكـن   Gو D،E،Fي خطي در آن است كه در معادلات شـبه خطـي  ناميم. تفاوت معادله شبه خطي با معادلهمي شبه خطي، معادله را uهاييا مشتق
xxي(مثلاً معادله بستگي داشته باشند. uهاييا مشتق uاست به xu u yu  22  اگـر ي فـوق  در معادله است).شبه خطيG    و  همگـن  معادلـه را

Gاگر    ناميممي ناهمگنآن را.  

 82كامپيوتر ـ آزاد مهندسي (            گردند؟      زير خطي محسوب مي جزئييك از معادلات ديفرانسيل كدام: 1مثال(  

(d)
x y z
     

  
  

2 2 2

2 2 2   w(c) w rst
r






2

2  R R(b) x y
y x

 


 

3 2
2 3

3 2  u u(a)
t x

 


 

2

24  

1 (a  وb  وd  2 (b  وa  3 (a  4 (c  وa  

 :ضريب»  1«گزينه  پاسخw در كنارw
r





2

  باعث خطي نبودن معادله شده است. 2
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 88برق ـ دانشگاه آزاد سال  دكتري(  اي دو متغيره، خطي است؟ي ديفرانسيل پارهچهار معادلهيك از اين كدام: 2مثال(  
1(xxx xyyu u log u     2(xxx xyyu u log x     3(x yu uu    4(x yuu xyu  2  
 :عامل 1 يه، در گزيناست 3 يجزئي خطي از مرتبه ي ديفرانسيلادلهدوم مع يهگزين  »2«گزينه  پاسخlog u خطي شدن آن شـده اسـت،   باعث غير

  ت. باعث غيرخطي شدن معادله شده اس xuuچهارم نيز عامل يهباعث غيرخطي بودن آن شده و در گزين yuuسوم عامل يهدر گزين

  
 ي مقاديرِ اوليه با مقادير آغازي (اين مسأله: 3مثالinitial value problem:را در نظر بگيريد (  

y y y y cos x x
y( ) y ( ) y ( )
        

      1 4 3


  
  

yي فوق باشد، آنگاهجواب مسأله yاگر  ( )   :85سال (دكتري برق ـ دانشگاه آزاد   برابر است با(  
1 (  2 (1  3 (2  4 (3  
 :كافي است كه»  4«گزينه  پاسخx   با توجه به مقادير اوليه داده شده براي .قرار دهيم و در معادله جايگذاري كنيمy , y , y مقدار ،y ( )     بـه دسـت
x  :  آيدمي y ( ) y ( ) y ( ) y( ) cos ( ) y ( ) y ( )                3 4 1 1 3       −H¼w Rn¼‚ RI¶¼ ± •¶ ¾M ¾]¼U IM  

 
cها به صورت زير است: (ترين آنترين و مطرحگفتيم كه معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي داراي تنوع زيادي هستند. مهم  (عددي ثابت است  

tt                                                   ي موج در يك بعد)              (معادله xxu c u 2  )1  
t ي حرارت در يك بعد)                                                             (معادله xxu c u 2  )2  
xx                           ي پواسون در دو بعد)                            (معادله yyu u f (x, y)  )3  
xx ي لاپلاس در سه بعد)                                                     (معادله yy zzu u u    )4  

u ي حرارت در دو بعد در مختصات قطبي)        (معادله u u(r ) ( ) ( )
r r r tr c
   

  
  

2

2 2 2
1 1 1  )5  

tt ي موج در دو بعد)                                                           له(معاد xx yyu c (u u ) 2 )6  
xx ي لاپلاس در دو بعد)                                                               (معادله yyu u   )7  
tt ثابت)                                                 و ي تلگراف (معادله xx tu u u u    )8  

 x) پاسـخ مسـأله بـه   2) و (1ي ( در معادله، به بيش از يك متغير بستگي دارد (مثلاuًمعادلات بالا مشخص است، پاسخ مسأله يعني تمام طور كه درهمان
فقــط از نــوع  ) متغيرهــاي مســأله4) و (3متغيــر زمــان اســت.) در برخــي معــادلات ماننــد معــادلات ( tمتغيــر مكــان و xهــابســتگي دارد كــه در آن tو

,x)مكاني y, z) بينيد، اين معادلات با توجه به شرايط هندسي مسأله ممكن است در مختصات قطبـي،  ) مي5ي (طور كه در معادلههستند، و بالاخره همان
  اي، كروي و ... مطرح شوند.استوانه

آينـد  ها كلي و به همراه پارامتر ثابـت بدسـت مـي   شويم، پاسخرو ميا يك معادله ديفرانسيل روبهگونه سؤالات بايد توجه كنيد كه چون در روند حل بدر حل اين
ها و حتي نوع تـابع جـواب كـاملاً    آيند.) و يا گاهي اوقات براي مسأله با مشتقات جزئي تعداد جوابها بدست مي(كه مقادير ثابت در مسائل با توجه به محدوديت

xeي مثال هر يك از توابع آيد. برامتفاوت بدست مي cos y،ye sin x،x y2 2،Ln(x y )2 xxي جواب معادله xyو 2 yyu u   توانيـد  هستند. (مي
اده شده و قرار دادن آن در معادله صحت اين ادعا را بررسي كنيد!) در واقع وقتي ما با يك مسـأله مهندسـي يـا فيزيكـي و يـا      گيري از هر يك از توابع دبا مشتق

برسيم (فرض كنيد قرار باشد درجه حرارت يك نقطه در يك سنسور و يا كليـد كنترلـي دقيقـاً يـك عـدد      » يكتا«رو هستيم، معمولاً بايد به جواب نظاير آن روبه
  باشد، در اين وضعيت حتماً لازم است شرايط را طوري تعريف كنيم كه جواب يكتا و برابر با همان درجه حرارت خواسته شده باشد.) ثابت

هـاي دلخـواهي   ها برابر تعداد مشتقات جزئي گرفته شده باشد، به جواب يكتا خواهيم رسيد. در غير اين صورت، ثابتهرگاه تعداد شرايط مرزي و محدوديت
نياز دارد تا به جـواب يكتـا برسـد.     tو دو شرط مرزي براي x) به دو شرط مرزي براي1ي (جواب هستند كه مقدارشان نامعلوم است. براي مثال معادله در

  نياز دارد تا به جواب يكتايي برسد. xزي برايو دو شرط مر t) به يك شرط مرزي براي2ي (معادله
xxعددي ثابت است(c  تعريف شده باشد: مقابلي حرارت در يك بعد به صورت براي درك بهتر بحث، فرض كنيد معادله tc u u , (2  

,u(xپاسخ اين مسأله تابعي مانند t) ياست، به عبارت ديگر درجه حرارت در لحظهt يو در نقطهx توسط تابعu(x, t)  مشخص خواهد شد. چون مسأله
xرسد ناحيه بررسي مسأله) مثبت است، به نظر ميt) است و زمان (يعنيxداراي يك بعد مكاني (يعني L  وt        باشد. در واقـع مـا دنبـال پيـدا

هستيم. اين مسأله با اين شرايط تعداد زيادي جواب دارد كـه در معادلـه    tي دلخواهدر لحظه و Lاز يك ميله با طول xيكردن درجه حرارت در هر نقطه
xها بايد درهايي براي مسأله در نظر گرفته شود. اين محدوديتباشد، بايد محدوديت پاسخ يكتاكنند. اما اگر بخواهيم مسأله داراي صدق مي  ،x L 

tو   تعريف شده باشند. (چون مسأله در ناحيهx L  وt     مطرح است.) مقادير درجـه حـرارت درx L وx    يعنـي)u(L, t) وu( , t) (  
tيمتغير مكاني است) و مقدار درجه حرارت در لحظه xموسوم هستند (زيرا شرايط مكانيو يا به عبارت ديگر به  شرايط مرزيبه   يعني) ،u(x, ) (
هستند ها براي اين معادله كافي شود. خبُ حالا با اين شرايط مسأله، انتظار داريم به پاسخ يكتا برسيم. چرا؟ چون شرايط و محدوديتناميده مي رط اوليهش
  ).بايد يك شرط داشته باشيم tشرط و نسبت به 2بايد  xاست، پس نسبت به 1از مرتبه  tو مشتق نسبت به 2از مرتبه  xدر اين سؤال مشتق نسبت به(

  كنند.نامگذاري مي »مسائل مقدار مرزي«تر و يا به طور خلاصه »مسائل مقدار مرزي ـ مقدار اوليه«مسائلي از اين قبيل را گاهي  لازم به ذكر است
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 انواع شرايط مرزي  
  

  :دنشوبندي ميها در رياضيات مهندسي به صورت زير دستهترين آنشود كه مهمهاي مختلف داده ميمعمولاً در حالت ،ها (يا همان شرايط مرزي) در مسائلمحدوديت
  ه باشد، آن را شرط ديريكله گويند.مجهول بر روي ميدان مكان داده شد مقدار تابعچنانچه شرايط مرزي فقط بر حسب  شرط ديريكله:

)براي مثال شرط مقابل x L)  اي از يك شرط ديريكله است:نمونه  u( , t) u(L, t)    
له را در مخلوط آب و يـخ قـرار   ي انتقال حرارت، اگر ابتداي ميكند كه؛ مقدار تابع در برخي از مرزها، ثابت است. براي نمونه در مسألهشرط ديريكله بيان مي

)uدما در آن نقطه همواره صفر است، يعني شرط به صورت ،دهيم , t)   شود.نوشته مي  
مجهول (در جهت بردار نرمال بر روي ميدان مكان) داده شده باشـد، آن را شـرط نيـومن     مشتق تابعاگر شرايط مرزي فقط بر حسب مقدار شرط نيومن: 

)د. براي مثال شرط مقابلگوين x L)  اي از شرط نيومن است:نمونه  x xu ( , t) u (L, t)    
  كند.ي انتقال حرارت شرط نيومن را ايجاد ميبه عنوان يك مثال از نظر فيزيكي عايق بودن مرزها در مسأله

داده شده باشـد،   مقدار مشتق تابعهاي ديگر بر حسب و در قسمت مقدار تابعبر حسب  هايي از مرزاگر شرايط مرزي در قسمت): شرط روبين (مخلوط
)آن را شرط مرزي روبين گويند. براي مثال شرط مقابل x L)  اي از شرط روبين است:نمونه  xu( , t) u (L, t)    

متنـاهي) داده شـده باشـد،     اياي متناهي) و همچنين تفاضل مقدار مشتق تابع در دو سر بازه (بازهزهاگر تفاضل مقدار تابع در دو سر بازه (باشرط تناوبي: 
)شرط مرزي را متناوب گويند. مثلاً دو شرط مقابل x L)  :تناوبي هستند  x xu( , t) u(L, t) , u ( , t) u (L, t)        

Lيو يا براي بازه x L    شوند:اي از شرط تناوبي محسوب ميزير نمونهشرايط    
x xu( L, t) u(L, t) , u ( L, t) u (L, t)        

اي يكسـان از منبـع   را در نظر بگيريد كه منبع حرارتي (مانند شمع) دقيقاً وسط آن قرار داده شود. ابتدا و انتهاي ميله فاصله Lاي به طولميله براي نمونه،
x(uو تغييرات دمايي (u)، مقدار دماtيبنابراين در هر لحظهحرارتي دارند.    :داريم در اين دو نقطه يكسان است. يعني (

x xu ( , t) u (L, t) , u( , t) u(L, t)    
 هـاي فـوق فقـط    باشند، كافيست مقداري معلوم باشند و همـانطور كـه گفتـيم مثـال    دقت كنيد لزومي ندارد حتماً شرايط مرزي برابر با صفر  :1تذكر  
  هايي از اين شرايط هستند.نمونه

  شود:نهايت به صورت حدي بيان ميكران باشد، شرايط مرزي در بيچنانچه ميدان بيداري: شرط كران
|شرط u(a , t) | M ناميم كه در آنداري ميرا شرط كرانM   شود كه بـازه، نامتنـاهي يـا    عددي ثابت است. اين شرط معمولاً براي مسائلي مطرح مي

x  داري است:اي از شرط كراننيمه متناهي است. شرط مقابل نمونه , | u( , t) | M      
,u(xرا به طور دائم تحت تأثير حـرارت قـرار دهـيم    Lمسي به طول يداري نيز مفهوم فيزيكي دارد. براي نمونه فرض كنيد يك ميلهشرط كران t)   دمـاي

ي مسـي ظرفيـت گرمـايي    نهايت ميل كند؛ زيرا ميلهبه بيتواند كند. اگر به مقدار زياد از ابتداي ميله دور شويم، دما نميبيان مي tيرا در لحظه xينقطه
  ي ذوب مس در نظر گرفته شود.تواند نقطهمي Mمحدودي دارد. در اينجا

هـاي  ها هـم جـواب  هاي يك معادله ديفرانسيل خطي و همگن باشند، در اين صورت هر تركيب خطي از آنپاسخ nu، ... وu1،u2،u3اگر :1نكته 
nاين معادله خواهد بود. به عبارت ديگر: nc u c u c u  1 1 2 2  كهc1 تاnc باشد.همگي ضرايب ثابت هستند، نيز جواب معادله مي  

  مسائل اشتروم ـ ليوويل عادي
  

كنيم. بـراي همـين قبـل از شـروع آمـوزش      در حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي پس از انجام عملياتي كوتاه به مسائل اشتروم ـ ليوويل برخورد مي
ل اشتروم ـ ليوويل آشنا شويم. اگر يادتان باشد در درس معادلات ديفرانسيل براي حل يك معادله درجـه   هاي حل اين نوع معادلات، لازم است با مسائروش

مـرزي بـراي    دوم خطي و همگن به دو شرط اوليه نياز داشتيد؛ يكي مقدار تابع در يك نقطه و ديگري مقدار مشتق تابع در همان نقطه. در اينجا ما شـرايط 
  شوند.ي مورد بررسي براي مقادير تابع و مقادير مشتق تابع مجهول، تحميل ميي شرايطي كه در نقاط ابتدا و انتهاي بازهگيريم؛ يعنمعادله در نظر مي

  نامند:هر مسأله با شرايط زير را يك مسأله اشتروم ـ ليوويل مي
(f (x)y ) [g(x) h(x)]y , a x b

y(a) y (a)
y(b) y (b)

       
          

1 2
1 2





Âº I§¶ ‡o{ »j
  

fيك پارامتر ثابت،زمان صفر نيستند.با هم، به صورت هم 2و 1با هم و همچنين 2و1اعداد ثابت هستند كه 2و 1،2،1 مسألهاين در  (x) 
fاسـت. بـراي تضـمين وجـود جـواب بايـد توابـع        تـابع وزن يك تابع حقيقي مثبـت معلـوم بـا نـام      h(x)و [a,b]يك تابع حقيقي مثبت در فاصله (x) 

fو (x)،g(x) وh(x) يدر بازه[a,b] پيوسته باشند. به ازاي يك انتخاب مفروض از مقدار،y (x)  (مخالف صفر) وابسته به تابع ويژهيك   ناميـده
yاين مسأله نام دارد. توجه كنيد كه تابع ثابت مقدار ويژه، شود. اين ثابتمي     كنـد. ايـن جـواب را    هم در معادله و هم در شرايط مرزي صـدق مـي

  هستند. نابديهيهاي معادله همان جواب توابع ويژه گوييم در واقع منظورمان ازمي جواب بديهي
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 كدام است؟ مقابلمقادير و توابع ويژه مسأله  :4مثال  (xy ) y , y ( ) y( )
x
     1 2   

1( n
( n ) n( ) , cos( Ln x)

(Ln ) (Ln )
  

  2 2
2 2

2 1 2 1
2 2 2 2

  2( n
( n ) n( ) , cos( Lnx)

Ln Ln
  

  22 1 2 1
2 2 2 2  

3( n
n n( ) , cos( Ln x)

(Ln ) (Ln )
 

   2 2
2 2

1 1
2 2 2 2

  4( n
n n( ) , cos( Lnx)
Ln Ln
 

   21 1
2 2 2 2  

 ي داده شده به صورت زير است:ابتدا توجه كنيد كه معادله  »2«گزينه اسخ : پ  
xxy y y x y xy y

x
          2nj Jo† ¸Ã o‡    

  گيريم:در نظر مي حالا سه حالت براي ي اويلر است.معادله يعني
حالت اول:  :در اين صورتx y xy   2 و در نتيجهy c c Lnx 1 yو چون 2 ( )  1لذا ،c 2 و بنابراينy c )yو چون 1 ) 2   ،اسـت

yهم برابر با صفر است و به جواب بديهي c1پس   .رسيديم. پس در اين حالت تابع ويژه نداريم  
kاگرحالت دوم:     2 )k :عددي حقيقي و مثبت است) در اين صورت داريم  k kx y xy k y y c x c x       2 2

1 2  
yبا توجه به شرايط ( )  1 وy( ) 2 :داريم  

k k

c k c k

c c 

 


 

1 2

1 22 2



  

kدترمينان ضرايب برابر kk( )  2 2  ،و مخالف صفر است. بنابراين تنها جواب دستگاهc c 1 2  آيد.اي بدست نميبوده و باز هم تابع ويژه  
kاگر حالت سوم:   2ي مقابل را داريم:گاه معادله، آن  x y xy k y    2 2  

k ky c cos(kLnx) c sin(kLnx) y c ( )sin(kLnx) c ( ) cos(kLnx)
x x

      1 2 1 2
o±Ä»H Á¾²jI•¶ JH¼] ¾M ¾]¼U IM  

yبا توجه به شرط ( )  1فهيمي مشتق مي، از معادلهc 2:بنابراين داريم ،y c cos(kLnx) )y، حالا با توجه به شرط 1 ) 2:داريم ،    

n
nc cos(kLn ) kLn ( n ) k
Ln

 
      1

2 12 2 2 1 2 2 2  

cتوجه كنيد كه اگر 1  باشد، به جوابy   ايمآيد. پس فرض كردهاي به دست نميرسيم و تابع ويژهميc 1  باشد. بنابراين برايn , , ,1 2   :داريم 3

n n
nk ( ) :
Ln

ncos( Lnx) :
Ln

   
  


2 22 1
2 2

2 1
2 2

½sÄ» oÄjI£¶

½sÄ» ”MH¼U
  

 

 مقادير و توابع ويژه مسأله اشتروم ـ ليوويل مقابل را حساب كنيد. :5مثال  y y , x L
y( ) , y(L) hy (L) , ( h )
     

    

 
   SwH SMIY Ájk–

  

  : شود، يعنيع و مقادير ويژه ميفقط حالتي كه منجر به بدست آمدن تواب و كاغذ! جويي در زمانبراي صرفهپاسخk   2 كنيم:را بررسي مي  
y( )y k y y c cos(kx) c sin(kx) c y c sin(kx)           2

1 2 1 2  
y(L)  رويم:حالا سراغ شرط دوم مي hy (L) c sin(kL) hkc cos(kL)     2 2  

cبراي اين كه جواب غير صفر داشته باشيم، بايد 2 لذا داريم:باشد ،    
ksin(kL) hk cos(kL) tg(kL) hk tg( L) h             

)tgهـاي در واقع نقـاط تلاقـي منحنـي    .نهايت جواب استي فوق هستند كه داراي بيهاي معادلهاين مسأله ريشه براي ها)nيا همانمقادير ويژه ( L) 
hو  وضيح نيست، اما توابع ويژه براي اين مسأله به صورت. هر چند نياز به تبايد حساب شوندnsin x .است  

چرا برايسؤال دانشجو:    آيد؟اي به دست نميمقدار ويژه  
k)با فرضپاسخ:  ) k    2 يبه معادلهy k y  2  نرسيم كه جواب آميkx kxy c e c e 1 است. با جايگذاري شرايط مـرزي، بـه تسـاوي     2

kL hke
hk





2 1

تر از يك است بنـابراين تسـاوي   تر از يك است. در حالي كه كسر سمت راست كوچكپس سمت چپ بزرگ ؛مثبت است eرسيم. توانمي 1

  ت.به وجود آمده غير ممكن اس
 



  

330 

يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:  ششم فصلسي ارشدكارشنا يكمدرسان شريف رتبه   

  

 جواب دالامبر معادله موج 
  

ي موج متناهي را شود، روش دالامبر است. ابتدا معادلهاي خاص سؤال مييك روش ديگر براي حل معادله موج، خصوصاً در مسائلي كه مقدار جواب در نقطه
 ـ . كنيمبررسي مي ttه مـوج بـراي معادل xxu c u ,u(xدر صـورتي كـه   2 ) f (x) وtu (x, ) g(x) در فاصـله ،x L       بـا شـرط مـرزي همگـن  

  جواب دالامبر معادله موج به صورت زير است:(شرايط مرزي صفر) 

 
x ct

x ct
u(x,t) f (x ct) f (x ct) g(s)ds

c




     

1 1
2 2  

كنيم. بـا توجـه بـه شـرايط مـرزي نـوع       نياز پيدا مي gو fو همچنين به دانستن نوع گسترش توابع gو fي فوق به دوره تناوب توابعسبهمعمولاً در محا
  دهيم.براين ابتدا اين موارد را آموزش ميكند. بناگسترش و دوره تناوب فرق مي

كند كه نكات زير فرق مي gو fبا توجه به نوع شرايط مرزي، دوره تناوب و گسترش توابع با توجه به شرايط مرزي معادله موج: g و fنوع گسترش توابع 
  كند:به خوبي اين موضوع را روشن مي

xاگر در ) 1   ياx Lشرايط روي ،u باشد، بايدfوg را نسبت بهx   ياx L هيم.گسترش فرد د  
xاگر در ) 2   ياx L شرايط رويxu باشد، بايدfوg را نسبت بهx   ياx L يم.گسترش زوج ده  
ــر حســب   ) 3 ــرزي ب ــر دوي شــرايط م ــه ه ــالتي ك ــر دوي آن uدر ح ــا ه ــر حســب و ي ــا ب ــاوب xuه ــي  L2باشــند، دوره تن ــه م   شــود.در نظــر گرفت

  شود.در نظر گرفته مي L4داده شود، دوره تناوب برابر xuر حسبو ديگري ب uاما اگر شرايط مرزي يكي بر حسب
xنسبت به gو fباشند، توابع uدر واقع هرگاه هر دو شرط مرزي روي   و نسبت بهx L فرد هستند؛ بنابراين نمودارهايf وg يدر بازه[L , L]2 

]يي نمودارهاي خود در بازهقرينه , L] است. همچنين نمودارg وf يرا در بازه[ L , ]2  يي نمودار آن در فاصلهقرينه[ , L]2  گيـريم تـا   در نظر مـي
Tي تناوبيك دوره تناوب كامل حاصل شود. پس دوره L باشـند رخ   xuهمين حالت زمـاني كـه هـر دو شـرط مـرزي روي     . زير) است (مطابق شكل 2

Tشود دوره تناوبدهد و باعث ميمي L   باشد. 2
  
  
  
  
  

  

xuصـورت اما اگر دو شرط مرزي متفاوت داشته باشيم، مثلاً اگر شرايط مـرزي بـه   ( , t) u(L, t)     ،چـون در باشـدx     شـرايط مـرزي رويxu  و
xدر L شرايط مرزي رويu است، لذا گسترش تابعf نسبت بهx   زوج و نسبت بهx L فرد است. ابتدا نمودارf  در بازه[ , L]  شـود؛  رسم مـي

L]يدر فاصله fسپس نمودار , L]2 با توجه به فرد بودنf ينسبت به نقطهx Lي آن است. در نهايت نمودار، قرينهf يدر بازه[ L , ]2    با اسـتفاده
xدر fاز زوج بودن   شود.مشخص مي  

  
  
  
  

  

Tنيست بلكه L2وبي تنااگر به نمودار دقت كنيد ديگر دوره L   است. 4
xاگر) 4  باشد، آنگاه با توجه به شرط مرزي در ،x   توابـع ،f وg     هـيم. اگـر  درا گسـترش زوج يـا فـرد مـيu( , t)     باشـد، توابـعf وg   

xuرا گسترش فرد و اگر ( , t)   باشد، توابعf وg دهيم. را گسترش زوج مي  
xموج نامتناهي، چوني در مسأله) 5    است، لذا نيازي به گسترشf وg نداريم و جواب دالامبر براي تمامx .ها صادق است  

(لازم به ذكر اسـت كـه در طـول     نيز استفاده كنيمنامم كه من آن را روش جبري مي ديگرياز روش توانيم ي موج ميدر حل دالامبر معادله روش جبري:
  هـاي بـه كـار بـردن آن را ارائـه كـردم).       هاي كمـك آموزشـي در كشـور، بنـده ايـن روش را مـدون و شـيوه       هاي گذشته براي اولين بار در حوزه كتابسال

xمعادلهكه در اين ل بيان است ي موج در اين روش به صورت زير قابجواب دالامبر معادله
G(x) g(x)dx  .است  

* * * *u(x,t) [f (x ct) f (x ct)] [G (x ct) G (x ct)]
c

       
1 1
2 2  

xيدر بازه f*اند. مقداراستفاده شده Gوfبراي گسترش توابع G*و f*نمادهاي L  برابر با خودf (x)  است و در ساير نقاط با توجه به گسترش زوج يا
  كنـيم، چـون اگـر بـه آن مسـلط شـويد،       داريم. در اين كتـاب بيشـتر از روش جبـري مسـائل را حـل مـي       Gو Gآيد، همين وضعيت را بينبه دست مي fفرد

  تر است.تر و قابل فهمبسيار آسان
اين در برخـي مسـائل   شود و بنابر، فقط در شرايطي خاص منجر به جواب صحيح مياست xuهر دو شرط مرزي بر رويروش جبري در مسائلي كه : تذكر مهم

تر به جواب برسيد توانيد با استفاده از روش جبري سريعاست، بايد از همان روش انتگرال كمك بگيريم. اما در ساير شرايط مرزي مي xuكه هر دو شرط مرزي روي
 و ديگر لازم نيست از روش انتگرال استفاده كنيد.

  

L¾M SLvº ·j¼M jo 

f (x)

x

f (x)

x
L

CkL¶ ¾M SLvº ·j¼M jo L 2L
0

f (x)

x
L 2L

2L

L

T 2L

L¾M SLvº ·j¼M jo 

f (x)

x

f (x)

x
L CkL¶ ¾M SLvº ·j¼M Z»pL 2L

0

f (x)

xL 2L2L L

T 4L
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 دستورالعمل حل دالامبر معادله موج به روش جبري
  

  اي خاص سؤال شده است.دهيم كه جواب معادله موج همگن و متناهي در نقطهدر اين قسمت روش حل مسائلي را شرح مي
,u(xابتدا فرمولگام اول:  t) را برحسب*f و*G  جايتشكيل داده و بهx،t وc .اي توجه داشته باشيد اگر در مسأله مقدار موردنظر مسأله را قرار دهيد

  د.را بنويسي )G*صفر بود، ديگر نيازي نيست كروشه دوم (كروشه شامل g(x)مثلاً
f*حالا بايد مقاديرگام دوم:  ( G*و ( ( كنـد).  فرق مي cو x،tها چيزي ننوشتم، چون براي هر مسأله بسته به مقاديررا حساب كنيم. (دقت كنيد عمداً داخل پرانتز (

  تعيين شده قرار دارد يا نه؟ بنابراين دو حالت زير را داريم: xاي كه در صورت مسأله برايدقت كنيد كه عدد داخل پرانتزها در بازه ، ابتدابراي اين منظور
f*مقـادير  بـه راحتـي  داشت، اگر اين عدد در بازه قرار  بازه قرار دارد: درونعدد داخل پرانتزها الف)  ( G*و ( ( (در ايـن حالـت بـه     را تعيـين كنيـد   (
    را لحاظ كنيد). Gو fتوانيدمي G*و f*جاي

بايـد از   ابتـدا  كار كنيم؟ خبُ اينجاست كـه قرار نداشت چه xاگر عدد داخل پرانتز در بازه داده شده براي دارد:نبازه قرار  درونداخل پرانتزها  ب) عدد
راه شـود! يعنـي ايـن    كه عدد داخل پرانتز سر به كنيمدوره تناوب كمك بگيريم؛ در واقع با اضافه يا كم كردن دوره تناوب يا مضربي از دوره تناوب كاري مي

تواند عبارت داخل پرانتز توجه داشته باشيد كه معمولاً در اين حالت دوره تناوب به تنهايي نمي در صورت سؤال قرار گيرد. xعدد درون بازه داده شده براي
دقت داشته باشيد كه در روش جبري منظور از گسترش فرد ايـن اسـت   هم براي اين منظور كمك بگيريم.  g*و f*را سر به راه كند؛ و بايد از نوع گسترش

*كه *f ( a) f (a)   و منظور از گسترش زوجf اين است كه* *f (a) f ( a)   هستند كه براي توابع زوج و فرد از دبيرستان بلد همان تعاريفي ها اينو
  هم صادق است). G*تابع براي بودن هستيم! (اين تعريف زوج يا فرد

 :طور كه گفتيم، هر جا شرط مرزي رويحواستان باشد همان تذكر بسيار مهمu بود، بايدf وg را گسترش فرد و وقتي هر دو شرط مرزي رويxu   ،بـود
ماجرا بـرعكس اسـت، يعنـي     G*د؛ فقط دقت داشته باشيد كه برايرا گسترش زوج دهيم. اين موضوع براي حفظ كردن راحت است و به ذهن بسپاري gو fبايد
  .را تابعي فرد در نظر بگيريد G*دقرار است گسترش زوج يابد، باي gرا تابعي زوج در نظر بگيريد و اگر G*قرار است گسترش فرد يابد، بايد gاگر

5دقت كنيد حدود توجه مهم: شـود و چـون   اي خاص مربوط مـي ي موج در نقطهي موج همگن، به حل دالامبر معادلهدرصد سؤالات طرح شده از معادله
هاي زيادي همراه شده و هم انواع مختلف اين نوع سؤالات در ايـن قسـمت بررسـي    ين بخش هم با مثالا ،روش تستي براي حل اينگونه سؤالات وجود ندارد

  شده است. 

 اگر تابع :47مثالu(x,t) جواب مسأله
tt xx

t

x

u u , x , t
u(x, ) , u (x, ) x( x) , x
u ( ,t) u( ,t) , t

    
     
   

1
1 1

1

  
   
  

)uباشد، آنگاه  , )1 3
4   كدام است؟ 4

1 (1
) 3  ) صفر2   24

1
24  4 (1

8  

  : كنيم:حل مي سؤال را به دو روش، يكبار با استفاده از فرمول شامل انتگرال و بار دوم با استفاده از روش جبري»  4«گزينه پاسخ  
fبا توجه به اينكهروش اول:  (x)   وc 1 ،لذا جواب دالامبر معادله موج به صورت زير است: است  

x t

x t
u(x, t) g(s)ds u( , ) g(s)ds g(s)ds




 

     
1 3

14 4

1 3 1
4 4 2

1 1 3 1 1
2 4 4 2 2  

xدر فاصله g(x)توجه شود تابع 1 به صورتx( x)1  تابعتعريف شده است و در اين انتگرال به مقدارg(x)  در فاصـله[ , ]
1 پـس   نيـاز داريـم.   12

]در بازه g(x)يبايد با انجام عملياتي به هدف خود برسيم. در واقع مشكل ما نداشتن ضابطه , )
1
2     بـه دو  گيـري را  است؛ پس براي شـروع، بـازه انتگـرال

)u  كنيم:قسمت تقسيم مي , ) g(s)ds g(s)ds


  
1

1
2

1 3 1 1
4 4 2 2




  

)xي آن يعنيهمان ضابطه gتوانيم به جاياست، مي 1تا  تكليف انتگرال دوم كه معلوم است؛ چون بازه x)1  انتگـرال اول از  را قرار دهيم؛ اما براي رفع مشكل
xخاصيت زوج بودن نسبت به   كنيم (دقت كنيد شرط مرزي دراستفاده ميx   رويxu است، پسg گسترش زوج نسبت بهx    وقتي را داراست) اما

xنسبت به g(s)تابعي مانند   يگسترش زوج داشته باشد، همواره رابطهa
a

g(s)ds g(s)ds


 



g(s)dsرا خواهيم داشت، پس انتگرال اول برابـر بـا   

1
2


 

)u  است، پس داريم: , ) g(s)ds g(s)ds  
1 121 3 1 1

4 4 2 2 
  



  

332 

يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:  ششم فصلسي ارشدكارشنا يكمدرسان شريف رتبه   

)xي آن يعنيضابطه gتوانيم با خيال راحت به جايب حالا ميخُ x)1 :را در هر دو انتگرال جايگزين كنيم  

( ) ( )x x x x ( ) ( )u( , ) [ x( x)dx x( x)dx] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ( )                
1

12
2 31 2 3 2 3 2 312

1 1
1 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 21 14 4 2 2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 8 24 2 2 3  

  

u( , ) ( ) ( ) 
      

1 3 1 3 1 1 3 2 1 1 3 1
4 4 2 24 2 6 24 12 24 8  

1عدد xابتدا فرمول را نوشته و به جايروش دوم: 
3عدد tو به جاي 4

fدهيم، دقت كنيد كهقرار مي 4 (x)   و بنابراين نوشتن آن در فرمول لازم نيست.  

* * * *u(x, t) [G (x ct) G (x ct)] u( , ) [G ( ) G ( )]        

1 1 3 1 1 3 1 3

2 1 4 4 2 4 4 4 4  

* * * *u( , ) [G ( ) G ( )] [G ( ) G ( )] [( ) ( )]          
1 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 14 4 2 2 2 2 2 2 3 8 24 8  

xجه كنيد كهتو x xG(x) g(x)dx  
2 3

2 3
x، از طرفي با توجه به اين كه شرايط مرزي در  روي ،xu است، لذاg  گسترش زوج نسبت بـهx   

G*را دارد و لذا (x) گسترش فرد نسبت بهx    .لذا در محاسبات فوقرا داراستG( ) G( )  
1 1
2   در نظر گرفته شده است. 2

حساب شود. در اينگونه مسائل xتدا و انتهاي بازه داده شده برايدر نقاط اب f*و G*دقت كنيد در برخي مسائل مانند اين مثال، بايد مقادير توضيح مهم:
G*رسيم (مانند همين سؤال كهبا جايگذاري به جواب مي شود ومشكلي ايجاد نمي ،پيوسته بودند G*و f*اگر (  G*يا و f*ولي اگر .را حساب كرديم) 1(

  ي مورد نظر حساب شود.در نقطه تابع ناپيوستهناپيوسته بودند، بايد ميانگين حد چپ و حد راست 
  

 از روي معادله موج زير مقدار :75مثالu( , )1   كدام است؟ 3

1 (
22
3  2 (

11
6  tt xx

t

u u , x , t
u(x , ) , u (x , ) x( x) , x
u( ,t) u( ,t)

   
     
  

4 4
4 4

4

 
   

 
  

3 (
11
3  4 (33

12  

  : اولاً توجه كنيد كه در اين سؤال»  2«گزينه پاسخf (x) با صفر اسـت و لـذا نوشـتن كروشـه اول نيـازي نيسـت و فقـط كروشـه شـامل         برابر*G  را
cنويسيم. از طرفي در اين سؤالمي  2،x 1 وt      است. لذا داريم: 3

* * * *u( , ) [G ( ) G ( )] [G ( ) G ( )]        

1 11 3 1 2 3 1 2 3 7 52 2 4  

]در بازه gيهستند؛ اما ضابطه 7و 5بينيد اعداد داخل پرانتزطور كه ميهمانخبُ،  , ]4  تـوانيم مسـتقيم از جايگـذاري اسـتفاده     اعتبار دارد. پس نمـي
]خل بـازه كنيم. بايد اين اعداد را دا , ]4      رويـم؛ چـون هـر دو شـرط مـرزي روي     بيـاوريم. ابتـدا سـراغ دوره تنـاوب مـيu      اسـت، پـس دوره تنـاوب برابـر

Tبا   2 4   اصل تغييري نخواهد كرد، لذا داريم:توانيم دوره تناوب را به عدد داخل پرانتز اضافه و يا از آن كم كنيم و حاست. مي 8
* * * *u( , ) [G ( ) G ( )] [G ( ) G ( )]       

1 11 3 7 5 148 384  

]شد، پس با آن مشكلي نداريم (چون داخل بازه 3عدد داخل پرانتز دوم،  , ]4   قرار دارد) اما عدد داخـل پرانتـز اول1       .اسـت، پـس هنـوز مشـكل داريـم
توانيم زوج است و اين يعني مي Gفرد و لذا گسترش gاست، پس گسترش uتوجه كنيم؛ چون هر دو شرط مرزي روي G*به گسترشاينجاست كه بايد 

*بگوييم  *G ( ) G ( ) 1   شود:ابطه به صورت زير بازنويسي مي، بنابراين ر1
* *u( , ) [G ( ) G ( )] 

11 3 1 34  

]بينيد، هر دو عدد داخل پرانتز درون بازهطور كه ميهمان , ]4  يتـوانيم بـا خيـال راحـت از ضـابطه     قرار دارند، بنابراين مـيG(x)     اسـتفاده كنـيم؛ ابتـدا
  كنيم:را تعيين ميG(x)يضابطه

  xx x x xG(x) x( x)dx [ ] x     
2 3 3244 22 3 3

  

u( , ) [G( ) G( )] [( ) ( )] ( ) ( )
            

3 32 21 1 1 3 1 5 1 22 111 3 1 3 2 1 2 3 94 4 3 3 4 3 4 3 6  
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 86(مهندسي مواد ـ سراسري                پاسخ معادله زير كدام است؟ : 81مثال(  
1( u(x, t) cos t sin x 3 3  
2( u(x, t) cos t cos x 3 3  

nAكه در آن )3        n , , 1 2 وn
n

u(x, t) A cos nt sin nx



 


  

nAكه در آن )4        n , , 1 2 وn
n

u(x, t) A cos nt cos nx



 


  

u u , x , t
x t
u u( ,t) , ( ,t)
x x

 
    

 
 

  
 

2 2
2 2  

  

  

u(x, ) cos x 3  
u (x, ) , x
t


   


   

  
 :كنيم: سؤال را به دو روش حل مي»  2«گزينه  پاسخ  

cكنيم، در ايـن مثـال  ي موج استفاده مياز حل دالامبر معادلهروش اول:  1،g(x)   وf (x) cos x xاسـت. در ضـمن    3
G(x) g(x)dx    

,u(x  است. پس داريم: t) [f (x t) f (x t)] [cos (x t) cos (x t)]       
1 1 3 32 2  

[cos x cos t sin x sin t cos x cos t sin x sin t] cos x cos t    
1 3 3 3 3 3 3 3 3 3 32  

,u(xشرط مرزي روش تستي: ) cos x 3ها به جاي، ميگه؛ برو تو گزينهt عدد صفر قرار بِده، هر كدوم حاصلشcos x3   هـاي  نشد، غلطه! پـس گزينـه
  ) جوابه 2) همگي به اتفاق غلطن! و اجباراً گزينه (4) و (3)، (1(

 

 اي موج يك بعديمقدار اوليه ـ كرانه  مسألهجواب : 82مثال 
tt xx

t

u u , x L , t
Lu(x, ) | x | , x L , u (x, ) x(L x)

u( ,t) , u(L,t) , t

    

      

   

2

  

  

   

Lxدر نقطه   Ltو در لحظه  2 5
2 

  )88(مهندسي مواد ـ سراسري     ر است با: براب

1( LL( )
2

1 6  2( L L( )
2

12 6   3( L L( )
2

12 6  4( LL( )
2

1 6  

 :جواب دالامبر معادله موج در روش جبري چنين است:»  ها صحيح نيستكدام از گزينههيچ« پاسخ    
* * * *u(x, t) [f (x ct) f (x ct)] [G (x ct) G (x ct)]

c
       

1 1
2 2  

cدر اين سؤال 1،Lf (x) | x |  g(x)و 2 x(L x)  :است. لذا داريم  x x x xG(x) g(x)dx x(L x)dx L     
2 3

2 3 
  

* * * * * * * *L L L L L L L L L Lu( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )] [f ( L) f ( L)] [G ( L) G ( L)]             
5 1 5 5 1 5 5 1 13 2 3 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2  

Tهستند، دوره تناوب uبا توجه به اين كه هر دو شرط مرزي روي L   است. لذا داريم: 2
* * * * * * * *L Lu( , ) [f ( L L) f ( L L)] [G ( L L) G ( L L)] [f (L) f ( )] [G (L) G ( )]            

5 1 1 1 13 2 2 2 3 2 2 22 2 2 2 2 2   

Lf(x)با توجه به اين كه | x |  xو 2 L xG(x)  
2 3

2   ، لذا داريم:3

L L L L L L L L L L L L L Lu( , ) [| L | | |] [ L ] [ ] [ ] [ ] ( )             
2 3 3 3 3 25 1 1 1 1 1 12 2 2 2 2 2 2 3 2 2 2 2 2 3 2 2 6 2 6  

) را جواب اعلام كرده بود) ارائه شد، اما توجه داشته باشيد ما يك موضوع را 3اح (كه گزينه (حل فوق بر اساس كليد سازمان سنجش و تفكر طرتذكر مهم: 
fناديده گرفتيم و آن اين كه در محاسبات نهايي ( ) وf (L) دانيم اين دو نقطه، روي مرز هستند و بـا توجـه بـه شـكل    را محاسبه كرديم و مي،f   در ايـن

  نقاط ناپيوسته است و بايد مجموع حد چپ و راست آن محاسبه شود:
L L( )f ( ) f ( )f ( )

   
  2 2

2 2
    

L L( )f (L ) f (L )f (L)
   

  2 2
2 2   

  

L3شود كه در محاسباتبنابراين فقط قسمت دوم جواب دالامبر حساب مي

  براين جواب صحيح در اين تست وجود ندارد.به دست آمد و بنا 12
  

L
2

L
2

L
L

x

f

L
2


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 فرض كنيم: 83مثال 
tt xx

t

u a u , x L , t
L Lu(x, ) f (x) x , u (x , ) x(L x) , x L

u( ,t) u(L,t)

     



       

  

2

2 2

  

  

 

Lدر اين صورت مقدار،  Lu( , )
a

3
4   كدام است؟ 2

  )92(مكانيك ـ دكتري   

1 (L
a


311

96 2 (L
a


311

192 3 (L
a

311
192 4 (L

a

311
96 

 :داريم: در روش جبري با توجه به جواب دالامبر معادله موج» 2«گزينه  پاسخ  

  * * * *u(x, t) [f (x ct) f (x ct)] [G (x ct) G (x ct)]
a

       
1 1
2 2  

xكه در آن: 
G(x) g(x)dx   و*G (x) گسترش زوج و*f  گسترش فرد تابعf شود. در مورد اين مسأله داريم:در نظر گرفته مي  

  L Lf (x) | x | , g(x) x(L x) , x L , c a , T L         22 2   

  x x L xG(x) (xL x )dx ( )   
2 3

2
2 3

  

  * * * *L L L L L L L L L Lu( , ) {f [ a( )] f [ a( )]} {G [( ) a( )] G [ a( )]}
a a a a a a

        
3 1 3 3 1 3 3

4 2 2 4 2 4 2 2 4 2 4 2  

  * * * *L L L L L L L L L Lu( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]
a a

       
3 1 3 3 1 3 3

4 2 2 4 2 4 2 2 4 2 4 2  

xي در بازه gو  fمقادير توابع  يادآوري: L  ها (جلويمقادير داخل پرانتز ،بينيدطور كه مياند، اما همانداده شده*f و*Gقرار ندارند.  بازه اين ) در

Tياوريم. دقت كنيد دوره تناوب تابع ب L تا يكنيم مقادير را در بازهبنابراين با استفاده از دوره تناوب تابع سعي مي L   است و لذا داريم: 2

* * * *L L L L L L L L L Lu( , ) [f ( L ) f ( L )] [G ( L ) G ( L )]
a a

           
3 1 12 2 2 24 2 2 4 2 4 2 2 4 2 4 2  

  * * * * * * * *L L L L L L L L L L L L[f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )] [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]
a a

             
1 1 1 3 1 3
2 4 2 4 2 2 4 2 4 2 2 4 4 2 4 4  

صفر است. اين دو عبارت جمع  
L L L L L Lf ( ) ( | |) ( )

L Lf (x) | x |
L L L L L Lf ( ) | |

            
     


4 2 4 2 2 4
3 32 2
4 2 4 2 2 4

  

  است: زيرعبارت دوم برابر مقدار  ياز طرف

  * L LG ( ) G( )
3 3
4 *و 4 L LG ( ) G( ) 4 4  

  x L xG(x) ( ) 
2 3

2 3  

  
L L L L( ) L ( ) ( ) L ( )L L L L L L L LG( ) ( ) ( ) ( ) , G( ) [ ] [ ] [ ]

 
         

2 3 2 33 3 3 3 3 3
3 3

5 3 9 27 274 4 4 4
4 2 3 32 192 192 4 2 3 32 192 192  

*  بنابراين داريم: *L L L L L L L Lu( , ) [G ( ) G ( )] [( ) ( )] [ ]
a a a a a

 
      

3 3 3 33 1 3 1 5 27 1 22 11
4 2 2 4 4 2 192 192 2 192 192  

,u(xاز آنجا كه قسمت اولنكته:  t)  شاملكه*fاصلاً  است، هاa هاندارد. با توجه به اين كه تمامي گزينهa شود حاصل آن صفر خواهـد  معلوم مي ،دارد
  شود.حجم محاسبات ما كمتر مي در اين صورت .بود
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 با توجه به معادله موج زير، مقدار  :84مثالu( , )3   ام است؟كد 38

1(
9

512   2(
485

1536   tt xx

t

x

u u , x , t

u(x , ) ( x) , x

u (x , ) ( x) , x
u ( ,t) u( ,t)

   


   


   
  

3

2

1
1 1
1 1

1

 

 

 
 

  
3(9

512   4(
485
768  

 :با توجه به اينكه »2«گزينه  پاسخx 
3
8،t  cو 3 1 :لذا داريم  

u( , ) [f *( ) f *( )] [G *( ) G *( )]           


3 1 3 3 1 3 33 3 1 3 1 3 1 3 18 2 8 8 2 1 8 8  

)حالا چون اعداد داخل پرانتز در بازه , )1 گيريم؛ چون يك شرط رويقرار ندارند، لذا از دوره تناوب كمك ميu و شرط ديگر رويxu  است، بنابراين دوره
Tيعني L4تناوب برابر با   4 1   است، پس داريم: 4

u( , ) [f *( ) f *( )] [G *( ) G *( )]           
3 1 3 4 3 1 3 33 3 3 3 38 2 8 8 8424 48  

u( , ) [f *( ) f *( )] [G *( ) G *( )] [f *( ) f *( )] [G *( ) G *( )] , ( )*                
3 1 3 3 1 3 3 1 5 3 1 5 33 1 1 1 1 1 18 2 8 8 2 8 8 2 8 8 2 8 8  

fحالا خوب دقت كنيد؛ ابتدا تكليف *( )
5
Gو 8 *( )

5
xكنيم؛ چون شرط مرزي درلوم ميرا مع 8   رويxu   اسـت، پـسf وg     هـر دو بايـد نسـبت

xبه   گسترش زوج يابند. بنابراينf Gزوج وگسترش  * x) نسبت بهgگسترش فرد (برعكس *   :دارد  

G *( ) G *( )  
5 5
8 fو 8 *( ) f *( ) 

5 5
8 8  

fخبُ مشكل اين دو تا حل شد؛ اما براي *( )
31 Gو 8 *( )

31 xچه تدبيري داريم؟ دقت كنيد در مسائل قبل نيازي به گسترش نسبت به 8 L   بـراي)

xاين سؤال 1( ها نسبت بهنداشتيم و اكثر گسترشx   ره تناوب مقادير داخـل پرانتـز را بـه    كند؛ چون نتوانستيم با دوبود. اما اين سؤال كمي فرق مي
)بازه , )1 بياوريم. بنابراين از گسترش نسبت بهx 1 هم بايد كمك بگيريم. چون درx 1 شرط مرزي رويu است، پسf xنسبت به  * 1   گسـترش

Gفرد و xنسبت به * 1:گسترش زوج دارد. لذا داريم  f *( ) f *( ) f *( ) , G *( ) G *( ) G *( )         
3 3 5 3 3 51 1 1 18 8 8 8 8 8  

ــادآوري: ــد   ي ــابعي مانن ــي ت ــط   h(x)وقت ــه خ ــبت ب xنس    ،ــد ــرد باش )hف x) h( x)         ــط ــه خ ــبت ب ــر نس xو اگ    ــد زوج باش

h( x) h( x)     كه رابطه يادتان نـرود هميشـه توجـه كنيـد كـه وقتـي      براي اين باشد.مي          بايـد بـه همـان تعريـف زوج و فـرد كـه از
  ان هست، برسيد.دبيرستان يادت

  داريم: *يدست آمده در رابطهي حل سؤال؛ با جايگزين كردن مقادير بهحالا برگرديم به ادامه

u( , ) [f *( ) f *( )] [ G *( ) G *( )] [ G *( )] G *( )        
3 1 5 5 1 5 5 1 5 53 28 2 8 8 2 8 8 2 8 8   

G*حالا كافي است ( )
5
xx  حساب شود:8

g(x) ( x) G(x) ( x) dx [ ( x) ] ( x)           2 2 3 31 1 11 1 1 13 3 3
  

)u*  بنابراين داريم: , ) G ( ) ( ) ( ) [ ]          3 33 5 1 5 1 1 3 1 1 27 4853 1 18 8 3 8 3 3 8 3 3 512 1536  

G(x)به صورتG(x)يضابطه هادر بسياري از كتاب توجه مهم: g(x)dx  از ؛ يعنـي شـود نوشته ميg(x)    انتگـرال گرفتـه و ضـابطهG(x)   تعيـين

  ؛ كنـيم را حسـاب مـي   g(x)شـود، بـراي همـين مـا در ايـن كتـاب انتگـرال معـين        منجـر مـي   غلط علميي از مسائل بـه  اما اين موضوع در برخ .شودمي

xنويسـيم: يعني مي
G(x) g(x)dx   .    مـثلاً در ايـن مثـال اگـرG(x) ( x) dx  G(x)ينوشـتيم بـه ضـابطه   مـي  21 ( x)   31   رسـيديم  مـي  13

1ي دوم يا همان عددجمله (يعني
  شد.) مي3گزينه يعني ) كه منجر به رسيدن به جواب غلط (وجود نداشت 3
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 اي (مـرزي) مقدار اوليه ـ كرانـه    مسألهدر : 85مثال

tt xx

t

x

u u , x , t

x , x
u(x, )

x , x

u (x, ) , x
u ( ,t) u( ,t) ,t

    


    
     

  
   

1
12 3

11 13
1

1

  




  
  

xرا در نقطـه  u(x,t)مقـدار ،   1
tو در لحظـه  2  7   

  )79برق ـ سراسري مهندسي (             حساب كنيد:       

1 (
1
2  2 (  3 (1

2  4 (1  

 :ابتدا»  2«نه گزي پاسخu( , )1 g(x)دهيم؛ توجه كنيد كه چونرا تشكيل مي 72  :پس لازم نيست كروشه دوم را بنويسيم  

* *u( , ) [f ( ) f ( )]     
1 1 1 17 7 1 7 12 2 2 2  

Tدر اين سؤال   4 1 )، بنابراين با اضافه كـردن (و كـم كـردن) دو برابـر دوره     است xuرط مرزي ديگر رويو ش uاست (چون يك شرط مرزي روي 4

*  تناوب داريم: * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [f ( ) f ( )]           
1 1 1 1 1 1 17 7 2 4 7 2 4 12 2 2 2 2 2 2  

xحالا توجه كنيد كه شرط مرزي در  رويxu است، پس*f بايد نسبت بهx  :گسترش زوج داشته باشد، بنابراين داريم  *f ( ) f ( ) 
1 1
2 2  

f*اما براي تعيين تكليف ( )
11 xنسبت به f*بايد به گسترش 2 1    ردقـت كنـيم، چـون دx 1   شـرط مـرزي رويu   اسـت، لـذا*f   نسـبت بـهx 1 

*  گسترش فرد دارد، لذا داريم: * *f ( ) f ( ) f ( )     
1 1 11 12 2 2  

*  بنابراين داريم: *u( , ) [f ( ) f ( )]      
1 1 1 1 172 2 2 2 2  

  

 براي پاسخ مسئله: 86مثال
tt xx

t

x

u u x , t

u(x , ) sinx , u (x, ) cosx

u ( ,t) , u( ,t)


    

  
   


2

2

  

 

  

)u، حاصل عبارت , ) 
4   )97(مهندسي برق و مكانيك ـ دكتري   ، كدام است؟ 2

1(2   2(2 1   3(2 2   4(2
2   

 :ي موج باز هم مدنظر طراحان است:حل دالامبر معادله»  4«گزينه  پاسخ  L , c c , f (x) sin x , g(x) cos x     21 1 1   

xبا توجه به اين كه 
 4،t 

 cو 2 1 :است، لذا داريم  

  * * * *u(x , t) [f (x ct) f (x ct)] [G (x ct) G (x ct)]
c

       
1 1
2 2   

  * * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]         
       

1 1
4 2 2 4 2 4 2 2 4 2 4 2   

  * * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )] ( )*
     

      
1 3 1 3

4 2 2 4 4 2 4 4  

داده شده است، بنابراين دوره تناوب  xuو شرط مرزي ديگر بر روي uچون يك شرط مرزي بر روي

Tبرابر با L 
    4 4   توجه كنيد: ل مقاباست. براي درك بهتر به شكل  22

  

f*ابتدا تكليف ( ) G*و 4 ( ) xكنيم. چون شرط مرزي دررا معلوم مي 4   بر رويxu  ،است

xبه خطرا نسبت  gو fبنابراين توابع   دهيم. در نتيجه نسبت به خطگسترش زوج ميx  ،*f 
  يابد. لذا داريم:) ميgگسترش فرد (برعكس G*گسترش زوج و

  * * * *f ( ) f ( ) , G ( ) G ( )   
     

2
4 4 2 4 4   

G*ال بايد براي محاسبهح ( )4ضابطه تابعG(x) دست آوريم. بنابراين خواهيم داشت:را به  x x
G(x) g(k)d(k) cos kdk sin x    

   

f(x)

x

2


2


1

-1

0
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*  بنابراين داريم: *G ( ) G ( ) 
    

2
4 4 2   

f*حال به سراغ محاسبه ( )3
G*و 4 ( )3

)توانيم كه با استفاده از دوره تناوب مقادير داخل پرانتز را به بازهرويم. در اين سؤال چون نميمي 4 , )2 

xبياوريم، بنابراين از گسترش نسبت به خط 
 xنيز بايد كمك بگيريم. چون در 2 

 نسبت به  f*داده شده است، بنابراين uرويي بر شرط مرز 2

xخط 
 xنسبت به خط G*گسترش فرد و  2 

   اريم:يابد. لذا د) ميgگسترش زوج (برعكس 2

  * * * * * *f ( ) f ( ) f ( ) , G ( ) G ( ) G ( )         
            

2 2
2 4 2 4 4 2 2 4 2 4 4 2   

)دست آمده در رابطهحال با قرار دادن مقادير به )u  داريم: *( , ) [ ] [ ( )]



 
     

1 2 2 1 2 2 2
4 2 2 2 2 2 2 2 2




   

  
  

  

باشند، قابل استفاده اسـت. البتـه    xuطور كه قبلاً گفتيم، روش جبري دالامبر، در تمامي مسائل غير از حالتي كه هر دو شرط مرزي رويهمان: مهم تذكر
توان از روش جبري كمك گرفت؛ اما اگر مسأله جـزو دو حالـت زيـر نبـود،     بود و مسأله جزو دو حالت زير بود، هنوز هم مي xuاگر هر دو شرط مرزي روي

  سمت دوم فرمول دالامبر استفاده كنيد.ي قناگزير بايد از فرمول شامل انتگرال براي محاسبه
g(x)در مسائلي كهالف)  k  تـوان از روش جبـري مسـأله را حـل كـرد. توجـه نماييـد كـه در ايـن حالـت بـا اسـتفاده از             مـي  ، بـاز هـم  تابع ثابت اسـت
G(x)يضابطه kx ي دوم همواره برابر باحاصل كروشهG(x ct) G(x ct) kct      است. 2

xدر مسائلي كهب)  ct وx ct يهر دو در بازه[ , L]  از گسترش فردباشند يا فقط با استفادهG نسبت بهx  ،  دوره تناوببدون استفاده از 
]يط را به بازهابتوانيم اين نق , L] .منتقل كنيم، باز هم روش جبري قابل استفاده است  

  دهند. اما قبل از آن به يادآوري زير توجه كنيد: هاي بعد، مطلب را به خوبي آموزش ميمثال
xنسبت به g(s)اگر تابعيادآوري:     تـوان گفـت  گـاه مـي  زوج باشـد، آنa

a
g(s)ds g(s)ds


 




xنسـبت بـه   g(s)و اگـر تـابع         ،فـرد باشـد  

aتوان گفت:گاه ميآن
a

g(s)ds g(s)ds


  



كنيـد.  را پيـدا مـي   Lيجمع كنيد، روابط مربوط به نقطـه  Lي حدود را باها اگر همه. در همين فرمول

Lزوج باشد، داريم: Lنسبت به g(s)يعني اگر L a
L a L

g(s)ds g(s)ds



  و اگرg(s) نسبت بهL :فرد باشد، داريمL L a

L a L
g(s)ds g(s)ds




  .  

  هاي آينده وجود دارد.)باشد، مطرح نشده است، اما احتمال طرح آن در سال xuسؤالي كه هر دو شرط مرزي روي 94(توجه كنيد كه تا سال 
  

 در مسأله زير، مقدار  :87مثالu( , ) 1
2   باشد.)برحسب راديان مي sin4برابر با چند است؟ ( 2

1 (sin( ) 1 148 2  2 (sin
11 44  tt xx

t

x x

u u ; x
u(x, ) cosx ; u (x, ) cos x
u ( ,t) u ( ,t)

    
   
   

4
3 1 4

 
 
 

  
3 (sin( ) 1 148 2  4 (sin( ) 

1 148 2  

 :در اين سؤال»  4«ه گزين پاسخx 
 2،t  1

cو 2  xتوان فهميد مقاديراي ساده مياست، با محاسبه 2 ct وx ct هر دو در بازه[ , ]   قـرار
  توان از روش جبري كمك گرفت. به راحتي با جايگزيني داريم:پس ميدارند. 

* * * * * * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )] [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]        
                   


1 1 1 1 1 1 1 1 12 2 2 2 1 1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2   

بينيد اعدادطور كه ميهمان
12 و

12 هر دو در بازه( , )  تناوب كمك بگيريم. حالا دقت كنيد كه طبق  قرار دارند، بنابراين حتي لازم نيست از دوره

fصورت سؤال (x) cos x g(x)و 3 cos x 1 x، لذا4 sin xG(x) g(x)dx (x )  
4

4
  است، بنابراين داريم: 

u( , ) [ cos( ) cos( )] [( sin ( )) ( sin ( ))]      
           

1 1 1 1 13 1 3 1 1 4 1 1 4 12 2 2 2 2 4 2 4 2 2 4 2  

sinدانيم كهمي ( ) sin( ) sin( ) sin
      4 1 2 4 4 sinو 42 ( ) sin( ) sin

   4 1 2 4   ست. ا 42

)cosهمچنين ) sin
   2 وcos( ) sin

  2:پس داريم .  u( , ) [ sin sin ] [ sin ] sin( )
      


1 3 1 1 1 11 1 2 4 42 2 2 2 2 2 2 8

oŸ‚
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x)نيست، به اخـتلاف  xuگاهي اوقات در مسائلي كه هر دو شرط مرزي روي :5نكته  ct) (x ct)          توجـه كنيـد؛ اگـر ايـن اخـتلاف مضـربي
  شـود.  نيد بگوييد حاصل كروشه دوم صفر است و فقط بايد كروشـه اول در فرمـول دالامبـر محاسـبه     تواگاه بدون محاسبه ميصحيح از دوره تناوب باشد، آن

f*در ضمن حاصل كروشه اول هم همواره برابر (x ct) شود؛ يعني فقط كافيست در ضابطهمي*f (x) به جايx مقدارx ct  را جايگزين كرده و سپس
  همانند ساير مسائل جواب را تعيين كنيم. fبا استفاده از دوره تناوب و گسترش تابع

 مقدار اوليه مرزي موج يك بعدي زير، كه در آن مسألهدر : 90مثالh(x) مقداراست، اي پيوسته تابعي تكهu( , )
a

1 13
  كدام است؟ 3

  )93(مهندسي برق ـ سراسري 
1 (1  

tt xx

t

u a u , x , t
u(x , ) , u (x , ) h(x) , x
u( ,t) u( ,t) , t

     
    
   

2 1
1

1

  
   

  
  2 (  

3 (1  
  رش داده نشده است.مقدا h(x)توان گفت، چون تابع) نمي4
 :با توجه به اين كه در اين سـؤال شـرايط مـرزي هـر دو بـر روي       »2«گزينه  پاسخu  لـذا دوره تنـاوب  هسـتند ،T L   2 2 1 اسـت و چـون    2

f (x)  كافيست ، لذاG(x) h(x)dx   هـيم. هـر دو شـرط مـرزي در    را گسـترش دx   وx 1 رويu   هسـتند، پـسh(x) درx   وx 1 

*  اين نقاط گسترش زوج دارد.در  G(x)گسترش فرد دارد يعني *u(x, t) [G (x at) G (x at)]
a

   
1

2  

* * * *u( , ) [G ( a ) G ( a )] [G ( ) G ( )]
a a a a a

         
1 13 1 1 13 1 13 1 1 113 133 2 3 3 2 3 3  

Tدانيم دوره تناوب تابعاما مي    ها كم يا زياد كرد:از آرگومانتوان را مي Tباشد، پس هر مضرب صحيحي ازمي 2
* * * * *G ( ) G ( ) G ( ) u( , ) [G ( ) G ( )]

a a
            

1 1 1 1 13 1 1 113 13 13 2 13 13 133 3 3 3 2 3 3   

x)د كه با توجه به متن كتاب در اين سؤال اختلافدقت كني: ترسادهروش  ct) (x ct)   برابر با( ) ( )   
1 113 13 263 مضربي  26است و چون  3

f*برابـر بـا  صفر است و حاصـل   Gتوان گفت مقدار كروشه دوم شاملصحيح از دوره تناوب است، پس با توجه به شرايط مرزي قطعاً مي (x ct)   اسـت و
بـود، آنوقـت    xuشود گفت حاصل صفر است. دقت كنيد كـه اگـر هـر دو شـرط مـرزي روي     براي تمام مقادير صفر است، لذا بدون محاسبه هم مي fچون
x)اختلافشد محاسبات فوق را كرده و يا از نكته نمي ct) (x ct)   استفاده كنيم؛ در آن صورت جواب بستگي به تابعh(x) !داشت  

 

 مقدار :91مثالu( , )1 13
3   يوسته است.)اي پتابع تكه g(x)از روي معادله موج زير كدام است؟ ( 2

1(   

2( 1
3  

3(
1
3   

  نامشخص است.  g(x)توان گفت چوننمي )4

tt xx

t

u u , x , t
u(x , ) x , u (x , ) g(x) , x
u( ,t) u( ,t) , t

    
     
   

4 1
1 1

1

  
  

  
  

 :در اين سؤال » 3«گزينه  پاسخx 
1
3،c  tو 2  13

x)است. ابتدا توجه كنيد كه اختلاف 2 ct) (x ct)   :برابر مقدار زير است  

x)(دوره تناوب) ct) (x ct) ( ) ( ) ( )                
1 13 1 132 2 13 13 26 13 2 133 2 3 2  

) غلط است (چون حاصل كروشه دوم همـواره  4كه گزينه (توان گفت چون اختلاف موردنظر مضرب صحيحي از دوره تناوب شد، لذا با توجه به نكته قبل مي
f*چه باشد.) پس فقط كافي است g(x)يصفر است و مهم نيست ضابطه (x ct) :حساب شود. لذا داريم  

* * * * *u( , ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( )         
1 13 1 13 1 4 2 22 133 2 3 2 3 143 3 3

  

xبايد نسبت به fست، پسا uچون هر دو شرط مرزي روي    گسترش فرد داشته باشد؛ لذا* *f ( ) f ( )  
2 2
3   ، پس داريم:3

u( , ) f ( ) ( )      
1 13 2 2 113 2 3 3 3  

: حاصل كروشه دوم صـفر اسـت و حاصـل    شد گفتنميبود، آن وقت ديگر  xuدقت داشته باشيد كه اگر مثلاً در اين سؤال هر دو شرط مرزي رويتوجه: 
  ) جواب سؤال بود.4هم بستگي داشت و گزينه ( g(x)بستگي ندارد؛ بلكه حاصل به g(x)به
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 مقدار اوليه مرزي: ألهبراي مس: 92مثال  

tt xx

t

u a u , x L,t
Lx , x

u (x, ) ,u(x, )
LL x, x L

u( ,t) u(L,t)

     

       
    
 


 

2

2

2

  


  

 

¾Ã²»H xموج يك بعدي بر قطعـه خـط  ، ¶¼†” L  مقـدار ، 

L nLu( , )
a2در نقطه ،Lx  nLtو 2

a
) كدام است؟ ،n (مكانيك ـ دكتري   عدد صحيح نامنفي)92(  

1 (La
2 2 (n L( )

a
1 2 3 (n L( )1 2 4 (n L( )  11 2 

 :براي اين سؤال داريم: در روش جبري موج معادله دالامبر لبا توجه به ح» 3«گزينه  پاسخ  

  * * * *

Lx ; x
L nL L nL L nL L Lf (x) , g(x)   , c a u( , ) [f ( a( )) f ( a( ))] [f ( nL) f ( nL)]

L a a aL x ; x L

             
   


1 12
2 2 2 2 2 2 2

2


  

fيط مكاني مسأله از نوع ديريكله اسـت، لـذا بايـد تـابع    با توجه به اين كه شرا (x)    يرا كـه فقـط دربـازهx L       .تعريـف شـده، گسـترش فـرد دهـيم  
  هاي زوج خواهيم داشت:nز دوره تناوب خواهد بود. در نتيجه براي ضريبي ا nLزوج باشد، nاست، پس اگر L2از طرفي چون دوره تناوب

  
*

*

L L L Lf ( nL) f ( ) L
L nL L L Lu( , ) [ ]       ( )

L L L af ( nL) f ( )

         
  


12 2 2 2 12 2 2 2 2
2 2 2

  

n)وقت باز همعددي فرد باشد، آن nو اگر  )1 :ضريبي از دوره تناوب است، لذا داريم  

  * L L L L L Lf ( nL) f ( L (n )L) f ( ) f ( L ) f ( )            
3 31 22 2 2 2 2 2  

  * L L L L L L nL L L Lf ( nL) f ( L ( n)L) f ( ) f ( ) u( , ) [ ]     ( )
a

 
              

11 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2  

  nL nL L( ) , ( ) u( , ) ( )
a

  1 2 12 2  

nها فرض كنيمتوانستيم در صورت سؤال و گزينهكار مي براي راحتي تذكر: 1با، در اين صورت به جوL
 ) 3هـا، تنهـا گزينـه (   در گزينـه  .رسيديممي 2

nباشد كه مقدار آن به ازايمي 1 ،برابرL
   شود.مي 2

x)در متن كتاب گفتيم هرگاه اختلافتوجه:  ct) (x ct)   برابر با دوره تناوب يا مضربي از آن شد، حاصلu(x , t) همواره برابر با*f (x ct)   ،اسـت  

*تدا معلوم بـود كـه حاصـل برابـر بـا     بنابراين در اين سؤال از همان اب Lf ( nL)2            اسـت. در واقـع بـا دانسـتن ايـن موضـوع، ديگـر نيـاز بـه عمليـات روي

* Lf ( nL)2 و جمع كردن آن با* Lf ( nL)2  كردن آن نداشتيم! 2و تقسيم بر  
 

 جواب مسأله مقدار اوليه ـ مرزي  :93مثال
tt xx

t

x

u u , x L
u(x, ) g(x) , u (x, ) h(x)
u( ,t) , u (L,t)

   
  
   

 
 

  
kدر لحظه  , t KL  2 (عدد طبيعي)، كدام است؟  

  )94(مهندسي مواد ـ سراسري 
1 (g(x)  2 (k( ) g(x)1  3 (g(x)  4 (  

 :كنيم. فرض كنيمي موج به روش جبري استفاده مياز حل دالامبر معادله  »2«گزينه  پاسخH(x) h(x)dx
c

 
cباشد. در اين مثـال  1 1   .اسـت

)uشرايط , t)   وxu (L, t)   تناوب يدهند كه دورهنشان ميL4  .اگر فرض كنيماست*H و*g داريم: ،هاي موردنظر باشندگسترش    
* * * *u(x , t) [g (x t) g (x t)] [H (x t) H (x t)]       

1 1
2 2  
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tاگر حالت اول: kL kو 2 n t:داريم ،زوج باشد 2 nL     ي تناوب است. بنابراين خواهيم داشت:كه مضربي از دوره 4
* *

* *

H (x t) H (x nL) H(x)

g (x t) g (x nL) g(x)

    


   

4
4

  

u(x  داريم: نقطهبنابراين در اين  , t) [g(x) g(x)] [H(x) H(x)] g(x)    
1 1
2 2  

tاگرحالت دوم:  kL kو 2 ( n ) 2 tفرد باشد داريم 1 nL L 4 *  :داريم پس در اين حالت 2 * *H (x t) H (x nL L) H (x L)     4 2 2  
*داريم: L4ي تناوبو با استفاده از دوره * *H (x L) H (x L L) H (x L)     2 2 4 *. در نتيجه2 *H (x L) H (x L)   2 2  .خواهد بود  

* * *g (x t) g (x nL L) g (x L)     4 2 2  
* * *g (x t) g (x nL L) g (x L)     4 2 2  

xدر gدوره تناوب است، و L4با توجه به اين كه   توان نوشت:مي ،گسترش فرد دارد  * *g (x L) g (x L) g(x)    2 2  

*  :بنابراين خواهيم داشت *u(x , t) [ g (x) g (x)] g(x)    
1
2  

)kب هموارهنتيجه آن است كه جوا ) g(x)1 ِاست و علامت آن بستگي به زوج يا فرد بودنk .دارد  ku(x, kL) ( ) g(x) 2 1  

ملاحظاتي مفهومي درباره ي حل دالامبر معادله موج متناهي   
  

  

u(xكنيم، جوابي موج متناهي را با روش دالامبر حل ميوقتي معادله , t) تگي به ايـن دارد كـه  بسx ct وx ct     گيرنـد.  در كـدام محـدوده قـرار مـي
xاگر ct وx ct يهر دو در بازه( , L) باشند، نيازي به گسترش توابعf وg ،نداريم، زيرا در اين بازه*f  بـاf و*g  بـاg      برابـر اسـت. امـا در سـاير

xنسبت به gو fي گسترشحالات بايد به نحوه   وx L     يتوجه كنيم. گاهاً مشاهده شده كه طراح سؤال بـدون مشـخص كـردن محـدودهx ct 
u(xيضابطه , t) را خواسته است كه در اين صورت با فرضx ct L   كنيم.مسأله را حل مي  

 لامبراجواب د  :49مثال(D'Alembert) معادله موجtt xxu c u xهمراه با شرايط: 2 x
tu( ,t) u(L,t) ,u(x, ) e ,u (x, ) e       عبارتست از :  

  )88(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري 

1( xu(x,t) e (coshct sinhct)
c

 
1  2 (xu(x, y) e (coshct sinhct)   

3 (xu(x, t) e ( coshct sinhct)
c

 
1  4 (

xeu(x, t) (coshct sinhct)
c

   

 :ن سؤال هم كمي داراي اشكال است، ولي با توجه به توضيحات داده شده ظاهراً نظر طراح ايـن بـوده كـه جـواب را در     متأسفانه اي  »1«گزينه   پاسخ
xحالتي كه ct يهر دو در بازه( , L) دهيم.تر را توضيح ميكنيم و در پايان فرم صحيحهستند، پيدا كنيم. ابتدا براساس نظر طراح سؤال را حل مي    

xfكنيم. در اين مثال داريماز حل دالامبر موج به روش جبري استفاده مي (x) u(x , ) e  وx
tg(x) u (x , ) e بنابراين .G(x)  :برابر است با  

x x x xG(x) g(x)dx e dx e     1
 

  

*  باشند، خواهيم داشت: Gو fهايگسترش G*و f*اگر * * *u(x , t) [f (x ct) f (x ct)] [G (x ct) G (x ct)]
c

       
1 1
2 2  

xاگر فرض كنيم ct وx ct يهر دو در بازه( , L) :باشند، خواهيم داشت  
ct ct ct ct

x ct x ct x ct x ct x x xe e e eu(x , t) [e e ] [e e ] e [ ] e [ ] e (coshct sinhct)
c c c

 
     

         
1 1 1 11 12 2 2 2  

)uآيد. شرايط مرزيدست ميهاي مختلف، به صورت متفاوتي به در حقيقت جواب اين معادله در بازهتوضيح:  , t) u(L, t)   دهنـد كـه  نشان مي*f 
xينسبت به هر دو نقطه g*و   وx L :فرد هستند. اكنون دو حالت خواهيم داشت  

xاگرحالت اول:  ct وx ct   يهـر دو در بـازه( , L)     باشـند، يعنـي داشـته باشـيمx ct x ct L    طـور كـه نشـان داديـم     گـاه همـان  ، آن
xu(x , t) e (cosh ct sinh ct)

c
 

  است.  1
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xاگرحالت دوم:  ct يازهدر ب( ,L) وx ct يدر بازه( L, )  گـاه باشد، آن*f (x ct)  بـاf (x ct) و*G (x ct)  بـاG(x ct)    برابـر اسـت؛  
f*ياما براي محاسبه (x ct) از فرد بودن*f نسبت بهx   كنيم و خواهيم داشت:استفاده مي  * *f (x ct) f (ct x)     

G*يهمچنين براي محاسبه (x ct) از زوج بودن*G نسبت بهx   كنيم و خواهيم داشت:استفاده مي  * *G (x ct) G (ct x)    
    آيد:بنابراين در اين حالت جواب به صورت زير به دست مي

x ct ct x x ct ct xu(x , t) [f (x ct) f (ct x)] [G(x ct) G(ct x)] [e e ] [e e ]
c c

                
1 1 1 1 1 12 2 2 2  

ct
ct cteu(x , t) e sinh x sinh x ( )e sinh x

c c
    

11  

u(xيبه اين ترتيب ضابطه , t) شود:نوشته مي به اين صورت  
x

ct

e (cosh ct sinh ct) , x ct x ct L
cu(x , t)

( )e sinh x , L x ct x ct L
c

       
        


1

11




  

ــابطه ــا ض ,u(xيم t) ــك دوره ــراي ي ــتهرا ب ــاوب آن نوش ــه  ي تن ــيد ك ــته باش ــه داش ــم. توج xاي ct    ــت ــازي نيســت حال ــت اســت و ني ــواره مثب هم
L x ct x ct       .را در نظر بگيريم  

fي گسترش توابعگاهي اوقات نحوه :6نكته    (x) وg(x) درx   وx L بع هاي ذاتي اين توابع يكسان است. بـراي مثـال نمـودار تـا    با ويژگي

f (x) sin x
L


 نسبت بهx   وx L فرد است، حالا اگر شرايط مرزي معادله موج به صورتu( , t) u(L, t)    باشند، بايـدf (x) را درx   

xو L به صورت فرد گسترش دهيم، اما تابعf (x) خودش هم نسبت به اين نقاط فرد است بنابراين*f (x) باf (x) شود و در اين حالت خـاص  برابر مي
u(xجواب , t) ي نواحي يكسان خواهد بود.آوريم براي همهه دست ميكه از روش دالامبر ب  

 ي موج متناهي زير كدام است؟پاسخ عمومي معادله  :95مثال  

1 (L(cos t sin t)sin x
L L L
  




  

2 (L( cos t sin t)sin x
L L L
  




  

3 ((cos t sin t)sin x
L L L
  

  

4 (L (cos t sin t)sin x
L L L
  




  

  

  

 

xx tt

t

u u , x L , t

u(x , ) sin x , u (x , ) sin x , x
L L

u( , t) u(L , t)

    
      


 

  

 :توابع  »1«گزينه   پاسخf (x) sin x
L


 وg(x) sin x
L


  نسبت به نقاطx   وx L به همين دليل مقدارفرد هستند ،*f و*g  ي در همـه

  :ي نواحي مختلف به صورت زير به دست آوريمي موج را براي همهتوانيم جواب اين معادلهشود. در نتيجه ميبرابر مي gو fنواحي با

u(x , t) [f (x t) f (x t)] [G(x t) G(x t)]       
1 1
2 2

  

x x xL LG(x) g(x)dx sin xdx cos x (cos x )
L L L
  

     
   1

  
  

fيا توجه به ضابطهب (x) وG(x) :خواهيم داشت  Lu(x , t) [sin (x t) sin (x t)] [cos (x t) cos (x t) ]
L L L L
   

         


1 1 12 2  

    هاي مثلثاتي تبديل جمع به ضرب داريم:با استفاده از فرمول

  u(x , t) [sin x cos t sin t cos x sin x cos t sin t cos x]
L L L L L L L L
       

   
1
2  

L L[cos x cos t sin x sin t cos x cos t sin x sin t] u(x , t) (cos t sin t)sin x
L L L L L L L L L L L
          

      
 2  

شوند، بـدون اسـتفاده از نكتـه ذكـر     يكسان مي g*و f*با نمودارهاي gو fنمودارهايتوانستيم از ابتدا تشخيص دهيم كه البته توجه كنيد كه اگر ما نمي
  به جواب برسيم. gو fه به گسترش زوج يا فردتوانستيم از روش معمولي دالامبر (مانند مسائل قبلي) استفاده كنيم و با توجشده هم مي
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