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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

  گيريهاي مشتقمفهوم مشتق و فرمول :1درسنامه 
  

  گيري را مورد بررسي قرار خواهيم داد.هاي مشتقانواع فرمول سپسكنيم و در اين درسنامه ابتدا مشتق را تعريف مي
تعبير هندسي و تعريف مشتق   

  
نقطه از يك خط را داشته باشيم، دانيم اگر مختصات دو از رياضيات دبيرستان و حتي رياضيات دوره راهنمايي مي

a)يتوانيم شيب آن خط را تعيين كنيم. مثلاً اگر دو نقطهمي ,b) و(c ,d)   ،گـاه آناز يك خط را داشته باشـيم 

dاز فرمول b
c a





  توان شيب خط را تعيين كرد. شيب، مي 
yشكل مقابل و نمودار حالا به ،خبُ f (x) :دقت كنيد   

fواضح است عرض ايـن نقطـه بـر روي منحنـي، برابـر بـا       گاهآنروي آن باشد،  xاگر يك نقطه به طول (x ) 
طور كـه گفتـيم،   را در اين نقطه تعيين كنيم. همان xخواهيم شيب خط عبوري ازشود. حالا فرض كنيد ميمي

ي ديگر روي اين منحني انتخاب كرده تا با داشتن دو نقطه از اين خط، شيب را تعيين كنـيم.  مجبوريم يك نقطه
 صـورت بـه ي دوم ي طـول، بـراي نقطـه   كنيم؛ يعنـي مؤلفـه  را انتخاب مي xياز نقطه hييك نقطه به فاصله

»x h «است: شده است. اين نقطه در شكل دوم نشان داده  
fواضح است عرض اين نقطه (x h)  خواهد شد. خبُ اگر مطابق شكل مقابل، خطي ماننـدd   ،را رسـم كنـيم 

  آيد:مي بدستزير  صورتبه dشيب خط گاهآن





³»j Á¾̂ £º ƒo– −»H Á¾̂ £º ƒo–
³»j Á¾̂ £º −¼Š −»H Á¾̂ £º −¼Š

  dشيب خط

f (x h) f (x )
h

  f (x h) f (x )
x h x
 

 
 

 

 
  dشيب خط 

، برابر است!؟ معلـوم اسـت كـه نـه!     dتوان گفت شيب خط مماس، با شيب خطرا حساب كنيم، آيا مي xبه طول يابخواهيم شيب خط مماس در نقطه حالا اگر
ي دوم، خيلـي خيلـي زيـاد بـه     به يك خط مماس تبديل كرد، بايد چه كار كرد؟ بايد نقطه را dاساساً خط مماس بر منحني نيست. براي اينكه بتوان خط dچون
طور شود و همانتر ميبه خط مماس شبيه dي اول نزديك شود، خطي دوم به نقطهبينيد، وقتي نقطههاي زير ميطور كه در شكلي اول، نزديك شود. هماننقطه

  به خط مماس تبديل شده است. dشود، دقيقاً خطي اول منطبق ميي دوم بر نقطهبينيد، وقتي نقطهسمت راست ميكه در شكل 

 

f (x )
x

y
y f (x)


x

 خط مماس

  
  

 h اند و خط مماس دو نقطه بر هم منطبق شده ،شده
  آمده است. بدست

 

f (x )
x



y f (x)



y

x
  

  
h خط به و  شوندمي دو نقطه به هم نزديك ،كوچكتر شده

 ايم.نزديك شدهمماس

f (x )
x

y


x

y f (x)


  
  

h  نسبت به نمودار بالا كمي كوچكتر شده ولي به خط مماس
  ايم.نرسيده

در واقـع بايـد    .به سـمت صـفر ميـل كنـد     hود. به عبارت رياضي، بايدش نزديك خيلي خيلي به صفرhهاي بالا مشخص است، بايدكلطور كه در شدر واقع همان
yنيبر منح» شيب خط مماس«توان گفت حالتي اتفاق بيفتد كه اين دو نقطه تقريباً بر هم منطبق شوند. پس مي f (x) يدر نقطهx زيـر تعريـف    صـورت به

  شود: مي

h

f (x h) f (x )
lim ( )

h

 
  


fبر منحني شيب خط مماس  (x) يدر نقطهx  

كنم خوب است! پـس  چطور است؟ فكر مي» مشتق«ي را جايگزين كنيم!؟ پيشنهاد كلمه يي ديگرلمهبهتر نيست ك» شيب خط مماس«خبُ به نظر شما، به جاي 
  دهيم:مي رائهحالا تعريف مشتق در يك نقطه را ا

h

f (x h) f (x )
lim ( )

h

 
  


yمشتق تابع f (x) يدر نقطهx  

(تا در محاسبات مجبـور نباشـيم، تمـام عبـارت سـمت چـپ را        وار قرار دهيمتر رياضيز آن مهمتر و اي كوتاهست به جاي عبارت سمت چپ، واژهرسد بهتر ااما به نظر مي

fمعمولاً !!بنويسيم) (x )  ،و يا به عبارت ديگرy (x ) ييعني مشتق در نقطهx رود. البتهها به كار ميدر كتابdy
dx

fنيز به جاي  (x) رودبه كار مي .  

f (x )
x

y f (x)

y
d

x h

f (x h)





x

f (x )
x

y


x

y f (x)
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ي دوم در حـال  تـا نقطـه   xييعنـي فاصـله  ( hست؛ اماي ثابت ايك نقطه xشويد كهها و توضيحات قبلي دقت كنيد، متوجه مياگر به شكل :1نكته 
xي دوم را باكند. اگر نقطهتغيير است و به سمت صفر ميل مي x h  نشان بدهيم، وقتيh رود، نقطهبه سمت صفر ميx بهx به عبارتي  .شودنزديك مي

x(اين موضوع با نوشتن ميل خواهد كرد xبه سمت xگاهبه سمت صفر ميل كند، آن hوقتي x h  تـوانيم در تعريـف مشـتق بـه     پس مي .تر است)ضحوا
xجاي h از متغيرx و همچنين به جايh ازx xاستفاده كنيم و به جايh  بگوييم ،x x    زيـر   صـورت بـه و شكل ديگري از تعريـف مشـتق را

  تعريف كنيم:

x x

f (x) f (x )f (x ) lim ( )
x x

 






 

  بود) در حل سؤالات كاربرد دارد. hتعريف فوق، بيشتر از تعريف قبلي (تعريف اول كه شامل
 كهآنبراي   :1تذكرf (x ) باشد، يعني تابع عدد حقيقيf (x) درx به مخرج كسـر در ايـن حـد    بايد حد فوق وجود داشته باشد. حالا  ،پذير باشدمشتق

fپذير بودن. پس براي مشتقخواهد شد رود. اگر صورت به صفر ميل نكند، مقدار حدمخرج كسر به سمت صفر مي توجه كنيد، (x) درx   بايد صورت كسـر
دهد كه بايدهم به سمت صفر ميل كند. اين نتيجه مي

x x
lim f (x) f (x )





     پـذير بـودن  باشد. اما اين، همان تعريف پيوستگي اسـت. پـس بـراي مشـتقf (x) 

fلازم است xدر (x) درx توان گفت تابعپيوسته باشد. در ضمن يادتان باشد در صورتي ميy f (x) يدر نقطهxپذير است كه علاوه بر پيوستگي، مشتق 
  ، حد فوق موجود و مقداري حقيقي داشته باشد.xدر همسايگي
 فرض كنيد به ازاي هر  :1مثالx  fپذيربراي تابع مشتق ، اين رابطه2 (x) :برقرار باشدx f (x) f ( ) x x     25 1 2 2 3 2.  در اين صورت مقدار
f ( )   كدام است؟ 2

1( 2(5 3(2 4 (2  
 :نامساوي داده شده در صورت سؤال براي هر»  2«گزينه   پاسخx  xبرقرار است. اگر طرفين نامساوي را بر 2 2 ها عـوض  تقسيم كنيم، جهت نامساوي

xشود؛ زيرانمي  2  .توانيم كسركار مي با انجام اين استf (x) f ( )
x



2
fكه تعريف مشتق 2 ( ) است را بين دو كسر ديگر قرار دهيم و سپس بـا اسـتفاده از    2

ي ساندويچقضيه
x

f (x) f ( )lim
x


2

2
  را حساب كنيم: 2

  
x x x

x f (x) f ( ) x x (x ) f (x) f ( ) x xlim lim lim
x x x x x x    

       
    

     

2 2

2 2 2

5 1 2 2 3 2 5 2 2 2 3 2
2 2 2 2 2 2
  

)گيريم، نامساوي اكيدذكر اين نكته ضروري است كه وقتي از طرفين يك نامساوي حد مي ) به نامساوي معمولي( ) شود. در سمت چپ واضح اسـت  تبديل مي

كه
x

(x )lim
x




2

5 2 در سمت راست فرم مبهم52


    شود:ي هوپيتال مقدار حد معلوم ميدهد و با استفاده از قاعدهرخ مي 

x x

x x xlim lim
x  

  
 



2

2 2

2 3 2 4 3 52 1   

fبنابراين متوجه شديم كه ( ) 2 fپذير بودن تابعمشتق ،در صورت سؤال 5 (x) تـوان نتيجـه   هاي چپ و راست با هم برابرند و مـي پس مشتق ،ذكر شده است
fگرفت كه ( ) 2 5.  

  

 فرض كنيد  :2مثالf تابعي باشد كه به ازاي هر دو عدد حقيقيx وy روابط
x

f (x)lim
x

 1


fو  (x y) f (x) f (y) x y xy    2   برقرار باشد: 2
fالف) ( ).ب)  را پيدا كنيدf ( ) .ج) را پيدا كنيدf (x).را پيدا كنيد    
 :شود، سؤالاتي است كه ارتباطي بينها استفاده ميه مسائلي كه از تعريف مشتق در حل آناز جمل  پاسخf (x)،f (y) وf (x y)   دقـت  شـود.  ديـده مـي

  هيم:دهر سه قسمت را مورد بررسي قرار ميسه خواسته مطرح شده كه  ،كنيد در اين سؤال
xبا قرار دادنالف)    وy   :در تساوي داده شده داريم  f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( )       2          

fيبراي محاسبهب)   ( )  كنيم:از تعريف مشتق استفاده مي  
x

f (x) f ( )f ( ) lim
x

 


  

fكهدر قسمت (الف) ديديم  ( )  ، :بنابراين داريم  
x

f (x)f ( ) lim
x

  1


  
fيبراي محاسبهج)  (x) توانيم از تساوي داده شده در صورت سؤال استفاده كرده وميf (x h)  به جاي است كافيآوريم.  بدستراy در اين تساويh   قـرار

f  ايم:دهيم تا فرم كلي آن شبيه آنچه باشد كه قبلاً ديده (x h) f (x) f (h) x h xh    2 2  

fتوانيم كسرحالا مي (x h) f (x)
h

  وقتي ،ي حدرا تشكيل دهيم و با محاسبهh  ي، ضابطهf (x) :را تعيين كنيم  

h h h h

f (x h) f (x) [f (x) f (h) x h xh ] f (x) f (h) x h xh f (h)f (x) lim lim lim lim ( x xh)
h h h h   

             
2 2 2 2

2
   

    

واضح است كه
h
lim xh





 و طبق صورت سؤال
h

f (h)lim
h

1


f  . در نتيجه داريم: (x) x   21  
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چپ و راست مشتق  
  

xدر fتابعالف)  x             :مشتق راست دارد هرگاه حد مقابل وجود داشته باشد             
x x

f (x) f (x )
lim

x x







  

xدر fتابعب)  x            :مشتق چپ دارد هرگاه حد مقابل وجود داشته باشد             
x x

f (x) f (x )
lim

x x







  

  داراي مشـتق اسـت   xيم تـابع در نقطـه  يگـو مـي و ايـن دو مشـتق بـا هـم مسـاوي باشـند،        باشـد داراي مشـتق راسـت و چـپ    xاگر تابعي در يك نقطه مانند
f               .فوق نيز صادق است) مطلب(عكس  (x ) f (x ) f (x )        

 اگر  :3مثال
x ; x

f (x) ; x

(x ) ; x

 


 


 

3

2

1
1

1 1
 ،حاصل گاهآن

t
A lim tf ( )

t
 

  با كدام برابر است؟11

1(A f ( )  1   2(A f ( ) 1 3 3(A f ( ) 1   4 (A f ( )   1 3  

 :از تغيير متغير»  1«زينه گ  پاسخx
t

 
xكنيم. در اين صورتاستفاده مي 11

t
 

1 tپس 1
x



1

،كنـد ميـل مـي   بـه سـمت   t. وقتياست 1
t
1 

xپس ؛كندبتي دارد اما به صفر ميل ميمقدار مث
t

 
xبه عبارتي داريم ؛شودهمواره كوچكتر از يك است اما به يك نزديك مي 11 1.  

t x x

f (x) f (x)A lim tf ( ) lim lim
t x x   

    
 1 1

11 1 1  

fكهآنحالا با توجه به  ( ) 1  به جاي توانيماست ميf (x) در صورت كسرf (x) f ( )   اين كسر را به تعريف مشتق چپ تبديل كنيم: قرار دهيم و 1

x x

f (x) f (x) f ( )A lim lim f ( ) A f ( )
x x 

 

 

          
 1 1

1 1 11 1  

xي مشتق چپ درتا اينجا متوجه شديم كه حد خواسته شده برابر با قرينه 1 .است  

fيي مقدار اين حد بايد ضابطهالبته براي محاسبه (x) را برايx 1 :در آن قرار دهيم  
x x x

f (x) (x )A lim lim lim (x )
x x    


       

 

2

1 1 1

1 11 1   

  آمده خواهيم داشت: بدستبندي نتايج با جمع
t

A lim tf ( ) f ( )
t




    

11 1   
  

 اگر  :4مثال
arctgx ; | x |

f (x) xsgn(x) ; | x |


  

 

1
1 14 2

fدر مورد گاهآن،  ( ) 1 وf ( )     تابع علامت است.) sgnx( صحيح است؟كدام گزينه  1

1 (f ( ) 1 وجود ندارد وf ( ) 
11 f) 2  است.2 ( ) 1 وجود ندارد وf ( ) 1   است.1

3(f ( ) 1وf ( ) xيمشتق راست در نقطه)4 هر دو وجود ندارند. 1  1ي، دو برابر مشتق چپ در نقطهx 1 .است 

   :براي آن كه ضابطه»  1«نه گزيپاسخf را بهتر ببينيم، نامساوي| x |1 و| x |1  نويسيم:باز شده مي صورتبهرا  

 
arctg(x) ; x

f (x) xsgn(x) ; x x

  
  

   

1 1
1 1 14 2 IÄ

  

sgn(x)توجه كنيد كه براي اعداد مثبت 1 داد منفيو براي اعsgn(x)  1 است. مشتق چپ و راست را درx 1 :حساب كنيم  

 
x x x x x

x arctgx HOPf (x) f ( ) f (x) f ( )f ( ) lim lim , f ( ) lim lim lim
x x x x x    

 

    

   
         

     21 1 1 1 1

1
1 1 1 1 14 2 4 41 11 1 2 1 1 21

  

fپس ( ) 
11 xاست. اكنون مشتق چپ و راست را در 2  1 :حساب كنيم  

f ( ) 1  .وجود نداردx ( ) x ( ) x ( )

x ( ) x ( )

arctgx Hopf (x) f ( )f ( ) lim lim lim
x x x

f ( ) f ( )
x

f (x) f ( )f ( ) lim lim
x x

  

 



       


   

                                  

21 1 1

1 1

1 1 141 1 1 21 1 11
1 14 2 41 1 1 
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 بين مشتق و پيوستگي يرابطه 
  

yاگر تابع f (x) در نقطهx x   ،گاهآنداراي مشتق باشدf (x) درx پذيري در آن نقطه براي مشتق لازماست. البته پيوستگي در يك نقطه شرط  پيوسته
 xپذيري تـابع در نقطـه  پيوسته باشد، دليل بر مشتق xتابعي در نقطه ، يعني اگرنيستعبارت ديگر عكس قضيه فوق صادق  هب .باشداست ولي شرط كافي نمي

y. براي مثال تابعخواهد بودن | x | درx   پذير نيست.پيوسته است ولي در اين نقطه مشتق  

 در تابع با ضابطه :5مثالx a , x
f (x)

b x , x

  


3
1
1

fمقدار   ( ) bموجود است، مقدار 1 a2
  كدام است؟ 2

1(3 2(2 3(1 4 (  
  : چون تابع در نقطه»  2«گزينه پاسخx 1 در نتيجه خواهيم داشت: .لذا پيوسته نيز خواهد بود ،پذير استمشتق  

x x
lim f (x) lim f (x) a b ( )

  
   

1 1
1 1  

  خواهيم داشت: و شتق چپ و راست تابع در اين نقطه با هم برابرندلذا م ،پذير استو چون تابع در اين نقطه مشتق

( )
; x

b b abf (x) b a; x
x


          



1

3 2

1 1
21 3 2 21 3 2

3
  

  
اگر حد :تابع مشتقبين مشتق چپ يا راست و پيوستگي  يرابطه

x x
lim f (x)






fگـاه آنوجود داشـته باشـد،    (x )   رد ووجـود دا
x x

f (x ) lim f (x)





 


.  

باشـد و اگـر حـد   در نتيجه داراي پيوسـتگي راسـت نيـز مـي     ،دارد xدرراست متناهي  ، مشتقتابع مشتق گوييمميدر اين صورت 
x x
lim f (x)






 ،وجـود داشـته باشـد   

fگاهآن (x )   دوجود دارنيز
x x

(f (x ) lim f (x))





 


  داراي مشتق چپ متناهي است و تابع مشتق داراي پيوستگي چپ استمشتق تابع گوييمميو ،.  

ناپذير توابع نقاط مشتق  
  

اي هـر يـك مثـال مخصـوص بـه      بندي كرده و بـر ها را به طور جداگانه دستهآن ،ا بررسي كنيم. براي درك بهترناپذير رخواهيم انواع نقاط مشتقدر اين قسمت مي
  ايم:خودش را نيز آورده

fپذير نيست. مثلاً تـابع تابع در آن نقطه مشتق گاهآن، نشده باشداي تعريف اگر تابع در همسايگي نقطه ـ1 (x) x  يرا در نظـر بگيريـد. ايـن تـابع در نقطـه      4
x   در همسايگي چپِ صفر، تعريف نشده است. چون ؛ناپذير استمشتق  

پذير نيسـت. مـثلاً تـابع   اي ناپيوسته باشد، در آن نقطه مشتقاگر تابع در نقطه ـ2
x ; x

f (x) ; x

x ; x

  


 


 

4

4

1 1
2 1

1 1
xي، در نقطـه  1     پيوسـتگي راسـت دارد، ولـي

fپيوستگي چپ ندارد و اين يعني تابع پيوسته نيست و در نتيجه (x) يدر نقطهx 1باشد.پذير نيز نمي، مشتق  

yاگر تابع ـ3 f (x) يدر نقطهx x  پيوسته باشد، ولي حد
x x

f (x) f (x )
lim ( )

x x







xيبع در نقطـه توان گفـت تـا  باز هم مي گاهآنموجود نباشد،   x  

xناپذير است. براي مثال تابعمشتق sin ; x
f (x) x

; x

  
 



 

1
xيرا در نظر بگيريد. اين تابع در نقطه        پـذير  پيوسته است، ولـي در ايـن نقطـه مشـتق

  نيست، چون داريم:

 .حد وجود ندارد                     
x x x

x sinf (x) f ( ) xf ( ) lim ( ) lim ( ) lim (sin )
x x x  

    


1
1

  




  
  

yهرگاه مشتقات چپ و راست تابعـ 4 f (x) درx در اين صورت در آن نقطه تابع مشـتق  مساوي نباشندبوده ولي با هم عددي حقيقي  با و برابر موجود ،
fندارد و خط مماس بر (x) گويند. در اين حالـت  مي دارنقاط زاويهتوان بر منحني رسم كرد. به چنين نقاطي، ندارد و فقط دو نيم مماس چپ و راست مي وجود

  درجه است. 18تا ها متغير و بيني بين آنداريم كه زاويه» مماسنيم«دو 
yبراي مثال به تابع | x | يدقت كنيد؛ اين تابع در نقطهx   طور كـه در شـكل   ناپذير است و همانمشتق

  است.» دارگوشه«دار يا به عبارت ديگر بينيد، در اين نقطه، زاويهمي

x
x x

x

xf ( ) lim ( )
xf (x) f ( ) | x |f ( ) lim ( ) lim ( ) f ( ) f ( )

xx x f ( ) lim ( )
x







  

  



                  


1

1


 




   

  
  

y | x |

x

y
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 فرض كنيد :12مثالf (x) sin ( Arccosx) ; | x | 2 1 f، در اين صورت12 (x) كدام است؟  

1 (1
4  2 (1

2
  3 ( 2

4  4 (1
2  

  : رسـد. ابتـدا تـابع   و چنـدان منطقـي بـه نظـر نمـي      اسـت مسـتقيم مشـتق طـولاني     محاسبه»  4«گزينه پاسخf    را بـه كمـك فرمـولcossin  
 2 1 2

2   

cos(Arccos  كنيم.ساده مي x) xf (x) f (x)     
1 1 1

2 2 2  
  

 اگر  :13مثالf (x) (x )(x )(x )(x )    2 4 81 1 1 fحاصل گاهآن ،1 (x) (x )f (x)    آوريد. بدسترا  1
 :ابتدا  پاسخ(x )f (x)1  گيريم:دهيم؛ در سمت راست از اتحاد مزدوج كمك ميميرا تشكيل  

(x )f (x) (x )(x )(x )(x )(x ) (x )(x )(x )(x ) (x )(x )(x ) (x )(x )                  2 4 8 2 2 4 8 4 4 8 8 81 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
(x )f (x) x   161 1  

f  حالا اگر از طرفين تساوي مشتق بگيريم، داريم: (x) (x )f (x) x f (x) (x )f (x) x        15 151 1 16 1 16  

استفاده از لگاريتم در مشتق گيري  
  

  :)هستند xتوابعي بر حسب vوu(در روابط زير، كنيمگيري استفاده كرد. براي اين منظور، معمولاً از سه خاصيت زير استفاده ميتوان در مشتقاز خواص لگاريتم مي
Ln(uv) Lnu Lnv   )3  uLn( ) Lnu Lnv

v
   )2   vLn(u) vLnu   )1  

  شوند:بندي مياين نوع مسائل معمولاً در دو نوع زير دسته
v(x)yصورتبه) مشتق توابعي 1 u(x):  

vLnuاصيتگونه توابع بايد ابتدا از خدر اين vLnu استفاده كنيم. براي اين منظور، از طرفينLn گيريم تا در سمت راست، تابعي شاملميLn    ،ايجـاد شـود
v  يعني داريم: vy u Lny Lnu Lny vLnu      

yصورتبه Lnyدانيم مشتقگيريم. در سمت چپ، ميمشتق مي xحالا از طرفين نسبت به
y
 :است و لذا خواهيم داشت  

uy y[v Lnu v]
u


   yy uv Lnu v
y u
 

   nj ¸Ã oŠ Jo†  

 با فرض  :14مثالxy x مقدار مشتق اين تابع درx e :از سؤالات پايان ترم دانشگاه    برابر است با)MIT(  
1 (e  2(ee 1 3(ee2 4 (ee  

  : در اين مثال »  3«گزينه پاسخv x u x
,

v u
  

    1 x  باشند. پس داريم:       مي 1 e ey x (Lnx ) y (e) e (Lne ) e      1 1 2  
  

   هاي زيادي هستند:ضرب و تقسيم عبارت صورتبه) محاسبه مشتق توابعي كه 2

)uLn  كنيم:گونه سؤالات معمولاً از دو خاصيت مقابل استفاده ميدر اين ) Lnu Lnv , Lnuv Lnu Lnv
v

     

aLnuيالبته از تساو aLnuبريملاً در حين محاسبات بهره مي، نيز معمو )a(عددي ثابت است.    

 مشتق تابع :15مثال(x )y
(x ) (x )




 

2
3 4

1
2 3

   را حساب كنيد. 

 :كسري استفاده كنيم، اما اگر از لگاريتم كمك بگيريم، داريم:ي مشتق توابع رسد اين است كه از قاعدهواضح است روشي كه ابتدا به نظر مي  پاسخ  
(x )Lny Ln Lny Ln(x ) Ln(x ) (x ) Lny Ln(x ) [ Ln(x ) Ln(x )]

(x ) (x )


             
 

2
2 3 4

3 4
1 1 2 3 2 1 3 2 4 3

2 3
    

y (x )( ) ( ) ( ) y [ ]
y x x x x x x(x ) (x )

        
      

2

3 4
1 1 1 1 2 3 42 3 41 2 3 1 2 32 3

´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH  
  

 مشتق تابع :16مثالx(x )y
(x )






2
3 2

1
1

  را حساب كنيد. 

 :ابتدا از طرفين  پاسخLn گيريم و سپس از خواصيمLn كنيم:استفاده مي  

x(x ) x(x )Lny Ln[ ] Lny Ln[ ] Lny Lnx(x ) Ln(x )
(x ) (x )

 
       

 

1
32 2 2 2

2 2
1 1 1 1 11 13 3 31 1
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a a a a
b b

ab c c

  
  
   

24 4 1
4

2 4 4 1


 

IÄ





y xLny Lnx Ln(x ) Ln(x ) ( ) ( ) ( )
y x xx


         


2

2
1 1 2 1 1 1 2 2 11 13 3 3 3 3 3 11

´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH  

y كنيم و در سمت راست معادل آن برحسبرا در طرفين ضرب ميx نويسيم:را مي  x(x ) xy [ ]
x (x )(x ) (x )

   
 

2
3 2 2

1 1 2 2
3 3 11 3 1

  

 مشتقات مراتب بالاتر  
  

yاگر f (x) يعني وقت مشتقش،پذير باشد، آنتقتابعي مشy .بنابراين ممكن است خود نيز يك تابع استy   هم مشتق داشته باشد كه اگر مشتق داشـت آن
اسـت.   yنشان داد كه مشـتق تـابع   yتوان بااست. طبيعي است مشتق سوم را مي yنامند، زيرا مشتقِ مشتقمي yرا مشتق دوم yدهيم.نشان مي yرا با
شند، تكرار كرد. اما اگر مثلاً بخواهيم مشتق مرتبه بيستم را نشـان دهـيم، بايـد چـه نمايشـي را      ها وجود داشته بادرپي تا جايي كه مشتقتوان اين فرآيند را پيمي

دادن مرتبـه مشـتق از   انزيبايي است! براي همين بـراي نش ـ بيعي است كه نمايش دست و پاگير و نابگذاريم!؟ ط yبالاي» پريم«تا علامت  2انتخاب كنيم؟ مثلاً
! مثلاً براي نمايش مشتق مرتبه نگيريدنويسند. حواستان باشد كه، اين عدد را با توان اشتباه داخل پرانتز مي yمشتق مرتبه سوم به بعد، عدد مرتبه مشتق را بالاي

)توانيم از، ميyسوم به جاي )y yاستفاده كنيم و يا براي مشتق مرتبه بيستم تابع 3 f (x) توانيممي( )y 2        بنويسيم و بـه طـور كلـي بـراي نمـايش مشـتق

yام تابعي مانندnمرتبه f (x)هايمايشتوانيم از ن، مي(n)y يا
(n)

n
d y
dx

  استفاده كنيم. 

 اگر  :17مثالy xLnx گاهآن( )y x)را حساب كنيد. 5 )    

 :پاسخ     ( ) x xy Lnx x Lnx y y y ( )
x x x x x x

                  4
2 4 4 3

1 1 1 2 2 21 1   

( ) x xy
(x ) x x
  

    
2 2

5
3 2 6 4

3 2 6 6  

  

 اگر  :18مثالsinxy e cos(sinx)، يضابطه گاهآنy  آوريد. بدسترا  
 :دو عبارت،ضرب ي مشتق حاصلابتدا با توجه به قاعده  پاسخy  كنيم:ميرا حساب  sin xy e cos(sin x)  

sin x sin x sin x sin x sin xy [e ] cos(sin x) e [cos(sin x)] cos xe cos(sin x) e cos x sin(sin x) e cos x[cos(sin x) sin(sin x)]         

  كنيم:كرده و مشتق دوم را حساب مي استفادهضرب را ي مشتق حاصلقاعده بار ديگر يكضرب سه تابع را داريم. اكنون حاصل
sin x sin x sin xy [e ] cos x[cos(sin x) sin(sin x)] e [cos x] [cos(sin x) sin(sin x)] e cos x[cos(sin x) sin(sin x)]           

sin x sin x sin xcos xe cos x[cos(sin x) sin(sin x)] e ( sin x)[cos(sin x) sin(sin x)] e cos x[ cos x sin(sin x) cos x cos(sin x)]         
  

 اگر  :(سخت) 19مثالf اي و غيرصفر باشد و در تساويتابعي چندجملهf (x )f (x) f (x)   2 4 fمقدار گاهآنصدق كند،  4 (   كدام است؟ 1396(
1(1394 2(1395 3(1396 4 (1397  
 :طبق صورت سؤال»  2«گزينه   پاسخf (x) اي غيرصفر اسـت. ابتـدا بـا اسـتفاده از تسـاوي     لهيك چندجمf (x )f (x) f (x)   2 4 fيدرجـه  4 (x)  را

fدهيم. فرض كنيمتشخيص مي (x) ياي از درجـه يك چندجملهn    باشـد. در ايـن صـورتf (x) يز درجـه اn 1 وf (x)  ياز درجـهn 2    اسـت. وقتـي
fدر (x) به جايx،هاx2 شود. بنابرايناش دو برابر ميدرجه ،دهيمقرار ميf (x ) n)ياز درجه 2 )2 اي در هـم ضـرب   است. همچنين وقتـي دو چندجملـه   1
ي پنج اي از درجهي سه برابر با يك چندجملهاي درجهي دو و يك چندجملهاي درجهضرب يك چندجملهشود (مثلاً حاصلها با هم جمع ميي آنشوند، درجهمي

fپــس .اســت) (x )f (x) 2  ياي از درجــهيــك چندجملــه(n ) (n )  2 1 ي عبــارات را تشــخيص داديــم بــه    ي همــهاســت. حــالا كــه درجــه    2
fتساوي (x )f (x) f (x)   2 4   پس داريم: ،ها در دو طرف تساوي بايد برابر باشدايي چندجملهتوجه كنيد. درجه 4

(n ) (n ) n n n        2 1 2 2 4 2  
fحالا فهميديم (x) تـوان نوشـت:  ي دو است. پس مـي درجهاز اي يك چندجملهf (x) ax bx c  2 بنـابراين ،f (x) ax b  2 وf (x) a  اسـت. در   2

fتابع (x) به جايx اگرx2 :را قرار دهيم، خواهيم داشتf (x ) ax b  2   كنيم:. حالا تساوي داده شده در صورت سؤال را بازنويسي مي22
  f (x )f (x) f (x) ( ax b)( a) ax bx c a x ab ax bx c               2 2 2 2 2 24 4 2 2 4 4 4 4 4 2 4 4 4 4  

aاست، پس a24و در سمت چپ a4در سمت راست x2ضريب جملات متشابه در دو طرف تساوي بايد با هم برابر باشند. براي مثال ضريب a24 خواهد بود.  4
  ي ثابت در دو طرف تساوي با هم برابرند:و جمله xبه همين ترتيب ضريب

      ضريبx2  در دو طرف تساوي  
        ضريبx در دو طرف تساوي  
   ي ثابت در دو طرف تساويجمله   

fاما (x) ax bx c  2 اسـت؛ پـس ضـريب    ي دوهاي از درجيك چندجملهx2  يعنـيa  توانـد صـفر باشـد، بنـابراين    نمـيa 1      اسـت. بـا در نظـر گـرفتن
a 1،b   وc  1 يضابطهf (x) صورتبهf (x) x 2 x  است. 1 f ( )    1396 1396 1396 1 1395  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 امnمحاسبه ي مشتق مرتبه   
  

اي نيست و اصولاً حجم محاسـبات و  هاي متوالي اصلاً كار عاقلانهگيريعددي بزرگ است، مشتق nام برخي توابع، خصوصاً وقتيnيي مشتق مرتبهبراي محاسبه
يك عمل منطقي است. خبُ راهكار چيست؟ تنها  ،ايهاي چهارگزينهاين موضوع نه در سؤالات پايان ترم دانشگاهي و نه در آزمون طلبد وزمان بسيار طولاني را مي

اول، دوم و سوم را حساب كنيم و سپس سعي كنيم قانون حـاكم بـين مرتبـه و تغييـرات تـابع مشـتق را        هايتبهتوان داد اين است كه مشتق مرپيشنهادي كه مي
  كند.مي نص دهيم. مثال زير موضوع را كامل روشتشخي
 مشتق مرتبه  :20مثالnام تابعy

x


  را حساب كنيد. 1

 :اول، دوم و سوم را حساب كنيم: هتبهاي مر، ابتدا لازم است مشتقطور كه گفتيمهمان  پاسخ  
x xy ( ) , y ( ) , y ( )

x x x (x ) x x (x ) x x  
                     

2
1 2 3

2 2 1 1 2 2 3 2 1 3 2 4 3 1
1 1 1 1 2 1 2 2 3 2 6 61 1 1    

)است. همچنين تـوان » 1مرتبه مشتق« صورتبهدر مخرج كسر  xدر مخرج ارتباط دارد؛ يعني توانxي مشتق، با توانتوان گفت مرتبهجا ميخبُ تا اين )1    نيـز بـا
)مرتبط است. به اين شكل كه تواني مشتق مرتبه )1 توان كشف كرد!؟ با نگاهي به مشتقات اول و دوم دقيقاً برابر با مرتبه مشتق است. اما در صورت كسر چه ارتباطي مي

كسرِ مشتقِ مرتبه سوم متوجه اين تصور غلط خواهيد شد! دنبـال   صورتبهممكن است خيلي ذوق زده بگوييد؛ مرتبه مشتق، دقيقاً در صورت كسر وجود دارد! اما با نگاهي 
بنويسـيم و   3!صـورت بـه را  6هاي مرتبه اول و دوم هم برقرار است، اين است كـه  ترين ارتباط كه در مشتقباشيد. منطقي 6(مرتبه مشتق) و عدد  3يك ارتباط بين عدد 

   .)بنويسيد 2!صورتبهرا  yدر 2و عدد  1!صورتبهرا  yدر 1در صورت كسر قرار دارد (عدد » عدد مرتبه مشتق يلفاكتور«، بگوييم در تمام اين سه مشتق
  زير است:  صورتبهام nبنابراين مشتق مرتبه

n(n)
n

n!
y (x) ( )

x 
 

1
1

¢Tz¶ Á¾LUo¶

¢Tz¶ Á¾LUo¶

¢Tz¶ Á¾LUo¶ ®Än¼T¨I 

  
  

 مشتق مرتبه دهم تابع  :21مثالxy e   كدام است؟ 3
1(xe3 2(xe31 3(x(e )3 1  4 (xe1 33   
 :به روند زير توجه كنيد: .باشدآوردن مشتق مراتب بالاتر مهم است، حدس زدن مي بدستآن چيزي كه در »  4«گزينه  پاسخ  

x ( ) x ( ) x x ( ) x xy e y e , y e e , y e e        3 1 1 3 2 3 2 3 3 2 3 3 33 3 3 3 3 3 3  
تـوان حـدس زد،   به توان همان مرتبه رسيده است. پس به راحتي مـي  3دد ي مشتق، عها وجود دارد و به نسبت مرتبهدر تمام مشتق xe3بينيد،طور كه ميهمان

)مشتق مرتبه دهم به شكل ) xy e1 1 33  1خواهد بود و ديگر لازم نيست .بار مشتق بگيريم  
  

 مشتق دهم تابع با ضابطه :22مثالf (x) xsin x  كدام است؟  
1(x sin x cos x1  2(cos x x sin x1  3(x x sin x1  4 (sin x x cos x  

    : ي زوج هـاي مرتبـه  بهتر است به مشتق ،خواهيمبا توجه به آن كه مشتق دهم را مي  »2«گزينه پاسخ
cosي زوج جملات ظاهر شده عبارتند ازهاي مرتبه. در مشتقتوجه كنيم x وx sin xآن ها يكـي در  . علامت

xميان عوض شده است. مثلاً در مشتق دوم sin x داريم و در مشتق چهارمx sin x.  اگر به همين ترتيب
xدر مشتق دهم بايد ،ادامه دهيم sin x يداشته باشيم. حالا به جملهcos x    دقت كنيد. ضريب ايـن جملـه

cosشود. در مشتق دوم،علاوه بر تغيير علامت، هر بار دو برابر مي x2   داريم. در مشـتق چهـارم cos x4 ،
cos پس در مشتق ششم x6 خواهيم داشت و به همين ترتيب در مشتق دهم بايدcos x1  ؛داشته باشـيم 

)پس )y cos x x sin x 1 1  است.  

( )

( )

( )

( )

y sin x x cos x

y cos x xsin x
y xsin x

y sin x x cos x

y cos x xsin x

  

    

  


  

1

2

3

4

2
3
4

 

  شوند كه در صفحات بعدي توضيح خواهيم داد.نيتز محاسبه ميبارت هستند با دستور لايبضرب دو عها كه حاصلگونه مشتقالبته اينتوجه: 
  

 ي مشتقروش كلي براي محاسبه روش مبتني بر پيدا كردن ارتباط بين مشتقات، يك  :7تذكرnد در برخـي  باشد، اما ممكن اسـت ايـن فرآين ـ  ام توابع مي
ام توابع معـروف را  nي مشتق و تابع مشتق سخت باشد. براي همين فرمول مشتقتر تشخيص ارتباط بين مرتبهتر توأم باشد و از آن مهمتوابع با محاسبات پيچيده

  .)ها حفظ كنند!عشقِ فرمول( كنيمبندي كرده و ارائه ميدسته به شكل زير
axام تابع هموگرافيك به شكل كليn) مشتق1 by

cx d





 (ad bc) صورتبهn
ad bc

(cx d) 


 1.(n) ny n! ( c)      باشد.مي 1

 مشتق مرتبه دهم تابع :23مثالxy
x





3 1
2 xبه ازاي 1  

3
  ؟كدام است 2

1 (( !)
1 14   2 (( !)1 14   3 (( !)1 12   4 (( !)

1 12   
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نيتز فرمول لايب  
  

  :آيدمي بدستاز فرمول زير  uvبراي امnمشتق مرتبه گاهآنباشند،  xمتغير ام برحسبnپذير از مرتبهتوابعي مشتق ،vو uاگر
n

( ) (n) ( ) (n ) (n) ( )
n

n n nd (uv) u v u v u v
ndx

     
        
     

1 1
1

 


  

  توان نوشت:مي مقابل صورتبهكه به طور خلاصه آن را 
n n

(k) (n k)
n

k

nd (uv) u v
kdx





 
  

 



  

nصورتبهرا  nاز rتركيبيادآوري: 
r
 
 
 

!nدهيم و حاصل آن برابر بانمايش مي 
r!(n r)!

  است. 

از  vاز صـفر و مرتبـه مشـتق بـراي     uبـراي  ،مرتبه مشتق ،uvدر عبارت شامل گيريم؛وقتي مشتق مي اين است كه نيتزلايبيك روش براي حفظ كردن فرمول 
شود و به همين ترتيب يك واحد كم مي vيك واحد اضافه و از مرتبه مشتق uشود و جمله به جمله به مرتبه مشتقآن هستيم، شروع مي مرتبه مشتقي كه دنبال

همـواره   uvطـور در ضـريب عبـارت   برابـر بـا صـفر شـود. همـين      vو مرتبـه مشـتق  برابـر بـا مرتبـه مشـتق خواسـته شـده        uدهيم تـا مرتبـه مشـتق   ادامه مي
تركيب 

¢Tz¶ ¾LUo¶ شود.مرتبه مشتق تغيير كند، در هر جمله يك واحد به قسمت پاييني اضافه مي كهايني اول داريم و بدون را براي جمله  

 مشتق مرتبه دهم :32مثالxy (x x )e  3 xدر 1   كدام است؟  
1(72 2(731 3(719 4 (729  
  : دهيمقرار مي  »2«گزينه پاسخu x x  3 xvو 1 eداريم ، در اين صورت:  

( ) (k) ( k) x x x x

k
y u v (x x )e ( x )e ( x)e ( )e

k




         
                    

         

11 1 3 21 1 1 1 11 3 1 6 61 2 3


 



    
   


  

( ) ! ! ! !y ( ) e e ( ) e
!( )! !( )! !( )! !( )!

              
   

1 1 1 1 1 6 1 1 72 7311 1 1 1 2 1 2 3 1 3
          

     
  

uي چهارم به بعد مشتقدر اين مثال، از جمله x x  3   است. xeاز هر مرتبه xeهمچنين دقت كنيد كه مشتق .شودبرابر صفر مي 1
  

 مشتق مرتبه پنجم تابع :33مثالy x sinx   )ardvHarدانشگاه  عمومي (از سؤالات رياضي  كدام است؟ 2
1(x sin x x sin x cos x 2 1 2  2(x cos x x sin x cos x 2 1 2   
3(x sin x x sin x cos x 2 1 2  4(x cos x x sin x cos x 2 1 2  

 :دهيمابتدا قرار مي» 2«گزينه  پاسخu x vو2 sin x در اين صورت واضح است كه به ازايk  u(k)مقدار 2   داريم شود. بنابراينمي:  
( ) (k) ( k)

k
y u v x (cos x) ( x) (sin x) ( ) ( cos x) x cos x xsin x cos x

k




       
              

       

55 5 2 25 5 5 52 2 1 21 2

 


    

cos،در محاسبات فوق x مشتق مرتبه پنجم ،ي اولدر جملهv sin x باشد، همچنينميsin x مشتق مرتبه چهارم ،ي دومدر جملهv sin x خره در و بالأ
cosي سومجمله x مشتق مرتبه سومv sin x باشد.مي  

مشتق گيري ضمني   
  

آوردن يكي برحسب ديگري، كار راحتي اسـت. در واقـع همـان معـادلاتي كـه       بدستها، هستند. در بعضي از آن yو xغيرشماري وجود دارند كه شامل دو متمعادلات بي
بيان كند، به آساني پيدا كرد. مثلاً  xرا برحسب yكه مثلاً توان فرمول صريحيها نميي اين موارد بودند. اما در برخي از آنها را محاسبه كرديم، از جملهتاكنون مشتق آن

xيبه معادله xy y  2 3 ي درجه سـوم را  بيان كند، آسان نيست؛ چون بايد يك معادله xرا بر حسب yتوجه كنيد؛ در اين معادله پيدا كردن فرمول صريحي كه 1
xyحل كنيم. به عنوان يك مثال ديگر توجه كنيد كه اوضاع در برخي معادلات مثل yبرحسب sin y x  2 توان شود! چون در اين مثال اساساً نميتر هم ميوخيم 1

  جـواب ايـن سـؤال، اسـتفاده از     » حسـاب كنـيم؟   چطـور گونـه توابـع، مشـتق را    در ايـن « آيد، اين اسـت كـه:  آورد! سؤالي كه پيش مي بدست xبفرمول صريحي برحس
را به يك طرف تساوي آورده و مساوي صـفر قـرار دهـيم. يعنـي بـه      و اعداد ثابت  yوxاملشاي ي دو متغيرهاست. فرض كنيم تمام اجزاي معادله» گيري ضمنيمشتق«

fحالت (x, y)   برسيم؛ در اين صورتxy يعني مشتق)y نسبت بهxآيدمي بدستي زير ) از رابطه:  
x

x
y

fy
f


    


 

xيبراي معادله yبراي مثال، y x  3 3 3 دانـيم مشـتقش صـفر    عددي ثابت است (كه ميyشود؛ بايد در صورت كسر فرض كنيمحساب مي صورتاين به 1
دانـيم مشـتقش صـفر اسـت) و مشـتق      عددي ثابت است (كه مـي xرا حساب كنيم و به همين ترتيب براي مخرج كسر بايد فرض كنيمxاست) و مشتق نسبت به

مشتق عدد ثابت هم صفر است  ،)xعدد ثابت فرض شود و چه yرا حساب كنيم. توجه داشته باشيد كه چه در صورت و چه در مخرج كسر (يعني چه yنسبت به
  توانستيم كلاً ننويسيم!ايم كه البته ميصفر قرار داده ،و ما براي نشان دادن اين موضوع به جاي مشتق عدد ثابت در مخرج و در صورت

  عددي ثابت باشدyكهاينبا فرض xنسبت به fمشتق
 عددي ثابت باشدxكهاينبا فرضyنسبت بهfمشتق
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x
x (x ) xf (x, y) x y x y

y y y
              

  

2 2 23 3
2 2 2

3 3 3 1 13 1
3 3
  

  
  

  هاي زير توجه كنيد:به مثال

   ( xy) y y xy) y x y xy y
x x x x

        
   

2
2 2

2 21 1
1 1

  

x
x

y

f ycos xy ysinxy ycos xy ysinxy) y sin(xy) cos(xy) y
f x cos xy xsinxy x cos xy xsinxy

                
2 1 1  

 كهاينفرض با  :34مثالy ي ازتابعx مشتق تابع ،استArctgy y x    كدام است؟   
1(y y   21  2(y y   21 3(y y   21  4 (y y   21  

  : 2«گزينه پاسخ«  yy y y
y y y

y y

          


 

2 2
2 2 2

2 2

1 1 1 1 1 11 1
1 1

  

  

 فرض كنيد  :35مثالy x x x    در اين صورتdy
dx

  دام است؟ك 

1 (
y 
1

2 1  2(
y


1

2 1   3 (
y 
1

2 1  4(
y


1

2 1   

 :رسانيم:مي 2ابتدا طرفين رابطه داده شده را به توان » 1«گزينه  پاسخ  

y x x x x y x y y x y y
y y



               
 

2 2 2 1 1
2 1 2 1     

  
  

 اگر  :36مثالx y
y

y
y

 





1
1

1


dyگاهآن، 
dx

  نهايت ادامه دارد.)طور تا بيها همينكدام است؟ (جمله 

1 (x y
x
2   2 (y x

x
2  3 (x y

y
2  4 (y x

y
2  

 :ابتدا به عبارت توجه كنيد؛ عبارت داده شده در مخرج كسر همان»  1«گزينه   پاسخx .است  

x

x dy x y x yx y x y x xy x xy
x dx x x

y
y

y


 
               







2 21 1 2 21 1
1

1





Â¹μ† ÁoÃ¬¢Tz¶ pH ½jIŸTwHnjJo†¸Ã o‡

  

 اگر  :37مثال(cos x)(cosx)y (cosx)


dyمقدار گاهآن، 
dx

  مثبت است) cosxنهايت ادامه دارد وها در توان تا بيجمله(ا حساب كنيد. ر 

 :تابعي تواني برحسب كهاينبا توجه به   پاسخx داريم، ابتدا از طرفينLn د تمام عباراتي كه در توان هسـتند، پـس از  گيريم. دقت كنيميLn    گـرفتن بـه

cos  شوند:منتقل مي Lnپشت x cos xcos x cos xLny Ln cos x Lny cos x Ln cos x   
 

  
Lny  است، لذا داريم: yهمان Lnخبُ عبارت پشت yLn cos x Lny yLn cos x      

  گيري ضمني داريم:حالا با استفاده از مشتق
sin x ydy y tgxcos x

dx yLn cos xLn cos x
y


   



2

1 1  

  

تابع  yمتغير است و xتوانيم بگوييمرا ثابت فرض كنيم، مي yرا ثابت و بار ديگر xباريك كهايندر برخي مسائل بدون توجه به فرمول و بدون  :4نكته 
  كه ابتدا حل كرديم، داريم: ايمسألهبناميم. مثلاً در  yرا yمشتق بگيريم و مشتق xآن و برحسب

xx y x x y y x y y y y x y
y
                    

233 3 2 2 2 2 2 2
2

13 1 3 3 3 1 1  ´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶ oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ  

  تر كند.و بالاتر توابع ضمني كاربرد دارد و شايد گاهي اوقات محاسبات را سادهاين روش بيشتر در محاسبات مشتقات مرتبه دوم 

  است. yهمان عبارت داده شده در صورت سؤال يعني  ،اين
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 از رابطه :42مثالxy x y  2 2 dمقدار 5 x
dy

2
)در نقطه 2 , )1   كدام است؟ 2

1 (17
2  2 (23

2  3 (31
4  4 (61

4  

  : ضمني، گيريابتدا با مشتق»  4«گزينه پاسخdx
dy

y  كنيم:را محاسبه مي 

x

fdx xy
dy f y x

 
   

 2
2 1

2
  

  است: yتابعي بر حسب xگيريم. دقت كنيد كه در اين مثال، بر خلاف هميشهبار ديگر از طرفين مشتق ميحالا يك
d x [x y x ][y x] [ y x ][ xy ]
dy (y x)

      
 



2 2

2 2 2
2 1 2 2 2 2 1

2
  

,x)ي بيشتر نداريم. با جايگذارينيازي به محاسبه y) ( , ) 1 dxدر مشتقِ اول داريم: 2
dy


   


4 1 5
4 2 xپس 2   5

است. حالا با جايگذاري اين مقادير در  2

d  مشتق دوم داريم: x [ ][ ] [ ][ ]
dy ( )

     
  



2

2 2
2 5 1 4 2 4 5 4 1 61

44 2
  

  

 از رابطه :43مثالyx
y




2

dمقدار 2 y
dx

2
yدر نقطه 2    كدام است؟ 1

1 (
8
9  2 (

8
27  3 (4

9  4 (
4

27  

  : 2«گزينه پاسخ   «  y dx y( y) ( )(y ) y yx
y dy ( y) ( y)

   
   

  

2 2 2

2 2
2 2 1 4

2 2 2
  

dy ( y) d y ( y)( y )( y y ) ( y yy ) ( y)y
dx y y dx ( y y )

             
 

2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 4 4 2 2

4 4
  

)از طرفي چون y)y
y y
 


2

2
2

4
yلذا به ازاي ، 1،( )y ( )   

 

2
2

2 1 11 34 1 1
  داريم:y، با جايگذاري اين مقدار در ضابطه

[ ( )( )( )] [( ( ) ( ))( ) ]d yy ( ) ( )
dx ( )

           
      

 

2 22
2 2 2 2

1 1 1 2 82 2 1 4 1 1 4 2 1 2 1 2 83 3 3 3 31 1 9 274 1 1 3
  

  

 يگيري ضمني بعضاً ممكن است نتايج غلطي به بار آورد! مثلاً فرض كنيد معادلهاستفاده ناشيانه از فرمول مشتق  :8تذكرx y  2 2 را داده باشـند و   1

xاز ما بخواهند مشتق بگيريم. اگر ما به راحتي بنويسيم:
x xy
y y

    
2
تـوان از آن  رد! پس نمياصلاً وجود خارجي ندا ايمنحنيايم! چون چنين ، اشتباه كرده2

   .ي داده شده، مجموع يك عبارت مثبت در سمت چپ، برابر با عددي منفي شده است!)(در معادله مشتق گرفت

 با توجه به معادله :44مثالx y x y 4 4 2   شود؟دام گزاره حاصل ميك 2

1( x xyy
x y y

 


3 2

2 3
2

2
  2( x xyy

x y y
 


3 2

2 3
2

2
  3( xy xy

y x y
 


2 3

3 2
2

2
  مشتق وجود ندارد.  )4  

  : رو هستيم!؟گيري ضمني خيلي ساده روبهبا يك مشتق  »4«گزينه پاسخ  
x xy x xyx y x y x y x y y y
y yx y x y

             
 

3 2 3 2
4 4 2 2 4 4 2 2

3 2 3 2
4 2 2
4 2 2

  

)كند، نقطهاي كه در معادله منحني صدق مينتخاب نكرده باشيد! چرا كه تنها نقطه) را ا3اميدوارم گزينه ( , ) است، يعنيx y    و تابع در اين نقطه نيز
 سؤالباشد كه در مورد رابطه داده شده در صورت  گيري آن است كه تابع در يك همسايگي نقطه مربوطه تعريف شدهزيرا شرط لازم براي مشتق ،پذير نيستمشتق

)يهنقط , )  باشد.تنها مي يهيك نقط  
  

fيمعادله xبه yو yبه xهرگاه با تبديل :6نكته  (x , y) تغييري نكند، يعنيf (x , y) f (y , x) شود كهمعلوم ميyf  با تبديلx بهy وy بهx 

xfيدر ضابطه  آيد. مثلاً وقتيمي بدستf (x , y) Ln(x xy y )  2 xدانـيم باشد، مي 2
x yf

x xy y
 

 2 2
را بـه يكـديگر    yو xحـالا در همـين كسـر،    2

yكنيم ول ميتبدي
y xf

y yx x
 

 2 2
a)ي مهم دارد. در نقاطي كه به صورتآيد. اين موضوع يك نتيجهمي بدست 2 ,a) يباشند مثل نقطه( , )1 )يا 1 , ) 2 2 

xخواهيم داشت: yf (a ,a) f (a ,a) .  
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 اگر :84مثالy x x    كدام است؟ x2به تغييرات y2، نسبت تغييرات2
1(x 22 1  2 (x x22 3 3(x x 21 2 3  4 (x x 21 2 2  
 :ابتدا»  3«گزينه  پاسخy2 كنيم:را به شكل مقابل حساب مي  y (x x ) x x x    2 2 2 4 32  

fبا در نظر گرفتن (x) x x x  2 4 g(x)و 32 x f  داريم: 2 '(x) x x x x x x x x
g '(x) x x x x

 
       

3 2 3 2
22 4 6 2 4 6 1 2 32 2 2   نسبت تغييرات  2

  

 اگر :85مثالx y y 3، نسبت تغييرy به تغييرx 5 xدر نقطه6    كدام است؟ 2
1(/ 3 2(/ 4 3(/ 5 4( / 6  

  : اگر فرض كنيم  »2«گزينه پاسخg(x) x 5 xبه yنسبت تغيير گاهآن ،6 5 xبرابر 6

x

y
g



  پس داريم: ؛شودتعريف مي 

xg(x) x g (x)
x

    


5 5 525 6 82 5 6 2 16
  

xبا توجه به رابطه گاهآنرا حساب كرده و  yxبهتر است xyاز طرفي براي محاسبه
y

y
x

 

  را معلوم كنيم: xyمقدار 1

y xx y y x y y
y

       


3 2
2
13 1

3 1
  

/  

1
84 45 2

8




xنسبت تغييرات 
xx y y y y y y

( )
           


23 3

2
1 12 1 43 1 1

  

چند نكته تكميلي در مورد مشتق  
  

  تابعي زوج است. ،پذيرمشتق پذير، تابعي فرد و مشتق يك تابع فرد ومشتق تابع زوج و مشتق )1
 اگر :86مثالf (x) xsinx وg(x) log( x x )  22 4   هاي زير درست است؟يك از گزينهكدام گاهآن 1

1(f (x)تابعي فرد وg (x) 2 .تابعي زوج است(f (x) تابعي فرد وg (x)نيز تابعي فرد است.  
3(f (x)تابعي زوج وg (x) .4 تابعي فرد است(f (x) تابعي زوج وg (x).نيز تابعي زوج است  
 : 1«گزينه  پاسخ «f (x) تابعي زوج وg(x) تابعي فرد است بنابراين مشتقf (x) تابعي فرد و مشتقg(x) .تابعي زوج است  

  
 ي يازدهم تابعمشتق مرتبه  :87مثالy

x


2
16

4
xيدر نقطه    كدام است؟  

1 (!
 12

11
2

  2 (!
 1

11
2 

  3 ( 12
1

2
  4 (  

 :تابع»  4«گزينه  پاسخy(x) زوج است، بنابراينy (x) ،فرد استy (x) ي فرد هاي مرتبهزوج هستند و مشتقي زوج آن، هاي مرتبهزوج است و به همين ترتيب مشتق
)آن، فرد هستند. پس )y (x)11 دانيم كه هر تابع فرد كه درتابعي فرد است. از طرفي ميx   صفر است. پس شتعريف شده باشد، در اين نقطه مقدار ( )y ( ) 11   است .  

 
 88مثال: f (x) كه فرض كنيد پذير است.تابعي زوج و در هر عدد حقيقي مشتقf ( ) 1 و 2

x

[f (x)] [f ( )]lim
x






1396 1396
13961

1 2
1

مقـدار   در اين صـورت  

 حد
x

[f (x)] [f ( )]lim
x x

 



1395 1395
1395 13961

  كدام است؟ 1
1(2 1395  2( 2 1395 3( 2 1396  4 (2 1396  
 :شده را مطرحي براي راحتي بيشتر، حدها  »1«گزينه   پاسخAوB ناميم:مي  

x x

[f (x)] [f ( )] [f (x)] [f ( )]A lim ; B lim
x x x 

  
 

 

1396 1396 1395 1395

1396 1395 13961 1
1 1

1
  

بهمها فرم مهر دوي آن


  توانيم از قاعده هوپيتال استفاده كنيم:مي پسدارند،  

x

x x

[f (x)] f (x)A lim f ( ) f ( )
x

[f (x)] f (x) [f ( )] f ( )B lim lim [f ( )] f ( )
x x



 

 
 




         

1395 1395
13951

1394 1394 1394
1394 13951 1

1396 1 1
1396

1395 1395 1 1 1395 1 11395 13961395 1396
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fها،نكنيم. طبق آحالا به اطلاعات داده شده در صورت سؤال توجه مي ( ) 1 Aو 2    است. 2
A [f ( )] f ( ) [f ( )] f ( )      1395 13951 1 2 1 2 2 1 1  

fبه مقدار Bيبراي محاسبه ( )1 وf ( ) 1 .نياز داريمf (x) تابعي زوج است، در نتيجهf ( ) f ( ) 1 fپس 1 ( ) 1  ،شـود فـرد مـي   . مشتقِ تابع زوج، تابعي1
fبنابراين (x)  .پسفرد استf ( ) f ( )   1 fيعني 1 ( )   1     را حساب كنيم: Bتوانيم مقدار. حالا مي2

B [f ( )] f ( ) ( )          13941395 1 1 1395 1 2 2 1395  
  

f، ممكن است توابعنباشندپذير مشتق xدر نقطه gو fاگر توابع )2 g،f .g وfog درx مثال توابع پذير باشند. برايمشتقf (x) x و g(x) x 
xهيچ كدام در نقطه   پذير نيستند وليمشتقf .g x xدر 2  .مشتق دارد  
f)ناپذير باشد،مشتق يگرپذير و ديتوان گفت اگر يكي از توابع مشتقدر حالت كلي مي g) نخواهد بود.پذير قطعاً مشتق  

fپذير باشند،هر دو مشتق gو fاگر )3 g،f g وf .g پذيرند.نيز مشتق  
fبراي مثال دو تابع (x) وg(x) كه در نقطهراx   كه تابع  بينيمميپذيرند در نظر بگيريد، مشتقf g نيز درx   پذير است.مشتق  

x ; xx ; x x ; x
f (x) , g(x) (f g)(x) (f g)(x) x

x ; x x ; x x ; x

                
         

22 2

2 2 2
3 12 1

2 1 1
 

  
  

  باشد.ميT، متناوب با همان دوره تناوبTمشتق يك تابع متناوب با دوره تناوب )4

چه زماني لازم است از تعريف مشتق استفاده كنيم؟   
  

fيبراي محاسبه (x )  سر و در برخي سؤالات، توأم با محاسبات پيچيده است.  توانيم از تعريف مشتق استفاده كنيم. باهميشه ميوجود اين، واضح است كه اين كار پر درد
fتر است. براي مثال اگر در تابعتر و راحتسريع گيريدانيد استفاده از قواعد مشتقطور كه ميو همان (x) x fبخواهيم 2 ( ) ايرادي ندارد كـه از   ،را حساب كنيم 1

  تعريف مشتق استفاده كنيم:
x x x

f (x) f ( ) x (x )(x )f ( ) lim lim lim
x x x  

       
  

2

1 1 1
1 1 1 11 21 1 1  

fدانيم كه مشتق تابعگيري همه ميالبته با توجه به قواعد مشتق (x) x fصورتبه 2 (x) x  fاست و در نتيجـه  2 ( ) 1 نبـود بـا   خواهـد بـود. پـس لازم     2
  استفاده از تعريف مشتق وقت خود را تلف كنيم.

fشويم از طريق تعريف مشتق مقدارولي گاهي اوقات مجبور مي (x )   يدهد كه ضابطهآوريم. اين زماني رخ مي بدستراf (x) برايx x   ي آن در با ضـابطه

xاحينو x  وx x  يكسان نباشد. مثلاً به تابعx cos ; x
f (x) x

; x

  
 

2 1 

 
fخـواهيم توجه كنيد. مـي   (x) را درx         محاسـبه كنـيم. بـا دقـت بـه

fيضابطه (x) ي آن درشويم كه ضابطهجه ميمتوx   ي آن براي نقاطبا ضابطهx   وx     يعنـي همـان)x     ي) فـرق دارد. در خـود نقطـه x   

fداريم ( )  ، اما برايx   وx   يعني)x  داريم (f (x) x cos
x

 2 fيدهد كه براي محاسـبه اين نشان مي .1 ( )       حـق نـداريم از قواعـد معمـولي

  از طريق تعريف مشتق مقدار آن را تعيين كنيم.گيري استفاده كنيم بلكه بايد مشتق
x x x

x cosf (x) f ( ) xf ( ) lim lim lim x cos
x x x  

    


2 1
1

  

 


  

cosي اين حد دقت كنيد كهدر محاسبه
x
+ قـرار دارد) و از طرفـي  1تا  -1دار است (چون بين كران 1

x
lim x





      هـا  ضـرب آن اسـت؛ بـه همـين خـاطر حاصـل

xيعني cos
x
)cosرود. (هرگاهبه سمت صفر مي 1 ) ياsin( )    به وجود آيد حد وجود ندارد؛ مگر آن كه يك عامل صفرشونده در اين جملات ضـرب شـده

)cosباشد كه فرم ) ياsin( ) (پس با استفاده از تعريف مشتق متوجه شديم كه را ايجاد كندf ( )   .است  

 در تابع  :89مثال
x x ; x

f (x) ; x
x x ; x

    


 
   

1 2
4 2

2
fمقدار  ( ) كدام است؟ ( 2   (.نماد جزء صحيح است  

1 (f ( ) 2 1  2 (f ( ) 2 4  3 (f ( ) 2 2  4 (f (x) درx    پذير نيست.مشتق 2
 :ابتدا از پيوستگي » 3«گزينه   پاسخf (x) درx  fكنـيم: اطمينان پيـدا مـي   2 ( )     2 2 2 1 4،f ( ) 2 4،f ( )    2 2 2  در fپـس  4

x  fخواهيمميپيوسته است. حالا  2 ( ) fاما تابع ،آوريم بدسترا  2 (x) درx  xو 2  xو 2  ي يكساني ندارد. پس مجبوريم از تعريـف مشـتق   ضابطه 2

  استفاده كنيم:
x

f (x) f ( )f ( ) lim
x

 
2

22 2   
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x ; x
f (x) ; x

x ; x


  
 

2

2


 


  

fايحالا تابع سه ضابطه (x) در را خواهيم مشتق آنرا در اختيار داريم. ميx  ، يعنيf ( )  ز تعريف مشتق استفاده كنيم:را محاسبه كنيم. بايد ا  

x x

f (x) f ( ) f (x)f ( ) lim lim
x x 

    
 




  
xجا هم اگردر اين   گاهآن ،باشدf (x) x  xاست و اگر 2   گاهآن ،باشدf (x) x  2 شود. پس داريم:مي  

f ( ) وجود ندارد .x

x

xf ( ) lim
x

xf ( ) lim
x













         


2 2

2 2







  

fطور كه در مثال بالا متوجه شديد، پيوسته بودنِهمانتذكر:  (x) درx  دليلِ وجود ،f ( )  گاه نبايد از شود. در واقع اين موضوعي بديهي است كه هيچنمي
  يوسته بودن يك تابع، وجود مشتقِ آن را نتيجه بگيريم.پ

  

  

 اگر  :(سخت) 94مثالx ; x
xLnf (x)

; x

    
 

1 1
2 2 1

1
2




fمقدار گاهآن،  ( )  از سؤالات رياضي عمومي دانشگاه    كدام است؟)MIT(  

1 (Ln( ) 22
12  2 (Ln


2

12  3 (Ln2
  )  وجود ندارد.4  12

   :در  »2«گزينه پاسخx   يضابطهf (x) :عوض شده است، بنابراين لازم است از تعريف مشتق استفاده كنيم  

  
x xx

xx x x

f (x) f ( ) ( ) xLn xLn ( )xLnf ( ) lim lim lim
x x x Ln ( )  


  

 
       
 2

1 1 1
2 2 1 2 2 2 2 12 22 1

2 2 2 1
  

هماين حد فرم مب


xكهاينرا داراست. با توجه به    ي مخرج است (در مخرج عواملِي چندگانهريشهxx.x.( )2 xرا داريم كه هر سه عامل در 1   صفر
بـري اسـت. بـه همـين علـت از بسـط       ي هوپيتال دارد كه قطعاً كار مشـكل و زمـان  به استفاده مكرر از قاعده احتياجتوان حدس زد كه محاسبه حد مي ،شوند)مي
  :كنيدبه اين صورت استفاده  xeلورنمكاز بسط  توانيددانيد، ايرادي ندارد! مييرا نم x2لورنتر شوند. اگر بسط مكگيريم تا محاسبات سادهكمك مي x2لورنِمك

xx Ln xLn (xLn )e e xLn
!

     
2

2 2 22 1 2 2   
tضمناً با تغيير متغير xLn xنويسيم، چونتر ميعبارات را ساده 2  پس ،t   :  

t t

t t t t t t(t ) t t(t ) t t
! ! ! !f ( ) lim f ( ) lim

t tt (t ) (t )
Ln Ln

 

            
   

   

2 3 4 2 3 4 3 4

2 42 3

1 12 22 3 4 2 3 4 6 12
2 2

2 2 2 2
 

  
 

 

RILwId¶ ³I\ºH  

tاكنون چون   ، اي كه در صورت و مخرج داريمكنيم. كوچكترين درجهاز قانون كمترين درجه استفاده ميلذاt3 :است. بنابراين داريم  

t

t Lnf ( ) lim
t

Ln






   

3

3

1
26

2 12
2

  

aبررسي توابعي به فرم كلي  
b
cf (x)sin

g (x)
a و

b
cf (x)cos

g (x)
) aو b   ( 

  
aتوابع به فرم

b
cf (x)sin

g (x)
aو 

b
cf (x)cos

g (x)
هاي مختلف قرار دارنـد. در ايـن قسـمت    هايي كه دارند مورد توجه طراحان سؤال در آزمونبه علت ويژگي 

بتـوانيم پيوسـته بـودن،     bو aرسيم كه با توجه به اعـداد ثابـت  بندي ميكنيم و در پايان به يك جمعمفهومي و گام به گام اين توابع را بررسي مي صورتبهابتدا 
  ها را تشخيص دهيم.هاي آنپذير بودن و ساير ويژگيمشتق

sinها و توابعايدانيم كه چندجملهمي x وcos x بعي مانندپذيرند. بنابراين تاهمواره پيوسته و مشتقy x cos x 3 پـذير اسـت. امـا    جا پيوسته و مشـتق همه 2

bاگر   وa باشد، تابع دلخواهa
b

cy x cos
x

 درx   تعريف شده نيست. فرض كنيد مقدار تابع درx    جداگانـه تعريـف كنـيم. در ايـن      صـورت بـه را

يصورت به تابع دو ضابطه
a

b
cx cos ; x

f (x) x
; x

  
 



 
xپذير بودن آن دررسيم كه پيوسته بودن يا مشتقمي        نياز به بررسـي دارد. اگـر بـه جـايx  از
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  خلاصه بيان كنيم: صورتبههاي توابع به فرم زير را پذير بودن و ساير ويژگيخواهيم شرط لازم و كافي براي پيوسته بودن، مشتقميبندي: جمع
a a

b b
c c| x x | sin ; x x | x x | cos ; x x

f (x) f (x)| x x | | x x |
; x x ; x x

        
   

   
 

  
IÄ  

bدر اين توابع حتماً   زيرا اگر ؛استb منفي باشد با يك تابع معمولي كه درx ماند.پذير است سر و كار داريم و چيزي براي بررسي باقي نميپيوسته و مشتق  
  ين نتايج مشابه هم هستند:همچنين توابع سينوس و كسينوس در ا .وجود يا عدم وجود قدرمطلق تأثيري بر جواب ما ندارد

aام وجود داشته باشد:            kشرط آن مشتقِالف)                                                        k( b) b  1  
aام پيوسته باشد:                      kمشتق كهآنشرط ب)                                                        k( b) 1  
aدار باشد:                      ام كرانkمشتق كهآنشرط ج)                                                        k( b) 1  

kروابط (ب) و (ج) اگر در   دار بودنِقرار دهيد شرط پيوسته بودن و كرانf (x)  آيد. در واقع مشتقِ صفرم، يعني خود تابعمي بدستهمf (x).  

 صورتبهتوابعي كه  در :9تذكر
cf (x)sin ; x x

h(x) g (x)
; x x




  
 




در  h(x)هـاي پذير بودن و سـاير ويژگـي  ند، براي بررسي پيوسته بودن، مشتقهست 

xينقطه x  ها استفاده كنيم و عاملارزيبهترين كار آن است كه از تجزيه يا هم(x x )   .توان اين عامل در توانيم با دقت بهمي گاهآنرا ايجاد كنيمf (x) و g(x)  از

بندي فوق استفاده كرده و مسأله را به سرعت حل كنـيم. بـراي مثـال بـه تـابع      همان جمع
(x x ) cos ; x

h(x) sin (x )
; x

    
 

2 3
2

12 1 1
1

1
توجـه كنيـد.    

xخواهيم درمي 1 هايويژگيh(x)  .دررا بررسي كنيمx 1  ارزي تـوانيم از هـم  مـيsin(x ) x 1 1    اسـتفاده كنـيم. بنـابراينsin (x ) (x ) 2 21 1 .
x):همچنـــين بـــا توجـــه بـــه اتحـــاد داريـــم x ) (x )   2 22 1 x)پـــس ،1 x ) (x )   2 3 62 1  صـــورترا بـــه h(x)تـــوانيممـــي اســـت. پـــس 1

(x ) cos ; x
h(x) (x )

; x

   
 

6
2

11 1
1

1
aگيريم؛ در اين مثالبندي بالا كمك ميبنويسيم. حالا از جمع   bو 6  كنيد؛ طور كه ملاحظه مياست. همان 2

aهاينامساوي ( b) b   1 aو 1 ( b)  1 hبرقرارند، پـس  1 (x) درx 1     موجـود و پيوسـته اسـت. نامسـاويa ( b) b   2 هـم برقـرار اسـت،     1
hپس ( ) aوجود دارد. اما نامساوي  1 ( b)  2 hبرقرار نيست؛ پس 1 (x) درx 1 .ناپيوسته است  

 در مورد تابع  :96مثال(x sinx) cos ; x
h(x) x

; x

   
 

2
4
1



 
  كدام گزينه صحيح است؟ 

1(h (x)درx   .2 موجود است، اما پيوسته نيست(h (x) درx   پيوسته است، اماh (x) درx   .وجود ندارد  
3(h (x)درx   .4 وجود دارد، اما ناپيوسته است(h (x) درx   دار است.پيوسته و كران  

 :در مورد تابع  »2«گزينه   پاسخx sin x دانـيم كـه  ارزي استفاده كنيم. ميتوانيم از همميxsin x x
!


3

3 بنـابراين ،xx sin x
3

6    اسـت. پـس
  را به اين شكل بنويسيم: h(x)توانيممي

  ( x ) cos ; x x cos ; x
h(x) h(x)x x

; x ; x

      
   

3 2 6
4 4

1 1 1 1
6 36 

   

   

aبندي گفتيم، در اين سؤالپس با توجه به مطالبي كه در جمع  bو 6  kاست. به ازاي 4 1هاي زير همه برقرار هستند:، نامساوي    
a ( b) , a ( b) , a ( b) b         1 1 1 1 1 1  

hپس (x) درx   براي تحقيق در مورد .دار استموجود، پيوسته و كرانh ( )  ها به ازايبايد همين نامساويk    برقرار باشند: 2
a ( b) , a ( b) , a ( b) b         2 1 2 1 2 1  

aدر اين مثال  bو 6  aاست پس نامساوي 4 ( b) b   2 hبرقرار نيست، يعني 1 ( )  صحيح است.2ي (اصلاً وجود ندارد. بنابراين گزينه (  
  

 تابع  :97مثالf (x) :با اين ضابطه داده شده استx sin (x ) sin( ) ; x ,
f (x) x x

; x ,

     
 

2 31 11
1



 
  كدام گزينه صحيح است؟ 

  )Berkely(از سؤالات رياضي عمومي دانشگاه 
f) تابع1 درx   وx 1 .تابع2 موجود و پيوسته است (fدرx   وx 1 پذير نيست.مشتق  
fپذير است، امادر هر عدد حقيقي مشتقf) تابع3 درx  .ابع) ت4 پيوسته نيستfپذير است، امادر هر عدد حقيقي مشتقf  درx 1 .پيوسته نيست 

 :اين تابع مجموعي از دو تابع  »3«گزينه   پاسخx sin
x
2 و(x ) sin( )

x





31 xاست كه اولي در 1       نيـاز بـه بررسـي دارد و دومـي درx 1   بايـد
fهـا در مـورد وجـود يـا پيوسـته بـودن      ي گزينـه بررسي شود. همـه  (x)      هسـتند، پـس بـا در نظـر گـرفتنk 1    يمكن ـكـار را آغـاز مـي    ،و مـرور ايـن نتـايج. 
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 3روز است. 64/3كند، ي راديواكتيو كه از قانون زوال مواد راديواكتيو پيروي ميعمر يك مادهنيمه :4مثال  .گرم از اين ماده داده شده است  
    كدام عبارت صحيح است؟ گاهآنروز باشد  82/1مانده پس از باقي جرم ،mاگر 

1(m  m)3 ت.گرم اس255دقيقاmً) مقدار2  گرم است. 225  15دقيقاً m) مقدار4  گرم است. 225  .گرم است  
 :دفرض كني  »1«گزينه   پاسخm(t) مانده از اين ماده پس ازجرم باقيt مدانيروز باشد. ميktm(t) m( )e (گـرم)  . طبق صورت سؤالm( )  3   .

Ln  كنيم:نيمه عمر اين ماده استفاده مي از kبراي تعيين مقدار LnT / / k
k /

      
2 23 64 3 64 3     (نيمه عمر) 64

)mبا جايگذاري ) وk در فرمولm(t) خواهيم داشت:
Ln tkt /m(t) m( )e m(t) e


  

2
3 643  . به ازايt /1   داريم: 82

Ln Ln/
/m( / ) e e

  
 

2 21 823 64 21 82 3 3     

Lneدانيم كهمي 2 در نتيجه، 2
Ln

e
 

 
2 1

2 2 12
2

)m  است:  / )     
1 3 3 21 82 3 15 222 2

       

2/جا كهاز آن 1 4، :داريم  m( / ) /  1 82 15 1 4 21 225    
  

 در هزار اين جمعيت است. اگر اين نسبت دائماً برقرار باشد، با گذشت چند  21در هزار و نسبت متولدين،  9نسبت درگذشتگان يك جمعيت   :5مثال
Ln)شود؟ معيت دو برابر ميسال اين ج / )2 69    

1(46 2(52 3(5/52 4 (5/57  
 :ها در آن جمعيت است. ميزان افزايش جمعيت برابر با اختلاف تولدها و فوت  »4«گزينه   پاسخ  

kنرخ تولد در اين جمعيت 1
21

1   آن و نرخ فوت درk 2
9

1   پس اين جمعيت در حال افزايش است و نرخ رشد آن برابر است با: .است  

k   
21 9 12

1 1 1        
  

)yاگر جمعيت اوليه را با ) پس از ،نشان دهيمt سال جمعيت برابر است باkty(t) y( )e فرض كنيد پس از .T     سال جمعيت دو برابر شـود در ايـن صـورت

kT  داريم: kT Ln Ln /y(T) y( ) y( )e y( ) e kT Ln T /
k /

           
2 2 692 2 2 2 57 512 12

1

  
 

  

    

Tبا گذشت / 57 LnTتوانستيم مستقيماً از فرمولاش خواهد رسيد. البته ميسال اين جمعيت به دو برابر مقدار اوليه 5
k


جواب برسيم. ولي ما سؤال هم به  2

  را كامل حل كرديم تا اگر فرمول يادتان نبود، روند كلي حل را بدانيد!

آهنگ هاي وابسته   
  

طالـب  م ،طراحـان انتخاب بيشترين  معمولاًاين درسنامه را آموزش دهيم. اگر قرار باشد از اين درسنامه سؤال طرح شود،  مطلب ترينخواهيم مهمدر اين قسمت مي
  .)شودها هر چند سال يكبار طرح مينيز سؤالاتي در آزمون »رشد و زوال«(هر چند از مبحث  قسمت خواهد بوداين 

ها نيز تـابعي از يـك متغيـر سـوم (معمـولاً زمـان) هسـتند. در        يك فرمول مرتبط هستند، هر دوي آن توسطعلاوه بر اين كه دو كميت مختلف با هم  ،در برخي سؤالات
اي پيـدا كنـيم كـه    گونه سؤالات روال كار اين است كه معادلهشود. براي حل اينآهنگ تغيير هريك از دو كميت نسبت به متغير سوم سؤال مي معمولاً ،نه سؤالاتگواين

رسـيم كـه   و به يك معادلـه مـي   ق بگيريمي زنجيري از دو طرف اين معادله نسبت به متغير سوم مشتكند و سپس با استفاده از قاعدهاين دو كميت را به هم مربوط مي
  :دهيمگونه سؤالات ارائه ميگيريم و در ادامه يك دستورالعمل براي حل ايندر مثال بعد اين روش را با هم ياد مي كند.هاي اصلي را به هم مرتبط ميآهنگ كميت

 كنيم. به طوري كه حجم آن با آهنگبالني كروي را از هوا پر مي  :6مثالcm( )
s

3
1  شود. وقتي كه قطر بالنزياد ميcm5  است، شعاع بالن با چه

  شود؟آهنگي بزرگ مي
 حجـم   كنيم. واضح استط ميانتخاب كرده و با يك فرمول اين دو كميت را به هم مرتب را ها نماد مناسبابتدا دو كميت اصلي را شناسايي و براي آن  :پاسخ

دانـيم  ه مـي چيسـت؟ هم ـ  rو v. اما ارتباط بـين كنندميتغيير  (t)كميت سومي به نام زمان اساس هر دو بر )rو به عبارت ديگر شعاع آن(و قطر آن  (v)نبال

vبا است حجم يك كره برابر r  34
    ).كنيمگيري زنجيري استفاده مي(از مشتق :گيريممي مشتق t. خبُ حالا از طرفين اين رابطه نسبت به3

dv dv dr dr. r ( )
dt dr dt dt

   24  

drما دنبال
dt

dr  داريم: هستيم، لذا  dv( )
dt dtr


 2
1

4
  

dvدانيماز صورت مسأله مي cm( )
dt s


3

1  وr cm dr  ، لذا داريم:25 cm cm( ) ( )
dt s s( )

  
 2

1 11 254 25
   
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دستورالعملِ حلِ مسائل آهنگ هاي وابسته   
  

  گام به گام انجام دهيد: صورتبهگونه سؤالات مراحل زير را براي حل اين
  . و ... براي زمان tبراي طول، Lبراي حجم، Vگذاري كنيد. سعي كنيد حروف اول متغيرها انتخاب شود. مثلاًابتدا مسأله را با دقت بخوانيد و متغيرها را با حروف نام اول:گام 

را بلـد باشـيد و يـا     معادلـه هستند. ممكـن اسـت   (معمولاً زمان) سوم  پارامتربنويسيد كه هر دو وابسته به  به هم مرتبط كميت اصليمل دو اي شامعادلهگام دوم: 
(معمـولاً  چهـارم  ها، وابسته به يك متغير در برخي سؤالات مثلاً سه متغير داشته باشيم كه هر سه تاي آن شايددلخواه برسيد.  معادلهمجبور باشيد با رسم شكل به 

 مورديكي را حذف كند (يعني يكي از آن سه  مورد،هندسي) باشيد كه از آن سه هاي با استفاده از فرمولاي (معمولاً دنبال رابطه ،گونه سؤالاتدر اين .باشندزمان) 
  .)مشخص كندرا برحسب دو متغير ديگر 

  .طور كه گفتيم معمولاً زمان است) مشتق زنجيري بگيريدها به آن وابسته هستند و همانتمام كميتاز طرفين معادله نسبت به متغير مستقل (متغيري كه  گام سوم:

  مفروضات مسأله را جايگزين كنيد و جواب مسأله را معين كنيد. ،ي آخردر مرحله گام چهارم:

 اي بر خمنقطه :7مثالy x2 شـود. در  واحد در ثانيه زياد مي 2از مبدأ مختصات در صفحه با آهنگ ثابت  r(t)اشكند كه فاصلهچنان حركت مي 3
dxباشد، مقدارمي 2اي كه نقطه متحرك داراي طول لحظه

dt
   چند واحد بر ثانيه است؟ 

1 (2  2 (3  3( 3
2  4 (2

2  

  : ي هر نقطه به مختصاتابتدا توجه كنيد كه فاصله  »3«گزينه پاسخ(x , y)، برابر باr x y 2 rيو به عبـارت ديگـر رابطـه    است 2 x y 2 2 را  2

drآهنگ افزايش فاصله، يعني .الا سؤال را خوب مطالعه كنيد. حداريم
dt

dxو مقدار واحد در ثانيه داده شده 2با  برابر 
dt

اي از ما خواسته شده است. پس بايد معادلـه 

rيبينيد بر اساس رابطهطور كه ميهمان يم.داشته باش xوrبين x y 2 2  يا rاضافي است! پس بايد آن را برحسب yيعني .داريم yو r،xاي بينمعادله 2
x در ابتداي سؤال .بنويسيمy برحسبx توان به جايپس مي ،داده شدهy2 در رابطهx3  رابطه به شكلبنابراين قرار داد و r x x 2 2 شـود.  تبـديل مـي   3

dr  شده است و بنابراين داريم: tگيري زنجيري نسبت بهحالا همه چي آماده مشتق dx dxr x x ( )*dt dt dt
  22 2 3  

xبه ازايدهيم؛ ها را انجام ميي آخر جايگذاريدر مرحله  r، مقدار2  2 rزيني در رابطهبا جايگ( 3 x x 2 2  rبا جايگذاري مقـادير  كه، آيدمي بدست )3

)در رابطه xو dx  داريم: *( dx dx dx( ) ( ) ( )
dt dt dt dt

       2 32 4 3 2 2 3 2 8 3 16 2
keH»
¾Ãº IY

  
  

 در نظـر   مثبـت باشـد، علامـت آن را    افزايشو هرگاه آهنگ تغيير كميتي در حال  منفيباشد، علامت آن را  كاهشهرگاه آهنگ تغيير كميتي در حال   :2تذكر
   ،ن اسـت در خـود سـؤال   . مثلاً اگر دنبال آهنگ تغيير مقـدار نشـت آب از يـك مخـزن باشـيم، در روابـط بايـد علامـت آن را منفـي منظـور كنـيم. البتـه ممك ـ            گيريممي

  ي مفهوم منفي بـودن را در كلمـه   ،طراح سؤال خيلي نگران نشويد! چون هادر اين حالت .دها مقادير را مثبت در نظر بگيرهآهنگ نشت چقدر است؟ و در گزين .طراح بپرسد
  ها اشكالي ندارد.مثبت بودن اعداد در گزينه ،عنوان كرده است و بنابراين» نشت«
 مردي با قد  :8مثالm2 با تنديm( )

s
كنـد. اگـر   از زمين نصب شده است، حركـت مـي   12(m)به سوي يك تير چراغ برق كه لامپ آن در ارتفاع  1

متري از تير چـراغ   2يوقتي اين مرد در فاصله نوراني از چراغ براي اين فرد باشد، سرعت تغييرزاويه بين تير چراغ برق و يك شعاع  مطابق شكل
  برق قرار دارد، چند درجه است؟

1 (
18
5   

2 (
18
5  

3 (


18
5  

4 (


18
5   

 :شويم كهاگر صورت سؤال را دقيق بخوانيم متوجه مي » 3«گزينه   پاسخd
dt
 را از ما خواسته است. اما سؤال چه اطلاعاتي را به ما داده است؟  

dxقد اين مرد و ارتفاع لامپ تا زمين را داريم، همچنين تندي يعني m( )
dt s

1  را هم داريم. از دادنdx
dt

dو خواستن 
dt
 توان فهميد كه بايد در صورت سؤال مي

Aالزاويـه ي مـرد تـا پـاي تيـر باشـد، مطـابق شـكل در مثلـث قـائم         فاصـله  xباشـيم. ابتـدا فـرض كنـيم     xو اي بيندنبال رابطه B C

   يرابطـهxtg  1   

xرا داريم، به عبارتي tg 1گيري از طرفين معادله نسبت به متغير. با مشتقt م:داري  dx d(tg ) d d. ( )
dt d dt dtcos

  
  

 2
11 1   

A B

C


x

x

B

2m

O

A

10m
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h

4

r10

dچون دنبال
dt
 هستيم، لذا بهتر استd

dt
  نويسيم:مقابل مي صورتبهدر يك طرف تساوي باشد، يعني رابطه را  d cos dx( ) , ( )*dt dt

 


2

1  

xمتري قرار دارد، يعني وقتي 2يخبُ مسأله گفته وقتي مرد در فاصله m 2ِآهنگ تغيير ، يا همانd
dt
 اي بينچقدر است؟ پس بايد رابطه وx   هـم

cosپيدا كنيم، يعني 2 را برحسبx توان در مثلثبنويسيم. ميA B C مقدار ،cos :را به راحتي حساب كرد  | A C |cos
| B C | x


  

 2 2
1

1



  

d  در تساوي (*) داريم: cosبا جايگزيني مقدار dx dx( ) ( )
dt dt dtx x

 

 2 2
1 1 1

1 1 1
  

    
  

d  حالا به راحتي با جايگزيني مقادير معلوم داريم: rad( ) ( )
dt s( )

      

 2
1 1 11 5 51 2
 

    
  

d(tgبينيد جواب برحسب راديان بر ثانيه است، زيرا ضمن استفاده از فرمولطور كه ميهمان )
d cos



 2

رحسب راديان بر ثانيـه  ب ، تلويحاً فرض كرده بوديم1

d(درجه)    به درجه تبديل كرد: مقابل صورتبهتوان آن را است؛ البته به محض يافتن جواب مي
dt

    

 
1 18 18

5 5



  

  وارد كرديم.بنابراين آن را با علامت منفي در رابطه  ،يابدبا نزديك شدن فرد به تير چراغ برق كاهش مي xچونتوضيح: 
  

 1و عمقش 8اش مترمكعب در دقيقه از يك منبع مخروطي شكل كه قطر قاعده 5آب با سرعت  :9مثال خـارج   ،س آن متوجه پايين اسـت أمتر و ر
  متر بر دقيقه است؟ شود، چند متر مي 6اي كه عمق آب منبع شود. سرعت افت سطح آب در لحظهمي

1( 144  2( 


125
144  3( 144

125  4( 


144
125  

  : با حجم سـر و   گويدبه ما مي » مكعب« ي كلمه » ... مترمكعب در دقيقه 5آب با سرعت  «در ابتداي سؤال گفته شده   »2«گزينه پاسخ

dvكه دانيمجا ميگيريم و تا ايندر نظر مي vرا آبكار داريم. پس حجم  m( )
dt min

 
3

سرعت افت سطح آب، يعني سرعت  ،در انتهاي سؤال .5

را آباگر ارتفاع  ؛ارتفاع خواسته شده است افتh كه شويميريم، متوجه ميدر نظر بگdh
dt

 vو hاي بيني سؤال است. پس بايد رابطهخواسته 

vمخروط درون، حجم آب باشد hدر مخروط ارتفاع آب دانيم اگرپيدا كنيم. مي r h  21
 مـزاحم اسـت!   r2 بينيدطور كه ميهمان .باشدمي3

كه  داريم يدر سمت راست آن مثلث ،كنيمبه شكل دقت اگر  بنويسيم. vيا hرا برحسب rبايد پس  هستيم) hو vاي بين(چون ما دنبال رابطه
  :                                                             طبق قضيه تالس داريم ايم.دوباره رسم كردهوضوح بيشتر، در شكل زير آن را براي 

r h r h  
2

4 1 5
  

v        حجم داريم:                                            فرمولدر  hبرحسب rبا جايگزين كردن ( h) h h  2 31 2 4
3 5 75  

ت حجم (سرعت اگر از اين رابطه نسبت به زمان مشتق بگيريم، رابطه بين تغييرات ارتفاع (سرعت افت سطح آب) و تغييرا حالا

dv        آيد:                          مي بدستخروج آب)  dh dv dh( h ) h ( )
dt dt dt dt

 
  2 24 4375 25  

dvدر صورت تست، سرعت خروج آب برابر كهاينبا توجه به  m( )
dt min

 
3

hو ارتفاع 5  ، لذا سـرعت افـت   است داده شده 6

dh(متر بر دقيقه)                                                 سطح آب برابر است با:    dh( )
dt dt


    


24 1255 625 144  

هـا حـذف و   در گزينـه را علامت منفي  طراح سؤال در واقع چون ؛دنها علامت منفي نداربينيد گزينهكه مي طورهمانتوضيح: 
  ده است.كردر متن سؤال جايگزين را » افت « كلمه 

  

 1يك مخزن آب به شكل مخروط مستدير قائمي است كه رأس آن به طرف پايين و ارتفاع آن  :10مثال  متر است. آب بـا   15متر و شعاع قاعده آن
اي كـه  چقدر باشد تا سطح آب در لحظه nشود.متر مكعب در دقيقه وارد آن مي nمتر مكعب در دقيقه از انتهاي مخزن خارج و با سرعت 1سرعت ثابت 

  متر در دقيقه در حال بالا آمدن باشد؟ 4متر است، با سرعت  2عمق آن 
1(18 1  2(18 3(36 1  4 (36  
 :سرعت افـزايش حجـم آب  هاي دوم و سوم متن داده شده معطوف سازيم. دنبال چه چيزي هستيم؟ بهتر است تمركز خود را به جمله»  3«گزينه  پاسخ 

و يك قسمت سرعت كاهش حجم آب خروجي (كه گفته شده  (n)مورد سؤال است كه خودش شامل دو بخش است؛ يك قسمت سرعت افزايش حجم آب ورودي

dVمترمكعب در دقيقه است). در واقع 1سرعت آن 
dt

dVتساوي ،بايد مشخص شود كه با توجه به توضيحات فوق  n
dt

 1   طـور كـه از   را خواهيم داشـت. همـان

dVهستيم كه براي رسيدن به آن بايد nصورت سؤال مشخص است، دنبال پيدا كردن
dt

تعيين شود. حالا ببينيم چه چيزهايي داده شـده اسـت؟ آهنـگ وابسـته      

h

r

4

10
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 معادلات مماس بر منحني :5مثالy (x )(x )(x )   1 2   بياوريد. بدسترا ها هاي تلاقي با محور طولنقطهدر  3
 : براي اين منظور منحني را با خط .آوريم بدست ها رابايد نقاط تلاقي منحني با محور طول  پاسخy   دهيم:قطع مي  

x A( , )
y (x )(x )(x )

(x )(x )(x ) x B( , )
y

x C( , )

 
                

1
2
3

1 1
1 2 3 1 2 3 2 2

3 3


 




 

  مل صفر داريم و با استفاده از اين قاعده داريم:گيري با عاآوردن شيب توجه داريم كه مشتق بدست براي
m y ( ) ( )( ) y (x ) y x
m y ( ) ( )( ) y (x ) y x
m y ( ) ( )( ) y (x ) y x

           
                
            

1
2
3

1 1 2 1 3 2 2 1 2 2
2 2 1 2 3 1 1 2 2
3 3 1 3 2 2 2 3 2 6





  

  مماس است. ،هاي تماس با محور طولكنيد سه خط بر اين منحني در نقطهطور كه ملاحظه ميهمان
  

 ضريب زاويه خط مماس به منحني پارامتري :6مثالx t t

y t t

   


  

2

2
3 8

2 2 5
)Aدر نقطه  , )2   كدام است؟ 1

1(8
7  2(6

7  3 (6  4 (8  

  : مقدار»  2«گزينهپاسخxy برابر است باt
x

t

y ty
x t
   
 

4 2
2 )Aدر نقطهtحال مقادير متناظر .3 , )2   آوريم:مي بدست را 1

x
( )m y ( )
( )

   


4 2 2 62 2 2 3 t(ريشه مشترك دو معادله)  7 t
t

t t

     
   

2

2
3 8 2 2

2 2 5 1
  

  

 خط مماس بر سهمي  :7مثالx y2 x، بر خط16 y  2 4 7  است. اين خط محور، عمودyكند؟ ها را با كدام عرض قطع مي  
1(48- 2(16 3(48 4 (16-  
   :خط مماس بر سهمي، بر خط  »4«گزينه پاسخx y   2 4 هايشان عكس و قرينه يكديگر دو خط عمود بر هم، شيب كهاينبا توجه به  .عمود است 7

  تعيين كنيم: ضمني معادله مماس، ابتدا بايد شيب را به كمك مشتق در نتيجهاست. حال به منظور يافتن نقطه تماس و  2يب خط مماس برابر است، پس ش
x

y

f x x xx y f (x) x y y
f


               
 

2 2216 2 16 16 16 1616 8 8   

)پس مختصات نقطه تماس , )16 mو 16  y  شود:مقابل نوشته مي صورتهبي خط مماس ، لذا معادلهاست 2 (x )  16 2 16      
y  ي خط مماس صفر قرار دهيم:هاي معادلهxها را بدانيم، لازم است به جايyمحل برخورد آن با محور كهاينبراي  ( ) y     16 2 16 16 

 

 شيب خط مماس بر منحني  :8مثالtgxy tg ( )
tgx

 



1 2 3

3 xاي به طول، در نقطه2 
 xاي به طـول ، چند برابر شيب خط قائم در نقطه4 

 بـر روي   6
  همين منحني است؟

1 (2  2 (
2
3  3 (

3
2  4 (1  

 :هاي عادي اين مشـتق را حسـاب كنـيم، كـاري     طبيعي است براي پيدا كردن شيب بايد ابتدا مشتق را حساب كنيم، اما اگر بخواهيم از فرمول»  4«گزينه   پاسخ

aي است. در توابعي به فرم كليطولان نسبتاً بر و توأم با محاسباتزمان by tg ( )
ab




1
1
 سازي باشيد؛ اما شكل ظاهري اين سؤال با فرم كلـي  هميشه بايد به فكر ساده

:داريم 3ج عبارت درون پرانتز بر توان به راحتي آن را به فرم كلي نزديك كرد. ابتدا توجه كنيد كه با تقسيم صورت و مخركمي فرق دارد كه مي
tgx

y tg ( )
tgx







1
2
3

21 3

  

tgاگر فرض كنيم 
2
tg  ، لذا داريم:3 tgxy tg ( ) tg (tg( x)) y x

tg tgx
  

       
 

1 1
1

  

dyمشتق بگيريم، به راحتي واضح است xنسبت به yخبُ حالا اگر از
dx

1 ب خط مماس در هر نقطه از منحنيو اين يعني شيy  و شيب خط قـائم در   1برابر با
اي خواسته شده باشد، در هر صورت مقـدار ثابـت اسـت. در واقـع     كند شيب مماس (يا قائم) در چه نقطهاست. يعني فرقي نمي -1برابر با  yهر نقطه روي منحني

dyؤال سعي در گمراه كردن شما و كمي در فكر فرو بردن شما پس از رسيدن به تساويصورت س
dx

1 .را دارد  

]يبايد در بازه tg1طبق تعريف، مقدار خروجيِ: بيشترتوضيح  , ] 
 2 yنويسـيم قرار داشته باشد. بنابراين وقتـي مـي   2 tg (tg( x)) x     1   يـك

xي ضمني آن اين است كهنتيجه 
    2   است. اما در اين مثال اين موضوع اهميتي نداشت. 2
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  ي عطفنقاط اكسترمم و نقطه :4درسنامه 
  

   ،مفـاهيمي ماننـد تعيـين نقـاط مـاكزيمم و مينـيمم نسـبي و مطلـق         تـرين كاربردهـاي مشـتق را بررسـي كنـيم.     از مهـم  چند مـورد خواهيم در اين درسنامه مي
  گيرند.هستند كه در اين درسنامه مورد بررسي قرار مي يدترين مواربررسي توابع صعودي و نزولي از مهم آوردن نقطه عطف و بدستهاي و روش تقعر تعريف
(موضعي)    تعريف ماكزيمم و مينيمم نسبي

  
  به شكل مقابل دقت كنيد: ،براي درك بهتر اين بحث

b)ينقطهبه  , f (b))  امـا از   ،روي منحني نيست هاگرچه بالاترين نقط نقطهتوجه كنيد. اين
   .گوينـد (موضـعي) مـي   مـاكزيمم نسـبي   ،گونـه نقـاط  ه اين، باستنقاط مجاور خود بالاتر 
c)به همين ترتيب نقاط , f (c)) و(e , f (e)) ترين نقاط روي منحني نيسـتند،  اگرچه پايين

(موضـعي) گفتـه    مينـيمم نسـبي  گونه نقاط به اين ،تر هستنداما از نقاط مجاور خود پايين
a)ورد نقاطشود. در ممي , f (a)) و(d , f (d))   در قسمت بعد توضيح خواهيم داد. اما قبـل

  دهيم:نقاط ماكزيمم و مينيمم نسبي ارائه مياز  را تريو مفهوميتر تعريف دقيق ،از آن
) cدر همسـايگي   xيعنـي بـه ازاي هـر   ( cبه قدر كافي نزديك بـه  xداراي ماكزيمم نسبي است به شرطي كه به ازاي هر cاي به طولدر نقطه fتابع تعريف:
fنامساوي (c) f (x) صورت به مقداردر اين باشد. ارقربرf (c) ماكزيممf شود. به همين ترتيبگفته ميf درc       مينيمم نسـبي دارد بـه شـرطي كـه بـه ازاي

f، نامساويcمسايگيهاي واقع در هxتمام (c) f (x) .در اين صورت به مقدار برقرار باشدf (c) مينيممf شود.گفته مي  
a)اي ماننددقت كنيد نقطه: 1توجه  , f (a)) طور كه گفتيم تعريف مينيمم نسبي در هـر نقطـه مسـتلزم ايـن     ي نامگذاري شود، چون همانتواند مينيمم نسبنمي

فقط در نقاط دروني بازه تعريف  ،ها قرار گرفته باشد. در واقع ماكزيمم و مينيمم نسبيتر از آناست كه مقادير تابع در طرفين آن نقطه معلوم باشد و آن نقطه پايين
  توانند ماكزيمم و مينيمم نسبي باشند.نمي بازهابتدا و انتهاي وجه نقاط شوند و به هيچمي

  دانـيم منظـور چيسـت؟    مـا نمـي   ،» اكسـترمم « شـود  مـي  نوشـته شـود. در واقـع وقتـي    گفتـه مـي  نيـز  به مقادير ماكزيمم و مينيمم مقـادير اكسـترمم   : 2توجه 
  يعني ممكن است مينيمم و يا ماكزيمم مدنظر نويسنده باشد.

 تعريف ماكزيمم و مينيمم مطلق  
  

yبه وضعيت نمودار f (x) در شكل قبل در بازه[a , f a)يتوجه كنيد. نقطه [ , f (a)) تـر اسـت  اي در نمودار اين تـابع (در بـازه داده شـده) پـايين    از هر نقطه.   
d)يهمين ترتيب نقطه به .گويندمي قمينيمم مطلبه اين نقطه  , f (d)) مـاكزيمم  به اين نقطه  ،اي در نمودار اين تابع (در بازه داده شده) بالاتر استاز هر نقطه

yدر واقع در حوزه تعريف تابعگويند. مي مطلق f (x)،  شـوند.  ناميـده مـي  مطلق تـابع   مينيمم مطلق و ماكزيممبه ترتيب بيشترين و كمترين مقدار عرض تابع
d)يتوجه داشته باشيد كه نقطه شود كه بازه مشخص شده باشد.مطلق مطرح مي Minو يا  Max وقتي ،در مسائل معمولاً , f (d)) ماكزيمم نسبي  ،در عين حال
a)يطور كه گفتيم نقطهاما همانتواند لقب بگيرد، چون از تمام نقاط همسايگي خود نيز بالاتر است. هم مي , f (a)) تواند مينيمم نسبي لقب بگيرد، چـون در  نمي

  وضعيت نقاط معلوم نيست، يعني همسايگي كاملي در حول اين نقطه نداريم. ،سمت چپ آن
xاي به طولنقطه ،بينيدطور كه در شكل ميهمان ،به عنوان يك مثال ديگر  yو عرض 5   ؛تابع اسـت  مطلق، ماكزيمم 6

)چون عرض آن از تمام مقادير نمودار بيشتر است. نقطه , )2  2تابع است، چون عرض آن برابر  مطلقمختصات نقطه مينيمم 
)ما نقطهكمتر باشد. ا 2اي نداريم كه عرضش از عدد است و ديگر هيچ نقطه , )4 باشد، تابع مي نسبيمختصات نقطه مينيمم  4

 از نقاط سمت راست آن كمتر اسـت.  با نقاط سمت چپ آن برابر وعرض اين نقطه  ،اگر به نقاط نزديك به آن توجه كنيم چون
دقـت كنيـد تفـاوت دو     ر وجـود دارنـد.  نيـز در ايـن نمـودا    4مطلق نيست زيرا نقاطي با عـرض كمتـر از    مينيمماما اين نقطه، 

)نقطه , )2 و( , )4 )در اين است كه براي نقطه 4 , )2 توانيم بگوييم عرض اين نقطه از عرض تمام نقاط نمودار كمتر است مي
  بريم.كار ميو براي همين واژه مينيمم مطلق را براي اين نقطه به 

 مينـيمم   تـابعي  ) و يا ممكـن اسـت  1(شكل داشته باشد ولي ماكزيمم و مينيمم مطلق  ،تابع ممكن است ماكزيمم و مينيمم نسبي نداشته باشد يك :1تذكر
  .)3ممكن است كلاً ماكزيمم و مينيمم نسبي و مطلق نداشته باشد (شكل  يا ) و2ولي ماكزيمم نداشته باشد (شكل  ،باشد داشته

x

y

3y x

0

  

x

y

2y x

0

  

 

b 
a x 

y 

0

  

  )3شكل (
yتابع x   ماكزيمم و مينيمم مطلق  3

  .و حتي نسبي ندارد

 )2شكل (
  برابر fمينيمم نسبي و مطلق

fبا ( )   .است و اين تابع ماكزيمم ندارد  

  )1شكل (
  ماكزيمم مطلق طول  bنقطه 
  مينيمم مطلق است طول  aو نقطه 

  .نسبي ندارد مينيممو  ماكزيمم تابع و

4 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
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a]روي بازهپيوسته تابعي  fاگرقضيه:  ,b] وقت،باشد، آنf  ماكزيمم مطلق ماننديكf (c) مينيمم مطلق مانند يك وf (d) جادارد، كه در اينc وd  اعدادي
a]يدر بازه ,b] هستند و ممكن است همان نقاطa ياb .هاي زير توجه كنيد:به شكل ،به عنوان مثال باشند  

  
  
  
  
  
  

cطول ماكزيمم مطلق وd يا همان)b.طول مينيمم مطلق و نسبي است ( cطول نقطه ماكزيمم مطلق وd ي مينيمم مطلق است.طول نقطه  
  
  

a]و بسـته بـودن بـازه    fدقت كنيد در قضيه فوق، شرط پيوسته بـودن  ,b] هـاي  ، شـرط
براي مثال به دو شكل مقابل توجه كنيد. ايـن  ضروري براي وجود اكسترمم مطلق هستند. 

]تابع روي بازه بسته , ]2    تـوان انتظـار   تعريف شده، اما پيوسته نيست. بـراي همـين نمـي
بينيد، ايـن تـابع مقـدار    مي )1در شكل ( طور كهداشت حتماً قضيه فوق برقرار باشد. همان

fمينيممي برابر با ( ) 2   ،ماكزيمم نيست،  3دارد اما مقدار ماكزيمم ندارد (اشتباه نكنيد
 3گـاه واقعـاً برابـر بـا     گيـرد، امـا هـيچ   را مـي  3چون اين تابع، مقادير به دلخواه نزديك به 

)شود). در شكل دوم، تابع در بازهنمي , )2 نـه   پيوسته است، اما نه مقدار ماكزيمم دارد و
مينيمم  1مقدار مينيمم (اين كه ماكزيمم ندارد كه روشن است، اما ممكن است تصور شود 

شود). نمي  1گاه شود، اما هيچنزديك مي  1ي دلخواه به است. دقت كنيد كه تابع به اندازه
)توان گفت اين مثال قضيه فوق را نقض كرده است. چون بازهپس باز هم نمي , )2   بسـته

  نيست.
و بالاخره در پايان لازم است تأكيد كنيم كه عكس قضيه فوق برقرار نيست؛ يعنـي ممكـن   
است تابعي ناپيوسته باشد، اما هم ماكزيمم مطلق و هم مينيمم مطلق داشته باشـد. شـكل   

fكنـد كـه  اين مورد را تأييد مي )3( (a) وf (b)       بـه ترتيـب مينـيمم و مـاكزيمم مطلـق
  هستند.

  
  

 
 

 نحوه تعيين نقاط ماكزيمم و مينيمم نسبي  
  

  ي خـواهيم نحـوه  شـوند؟ در واقـع مـي   خواهيم بدانيم اين نقاط چگونه تعيين و مشـخص مـي  جا با مفهوم نقاط ماكزيمم و مينيمم نسبي آشنا شديد. حالا ميتا اين
 انتخـاب يك تابع را با هم مرور كنيم. براي تعيين نقاط اكسترمم (ماكزيمم يا مينيمم) يك تابع، ابتـدا بايـد نقـاطي را     بدست آوردن نقاط ماكزيمم و مينيمم نسبي

  ناميم.مي» نقاط بحراني« دارند؛ اين نقاط را » نقاط اكسترمم« كنيم كه اين نقاط شرط لازم را براي احراز پست 
fاز دامنه تعريف نقاط بحراني: به نقاطي (x) گويند.ها مشتق وجود ندارد و يا اگر مشتق وجود دارد، برابر با صفر است، نقاط بحراني ميكه در آن  

نـي  يـك از ايـن نقـاط بحرا   خبُ پس از تعيين نقاط بحراني (انتخاب كانديدهاي نقاط اكسترمم) بايد فرآيند بررسي و انتخاب نهايي را انجام دهيم. تـا ببينـيم كـدام   
  هـايي وجـود دارد كـه ابتـدا بـه      . بـراي ايـن بررسـي و انتخـاب نهـايي، آزمـون      هسـتند يـك نـه مـاكزيمم و نـه مينـيمم      يك مينيمم و حتي كدامماكزيمم و كدام

  كنيم:اشاره مي» آزمون اول« 

 بحراني تابع نقاط  :1مثالf (x) x ( x) 
3
5   را تعيين كنيد. 4

 :ابتدا  پاسخx
3
  :)ضرب هم استفاده كنيمه مشتق حاصلاز قاعد گيريبراي مشتق توانيم(البته مي گيريمكنيم و بعد مشتق ميضرب ميرا در پرانتز  5

x xf (x) x x f (x) x x x x f (x)

x x

               

3
3 8 3 8 2 3 51 15 5 5 5 5 5

2 2
5 5

3 8 12 8 12 8 12 84 4 5 5 5 5 5
5 5

  

xواضح است به ازاي 
3
xمشتق برابر با صفر است و به ازاي 2   مشتق وجود ندارد، پس دو نقطهx   وx 

3
  هستند. fنقاط بحراني تابع 2
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 اگر  :(سخت) 13مثالf (x) sin x    و| x | ; | x |
g(x)

sin( x) ; | x |
 

    

1 1
1 fدر مورد گاهآن ،2 (x) وg(x)كدام گزينه درست است؟ )  نماد جزء صحيح است(.  

f) تابع1 (x) شمار نقطه بحراني است وداراي بيg(x)و مينيمم مطلق برابر با صفر است.1ر باداري ماكزيمم مطلق براب  
f) تابع2 (x) شمار نقطه بحراني است وداراي بيg(x)  است.  -1و مينيمم مطلق برابر با  2داراي ماكزيمم مطلق برابر با  
f) تابع3 (x)  نقطه بحراني و 3دارايg(x)  است. -1و مينيمم مطلق برابر با  1داراي ماكزيمم مطلق برابر با  
f) تابع4 (x)  نقطه بحراني و 3دارايg(x)و مينيمم مطلقي برابر با صفر است.2داراي ماكزيمم مطلقي برابر با 
 :ي بين دو عدد صحيحدانيم كه در فاصلهمي  »2«گزينه   پاسخm وm 1 خواهيم داشتx m   تـر وقتـي  . به عبارت دقيـقm x m  1   باشـد
fداريم (x) sin x sin(m)   . پس در اين بازهf (x) مقدار ثابتي دارد وf (x)   است. البته در اعداد صحيح يعني درx m تابعf (x)  ناپيوسته است

fو (m)  .وجود ندارد  
fدر شكل مقابل بخشي از نمودار (x) البته با اين فرض كهايم نشان داده را)x      برحسب درجه باشـد، نمـودار رسـم شـده

fشويم كه در اعداد صحيح با توجه به اين توضيحات متوجه مي .است) (m)     وجـود نـدارد و در سـاير نقـاطf (x)   
fي بحراني براي، يك نقطهاست. پس هر عدد حقيقي (x)    است. اكنـون بـه تـابعg(x)    ِتوجـه كنيـد. نامسـاوي| x |1 

xيي ناحيهدهندهنشان  1 |است. نامساوي 1 x | 1 xهـا يكـي از آن  دهد كهدو قسمت را نشان مي2 1 و  2
xديگري   2   است. بنابراين خواهيم داشت: 1

x ; x
g(x)

sin( x) ; x , x
   

        

1 1 1
2 1 1 2  

xيي اول توجه كنيد كه در فاصلهدر مورد ضابطه  1 xداريم 1  1  توان آن را از قدرمطلق خارج كرد. با توجه به حدوددر نتيجه ميxي، دامنهg(x) 
]يبازه , ]2 gاست. ابتدا 2 (x) كنيم. در نقاطرا حساب ميx 1 وx  1 تابعg(x) پذير هم نيست. بـراي مثـال در  در نتيجه مشتق ،پيوسته نيستx 1 

)gداريم ) sin( )   1  وg( )   1 1 1 xنقاط 2  xو 2  2 نيز ابتدا و انتهاي دامنه هستند و تابعg(x) ها فقط از يك طـرف تعريـف شـده    در آن
  بنابراين در اين نقاط هم مشتق وجود ندارد.  ،است

xيكنيم. در بازههاي مشتق را پيدا ميريشهراني، ي ساير نقاط بحبراي محاسبه  1 gداريم 1 (x) 1،       شـود. پـس   پـس مشـتق در ايـن فاصـله صـفر نمـي
cosهايريشه x  :را بررسي كنيم  

kg (x) cos( x) x ( k ) x            
2 12 1 2 2 2 jo  jk–  

xيدر فاصله 1 xو 2   2 xهايجواب 1  
3
xبندي نقاطآيند. به اين ترتيب در يك جمعمي بدست 2  2،x  1 وx  

3
نقـاط بحرانـي    2

xهستند. در ضمن  2 شوند. مقدارابتدا و انتهاي دامنه نيز محسوب ميg(x)كنيم:ن نقاط محاسبه ميرا در اي  

g( ) , g( ) , g( ) sin( ) , g( ) sin( )                 
3 31 1 1 2 1 1 1 2 2 12 2   

  است. -1و مينيمم مطلق برابر با  2در نتيجه ماكزيمم مطلق برابر با  .2و  ،1عبارتند از g(x)آمده براي بدستمقادير 
a) مطلق روي بازه ي بازMinوMaxبررسي وجود   ,b) 

  
ــردن  ــدا ك ــازه  Minو Maxپي ــق روي ب ــازمطل a)ي ب ,b)  ــا ــم ب ــاوت مه a]، دو تف ,b]  ــي ــندارد. يك ــهاي ــر ك xديگ a وx b  ــازهدر ــرار ن ب ــد. ق   دارن

a)يما در بازه ,b) يپس به نقطه .قرار داريمa يتوانيم نزديك شويم و به نقطهفقط از راست ميb    تـوانيم نزديـك شـويم. پـس بـه جـاي      فقـط از چـپ مـيf (a) 
fبايــد (a ) را حســاب كنيــد و بــه جــايf (b) بايــدf (b ) .تفــاوت مهــم ديگــر آن اســت كــه چــون را در نظــر بگيريــدx a وx b در بــازه قــرار ندارنــد،   

كنـيم. اگـر هـيچ نقطـه     مـي  كنيم: ابتدا نقاط بحراني را پيـدا مطلق در نظر بگيريم. پس به طور خلاصه چنين عمل مي Minو Maxها را به عنوانتوانيم آنپس نمي
fداخل بازه پيـدا كـرديم، مقـدار    cي بحراني ماننداگر نقطه ندارد.مطلق وجود  Minو Maxدر اين بازه نداشته باشيم، بحراني (c)   را بـا مقـاديرf (a ) وf (b ) 

fكنيم. اگرمقايسه مي (c) مساوي) بود،ها بزرگتر (يا از هر دوي آنMax ها كوچكتر (يـا مسـاوي) بـود،   مطلق است و اگر از هر دوي آنMin     مطلـق اسـت. در غيـر
 ق.مطل Minو نه است مطلق Maxصورت نهاين

 كدام تابع در بازه :14مثال( , )1 ماكزيمم مطلق دارد؟    
1 (x2  2 (sin

x
1  3 (sin x2  4 ( Ln(x )1  

  : يكي بررسي كنيم:ها را يكياي است كه بايد گزينهنحوه طرح سؤال به گونه  »2«گزينه پاسخ  
xfفرض كنيم): 1( بررسي گزينه (x)  xfاست. پس 2 (x) Ln  2 fيو معادله 2 (x)   جواب ندارد، زيراx2  ي همواره مثبت است، بنابراين نقطـه

)يمطلق در بازه Minو Maxبحراني نداريم. پس , )1 .وجود ندارد  

sinدانيم كهمي): 2بررسي گزينه (
x

  
11 sinاست. هر جا كه 1

x


1 sinدهـد. از تسـاوي  باشـد، مـاكزيمم مطلـق رخ مـي     1
x


1  شـود كـه  نتيجـه مـي   1

, , ,
x

  


1 5 9
2 2 2  پسx , , ,

  
2 2 2

5 9  يي اين نقاط در بازهو همه( , )1 يقرار دارند. پس اين تابع در بازه( , )1 .داراي ماكزيمم مطلق است  

sin1

sin2

sin 3

1 2 3
x

y
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sinدانيم كهمي): 3بررسي گزينه ( x  21 sinدهد كه. پس ماكزيمم مطلق در نقاطي رخ مياست 1 x 2 xباشد. از اين تساوي داريـم  1 , , ,  
2 5 9

2 2 2  

xدر نتيجه , ,  
   

5 9
2 2 )يكدام از اين نقاط در بازهاما هيچ 2 , )1 نيستند. پس اين تابع در( , )1 .ماكزيمم مطلق ندارد  

fنقاط بحراني): 4بررسي گزينه ( (x) يرا در بازه( , ) f  كنيم. پيدا مي 1 (x) Ln(x ) f (x)
x

   

11 1  

fيمعادله (x)   ي مخرج يعنيجواب ندارد. ريشهx  1 يهم در بازه( , ) fقرار ندارد. پس 1 (x) ي بحراني ندارد. در اين بازه نقطه  
fيتوانستيم از معادله) مي3) و (2هاي (براي بررسي گزينهتوضيح:  (x)   شوند. مشخصاستفاده كنيم تا محل نقاط بحراني  هم  

  

fهرگاه :2نكته  (x) تابعي زوج با ماكزيمم (مينيمم) نسبي درx c  ،گاهآنباشدf (x) درx c  ي دارد و هرگاه نيز ماكزيمم (مينيمم) نسبf (x) 
xتابعي فرد با ماكزيمم (مينيمم) نسبي در c  ،گاهآنباشدf (x) درx c          مينيمم (مـاكزيمم) نسـبي دارد. (دقـت كنيـد در حـالتي كـه تـابع فـرد اسـت ،،   

xاگــر در c مــاكزيمم نســبي داشــته باشــد، درx c  مينــيمم نســبي و اگــر درx c مينــيمم نســبي داشــته باشــد، درx c   .مــاكزيمم نســبي دارد  
xاما در حالتي كه تابع زوج است، هر نوع اكسترمم در c داشته باشد درx c  .(نيز همان نوع اكسترمم را خواهد داشت  

 فرض كنيد  :15مثالf (x) پذير بوده و نموداراز هر مرتبه مشتقg(x) xf (x ) xدر 2 a  اشد. كدام گزينه درداراي ماكزيمم نسبي بx a  داراي
  مينيمم نسبي است؟

1((x a) g(x) 4  2((x a) g(x) 4 3 ((x a)g(x)  4 ((x a) g(x)   
 :طبق صورت سؤال  »1«گزينه   پاسخf (x) پذير است، بنابراينشتقمg(x) xf (x ) ضـرب  و حاصـل  خطـي  زيرا از تركيـب  ؛پذير استنيز تابعي مشتق 2

)g  تابعي فرد است: g(x)شويم كهوجود آمده است. با كمي دقت متوجه ميپذير بهچند تابع مشتق x) xf (x ) g(x)    2  
x،طبق صورت سؤال a  ي ماكزيمم نسبينقطهg(x) پس ؛استx a ي مينيمم نسبينقطهg(x) زيرا باشدمي)g(x) (توان نتيجـه گرفـت   پس مي .فرد است

gكه (a)   وg (a)   خواهيم كه درها تابعي را مياست. حالا در بين گزينهx a يعني ،داراي مينيمم نسبي باشدy (a)   وy (a)   باشد.  
ــه ــر 1ي (گزينـ ــرط را دارد. اگـ ــر دو شـ y)  هـ (x a) g(x)  4 ــد ــم، باشـ y:داريـ (x) (x a) g (x)   34 وy (x) (x a) g (x)   212،  ــس پـ

y (a) g (a)     وy (a) g (a)    .  
y:) داريم2ي (در گزينه (x) (x a) g (x)   34 وy (x) (x a) g (x)   212، پسy (a)  ، اماy (a) g (a)     شود. منفي مي  

x) در4) و (3هاي (گزينه a داريم:3ي (ي بحراني ندارند. در مورد گزينهلزوماً نقطه (  y (x) g(x) (x a)g (x) y (a) g(a)        1   
y:) هم داريم4ي (چه مقداري دارد. در گزينه g(a)دانيم كهو ما نمي (x) g (x)  1، پسy (a) g (a)    1 1  يعنيx a ي بحراني نيستنقطه.  

  

 و مينيمم نسبي استفاده كنيم. اگر بدانيم كه نسبيماكزيمم  ي اكسترمم آن است كه از تعريفگاهي اوقات بهترين روش براي تشخيص نوع نقطه :3نكته 
f (a) b، اما در چپ و راست اين نقطهf (x) bشود كه، معلوم ميx a و اگر ،)1ي مينيمم نسبي است (شكل نقطهf (a) b   باشد اما در چپ و راسـت
fاين نقطه، (x) b شود كهباشد معلوم ميx a اگر .)2نسبي است (شكل ماكزيمم  ينقطهf (a) b     راسـت ايـن نقطـه از يـك طـرف     باشـد امـا در چـپ و 

f (x) b و از طرف ديگرf (x) b شود كهباشد، معلوم ميx a 3(شكل  نسبي است و نه مينيمم نسبي استماكزيمم  نه(.  
  
  
  
  
  

  

  

 تابعاگر  :5تذكرf (x) درx a  ييا ضابطه نباشدپيوستهf (x) درx a  يبراي محاسبه باشد،عوض شدهf (a) وf (a)  مجبور به استفاده از
  تعريف مشتق هستيم.

 اگر  :16مثالx sin ; x
f (x) x

; x

  
 

4 1


 
،x ( sin ) ; x

g(x) x
; x

   
 

4 12 

 
xو  ( sin ) ; x

h(x) x
; x

    
 

4 12 

 
 وابع دراين ت وضعيتدر مورد  گاهآن 

xينقطه   كدام گزينه صحيح است؟  
1(f ،ماكزيمم نسبيg ماكزيمم نسبي وh .2  مينيمم نسبي دارد(f ،نه ماكزيمم و نه مينيمم نسبيg مينيمم نسبي وh ماكزيمم نسبي دارد.  
3(f،نه ماكزيمم و نه مينيمم نسبيgماكزيمم نسبي وh4 .مينيمم نسبي دارد(f،مينيمم نسبيg مينيمم نسبي وh .ماكزيمم نسبي دارد 
 :هاي اول و دوم دري مشتقمحاسبه»  2«گزينه   پاسخx   ر اين مثال راهگير باشد، با اين حال دنياز به استفاده از تعريف مشتق دارد و ممكن است وقت 
  نظر طراح بوده است. تري براي پاسخ دادن به سؤال داريم كه موردساده

sinدانيد كهمي
x

  
11 sinاست. در نتيجه 1

x


g(x)دهد كه تابعهمواره مثبت است. اين نشان مي 12 x ( sin )
x

 4 همواره بزرگتر يا مسـاوي صـفر    12
xاست، در واقع در   داريمg( )   و در ساير نقاطg(x)    است. پس واضح است كـهx    ي مينـيمم تـابع  نقطـهg(x)     ياسـت. اكنـون بـه ضـابطه 

x

y

a

b

f (x) b

x

y

a

b
f (x) b

x

y

a

b

f (x) b

f (x) b

 )3شكل ( )2شكل ( )1شكل (
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2

t
y
y

 
  




 

استفاده از آزمون مشتق دوم چه زماني مناسب است؟   
  

جـدول تعيـين   « ! كه اين موضوع، بيشتر به دليل وجود خيلي خوشايند نيستآزمون مشتق اول  با استفاده از تعيين نوع نقاط اكسترمم، ،برخي از دانشجويانبراي 
fيگر ضابطهتر است. اما اها راحتباشد! براي همين، استفاده از آزمون مشتق دوم براي آندر آزمون مشتق اول مي » علامت (x)    طوري بـود كـه تعيـينf (x) 
يم و در نقطه بحراني برابر بـا صـفر شـد، بـاز هـم تلاشـي بيهـوده        و تازه اگر مشتق دوم را هم گرفت شودوقت كار كمي سخت ميگيري دوم) سخت بود، آن(مشتق
  كنيم:بندي ميدسته تقسيم سها به ايم! براي رفع اين مشكل مسائل ركرده

  در ايـن حالـت از فـرم تعمـيم يافتـه       شـود. مشـتق دوم صـفر مـي   البتـه  گيري متوالي دوم، سوم و ... آسان است و ها مشتقالف) سؤالاتي كه در آن
  زير است: صورتبهصورت اين قضيه  كنيم.استفاده مي» آزمون مشتق دوم« 

fفرض كنيد: تق دوم)(فرم تعميم يافته آزمون مش قضيه (x) تابعي است كه در يك همسايگي ازc تا تعريف شده، و در اين همسايگي مشتقات مراتب اولn 1 
n)آن وجود دارند، همچنين )f (c) f (c) f (c)   1  و مقدار(n)f (c) موجود و مخالف صفر باشد. در اين صورت سه نتيجه زير را داريم:  

f(n)و بوده زوج nاگر) 1 (c)   گاهآن، باشدf (x) درx c  .مينيمم نسبي دارد  
f(n)زوج بوده و nاگر) 2 (c)   گاهآن، باشدf (x) درx c .ماكزيمم نسبي دارد  
fفرد باشد، در اين صورت nاگر) 3 (x) درx c بي و نه مينيمم نسبي دارد. نه ماكزيمم نس  

  دهـيم كـه مقـدار مشـتق آن مرتبـه در نقطـه       اي ادامـه مـي  گيري را تا مرتبهمشتق ثانياً و شودمشتق دوم صفر ميكنيم كه زماني استفاده مي فوق از قضيه اولاً
  .نشود صفر

 تابع :18مثالf (x) cosx cosh x  درx   باشد؟اكسترمم مي ي ازاي چه نوعدار  
 :كنيم:ابتدا مشتقات اول و دوم را حساب مي  پاسخ  f (x) sinh x sin x , f (x) cosh x cos x      
fبينيدطور كه ميهمان ( ) f ( )    دهيم:گيري را ادامه مي، پس مشتق  

( ) ( )f (x) sinh x sin x f ( ) f (x) cosh x cos x f ( )          4 4 2   ´ÃÀjÂ¶ ¾¶HjH  

)زوج است و nچون )f ( ) 4   لذاx   .مينيمم نسبي است  
  

گونه سؤالات اسـتفاده از آزمـون مشـتق    در اين حالت بهتر است از آزمون مشتق دوم استفاده كنيم، چون در اينپارامتري است.  صورتبهي منحني ب) ضابطه
  كند:مي نجر به نتيجه اشتباه شود. مثال زير موضوع را بهتر روشاول ممكن است من

 ي اكسترمم نسبي تابع پارامتريمختصات نقطه  :19مثالt t t(y te e t , x e t )       22 2   و نوع آن نقطه كدام است؟ 1
)ي) نقطه1 , )2.ي) نقطه2 ، ماكزيمم نسبي است( , )2   ماكزيمم نسبي است. ،2
)ي) نقطه3 , )2.ي) نقطه4 ، مينيمم نسبي است( , )2   ، مينيمم نسبي است.2

 :گيري پارامتري،با استفاده از مشتق  »2«گزينه   پاسخdy
dx

dو  y
dx

2

  يم:كنرا محاسبه مي 2

  
t t t t xt

x t t t
t

d (y )y e te e t t(e ) d y dty t
dxx e (e ) dx e
dt

   

  

            
      

2

2
2 2 2 2 2 1 22

1 1 1
  

dy  كنيم:ي اكسترمم نسبي را معين كنيم، ابتدا نقطه بحراني را تعيين ميتوانيم نوع نقطهاكنون مي t t
dx

    2    
tي اكسترمم اين تابع به ازايپس نقطه   وانيم نوع اين نقطه را مشخص كنيم:تدوم ميآيد، حالا با استفاده از آزمون مشتق مي بدست  

t
t

d y d yy
dx e dx




     
 

2 2

2 2
2 1

1
  

y در پايان براي تعيين مختصات اين نقطه، مقدار ، ماكزيمم نسبي خواهد بود.در نتيجه اين نقطه ،در اين نقطه منفي استt   را در معادلات پارامتريx وy 
t  دهيم:قرار مي t tx e t x( ) e , y te e t y( )                21 1 2 2 2 2 2     

)صورتبهي ماكزيمم نسبي پس مختصات نقطه , )2   است. 2
. اگـر  tنوشته شـود نـه برحسـب    xبرحسب yوع توجه كنيم كهاگر در معادلات پارامتري، بخواهيم از آزمون مشتق اول استفاده كنيم، بايد به اين موضتوضيح: 

dyyبدون دقت به اين مطلب از آزمون مشتق اول استفاده كنيد به جواب نادرستي خواهيد رسيد. در اين مثال t
dx

   همين ضابطه را در نظر بگيريد است. اگر  2
tرسد كهو طبق جدول زير تعيين علامت كنيد، به نظر مي   و در واقع نقطه( , )2 ي مينيمم نسبي است.نقطه    
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fفرض كنيم) 3 (x) بر اگر ،پيوسته باشد
x
lim f (x)


و
x
lim f (x)


yلق است. (مانندشوند، اين تابع حتماً داراي مينيمم مط هر دو برابر با | x | به (

yمطلق است (مانندماكزيمم  شود، اين تابع داراي همين ترتيب اگر از هر دو طرف، مقدار حد x  معلـوم   ،شـود  ديگريو  ها). اگر يكي از آن21
fاست كه (x) مانند مطلق دارد و نه مينيمم مطلقماكزيمم  نه)y x fپذيري نـداريم، بلكـه پيوسـته بـودن    براي استفاده از اين نكته نيازي به مشتق ).3 (x)  بـر 

در ضـمن مراقـب    اي وجـود دارد. دهد كه تحت شرايط مناسب، چنين نقطـه كند؛ اما اطمينان ميو مينيمم را مشخص نميماكزيمم  يي است. اين نكته، محل نقطهكاف
  .هاي مطلق آن را به كار گيريدفقط براي اكسترمم نسبي از اين نكته استفاده نكنيد و باشيد كه براي نقاط اكسترمم

 مطلق برماكزيمم  دام گزينه دارايك  :23مثال است؟  

1 (
x xe ef (x)

| x |






2 22

1  2( xf (x)
x | x |




 

4

2
1

1
  3 (| x | | x |f (x)

| x |
  




2 21 2 1
1  4 (

x xe ef (x)
x | x |




 2 1
  

 :ازير ،شودها مخرج كسر صفر نميگزينه از يكدر هيچ»  3«گزينه   پاسخ| x پيوسته  ها رويي گزينهاند. در نتيجه همهنامنفي هستند و با عدد يك جمع شده x2و |
f) با توجه به زوج بودن1ي (هستند. در گزينه (x)حد آن در ، و  كهاينتفاوتي ندارد و با يادآوريe   وe   است خواهيم داشت:  

  شده است.) ها بيشتر است به همين خاطر مقدار حدايجملهسرعت رشد تابع نمايي از چند(
x

x x

elim f (x) lim
| x | 


  



2

1
  

fپس تابع (x) مطلق ندارد. ماكزيمم  داراي مينيمم مطلق است اما  

f) هم تابع2ي (در گزينه (x) :زوج است و با استفاده از قانون بزرگترين درجه خواهيم داشت  
x x x

xlim f (x) lim lim x
x  

   
4

2
2  

  مطلق ندارد.ماكزيمم  اراي مينيمم مطلق است اماپس اين تابع نيز د
x) هم با تابعي زوج سر و كار داريم. وقتي3ي (در گزينه شوند، بنابراين داريم:ها مثبت مي، در صورت كسر عبارات داخل قدرمطلق  

x x x

(x ) ( x ) xlim f (x) lim lim
| x | | x |  

   
   

 

2 2 21 2 1
1 1  

xتيبينيم كه وقو مي ستي صورت بيشتر ادرجه   ياx ،مقدار حد ، مطلق برماكزيمم  اين تابع داراي پس ،است است.  
eكهاينهاست)، و با يادآوري ايملهتر از چندجگويد رشد توابع نمايي سريع) با استفاده از قانون سرعت رشد (كه مي4ي (در گزينه   داريم، شودمي:  

x x

x x x x

e elim f (x) lim , lim f (x) lim
x x



   

 
     2 2

   

  مطلق دارد و نه مينيمم مطلق.ماكزيمم  اين تابع نهپس 

  

 مقدار مينيمم تابع  :24مثالy | x | | x | | x |    9 9 3   كدام است؟ 1

1 (3
5  2 (

5
3  3 (5

3  4 (
3
5  

 :ابتدا توجه كنيد كه هرگاه»  3«گزينه   پاسخx  شوند و داريم:ها منفي ميي عبارات داخل قدرمطلقميل كند، همه  

x x x
lim f (x) lim [ x x x ] lim [ x ]
  

          9 9 3 1 17 4  

xهرگاه   شوند و داريم:ها مثبت ميي عبارات داخل قدرمطلقميل كند، همه  

x x x
lim f (x) lim [ x x x ] lim [ x ]
  

        9 9 3 1 17 4  

  پس اين تابع حتماً داراي مينيمم است.
fيآن است كه مينيمم مطلق را روي كل دامنه تعيين نكرده است پس منظور xاي برايطراح سؤال، محدوده (x)   ي نقـاط تعريـف   پيدا كنيم. اين تـابع در همـه
)ي، بازهfيشده است پس دامنه , )  كنيم. سپس مقداراست. ابتدا نقاط بحراني را پيدا ميf (x) ي نقاط بحراني و در دو سـر دامنـه محاسـبه    را در همه

yدانيم كه توابعي به شكل كليكنيم. ميكرده و با هم مقايسه مي | f (x) | يهاي ساده معادلهدر ريشهf (x)   پذير نيستند، پس داريم:مشتق    

(x x ) ; ( x x ) ; (x )         
11 1 9 3 3    

xاط بحراني عبارتند از:نق , , 
11 3 حالا مقدارf (x) كنيم:را در اين نقاط و در دو سرِ دامنه حساب مي  

f ( ) , f ( ) , f ( )            
1 9 4 51 9 12 21 3 1 2 3 3 3 3     

fمطلق مينيممبينيم كه ي مقادير به دست آمده ميبا مقايسه (x) 5برابر با
  است. 3
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پيدا كردن برد توابع با استفاده از مشتق  
  

fمشتق، تعيين برد تابعديگر يكي از كاربردهاي  (x) خواهيم برد تابعاست. فرض كنيد ميf (x) .را مشخص كنيم  
  كنيم.ي آن را تعيين ميابتدا دامنهگام اول: 
fيضابطهگام دوم:  (x)  در نظر داشـته باشـيد كـه نقـاط      م؛دهيم. نيازي نيست نوع نقاط بحراني را تعيين كنيآوريم و نقاط بحراني را تشخيص ميمي بدسترا

fيآمده بايد در دامنه بدستبحراني  (x) .قرار داشته باشند  
fدر پايان، مقدارگام سوم:  (x) يكنيم. مثلاً اگر دامنهرا در نقاط بحراني و در دو سرِ دامنه حساب ميf صورتبه[ , )1 باشد وx  هم نقطه بحراني باشـد،   2
fبايد مقدار ( )1،f ( fو 2( ( ) )يعني همان

x
lim f (x)


fمطلـق مينـيمم   آمده مـاكزيمم و  بدستي مقادير را محاسبه كنيم. با مقايسه ) (x)    در صـورت وجـود

fبرد تابع اگر هر دو مقدار موجود باشند، د.نشومعلوم مي (x) برابر است باfR [min f , max f ].  اندآمده بدستالبته اگر اين دو مقدار با استفاده از حدگيري، 
  نويسيم.مي باز هباز صورتبهدر اين صورت فقط آن عدد را  ،آورده باشيم بدستها را با حدگيري البته ممكن است يكي از آن .بازه باز نوشته شوند صورتبهبايد 

 برد تابع  :27مثالxf (x)
x


2

4
1

  كدام است؟ 
1 ([ , )4 4  2 ([ , ]2 2  3 (( , )2 2  4 ([ , ]4 4  
 :يابتدا دامنه  »2«گزينه   پاسخf (x) ر اين مثالكنيم. درا تعيين ميf (x) جا تعريف شـده اسـت و داريـم   همهfD ( , )   ي بعـدي  . در مرحلـه

x)  كنيم.نقاط بحراني را تعيين مي ) x ( x )f (x) x
(x ) (x )
        
 

2 2 2

2 2 2 2
4 1 8 4 1 1

1 1
  

fاكنون مقدار (x) كنيم:مي حسابدر دو سر دامنه  حد آن را را در نقاط بحراني و  

x x

f ( ) , f ( )

x xf ( ) lim , f ( ) lim
x x 

        

      
   2 2

4 41 2 1 21 1 1 1
4 4

1 1
 

  

fي مخرج بيشتر از صورت است، پس حدتوجه كنيد كه درجه (x) در و آمده داريم: بدستي مقادير شود. با مقايسهصفر مي  
fmin f (x) , max f (x) f R [ , ]      2 2 2 2joM    

fمقادير كه جاناز آ ( ) 1 fو 2 ( )  1   ي بسته باشد.برد تابع بايد بازه نه با حدگيري، اند،آمده بدست با جايگذاري ساده 2
  

 برد تابع :28مثالf (x) x x x   24   كدام است؟ 1
1 ([ , ] 1 2 5  2 ([ , ]2 5 1  3 ([ , ] 2 5 2 5  4 ([ , ] 1 2 5  
 :يابتدا دامنه  »1«گزينه   پاسخf (x) مـل در زيـر راديكـال    ي دو يا با ايجاد مربـع كا ي درجهتوانيم با تعيين علامت معادلهكار را ميكنيم. اينرا تعيين مي

  كنيم:شوند، به همين دليل اين مسير را انتخاب ميتر انجام ميي حل نيز محاسبات راحتانجام دهيم. اگر مربع كامل ايجاد كنيم، در ادامه
x x [x x ] [(x ) ] (x )            2 2 2 24 1 4 1 2 5 5 2  

f  بنابراين داريم: (x) x (x )    25 2  

fيحالا دامنه (x) كنيم:را تعيين مي  (x ) (x ) (x ) x               2 25 2 5 2 5 2 5 2 5 2 5  
fيدامنه (x) :برابر است با  fD [ , ]  2 5 2 5  

fدر گام بعدي نقاط بحراني (x) كنيم:را مشخص مي  (x )f (x) (x ) (x )
(x )

          
 

2
2

2 21 2 5 2
2 5 2

  

xمثبت باشد پسبايد هم سمت چپ  پسمقدار سمت راست، مثبت است     دهيم:است، حالا محاسبات را ادامه مي 2
x(x ) (x ) (x ) (x ) x x x                   22 2 2 2 5 5 5 52 5 2 2 2 5 2 2 2 22 2 2 2  

fيآمده در دامنه بدستبحراني  ينقطهالبته بايد مراقب باشيم كه  (x) جاد. در اينقرار داشته باشx  
52 ] يبازه در 2 , ] 2 5 2   د.رار دارق 5

fگام بعدي آن است كه مقدار (x) x (x )    25     بحراني و در دو سر دامنه حساب كنيم: يهرا در نقط 2

f ( ) ( )
min f (x) , max f (x)

f ( )

        
    

            


22 5 2 5 5 5 2 5
2 1 2 55 5 5 5 5 52 2 5 2 2 2 2 12 2 2 2 2 2




  

fRصورتبه fبنابراين برد [ , ]  2 1 2 5 .است  
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 نمودار تابع  :32مثالxf (x) x e 3   صعودي است؟ ايبازه چهدر  6
 :نامساوي است كافي  پاسخf (x)   ضرب داريم:ي مشتق حاصلرا حل كنيم. ابتدا با استفاده از قاعدهx x xf (x) x e x e x e ( x)    2 6 3 6 2 63 6 3 1 2  

fاكنون نامساوي (x)   چون كنيم. دقت كنيد كهرا حل ميx 2  وxe 6  ببينيم كهاينبراي  در نتيجه ،استf (x)    ،اسـت  كـافي كجاها مثبـت اسـت 

xنامساوي 1 2  ريم:دابه راحتي  .را حل كنيم  x x x       
11 2 2 1 2  

xياين تابع در بازهپس    
1
  صعودي است. 2

  

 اگر مشتق تابع  :33مثالy f (x) صورتبهf (x) (x ) (x ) (x )    2 5 41 3   اي صعودي است؟چه بازه روي fگاهآنتعريف شود.  6
1([ , )3  2(( , ]3 3([ , )6  4 (( , ]6  
 :هر جا كه»  1«گزينه   پاسخf (x)   باشد، تابعf (x) براين به تعيين علامتصعودي است. بناf (x) ينياز داريم. در ضابطهf (x)  عبارات(x ) 21 

x)و ) fهمواره بزرگتر يا مسـاوي صـفر هسـتند، زيـرا تـوان زوج دارنـد. در نتيجـه علامـت         46 (x)   بـه علامـت(x ) xبسـتگي دارد. اگـر   53   گـاه آن ،3
(x ) 53 ، يعنيf (x)   شود وميf (x) در اين بازه صعودي است. اگرx  3،f (x)   شود وميf (x)  در اين بازه نزولي است. پس تـابعf (x)  در

]يبازه , )3 .صعودي است  
  

 فرض كنيد :34مثالf : [ , )    پذير و تابع با ضابطهمشتقf (x)g(x)
x


2 1

  نزولي باشد. كدام گزينه همواره صحيح است؟ 
1(gدرx   2 پذير نيست.مشتق(fدر بازه( , )  .نزولي است  
3(f4  دي است. صعو(fاست. 3ي بزرگتر از اي با درجهيك چندجمله  
  : چون تابع  »2«گزينه پاسخg است، پس بايد اكيد نزوليg (x)   گيري از تابعبا مشتق .باشدg(x) :داريم  

f (x) f (x)(x ) xf (x) f (x)g(x) g (x) (x )f (x) x f (x) f (x) ( x)
x (x ) x

             
  

2
2

2 2 2 2
1 2 1 2 2

1 1 1
    

fبرد (x) در صورت سؤال[ , ) عنوان شده و اين يعنيf (x)  از طرفي در سمت راست نامساوي مقدار ،x 2 xهم همواره مثبت است، پس اگر 1   
fپسشود سمت راست نامساوي فوق منفي مي گاهآن (x) در واقع شود،هم منفي ميf بر بازه( , )  .نزولي است  

  

 كدام گزينه در مورد تابع  :(سخت) 35مثالxf (x) ( )
x


 

x)صحيح است؟ 1212 )   

1 (f (x) درex
e


2 exمينيمم نسبي دارد و براي 1

e
 


1
2 2   نزولي است. 1

2 (f (x) اش كهبر دامنه( , )1
  ي اكسترمم ندارد.نزولي است و نقطه باشد، اكيداًمي 2

3 (f (x) درex
e


2 exماكزيمم نسبي دارد و براي 1

e
 


1
2 2   نزولي است. 1

4 (f (x) درex
e


2 exمينيمم نسبي دارد و براي 1

e


2   صعودي است. 1

 :يابتدا به دامنه»  4«گزينه   پاسخf (x) ي آن مثبت باشد:كه اين تابع تعريف شده باشد، بايد پايهكنيم. براي آندقت مي  

)تابع ي اينبنابراين دامنه , )1
xاست.  2

x x
      

1 1 12 2 2  
fي تشخيص صعودي يا نزولي بودنبرا (x) بايد به علامتf (x) توجه كنيم. ابتداf (x)  آوريم:مي بدسترا  

x f (x) xf (x) ( ) Lnf (x) ( )Ln( ) Ln( ) ( )
x x x f (x) x xx

x

 
          



12 2
2

1
1 1 1 1 1 12 2 2 2 212

ÁoÃ¬¢Tz¶  

f (x) f (x)[ Ln( ) ]
xx x

   2 2
1 1 12  

fبا جايگذاري (x)  آمده داريم: بدستي رابطهدر  xf (x) ( ) [ Ln( ) ]
x xx x


    

12
2 2

1 1 1 12 2  

با فاكتور گرفتن از
x2
xf  رسيم كه:به اين نتيجه مي 1 (x) ( ) [Ln( ) ]

x xx


    

12
2

1 1 12 2 1  



  

268 

مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 شـود. در واقـع   گفتـه مـي  » محـدب « و به توابعي كه تقعر آن رو بـه بالاسـت،   » مقعر« توابعي كه تقعر آن رو به پايين است  هاي مرجع بهدر كتاب :7تذكر
fوقتي (x)   تابع مقعر و وقتي گاهآنf (x)   هـاي  هاي مختلـف كارشناسـي ارشـد (خصوصـاً رشـته     شود. اما بعضاً در آزمونتابع محدب ناميده مي گاهآن

fمديريت، حسابداري و اقتصاد) ديده شده هرگاه (x)   باشد، تابع را مقعر و هرگاهf (x)   گويند و اين موضوع خلاف روند مرسوم است تابع را محدب مي
دهيم. در واقع اگر صحبت از تقعر رو به پايين و تقعر رو به بالا شود، ديگر اين مشكلات پيش نخواهد هاي مرجع را ملاك قرار ميو ما در اين كتاب همان نظر كتاب

  دهد.را دوگانه جلوه مي كار» محدب« و » مقعر« آمد و اطلاق لفظ 
yصورتبه xيدر نقطه fي خط مماس بر نموداردانيم معادلهمي :8نكته  f (x ) f (x )(x x )     .هـا نشـان داده   طور كه در شكلهمان است

fيعني f، عرض تابعxرو به پايين است، براي هر fشده وقتي تقعر (x) از عرض خط مماس يعنيy بيشتر است و وقتي تقعرf   رو به بالا است، بـراي هـرx ،
fيعني fعرض تابع (x) از عرض خط مماس، يعنيy  شود:زير خلاصه مي صورتبهكمتر است، اين نتايج  

  داريم: گاهآنرو به پايين باشد،  fاگر تقعرالف) 
f (x) f (x ) f (x )(x x )      

  داريم: گاهآنرو به بالا باشد،  fاگر تقعرب) 
f (x) f (x ) f (x )(x x )      

]، و هر عدد حقيقيIمتعلق به بازه x2و x1باشد، براي هر دو نقطه دلخواه پايينو به پذير و تقعر آن رمشتق Iبر بازه fاگر :9نكته  , ] 1  نامساوي
  زير را داريم:

f ( x ( )x ) f (x ) ( )f (x )      1 2 1 21 1  
  نامساوي زير را داريم: ،باشد بالارو به  fقعرت ،و اگر با تمام شرايط فوق

f ( x ( )x ) f (x ) ( )f (x )      1 2 1 21 1  

ها خصوصاً وقتياين نامساوي 
1
  هاي زير را داريم:كاربرد دارند و در واقع نامساوي هااست، در اثبات نامساوي 2

x  وقتي تقعر رو به پايين است: - x f (x ) f (x )
f ( )

 
1 2 1 2

2 2  

x  وقتي تقعر رو به بالا است: - x f (x ) f (x )
f ( )

 
1 2 1 2

2 2  

 اگر  :44مثالx x1 xو 2 1  وx 2  هاي زير را ثابت كنيد.نامساوي گاهآن  
n   الف) n n n(x x ) (x x ) , n   1

1 2 1 22 xب)                   1 x
x Lnx x Lnx (x x )Ln


   1 2

1 1 2 2 1 2 2  

 :پاسخ    
nfالف) (x) xدر نتيجه ،nf (x) n(n )x    nاست. طبق فرض 21 1، يبنابراين در ناحيهx   مقدارf (x) است و اين يعني تقعـر رو   عددي مثبت

  به بالا است و لذا نامساوي دوم را داريم:
n n

n n n n nx x x x
( ) (x x ) (x x ) 

    11 2 1 2
1 2 1 222 2

  

fدقت كنيد چون (x)   .و علامت مساوي را ندارد، ما هم علامت مساوي را در فرمول قرار نداديم  

fفرض كنيدب)  (x) xLnx  يكه دامنه(توجه داشته باشيدf (x) فقطx   (در اين صورت .استy
x

  
1  و اين يعني تقعرf :رو به بالا است  

x x x x x x
Ln( ) (x Lnx x Lnx ) (x x )Ln( ) x Lnx x Lnx

  
     1 2 1 2 1 2

1 2 2 1 2 1 1 2 2
1

2 2 2 2  

 و روش هاي به دست آوردن آن تعريف نقطه عطف  
  

c)نقطه , f (c)) پيوسته منحني براي يك نقطه عطفy f (x)  يا به عبارت ديگر تابعاست)f (x) درx c (زمان اگر دو شرط زير هم .داراي نقطه عطف است
  برقرار باشد:

yاردنمو) 1 f (x) درx c .خط مماس داشته باشد  

  .عوض شود) cبا هم مخالف باشد (جهت تقعر در cدر دو طرف fجهت تقعر) 2

يادتان باشـد كـه ايـن تفسـير نادرسـت       ا بگوييم مماس وجود دارد، ولياي تفسير شود كه حتماً بايد مشتق اول وجود داشته باشد، تممكن است شرط دوم به گونه
ها را يك ممـاس قـائم   مماس قائم دارد كه آن دو نيم ،ولي علامت مشتق چپ و راست يكسان است كه مشتق وجود ندارد، در واقع در حالتي است!

xدر fكند تابعشرط دوم ايجاب ميدر واقع  كه دقت كنيد كنيم.محسوب مي c پذير باشد و يا اگر درمشتقx c قـائم داشـته    ممـاس پذير نيست، مشتق
xمشتق اول به ازاييعني  .باشد c يا برابر با و يا برابر با به طور كلي اگـر مشـتق اول    .چپ و راست يكسان باشد مشتقعلامت  و به عبارت ديگر شود

اگر علامت  .شود چپ و راست و يا علامت هر دو مشتق ي عطف داريم كه علامت هر دو مشتق چپ و راستتوان گفت نقطهمي پس ،ه باشدوجود نداشت
العلامه است هاي چپ و راست متناهي ولي مختلفالبته موارد ديگري كه مشتق( .بازگشت است عطف نيست، بلكه نقطه شد، نقطه و علامت ديگري يكي

  ).عطف نداريم كدام نقطهه در هيچ) همين فصل توضيح داده شده است ك1در درسنامه ( ،و نظاير آن
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 كند، ولي چون نمودارش مماس نداردتغيير مي cدر دو طرفgتقعر
x(حتي خط قائم هم ندارد، لذا c(.نقطه عطف نيست 

fتقعر تابع (x) در دو طرفc عطف دارد،  ، تابعكندتغيير مي  
  كند.از درون منحني عبور مي كهو مماس نيز وجود دارد

 تابع آيا  :45مثالx ; x
f (x)

x ; x

   
 

2

3
1 1

1 1
xدر     ي عطف دارد؟نقطه 1

 :خواهيم ببينيم آيامي  پاسخx 1 ي عطف است يا خيـر؟ پيوسـته بـودن   نقطهf (x) در 
x 1 كنيم:هاي اول و دوم دقت ميشود. اكنون به مشتقبه وضوح ديده مي  

x ; x ; x
f (x) f (x)

x ; xx ; x

         
2

2 1 2 1
6 13 1

  

fي عطف آن است كه در آن نقطهانتظار ما از نقطه (x) علامـت  امـا  ،تغيير علامت دهدf (x)   تغييـر نكنـد. در ايـن مثـال داريـم      آن نقطـه  در چـپ و راسـت 
f ( )  1 6  و f ( )   1 2 ، پسf (x) ينيد جهت تقعر منحني دربطور كه در شكل هم ميتغيير علامت داده است. همانx 1   .عوض شده اسـت

fكنيم:مياول دقت  حالا به مشتق ( )  1 2،f ( ) 1 شـود.  ي عطـف محسـوب نمـي   اين نقطه يـك نقطـه   ،هاي چپ و راست برابر نيستند. بنابراين؛ مشتق3
  هاي چپ و راست در يك راستا نيستند.يد، نيم مماسبينطور كه در شكل ميهمان

  
 ي عطف منحنينقطه  :46مثالf (x) x 3   را مشخص كنيد. 1
 :هاي اول و دوم عبارتند ازمشتق  پاسخf (x) x  fو 23 (x) x  xمشتق دوم در .6   دهد. تغيير علامت مي
xوقتي   است،f (x) منفي و تقعر به سمت پايين است، وقتيx   ،استf (x)    .مثبت و تقعر به سـمت بالاسـت

fدر ضمن ( )  وجود دارد. بنابراين منحنيf (x) و در نتيجه در اين نقطه داراي خط مماس استx    ي عطـف  نقطـه
fدر واقع شود.محسوب مي ( )   شود و يك مماس افقي خواهيم داشت.مي  

 روش به دست آوردن نقطه عطف  
  

fي عطف ابتدا بايد نقاط بحرانييدا كردن نقطه عطف، بسيار شبيه تعيين نقاط اكسترمم نسبي است. براي تعيين نقطهروش پ      ،را پيدا كنيم؛ ايـن نقـاط بحرانـي
fكرديم). نقاط بحرانيرا تعيين مي fها، ابتدا نقاط بحرانينامزد انتخاب به عنوان نقطه عطف هستند (يادتان كه هست در تعيين اكسترمم  نقاطي هستند كه در ،

fها ياآن (x) وجود ندارد و يا اگرf (x) رانـي ها، نقـاط بح وجود دارد، برابر با صفر است (يادتان كه هست در تعيين اكسترممf      بدسـت نيـز بـه همـين طريـق 
fآمدند، يعني دنبال نقاطي بوديم كه در آن نقاط يامي (x) وجود نداشت و يا اگرf (x)            وجـود داشـت، برابـر بـا صـفر بـود) و بـالاخره در مرحلـه آخـر، تغييـر

fعلامت (x) كنيم؛ اگر حول اين نقاط،حول نقاط بحراني را بررسي ميf (x)        شـوند  تغيير علامت داشته باشد، اين نقـاط بـه عنـوان نقـاط عطـف معرفـي مـي  
fدر واقع همان بررسي تغيير علامت ،آزمون مشتق اولدر  ،ها(يادتان هست كه در تعيين اكسترمم (x) البتـه بـه جـز تـابع ثابـت كـه همـه نقـاطش         را داشتيم .

fهاآناكسترمم نسبي هستند و در همه  (x)   است(.  
 اگر  :47مثالf (x) x g(x)و 3 x 3   يد.در مورد جهت تقعر و طول نقطه عطف اين توابع بحث كن گاهآن، 4

 :ابتدا تابع  پاسخf (x) x
1
f  كنيم:را بررسي مي 3 (x) x , f (x) x

x x

 
      

2 5
3 3

3 32 5
1 1 2 2
3 93 9

  

fواضح است ( )  وf ( )  وجود ندارند، چونf ( )  وجود ندارد، پسx   راني تابعنقطه بحf حول صفر تابع آيا است. حالا بايد ببينيمf (x)   تغيير علامـت
xدارد؟ واضح است اگر   ،گاهآنf (x)   و اگرx   ،گاهآنf (x)  و اين يعني دهدميحول صفر تغيير علامت  مشتق دوم ، پسx   ي طول نقطه

f(علامت هسـتند نامتناهي و هم چپ و راست اول از هايبينيد وقتي مشتقطور كه ميهماناست.  fعطف تابع ( )  وf ( )     هـر دو برابـر بـا  (هسـتند، 
fبا شرط تغيير علامت گاهآن (x)  .نمودارنقطه عطف وجود داردf :به شكل زير است  

)بينيد در بازهطور كه در شكل مقابل ميهمان , )  تقعرf رو به بالا و در بازه( , ) تقعرf      رو بـه پـايين اسـت. توجـه
xداشته باشيد كه در   صورترا به هابازه اين توانجهت تقعر مشخص نيست، پس نمي( , ]  يا[ , )  نشان داد. حالا

g(x)سراغ تابع x
4
gبراي اين تابع رويم؛مي 3 (x) x x  

1
334 4

3 gو 3 (x) x
x


  

2
3

3 2
4 4
9 9

طور كـه  همان .است 

gبينيدمي ( )  وجود ندارد و اين يعنيx             نامزد نقطه عطف اسـت. بـراي تعيـين عطـف بـودن يـا نبـودن، بايـد وضـعيت
gعلامت (x) را حولx   تعيين كنيم؛ واضح است به دليل وجودx2 زير راديكالg (x) ره مثبت است و حول صفر هموا

xاين يعني تغيير علامتي نداريم و   طول نقطه عطف نيست. نمودارg مقابل است: صورتبه  
)در بازه , )  خلاف تابعتوجه داشته باشيد كه بر .به بالاست) (در واقع همواره تقعر رو تقعر به سمت بالاستf عدد صفر ،

xجزو اين بازه است، چون در   به بالاست. جهت تقعر معلوم و رو نيز  
  

x

y

0

3 4g(x) x

x

y

0

3f (x) x

x

y

g(x)

0 c
x

y
f (x)

0

 خط مماس

c

x

y

0 1

x

y

0

1 خط مماس
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yدر توابع درجه سوم به شكل: :12نكته  ax bx cx d   3 2(a ) :نكات زير را داريم  

1( bx
a

      طول نقطه عطف است.  3
aاگر )2   طول نقطه گاهآنMin تر از طول نقطهبزرگMax است و اگرa   طول نقطهMax طول تر ازبزرگMin البته به شرط وجود اين دو نقطه است)(.  
  .و همواره وجود دارد نقطه عطف تابع، مركز تقارن آن است )3

fاگر معادله مشتق) 4 (x)   تابع يك گاهآن ،داراي دو ريشه متمايز باشدMax و يكMinصـورت بهو مختصات نقطه عطف  دارد 
min max

I

min max
I

x x
x

y y
y

 
  


2

2

 

  باشد.عرض (يا طول) نقاط ماكزيمم و مينيمم برابر عرض (يا طول) نقطه عطف مي ميانگينعبارت ديگر  هخواهد بود بعطف 

 به ازاي كدام مقدار  :56مثالm هاي ماكزيمم و مينيمم نسبي تابعمجموع طولy mx x x  3   باشد؟برابر يك مي 23
1(m  2  2(m  1 3(m 1  4(m  2  
  : داريم: گفته شدهي ) در نكته4) و (1هاي (استفاده از شمارهبا »  4«گزينه پاسخ  

max min
I I

x x bx , y mx x x x m
a m m m


             3 21 3 1 1 13 22 2 3 3 2  

  

mnfتابع :13نكته  (x) (x a)  را كه در آنm n، در نظر بگيريد، در اين صورت اگرm ،زوج باشدx a  بازگشت تابع و اين نقطه، نقطه نقطه
fاكسترمم تابع خواهد بود و نمودار آن به فرم (x) x 3 xهر دو فرد باشند، nو mخواهد بود. اگر 2 a     شـبيه آن نقطه عطـف تـابع و نمـودارf (x) x 3 

xزوج باشد، تابع فقط به ازاي nفرد و mاست و اگر a تعريف شده است و نمودار آن شبيهf (x) x .خواهد بود  
  
  
  
  
  

  

m زوج باشد.  mوn.فرد باشند m ،فردn باشد. زوج  
 در تابع :57مثالy x x 3 3    به ترتيب چه نوع نقاطي هستند؟ 1و  ، نقاط2
  ماكزيمم) بازگشت، 4  ، عطفمينيمم)3 ، عطفماكزيمم)2  ماكزيمممم،) ميني1
  : در همسايگي نقطه » 2«گزينه پاسخx   توان به فرم زير نوشت:تابع داده شده را مي  

yماكزيمم  نقطه بازگشت و x x ~ x x     3 3 33 2 2 2 ½k{ ¾TŸ¬ ¾T§º ¾M ¾]¼U IM  
xو در همسايگي 1 زير در نظر گرفت: صورتبهتوان تابع را مي  

yنقطه عطف x x x (x ) x x ~ x        3 33 2 2 2 33 1 1 1 ½k{ ¾TŸ¬ ¾T§º ¾M ¾]¼U IM3  
  

yمعادلهمضاعف هاي ريشه :14نكته     نقاط عطف تابعطولy تابع . براي مثال بههستندy x yتوجه كنيد، 3 x  xريشه مضاعف در 23   
xدارد و بنابراين   .طول نقطه عطف است كه قبلاً اين تابع را بررسي كرديم  

xاگر :15نكته    c  يمعادله مضاعفريشهy  ريشه معادله همچنين باشد، وy  ،گاهآننيز باشدx c    طول نقطـه اكسـترمم تـابعy f (x) 

yبراي مثال تابع است. (x )  41 1 yگيري داريم:را در نظر بگيريد. با مشتق 14 (x )   yو 31 (x )   23 x، بنابراين1 1 ي مضـاعف ريشهy   اسـت و
xپس .هم بوده است yيريشه 1 ي اكسترمم اين تابع است.طول نقطه  

 اگر :58مثالf (a) f (a)    گاهآن ،باشد :  
yتابع)1 f (x) در نقطهx a تابع2 دارد.مينيممنه ماكزيمم دارد و نه (y f (x) در نقطهx a نسبي است.مينيمم  داراي  
y) تابع3 f (x)  در نقطهx a.توان گفت كه تابع) نمي4 داراي ماكزيمم نسبي استf در نقطهx a.چه وضعيتي دارد 

  : نقطـه طـول    ايـن  گـاه آن .اي مشتق اول صفر شود و آن نقطه ريشه مضاعف مشتق اول باشد و ريشه ساده مشتق دوم باشـد اگر در نقطه دانيممي  »4«گزينه پاسخ
fمثلاً براي تابع .عطف است ينقطه (x) x fداريم 3 (x) x  fو 23 (x) x  x، براي اين تابع6    امـا   .نقطه عطف است و هردو مشتق اول و دوم صفر هسـتند

fبــراي تــابع (x) x fداريــم 4 (x) x  fو 34 (x) x  xنقطــه 212    مينــيمم نســبي اســت و بــراي تــابعي ماننــدf (x) x  f داريــم 4 (x) x   34 
fو (x) x   xو نقطه 212    براي اين تابع ماكزيمم نسبي است. پس در حالتي كهf (a) f (a)    توان گفت تابعنميf در نقطهa چه وضعيتي دارد.  

y
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y

xa

y

xa
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 :بسط هر كدام از توابع  »2«گزينه   پاسخsin x،cos x وxe
xرا حول 2    كنـيم كـه بسـط    نويسيم. سپس با انجـام محاسـبات، مشـخص مـي    ميرا

fتابع (x)  ي ازتوانبا چهx شود.آغاز مي  

  x x x xf (x) x (x ) x( ) ( x ) x x
! ! ! !

              
3 2 4 4

2 2 21 1 13 2 4 2      

x x x x x(x ) (x ) ( x ) x x x
! ! ! !

                  
5 3 5 4 3

3 2 2 411 13 2 4 2 2 2     

nكـه در بسـط ظـاهر شـده اسـت      xكوچكترين تـوان   )دهـد كـه  اسـت. ايـن نشـان مـي     3 )f ( ) 3     اسـت و
f ( ) f ( ) f ( )       خواهد بود. فرد بودنn دهد كهنشان ميx   ي عطف است. همچنين اولـين  نقطه

fدهد كه نموداري اين بسط نشان ميجمله (x) در نزديكي مبدأ مانند نمودارxy  
3

  است. 2

fبنابراين (x) درx   ي عطف دارد و در همسايگي آن نزولي است.نقطه  

  

روشي ديگر در تعيين نقاط عطف، ماكزيمم و مينيمم نسبي   
  

fدانيد وقتيطور كه ميهمان (a)   ي تعيـين  نقطـه  روش ديگـري بـراي   خواهيم ين قسمت ميدر ادهد. وم كارايي خود را از دست ميباشد، آزمون مشتق س
ي اولين مشتقي را كـه در ايـن نقطـه    هاي اول، دوم، ... مرتبهي مشتقباشد، در اين روش با محاسبهالبته اين روش از نتايج بسط تيلور تابع مي ارائه كنيم. عطف را

بوديم و حالـت   (اگر يادتان باشد اين قضيه را در مورد تعيين نوع نقاط اكسترمم قبلاً بيان كرده يمكني زير استفاده ميسپس از قضيهكنيم. شود، پيدا ميصفر نمي
  :)تأكيدمان روي تعيين نقطه عطف استو اين جا بيشتر  سوم را بررسي نكرده بوديم

yقضيه: فرض كنيد براي تابع f (x)،(n )f (a) f (a) f (a)    1  و(n)f (a)   :باشد. اكنون سه حالت زير را داريم  
f(n)زوج باشد و nالف)  اگر (a)   ،باشدx a  ي مينيمم نسبي است.نقطهطول  
f(n)زوج باشد و nب)  اگر (a)   ،باشدx a  ي ماكزيمم نسبي است.نقطهطول  

xفــرد باشــد،  nاگــر ج)  a ي عطــف، نيــازي بــه صــفر بــودن    (در مــورد نقطــه  ي عطــف اســت نقطــهf (a) بــه عبــارتي اگــر   ،نــداريم 
( ) (n )f (a) f (a) f (a)    3 1  و(n)f (a)   وn ،فرد باشدx a ي عطف است)نقطه.  

 ينقطه  :60مثالx   براي تابعf (x) sinx x x   36   اي است؟چه نوع نقطه 2
 :ابتدا  پاسخf ( )  وf ( )  كنيم:را محاسبه مي  f (x) cos x x f ( ) , f (x) sin x x f ( )            26 2 3 8 6 6    
fكهاين ( )   ي عطف باشد زيرادهد اين نقطه اكسترمم نسبي نيست؛ اما ممكن است نقطهاست، نشان ميf ( )   ها داريمگيريقي مشتشده است. با ادامه:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f (x) cos x f ( ) , f (x) sin x f ( ) , f (x) cos x f ( )           3 3 4 4 5 56 6 6 6 6       

nپس  xعددي فرد است و 5   ي عطف خواهد بود.نقطه  
  

 ينقطه  :61مثالx  fبراي تابع 1 (x) x x x x x     5 4 3 22 2 8 7 1 اي است؟چه نقطه  
  ي عطف است.) نقطه4  ) مينيمم نسبي است.3  ) ماكزيمم نسبي است.2  ) نقطه عادي است.1
 :كنيم. ي اول و دوم را حساب ميهاي مرتبهخواهيم از آزمون مشتق دوم استفاده كنيم. مشتقفرض كنيد مي  »3«گزينه   پاسخ  

f (x) x x x x     4 3 25 8 6 16 7  
f (x) x x x    3 22 24 12 16  

xبا قرار دادن 1 ها خواهيم ديد كهدر آنf ( ) 1  وf ( ) 1      است. بنابراين آزمون مشتق دوم در اين نقطه قابل استفاده نيست؛ زيرا مشـتق دوم نيـز صـفر
شده است. با توجه به مشكل بودن تعيين علامتf (x)     ،استفاده از آزمون مشتق اول هم به اين سادگي ممكن نيست. پس به فكر اسـتفاده از قضـيه گفتـه شـده ،

  برسيم. شودنميي مشتق كه در اين نقطه صفر كنيم تا به اولين مرتبهي بالاتر را حساب ميهاي مرتبهافتيم. مشتقمي
xf (x) x x f ( )     126 48 12 1   

x( ) ( )f (x) x f ( )    14 412 48 1 72     
nشودي مشتق كه صفر نميبنابراين اولين مرتبه  )، علامتnاست. با توجه به زوج بودن 4 )f ( )4 )بينيم كـه شود. ميمهم مي 1 )f ( ) 4 1 مثبـت اسـت. در    72

fنتيجه تابع (x) درx 1 .داراي مينيمم نسبي است  

x

y

3xf (x)
2
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 نمودار  :65مثالy f (x) تواند نمودارداده شده است. كدام گزينه ميy f (x) باشد؟  
  
  
  

  
 

 

1 2 3 4 5 6
x

y

f

  
)1( 

 

1 2 3 4 5 6
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)4(  

 :هايابتدا با استفاده از علامت » 1«گزينه   پاسخ( ) و( )   دهـيم كـه در چـه    نشـان مـي
fنقاطي نمودار  بالاي محورxها است و در چه نقاطي زير محورx.ها است  

  
  
  
  

 fكنيم و روي آن، اطلاعات به دست آمده از نمـودار حالا يك دستگاه محورهاي مختصات رسم مي
هاي منفـي حـرف (ن) را   هاي مثبت حرف (ص) و به جاي علامتبه جاي علامت .دهيمرا نشان مي

  نويسيد يا زير آن.مي xرا بالاي محور هانويسيم. البته مهم نيست كه آنمي
  
  

fپس نمودار (x) يدر بازه( , )1 يصعودي است. در بازه( , )1 )يشود، در بازهنزولي مي 3 , )3 )يزهصعودي است و در با 5 , )5   شود. دوباره نزولي مي 6
)يشود؛ زيرا در بازه) رد مي2بنابراين گزينه ( , )1 )يشود، زيرا در بازه) نيز رد مي3نزولي نيست. گزينه ( 3 , )5 ) با اطلاعات 4) و (1هاي (نزولي نيست. اما گزينه 6

) در مبدأ مختصـات  4ي (ها با هم دقت كنيم. تنها تفاوت موجود در آن است كه گزينهست آمده تطابق دارند. براي انتخاب بين اين دو گزينه بايد به تفاوت آنبه د
f) چنين نيست. اگر به نمودار1ي (ها مماس شده است. اما گزينهxبر محور  شويم كهتوجه كنيم متوجه ميf ( )   نادرست است 4ي (است. بنابراين گزينه (
  دهد.را به درستي نشان مي f) نمودار1ي (و گزينه

  

fتشخيص نمودار    با داشتن نمودارf:  
yفرض كنيد نمودار f (x) خواهيم نموداررا داريم و ميf (x) را پيدا كنيم. ابتدا به روابطي كه بينf وf  كنيم:توجه مي وجود دارند  

fگاهآن ،محدب باشد (گودي به سمت بالا) fاگر نمودار ـ1 (x)   .است  
fگاهآن ،مقعر باشد (گودي به سمت پايين) fاگر نمودار ـ2 (x)   .است  
fعوض شده باشد، علامت fجهت تقعر xاگر در نقطه ـ3  درx اي اگر عوض شده است. در چنين نقطه

  مشتق دوم وجود داشته باشد برابر با صفر است. 
  دهيم:را پيشنهاد مي براي استفاده بهتر از روابط بالا، ترتيب زير

fفرض كنيد نمودار (x) مطابق شكل داده شده باشد. روي نمودارf (x)  از چپ به راست حركت كرده و جهت
  دهيم.گودي (جهت تقعر) منحني را با تعدادي پيكان نشان مي

fتا روي آن اطلاعات به دست آمده در موردكنيم حالا يك دستگاه محورهاي مختصات رسم مي (x)   را ثبـت
)ها رو به پايين هستند علامتكنيم. هر جا كه پيكان ) زير محورxها رو به بالا هستند يك ها و هر جا پيكان

)علامت ) الاي محوربxدهيم. به اين ترتيب ما علامتها قرار ميf (x) دانيم. ي نقاط ميرا در همه  
fها علامتكه در آن Bو Aماند نقاطفقط مي (x)    ياسـت. در نقطـه  عـوض شـدهB  نمـودارf (x)  داراي

fگوشه است و واضح است كه (x) و در نتيجهf (x)      وجود نـدارد. در واقـع ايـن نقطـه روي نمـودارf (x) 
كنـد در ايـن   عبـور مـي   fوجـود دارد و از منحنـي   fخـط ممـاس بـر نمـودار     Aيطهخالي است. اما در نق

fنقطه (x)   ي عطفخواهد بود. اين نقطه، نقطهf .است  
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 ارنمود  :66مثالf (x) داده شده است. نمودارf (x) كدام است؟  
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 :يجهت تقعر منحن » 2«گزينه   پاسخf (x) كنيم و علامتدهيم. حالا يك دستگاه محورهاي مختصات رسم ميرا در هر نقطه نشان ميf     را با توجـه بـه

fبينيم كهدهيم. ميهاي رسم شده نشان ميجهت پيكان (x) يهمواره مثبت است فقط در فاصله( , )1   ) صحيح است.2ي (شود. بنابراين گزينهمنفي مي 2

  
  
  
  
  
  
  

  

 در مورد توابع  :67مثالf وgكه در نمودار نشان داده شده است، كدام گزينه صحيح است؟  

  تواند مثبت باشد.مي gو fتابع) مشتق سوم هر دو 1
  تواند مثبت باشد.) مشتق سوم هيچ كدام از دو تابع نمي2
  مثبت نيست. gتواند مثبت باشد و مشتق سوممي f) مشتق سوم3
  مثبت نيست. fتواند مثبت باشد، ولي مشتق سومميg) مشتق سوم4

f

x

y

g

x

y  

  
 :با كمي دقت به نمودار»  4«گزينه  پاسخg شويم كهمتوجه ميg   اسـت و ايـن يعنـي   يك تابع اكيداً صـعوديg   

xدقيقاً در gاست. تقعر نمودار  شود درعوض ميx  تقعر رو به پايين است و اين يعنيg   و بعد ازx    تقعـر
gرو به بالا است و اين يعني  توانيم بگيريم، كه تابع، به عبارت ديگر اين نتيجه را نيز ميg  بـه ازايx     نزولـي و بـه

xازاي   نمودار مقابل را برايصعودي است وتقريباً نموداري شبيهg رسم كنيم و چون تقعرg  رو به بالاست، پس مشتق
  مثبت است.  gيعني مشتق سوم gدوم

fتوجه كنيد، اين نمودار همواره نزولي است بنـابراين همـواره   fتواند مثبت باشد. به شيب نمودارنمي fدهيم كه مشتق سومحالا نشان مي       اسـت. امـا اگـر
fمقدار شيب نمودار (x) ت نزولكنيم، سرعتر نگاه كنيم. هر چه به سمت راست حركت ميدقيقf يشود. براي مثال به دو نقطهكمتر ميA وB    .توجـه كنيـد

fتقريباً افقي است و با شيب ملايمي در حال نزول است. پـس نمـودار   f، نمودارBيآيد اما در نقطهبا شيب تندي به سمت پايين مي f، نمودارAيدر نقطه  
fتوانيم شكل تقريبيكند. به اين ترتيب ميهمواره منفي است اما به سمت صفر ميل مي  بينيم كه جهت تقعـر سم كنيم. با رسم اين نمودار ميرا رf     بـه سـمت

fپايين است پس مشتق دوم  يعنيf  .بايد منفي باشد  
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  )عملي مشتق(كاربرد  سازيمسائل بهينه :5درسنامه 
  

  

بنـا   ،كه قبلاً ياد گـرفتيم توابع  ترين كاربردهاي مشتق را بررسي كنيم. البته اين كاربردها بر پايه مفاهيم ماكزيمم و مينيممخواهيم يكي از مهمدر اين درسنامه مي
ترين كوتاه ،مينيمم كردن هزينه، ماكزيمم كردن سود، ساخت قطعات مختلف صنعتي با كمترين ماده اوليه مانند؛ ،زندگي عملي هايبسياري از جنبهاند. شدهنهاده 

  شود.مسير و بسياري ديگر از كاربردهاي عملي مشتق در اين درسنامه بررسي مي طي كردن يك زمان براي
هاي رياضي به مفاهيم و فرمول )شودهاي آن با كلمات فارسي بيان مييشتر قسمتكه معمولاً ب(سؤال  اين نوع سؤالات، بزرگترين مشكل، تبديل صورت پاسخ بهدر 

  است كه بايد ماكزيمم يا مينيمم شود. ي يك متغيرهتشكيل تابع ،ترو البته از آن مهم
كه فقـط  را حساب كنيم  يو ما بايد اكسترمم تابع شود!)(و يا در ماهيت مسأله وجود دارد كه بايد كشف  شودمعمولاً ارتباط چند متغير با هم داده مي ،در اين نوع مسائل

برحسب يك متغيـر   فقطاين تابع را  ،مورد نظربا نوشتن تمام متغيرها بر حسب يك متغير  ي تابع،در ضابطه سعي كنيم لازم استبراي همين برحسب يك متغير است. 
  .ماكزيمم و مينيمم تابع را تعيين كنيم ،هاشتق دوم و ديگر روشمشتق اول و م هايگيري و آزمونبا استفاده از مشتقبنويسيم و سپس 

 24كشاورزي  :1مثال  مرز است، حصاركشي كنـد. البتـه احتيـاجي     اي هماي مستطيلي شكل را كه با رودخانهخواهد ناحيهمتر توري دارد و مي
  سه مرز ديگر حصاركشي شود. ابعاد زميني كه بيشترين مساحت را دارد، پيدا كنيد. نيست مرز كنار رودخانه حصاركشي شود و فقط بايد 

 :دنبال ماكزيمم كردن مساحت مستطيلي است كـه يـك ضـلع نـدارد!     به مسأله   پاسخ
در مقـدار مسـاحت تـأثيري نـدارد، ولـي در مقـدار        (يعني نداشتن يك ضلع) البته اين ماجرا

ب اول ببينيم مسأله چه چيزي را به ما داده است؟ سـؤال  محيط مستطيل تأثيرگذار است. خُ
x  به ما محيط مستطيل را داده است. بنابراين داريم: y ( )* 2 24   

x)صورتبهي بالا كرد و رابطهوقت مسأله فرق ميتوجه كنيد كه اگر قرار بود مرز سمت رودخانه هم بسته شود، آن y) 2 24  شـد. تسـاوي  وشته مـي ن( )* 
بنـاميم. واضـح اسـت     Sخواهد. اگر مساحت مستطيل راتنها چيزي است كه مسأله آن را به عنوان مقدار معلوم داده است و از ما ماكزيمم مساحت مستطيل را مي

Sدنبال ماكزيمم كردن xy هستيم. اما تابع مساحت برحسب دو متغيرx وy يها در رابطهداده شده است و بايد يكي از آنS    وجود نداشته نباشد! بـراي ايـن
)منظور از داده مسأله، يعني تسـاوي  آورد)  بدسـت  yرا برحسـب  xتـوان آوريـم (البتـه فرقـي نـدارد، مـي     مـي  بدسـت  xرا برحسـب  yگيـريم و يكمـك م ـ  *(

yبنابراين x 24 2  است كه با جايگزينيy يدر رابطهS به يك تابع يك متغيره برحسبx رسيم:مي    
S(x) x( x) x x    224 2 24 2      

S  از تابع مشتق گرفته و برابر با صفر قرار دهيم: است كافيحالا  (x) x x     24 4 6      
  شود.مشخص ميبه راحتي با استفاده از آزمون مشتق دوم  اين موضوعمم است، اين نقطه طول نقطه ماكزي

Sچون (x)   4 پس ،x  6  ًقطعاS كنند با قرار دادن اين مقـدار را ماكزيمم ميx  يدر رابطـه( )* y   12برابـر بـا    آيـد. يعنـي   مـي  بدسـت متـر
6مستطيلي به عرض   12و به طول  .بزرگترين مساحت ممكن را داراست  

تابع وجود دارد كه در اين صورت بايد مقدار تابع در نقاط ابتدا و انتهـاي بـازه نيـز     در خود پنهان صورتبهاي تهسازي، بازه بسالبته در برخي مسائل بهينهتوضيح: 
Sآيد. مثلاً در اين مثال چون بدستكنترل شود تا نقطه اكسترمم دقيق  x( x) 24 2 اي برايتلويحاً بازه ، پسx  شـود كـه بـه ازاي آن، مسـاحت     ميايجاد

12بايد بزرگتر از صفر و كوچكتر از xمنفي و يا صفر نشود.  باشد تاS منفي نشود؛ پسx 12   و به ازاي اين مقاديرS( ) S( ) 12    باز هـم   و
)Sشود كهتأييد مي ) 6 72       .ماكزيمم مطلق است  

  

 گيريم. طول قطر مستطيلي كه قطرش مينيمم است، كدام است؟است را در نظر مي 16ها هايي كه محيط آنمجموعه تمام مستطيل  :2مثال  
1(3 2 2(4 2 3(2 2 4 (4  
 :خواهيم آن را مينيمم كنيم. اگر طـول مسـتطيل را بـا   است و طول قطرش تابعي است كه مي 16مستطيلي را در نظر بگيريد كه محيط آن   »2«گزينه   پاسخy  و

dطول قطر آن فيثاغورسطبق قضيه  گاهآننشان دهيم،  xعرض آن را با x y 2 تابعي است كه دنبال مينيمم كردن آن هسـتيم. امـا    dآيد. در واقعمي بدست 2
 xرا برحسـب  y تـوانيم يك حذف شوند، مثلاً مياست و بايد با يكي از اين متغيرها خداحافظي كنيم و البته فرقي ندارد كدام yو xبر حسب دو متغير dدقت كنيد كه

x)  نوشت: xرا بر حسب yهمان داده مسأله توان ازاي است و به راحتي ميتعيين كنيم. سؤال نسبتاً ساده y) x y y x       2 16 8 8  
d(x)  صورت مقابل داريم:به x، تابعي يك متغيره برحسبdيحالا با جايگذاري در ضابطه x ( x)  2 28  

برسـانيم و   2توانيم طرفين را بـه تـوان   تر ميمشتق بگيريم تا مينيمم آن را تعيين كنيم. اما چون راديكال داريم براي جلوگيري از محاسبات پيچيده d(x)بايد از
 dمينيمم شود، قطعاً d2كار هيچ تغييري در صحت جواب ندارد و فقط براي راحتي كار است، چون وقتيرا حساب كنيم (توجه داشته باشيد كه اين  d2اكسترمم

    .ها برسيد)تعيين كرده و به يكسان بودن جواب dگيري از خودي مينيمم را از مشتقتوانيد نقطههم مينيمم است. با وجود اين، براي تمرين هم شده مي
d (x) x ( x) (d (x)) x ( x)( ) x x x x                 2 2 2 28 2 2 8 1 2 16 2 4 16 4    

xپس  yطول نقطه مينيمم است و به ازاي آن 4  d(x)و بنابراين 4 x y    2 2 2 24 4 4 x، طول قطر مينيمم است. در واقع اگر2 y  4 
    باشد و به عبارت ديگر شكل مربع باشد، طول قطر مينيمم خواهد شد.

آمده طول نقطه مينيمم باشد و احياناً طول نقطه ماكزيمم نباشد (كـه ايـن    بدستتوجه داشته باشيد كه اصول كار اين است كه كنترل شود نقطه : بيشترتوضيح 
  .گيرد)و يا آزمون مشتق دوم صورت مي كار براي اين سؤال به راحتي با آزمون مشتق اول

  

x

y

x
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 ليتر روغن را در خود جاي دهد. اگر بخواهيم هزينه فلز بـه كـار رفتـه شـده در      1خواهيم يك قوطي فلزي به شكل استوانه بسازيم كه مي  :3مثال
  يم؟ساخت اين قوطي مينيمم باشد، ابعاد قوطي را بايد چگونه انتخاب كن

 :ابتدا مسأله را خوب بخوانيم و ببينيم چه چيزهايي داده و دنبـال چـه چيزهـايي اسـت؟ حجـم        پاسخ
Vليتر داده شده است. پس 1استوانه برابر با  (cm ) 31         ديگـر چيـز معلـومي نـداريم و دنبـال ايـن ،

قدار فلز به كار رفته شده، كمتـرين مقـدار   هستيم كه هزينه فلز به كار رفته شده مينيمم شود، و اين يعني م
باشد كه شامل دو دايـره بـالايي و   ممكن باشد. مقدار فلز به كار رفته شده، همان مساحت سطوح استوانه مي

 rايم. اگر فرض كنيممجزا نشان داده صورتبهها را باشد. كه در شكل مقابل آنها ميپاييني و مساحت كناره
زير است، دقـت   صورتبهمساحت  گاهآن .اي باشد (مطابق شكل مقابل)ارتفاع قوطي استوانه hشعاع قاعده و

rاست و براي همين ايـن مسـاحت برابـر    hو طول r2مستطيلي به عرض ها،كنيد مساحت كناره h 2 
S  است، پس مساحت كل استوانه برابر است با: r rh   22 2  

 بايد فقط برحسب يكي از متغيرها نوشته شـود و البتـه فرقـي نـدارد،     Sطور كه گفتيمخبُ تابعي بر حسب دو متغير نوشته شده كه قرار است مينيمم شود. همان
rيار اسـت از رابطـه  بنويسيم (چـون قـر   rرا فقط برحسب Sبياوريم و بدست rرا برحسب hجا بهتر است، اما در اينhو يا برحسب rبرحسب h 2 1   

  بايد راديكال وارد محاسبات كنيم كه نباشد، بهتر است!) hبرحسب rآوردن بدستبراي اين منظور استفاده كنيم و براي 

hبنابراين با توجه به داده مسأله
r


 2

1   :و با جايگزيني داريم  S(r) r r( ) r , (r )
rr

       


2 2
2

1 22 2 2        

  مشتق بگيريم: Sاز است كافيخبُ حالا تقريباً قسمت مشكل مسأله حل شده است و 
( r )S (r) r S (r) r r

r r
            



3 3 3
2 2

2 4 5 54 5         

hو چون
r


 2

1  داريم: ، پس  ( )h ( ) r

( ) ( )

 
    


 




1
3

3
2 2 1
3 3 3

2
3

1 2 5 2 5 52 2
5 5

       

  

  

rي براي مينيمم كردن هزينه فلز به كار رفته در اين قوطي بايديعن 


3 5    يعنيو ارتفاعh،  دو برابر شعاع و به عبارت ديگر ارتفاع برابر با قطر باشد.بايد  

rاما از كجا فهميديمتوضيح:  


3 5   تابعS كند؟كند و احياناً آن را ماكزيمم نميرا مينيمم مي  
Sتوان اين موضوع را كنترل كرد كه استفاده از آزمون مشتق دوم براي اين مثال بسيار راحـت اسـت. بـراي ايـن كـار از     كار به چند طريق ميبراي اين (r)  هدوبـار 

S  گيريم:مشتق مي (r) r S (r)
r r

      2 3
2 44 4       

rچون به ازاي 


3 5  علامت ،S (r) مثبت است، پسr تابعS كند.را مينيمم مي  
 

  رسنامهدهاي لازم براي حل مسائل خاص اين فرموليادآوري 
هندسـي دوره   اطلاعاتسازي يادآوري كنيم. هرچند اين روابط از هاي موردنياز را براي حل مسائل بهينهايم در يك صفحه روابط و فرمولدر اين قسمت سعي كرده

  دبيرستان است، اما ممكن است برخي از خوانندگان آن را فراموش كرده باشند.

Vبا برابر rاي به شعاعحجم كره ـ1 r  34
Sبرابر با rاي به شعاعمساحت كرهو  3 r    است. 24

Sبرابر با hو ارتفاع rاي به شعاعاستوانهكل مساحت ـ 2 rh ( r )    22 )مساحت جانبي و rh2است كه 2 r ) مساحت دو دايـره بـالا و پـايين اسـتوانه      22
Vبااست است. در ضمن حجم اين استوانه برابر  r h  2.  

Vبرابـر بـا   hرتفـاع و ا r،حجم يك مخروط به شعاع قاعده ـ3 r h  21
 از رابطـه  Lو طـول مولـد   h، ارتفـاع rاسـت و مسـاحت يـك مخـروط بـه شـعاع       3

S rL r    rسطج جانبي مخروط و rLشود كهحساب مي 2   مساحت قائم مخروط است. 2
Vبرابر با hو ارتفاع  Sحجم منشور به مساحت قاعده  ـ4 S.h .است  
دارد؛ ست كه بيـان مـي  قضيه تالس ا ،كنيميكي از پركاربردترين قضايايي كه در مثلث استفاده مي ـ روابط در مثلث:5

هـايي كـه روي يـك ضـلع پديـد      خـط ر را قطع كند، نسبت پـاره گاگر خطي با يك ضلع مثلث موازي باشد و دو ضلع دي
 EFمقابـل  ABCكنـد. يعنـي اگـر در مثلـث    هايي است كه روي ضلع ديگر ايجـاد مـي  خطارهپآورد برابر با نسبت مي

AE  ي مقابل را داريم:رابطه گاهآنباشد،  BCموازي AF
EB FC

  
    ترين آن به شكل زير است:شود كه مهمالبته نتيجه ديگري بين اضلاع هم نتيجه مي

AE AF EF
AB AC BC

   

2 r

h

r

r

A

E F

CB



  

302 

مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

كار بيايد، بين ارتفاع وارد بر ضلع و اضلاع مثلـث  ي فرعي ديگر كه در سؤالات ممكن است به يك نتيجه
  باشد، داريم: BCارتفاع وارد بر ضلع AHاست؛ اگر

AH AE AF EF
AH AB AC BC


    

  مساحت مثلث: 
  د:شوي زير بيان ميبيشتر به كمك رابطه ABCمساحت مثلث

) (AH BC) 
1
Sارتفاع قاعده2 (

1
2  

  شود:و گاهي اوقات اگر زاويه بين دو ضلع معلوم باشد، مساحت به شكل زير نيز بيان مي

S bcsin A acsin B absin C  
1 1 1
2 2 2  

Sبرابر با aالاضلاعي به ضلعمتساويمثلث مساحت  ـ6 a 23
  است. 4

(مجموع دو قاعده(                   شود:حساب مي مقابلي مساحت ذوزنقه از رابطهـ 7 (ارتفاعS (
1
2  

  قطاع دايره:
  نامند.ه دو شعاع از دايره و كمان مقابل به زاويه بين دو شعاع مذكور را قطاعي از دايره ميقسمتي از دايره محدود ب

  
                                                  ،  

  

  الزاويه: روابط مثلثاتي در مثلث قائم
  الزاويه روابط زير را داريم:در يك مثلث قائم

c bˆ ˆsin C , cosC
a a

     

cˆtgCكه بيعي استط
b

 وbˆcotgC
c

 شودمي.  

A(xفاصله نقطه دلخواه   , y )  از خطax by c    رابطه از| ax by c |
d

a b

 


2 2
  آيد.مي بدست  

  

دستورالعمل حل مسائل بهينه سازي   
  

  دهيم:روش گام به گام حل اين نوع مسائل را توضيح مي ،در اين قسمت
چـه   پرسـيد مسـأله چـه چيزهـايي داده اسـت و     در واقع از خـود ب هايي كه معلوم و مجهول هستند، مشخص كنيد. مسأله را دقيق بخوانيد و تمام كميتگام اول: 

براي حجم Vبراي ارتفاع، hبراي زمان، tبراي مساحت، Sف انگليسي مناسب در نظر بگيريد. مثلاًحر ، يكسعي كنيد براي هر كميت ؟خواهدچيزهايي از ما مي
  و نظاير آن.
  تابعي برحسب متغيرهاي ديگر بنويسيد. صورتبهيم را شناسايي كنيد. اين كميت را كميتي كه دنبال ماكزيمم و يا مينيمم كردن آن هستگام دوم: 

بـا   ايـد يـا  ها را مشخص كردهابتدا با استفاده از مقادير معلوم كه در گام اول آن سعي كنيد ،ايدتابع را برحسب بيش از يك متغير نوشته ،اگر در گام دومگام سوم: 
 فقـط يـك  هـا برحسـب   با نوشتن آن سپس ارتباطي بين متغيرها ايجاد كنيد و ،هندسيهاي و استفاده از فرمولو يا ترسيم شكل دانيد مي از قبل هايي كهفرمول
  باقي بماند. آن هستيد، ل اكسترمم كردني كه دنباي تابعيك متغير در ضابطه تنها كه كنيد كاري متغير

داريد كه فقط برحسب يك متغير است و دنبال تعيين تابعي چون شما  !بقيه راه نسبتاً آسان استسر گذاشته شده است و  قسمت مشكل مسأله پشتگام چهارم: 
ايم (معمولاً در بيشتر مسائل بايد از تابع مشتق گرفته و مساوي صـفر قـرار   ماكزيمم يا مينيمم اين تابع هستيد كه تعيين ماكزيمم و مينيمم توابع را قبلاً ياد گرفته

بايـد   در نهايـت  .مطلق تـابع كمـك بگيريـد)    هايتوانيد از روش تعيين اكسترمماي بسته بود، ميبازه تابع آوريد. البته اگر دامنه بدستشتق را هاي مدهيد و ريشه
  ا كرده باشيد!آمده، هماني است كه شما دنبال آن هستيد. مثلاً اگر دنبال ماكزيمم هستيد، شما نبايد مينيمم را پيد بدستمطمئن شويد كه مقدار اكسترمم 

 فاصله كدام نقطه روي سهمي  :4مثالy x2 )به نقطه 2 , )1   تر است؟نزديك 4
1 (( , )2 2  2(( , )3 6 3(( , )4 2 2  4 (( , )8 4  
 البته توضيحات فارسي كه بايد به روابط رياضي هـم تبـديل    صورت سؤال اطلاعات خاصي به ما نداده است و ؛اين سؤال نسبتاً ساده است  »1«گزينه   :پاسخ

A(xيي دو نقطـه دانـيم فاصـله  مـي  .باشـد فاصـله دو نقطـه از يكـديگر مـي     كه بايد براي آن فرمول نوشته شـود، ترين قسمت شوند، خيلي كم است. مهم , y )1 1 
B(xو , y )2   شود:ي زير حساب مياز رابطه 2

d (x x ) (y y )   2 2
1 2 1 2  


r

r
A

BO
r 21

AB (r(طول كمانOABSقطاع2
1
OABS  rقطاع2  طول كمانAB 

  Ĉي ضلع مقابل به زاويه
 وتر

  Ĉيضلع مجاور به زاويه
 وتر

A

E F

CB

H

H

A

c b

CB H
a

b C
A

B

a
c
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 از حل دو مثال اخير نتايج زير را داريم: نتيجه:
rشعاع قاعـده مخـروط   گاهآنخروطي با مينيمم حجم محيط كنيم، م Rاي به شعاع ثابتاگر بر كره) 1 R h، ارتفـاع مخـروط  2 R و مينـيمم حجـم    4

Vمخروط R
 38

  است. 3
باشد روابط زير را داريم :                     Vو حجم آن h، ارتفاع آنrيمم محاط كنيم و شعاع قاعدهمخـروطي بـا حجم ماكز Rاگـر در كـره اي بـه شعـاع ثـابت) 2

               R Rh , r , V R    34 2 2 32
3 3 81 

هاي مختلف براي كره طرح شود و شما با دانستن اين روابط ديگـر  چون ممكن است سؤالاتي با در نظر گرفتن شعاع ؛تواند مفيد باشدمي حفظ كردن اين روابط
وقتـي   !) چندان سخت نيسـت مخروط بر حسب شعاع كره ارتفاعو شعاع مجبور نيستيد تمام مراحل حل مسأله را طي كنيد. حفظ كردن اين روابط (خصوصاً 

برابر شعاع كره) و ارتفاع آن هم صددرصد از دو برابر شعاع بيشـتر اسـت    2بر كره است، طبيعتاً بايد شعاع آن از شعاع كره بيشتر باشد (يعنيمحيط ط مخرو

2نيتر (يعدرون كره است، شعاع آن بايد از شعاع كره كوچكمحاط اما وقتي مخروط  .برابر شعاع كره) 4(يعني  برابر شعاع كره) و ارتفاع آن قطعاً از قطـر   23

4كمتر باشد (يعني )برابر شعاع كره 2يا همان (كره 
Vيطبيعي است وقتي شعاع و ارتفاع مخروط را بدانيد با اسـتفاده از رابطـه   .برابر شعاع كره) 3 r h  21

3 
حفظ كنيد. در آخر توجه داشته نيازي نيست مقدار حجم مينيمم و يا حجم ماكزيمم مخروط را  . پستوانيد حجم مخروط مينيمم و يا ماكزيمم را تعيين كنيدمي

  .باشدماكزيمم و وقتي محاط درون كره است، حجم آن بايد مينيمم بايد حجم آن كه وقتي مخروط بر كره محيط استباشيد 

 مخروطي به ارتفاع 3اي با شعاع اگر بر كره :12مثال ،h ارتفاع مخروط كدام است؟ گاهآن ،با مينيمم حجم محيط كنيم  
1 (7  2 (5  3 (12  4 (9

4  

  : گفته شده نتيجهبا توجه به »  3«گزينه پاسخh   4 3  خواهد بود. 12
 

 كنيم، ارتفاع مخروط كدام است؟مخروطي با حجم ماكزيمم محاط مي 3اي به شعاع در داخل كره :13مثال  
1(2 2(4 3(3 4 (5  

  : خواهيم داشت: گفته شده نتيجهبا توجه به »  2«گزينه پاسخ         h 
 

4 3 43  

 
 ي كاغذ مستطيل شكل به عرضيك برگه  :14مثالa و طولb زنيم تا طولمفروض است. آن را طوري تا ميL   نـيمم شـود.   (مطابق شـكل) مـي
  چقدر است؟ Lطول

1 (a3 3
4  2 (a2 3

3  
b

L

a

 

  
3 (a3

2  4 (a2   

 :هدف ما آن است كه كمترين مقدار ممكن براي»  1«گزينه  پاسخL  شـويم كـه  كنيم متوجه ميبه شكل دقت ميرا پيدا كنيم. وقتيL،     وتـر يـك مثلـث
را  Lو نـاميم مـي yو xاضـلاع قـائم ايـن مثلـث را    طـول  اسـت.   فيثاغورسي استفاده از قضيه Lالزاويه است. پس يك راه مناسب براي يافتن فرمول رياضيِقائم

L  نويسيم: ها ميبرحسب آن x y L x y    2 2 2 2 2  
را بـه تـابعي يـك     Lپيدا كنيم تا با كمك آن بتـوانيم  yو xيك تابع دو متغيره بنويسيم. گام بعدي آن است كه يك رابطه بين صورتبهرا  Lجا توانستيمتا اين

است كه تا شده اسـت.   FDOهمان مثلث FAOايم. مثلثنشان داده yو xرا خودمان با FAو OAمتغيره تبديل كنيم. به شكل زير دقت كنيد. طول اضلاع
ODجا متوجه شديم كهبرابر است. تا اين FDبا FAبرابر است. به همين ترتيب OAبا ODبنابراين ضلع x وFD y دانيم كه عرض مستطيل  است. مي

aبرابر با BOياست. در نتيجه اندازه aبرابر با x يالزاويهاست. حالا به مثلث قائمABO در ايـن مثلـث    فيثـاغورس ي خـواهيم از قضـيه  كنيم. مـي توجه مي
xدهيم و به تساوينشان مي hپس آن را با ؛دانيمرا نمي ABاستفاده كنيم. طول (a x) h  2 2 پيدا كنـيم.   hو yرسيم. حالا بايد يك رابطه هم بينمي 2

كنـيم. حـالا در مثلـث    را عمـود بـر طـول مسـتطيل رسـم مـي       AEخـط كنـيم. پـاره   را تعيـين  yو xياز ايـن دو معادلـه، رابطـه    hتوانيم با حـذف مي گاهآن
yنويسيمرا مي فيثاغورسي داريم. قضيه y، وتري به طولFAEيالزاويهقائم (y h) a  2 2 را  yو xيخواهيم رابطهاز اين معادلات مي h. حالا با حذف2

  پيدا كنيم:
  

h (a x) x a h ax

a (y h) y a h hy

       
      

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
2
2

  

F

L

a x

x

B

D
hy h E

A

y
x

a O
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 دو شهر  :(سخت) 21مثالA وB موتورخانـه و تصـفيه خانـه آب در    اند كـه مشـتركاً يـك    اي واقع هستند، توافق كردهكه در يك طرف رودخانه
و  bو aكشي جداگانه به دو شهر متصل نمايند (مطابق شكل) هرگاه فاصله دو شهر از رودخانـه اي در كنار رودخانه بنا كنند و آن را توسط دو لولهمنطقه

  باشد، حداقل لوله لازم براي اتصال اين شهرها به تصفيه خانه: cها از همفاصله آن
c) برابر است با1 ab2 4  
c) برابر است با2 ab2 2  

) به ازاي3  
3
  شود.حاصل مي 2

) به ازاي4  
4
  شود.حاصل مي 3

 A
B

b

HH

a

M  

 :فرض كنيم » 1«گزينه   پاسخHH روي محورx   هـا باشـد و نقـاطA(H,a) وB(H , b)   را در نظـر
AMخواهيم مجموع فواصل. ميايمان دادهنش Mمحل موتورخانه را بابگيريد.  MB  به كمترين مقدار ممكن

هـا  xنسبت بـه محـور   Bيي نقطهها هستند. پس ابتدا قرينهxهر دو در يك سمت محور Bو Aبرسد. نقاط
Bيعني (H , b)   يگيريم. نقطهرا در نظر ميM خطهمحل برخورد پارAB با محورx .در اين مثال، هاست

AMبلكه كمترين مقدار ؛خواسته نشده است Mيمختصات نقطه MB  خـواهيم. اگـر مطـابق شـكل     را مـي
MB  ها باشد داريم:xبا محور ABمحل برخورد Mينقطه MB   

MHهاييرا مثلثز B وMH B  ها با هم برابر است. در نتيجه داريم:اند و اضلاع قائم آنالزاويهقائم  
AM MB AM MB AB (H H) ( b a) (H H) (a b) : ( )*               2 2 2 2  

  است يعني: cي دو شهر از يكديگر برابر باطبق صورت سؤال، فاصله
AB c (H H) (b a) c (H H) (b a) c           2 2 2 2 2  

H)جا داريماز اين H) c (b a)    2 2 )تساويو با جايگذاري در  2 AM  داريم: *( MB c (b a) (a b) c ab       2 2 2 2 4  
سازي است كه حل آن با استفاده از نوعي از مسائل بهينه ،، مينيمم باشدBو Aاش از نقاطروي يك خط كه مجموع فاصله Mاي مانندپيدا كردن نقطهتوضيح: 

  كنيم.مشتق، به محاسبات پيچيده نياز دارد و معمولاً آن را از طريق هندسي حل مي
  

 سازيم كـه از يـك قطعـه    الساقين را به اين ترتيب ميهاي متساويو داراي چهار وجه به شكل مثلثهرمي با قاعده مربع شكل   :(سخت) 22مثال
كنيم تا وجوه جانبي هرم را تشكيل مانده را تا ميهاي باقيو مثلث ريزيم)(و دور ميجدا كرده را چهار مثلث  مطابق شكل متر 2مقواي مربع شكل به ضلع 

  تواند داشته باشد چقدر است؟دهند. بيشترين حجمي كه هرم مي

1 (32 1
15
  2 (32 2

75 5
    A B

D C  

3 (32 1
75
   4 (32 2

15 5
   

 :مثلـث   چهـار  دهـد و ي هـرم (كـف هـرم) را تشـكيل مـي     رد، قاعـده وقتي اين هرم سـاخته شـود، مربـع كـوچكي كـه در وسـط قـرار دا       »  2«گزينه  پاسخ
نشـان   x2شوند. طول هر كدام از اضـلاع مربـعِ كوچـك را بـا    هاي اضافي هم دورريز هستند و در هرم استفاده نميهاي آن هستند. قسمتالساقين، ديوارهمتساوي

  .)د كه به نصف ضلع مربع نياز داريمبينيزيرا در ادامه مي تر بتوانيم آن را نصف كنيم،راحتآن است كه  x2(علت انتخاب دهيممي
  برابـر اسـت بـا   دانـيم كـه حجـم هـرم     يك فرمول رياضـي بنويسـيم. مـي    صورتبههدف ما آن است كه حجم هرم را ماكزيمم كنيم. ابتدا بايد بتوانيم حجم هرم را 

V(ارتفاع) حت قاعده)(مسابرابر با   
1
xاست، بنابراين مساحت قاعده برابر است با x2ي هرم مربعي با ضلع. قاعده3 x x  22 2 نشـان   hاگر ارتفاع را با .4

V  اشت:دهيم، خواهيم د h x   21 43  

مقابـل  تابعي يك متغيره بنويسيم. در شـكل   صورتبهپيدا كنيم تا به كمك آن حجم اين هرم را را  xو hبين يحالا بايد رابطه
OHبرابر است با نصف ضلع مربع يعنـي  OHيدقت كنيد. اندازه HBوOHهايخطبه پاره مركز مربع است. Oينقطه x 

  است. 
ست بابود، بنابراين قطر آن برابر ا 2مربعي با ضلع  ABCDمربع بزرگ 2 22 2 2 نصف قطر مربع بـزرگ اسـت    OBو 2

OBپس  BH  شود:معلوم مي BHياست. در نتيجه اندازه 2 OB OH x   2  

HH M




B(H ,b)
A(H,a)

B (H , b)  

 x

y

B

x
x

O

H

A

D C



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 :يتوجه به ضابطه) را با 3) و (2هاي (ابتدا گزينه»  1«گزينه   پاسخf (x) وf (x) كنيم:رد مي  f (x) ax bx c , f (x) ax b     212 6 2 24 6  

fتابع (x) يي يك است بنابراين معادلـه اي از درجهيك چندجملهf (x)              دقيقـاً يـك ريشـه دارد و در ايـن نقطـه تغييـر علامـت خواهـد داد. بـه عبـارتي

bxينقطه
a

 
6

fي عطفنقطه 24 (x)   زيـرا  ؛شـود ) هـم بـه سـادگي رد مـي    2ي (اسـت. گزينـهf (x)  بـراي مثـال ممكـن    توانـد مثبـت يـا منفـي باشـد.      مـي

,a)است b,c,d) ( , , , )   1 1 1 fباشند و در اين صورت 3 (x) x x    212 6   مثبت نيست. ست كه هموارهواضح ااست و  2
fرسد، استفاده از پيوستگيپردازيم. شايد اولين راهي كه به فكر ما مي) مي4) و (1هاي (اكنون به بررسي گزينه (x) ي مقدار مياني است. اگر بتوانيم نشان و قضيه

fدهيم كه ( ) وf ( fگاهآنهستند،  العلامهمختلف 1( (x) يحداقل يك ريشه در بازه[ , ] شـويد كـه اسـتفاده از ايـن     خواهد داشت. اما با كمي دقت متوجه مي 1
fروش در اين مثال ممكن نيست. زيرا ( ) d  وf ( ) a b c d   1 4 3 هسـتند. بـه    العلامـه و مقـدار، مختلـف  و شما هيچ دليلي نداريد كه نشان دهد ايـن د  2

]يهمين ترتيب در بازه , ]1 فايده است. زيرااستفاده از اين روش بيa b c d   4 3 fنداريم كـه  يو دليل 2 ( ) وf ( )1  هسـتند. بـا ايـن     العلامـه مختلـف
به همين نه وجود ريشه براي خود تابع را،  دهدي رل وجود ريشه براي مشتق را نشان ميي رل استفاده كنيم. اما قضيهشويم كه بايد از قضيهتوضيحات متوجه مي

fكه كنيمپيدا ميدليل ابتدا تابعي را  (x) دانيم كهمي توان اين تابع را حدس زد.به سادگي مي. مشتق آن باشدx34ِمشتق ،x4 است وx23 مشتقx3   اسـت و
F(x) اگر فرض كنيم به همين ترتيب ax bx cx dx   4 3 Fگـاه آن 2 (x) ax bx cx d    3 24 3 Fيعنـي  2 (x) f (x)   .حـالا اگـر نشـان     اسـت

)Fي رل را دارد، كار تمام است. براي اين كارشرايط قضيه F(x)دهيم ) وF( )Fكنيم. به وضوحرا حساب مي 1( )  است و با جايگذاريx 1 :داريم    
F( ) a b c d     1  

xدر F(x)پس تابع  وx 1 ل نقطهداراي ريشه است. طبق قضيهاي مانندي رc ن بازه وجود دارد چنان كهدر ايF (c)      اسـت. بـه عبـارتيf (c)  
)F) صحيح نيست زيرا دليلي نداريم كه4ي () صحيح است. گزينه1ي (است. پس گزينه )1 .برابر با صفر باشد  

 كاربردهاي قضيه ي مقدار ميانگين  
  

fدهد كه با داشتن اطلاعاتي در موردانگين اين امكان را به ما ميي مقدار ميقضيه (x)به اطلاعاتي در مورد تابع ،f (x)  هـاي  دست پيدا كنيم. بسياري از ويژگـي
  كنيم. در اينجا به چند مورد مهم از كاركردهاي اين قضيه اشاره مي ي مقدار ميانگين هستند.ايد، در واقع از نتايج قضيهمشتق كه پيش از اين مطالعه كرده

fاين قضيه اثباتي براي اين مطلب است كه اگر )1    ،باشدf در هر نقطه، اكيداً صعودي است. فرض كنيدf    ي دلخواهباشد. دو نقطهx x1 را در نظـر   2
f  :ي مقدار ميانگين داريمبگيريم. طبق قضيه (x ) f (x ) f (c)(x x )  2 1 2 1  

fطبق فرض (c)    ،همچنيناستx x2 xپس ،1 x 2 1  ضربحاصل است در نتيجهf (c)(x x ) 2 پس سمت چپ تسـاوي هـم بايـد     ،مثبت است 1
fيعني ؛مثبت باشد (x ) f (x )1 x. به طور خلاصه ديديم كه اگر2 x1 fگاهآن 2 (x ) f (x )1 fيعني ،2 (x) .ي به صـورت مشـابه، قضـيه    اكيداً صعودي است

fدهد كه وقتينشان مي مقدار ميانگين  ،منفي باشدf .اكيداً نزولي است  
fتوانيم كران بالاي برخي از عبارات را پيدا كنيم. به اين صورت كه طبق اين قضيه داريم:ي مقدار ميانگين ميبا استفاده از قضيه )2 (b) f (a) f (c)(b a)    
fس:پ (b) f (a) f (c)(b a)  . حالا اگر مطمئن باشيم كهf (x) M   داريـم  گـاه آناست:f (b) f (a) M(b a)  ،        بـه ايـن صـورت يـك كـران بـالا

fبراي (b) همچنين اگر .ايمپيدا كردهm f (x) داريم ،باشد:f (a) m(b a) f (b)   كران پايين براي يك وf (b) ايم.پيدا كرده  

 فرض كنيد  :10مثالf ( )  5 و براي هرx داشته باشيمf (x)    در اين صورت كدام گزينه درست است؟ ،2
1(f ( ) 2 1  2(f ( )  2 1 3(f ( )  2 5  4 (f ( ) 2 5  
 :فرض كنيمي مقدار ميانگين قضيه اگر در»  2«گزينه   پاسخb  aو 2  ، لذا داريم:  f ( ) f ( ) f (c)( ) f ( ) f ( ) f (c)      2 2 2 2    

)ياي از بازهنقطه cدر اينجا , )2  دانيم كهبق فرض ميطاست. حالاf ( )  5 و در هر نقطه داريمf (x)  fدر نتيجه 2 (c)  و با اين اطلاعات خـواهيم   2
f  ت:داش ( ) f ( )      2 5 2 2 2 1  

  

 اگر  :11لمثاxf (x)
x

 
 21

fداريم fيدر دامنه bوaبراي هر دو عدد متمايز گاهآن ، (b) f (a) L
b a





   كدام است؟L، كمترين مقدار

1(1
8  2(1

4  3(1
2  4(1  

 :تابع  »3«گزينه  پاسخf طبق قضيه مقدار ميانگين داريم: اينبنابر ،است پذيرمشتقاش دامنه در  f (b) f (a)f (c)
b a
 


  

fبنابراين (b) f (a)| | | f (c) |
b a
 


fنامساوي در نتيجه . (b) f (a)| | L
b a





|نامساويمعادل است با   f (c) | L  كران بالاي كافي است. پس| f (c) | را پيدا كنيم.  

c | c |f (c) | f (c) |
c c

   
 2 21 1

  

|  دانيم كه:از طرفي ديگر مي c |( | c |) c | c | c | c |
c

          


2 2 2
2

11 1 2 1 2 21
   

|بنابراين f (c) | 
1
fو در نتيجه 2 (b) f (a)| |

b a





1
1تواندكه در صورت سؤال آمده است، حداقل مي L. پس عدد2

  باشد. 2
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aيخواهيم ثابت كنـيم كـه در بـازه   فرض كنيد مي ي مقدار ميانگين:ها با استفاده از قضيهاثبات برخي نامساوي )3 x  ِنامسـاويg(x) f (x)   برقـرار
fاســت. اگــر (x) وg(x) ي مقــدار ميــانگين اســت. بــه ايــن صــورت كــه پــذير باشــند، يــك راه بــراي اثبــات ايــن نامســاوي، اســتفاده از قضــيهتــوابعي مشــتق

h(x)تابع f (x) g(x)  كهآنكنيم: اول ثابت مي را دو مورددهيم و را تشكيل ميh(a)    مورد نظري ر ناحيهد كهآناست و دومh (x)    است. اگر اين
a]يي مقدار ميانگين در بازهدو مورد برقرار باشند، از قضيه , x] :داريم  h(a)h(x) h(a) h (c)(x a) h(x) h (c)(x a)        

xحالا چون a پس ،استx a   ايم كه در اين ناحيهنشان داده. همچنينh   بزرگتر يا مسـاوي صـفر اسـت و در     ، پس سمت راست تساوي فوقاست
h(x)نتيجه در سمت چپ داريم   به عبارتيf (x) g(x)   يعنيf (x) g(x).  

g(x)ساويبراي اثبات نام :بنديجمع f (x)  بـرايx a .  تـابع ابتـداh(x) f (x) g(x)    دهـيم كـه  حـالا نشـان مـي   دهـيم.  را تشـكيل مـيh(a)  و 
h (x)  . اي هرايم كه براگر بتوانيم اين دو مطلب را نشان دهيم، ثابت كردهx a  داريـمf (x) g(x).  البتـهh(a)       بگـوييم  كـه ايـن معـادل اسـت بـا 

f (a) g(a) وh (x)    نشان دهيم كهاينمعادل است باf (x) g (x)  ات نامساوي اكيددر ضمن براي اثبg(x) f (x)   نشـان دهيـد كـه    كـافي اسـت 
f (a) g(a) وg (x) f (x)  .است   

 ثابت كنيد براي هر  :21مثالx بزرگتر از صفر نامساويxx Ln( x)  
2

  قرار است.رب 12

 :اينجا در  پاسخf (x) Ln( x) 1،xg(x) x 
2

xو 2   است. براي اثبات نامساويg(x) f (x) تابعh(x) دهيم:را تشكيل مي  

xh(x) f (x) g(x) Ln( x) x     
2

1 2  
)hحالا اگر نشان دهيم )   وh (x)   براي)x  نظر ثابت خواهد شد: ) نامساوي مورد  

h( ) f ( ) g( ) Ln( )

( x)( x) (x ) xh (x) f (x) g (x) x
x x x x

     

                   

2 2
1

1 1 1 1 1 111 1 1 1

     
  

xچون طبق فرض   است پسx 1 hو در نتيجه 1 (x)   ايم كه نامساوي فوق برقرار است.كرده است. پس ثابت  
  

 اگر  :31مثالx   ،؟ نيستكدام گزينه همواره صحيح  گاهآن  

1(x x xLn( ) Ln( )
x
 

 
2 2

2 2  2(x Ln(x ) x
x

  


11  3(Ln( )
x x x

  

2 1 212  4(Ln( )

x x x
  


1 1 111  

 :كنيم تا به پاسخ برسيم. ها ميبراي پاسخ به اين سؤال شروع به بررسي گزينه  »1«گزينه   پاسخ  

xكنيمميفرض ): 1گزينه (بررسي  u2 و نامساويx xLn Ln( )


2
2 Lnu  نويسيم:دوباره مي uرا با استفاده از 2 Ln(u ) 1   

u است چون Lnuدهنده نزولي بودن تابعكه اين رابطه نشان u 1 وf (u) f (u ) 1حال بايد بررسي كنيم آيا .Lnu اسـتفاده از  با  ؟واقعاً نزولي است يا نه
  دهيم.پاسخ ميسؤال گيري به اين مشتق

x نزولي نيست و اين گزينه غلط است. fبنابراين uf (u) Lnu f (u) f (u)
u

          
1  

fفرض كنيم): 2بررسي گزينه ( (x) x،g(x) Ln(x ) 1 وxh(x)
x


1 درx   داريمh( ) g( ) f ( )      ها داريم:گيري از آنو با مشتق  

f (x) 1،g (x)
x

 

1

1 ،h (x)
(x )

 
 2
1

1
  

xچون   وضوحبه ،است(x ) x   21 1 پس 1
x(x )

 
 2

1 1 111
hيعني ، (x) g (x) f (x)     2ي (ايـم كـه گزينـه   . به اين ترتيب ثابـت كـرده (

  صحيح است.
  شود.) ثابت مي2( طور مشابه مانند گزينهبه ):3بررسي گزينه (

هاx) به جاي2ي (نياز به بررسي مستقيم ندارد اگر در گزينهاين گزينه ): 4بررسي گزينه (
x
  شود:) مشخص مي4ي (درست بودن گزينه قرار دهيم 1

x xLn(x ) x Ln( ) Ln( )
x x x x x x

x

          
 

1
1 1 1 1 11 1 111 11
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   ) 3آزمون(     
  

  
  

  

 1هاي زير درست است؟يك از گزينهكدام ـ   
x،f ) اگر به ازاي تمامي مقادير1 (x)  ،قطعاً گاهآنوجود داشته و مخالف صفر باشدf ( ) مخالف باf (   است.  1(
x،fوجود دارد به طوري كه به ازاي تمام مقادير f ) تابعي مانند2 (x)  ،f (x)   وf (x)    .است  
x،fوجود دارد به طوري كه به ازاي تمام مقادير f ) تابعي مانند3 (x) 1،f ( ) 3  وf ( )  1   است.   2
x) اگر به ازاي4 1همواره ،f (x) g (x)   ،به ازاي گاهآنباشدx 1،f (x) g(x)  .است  

 2الزاويهمطابق شكل مثلث قائم ـABC


xyبـر روي منحنـي   Cدر مبـدأ مختصـات و رأس   Aكـه رأس    
271   قـرار گرفتـه، مفـروض اسـت.      36

tيحظهدر ل Bياگر نقطه   ياز نقطه( , )2  متر بر ثانيه در امتداد محورسانتي 2شروع به حركت كرده و با سرعت ثابتy ها بالا برود. سرعت افزايش

tايمساحت مثلث در لحظه  7
  چقدر است؟2

1 (1 8
7
   

2 (69
7  

3 (49
2  

4 (66
7  

x
A

y
27xy 1

36
 

B C

1

 

  

 3اگر ـtx e وy t    م است؟كدا xxxyحاصل گاهآن ،3
1( te (t t )  3 26 3 1  2( te (t t ) 3 26 3 1  3( tte (t )23 2  4( tte (t ) 23 2  

 4دو صندوق ـA وB متري كه از روي يك قرقـره سـقفي گذشـته و محكـم      15طناب ها در دو سر يك بر روي كف افقي يك انبار واقعند. صندوق
سه متـر   Aاست. اگر صندوق BوAبين ABبر روي قطعه خط Qاست، كه Qمتري بالاي نقطه 4در ارتفاع  Pاند. قرقرهكشيده شده به هم وصل شده

1با سرعت Qو در حال كشيده شدن و دور شدن از Qاز
  است؟ Qدر حال حركت به سوي Bي صندوقبا چه سرعت گاهآنمتر بر ثانيه باشد،  2

1 (2
3 15

  

2 (15
2 1 5

   

3 (3
2 21

   

4 (14
3 35

   

P

B A2x1x
Q

4m
4x 3x

 

  

 5براي تابع ـx xf (x)
x x

 


 

2
2

1
1

)، مقدار )f ( )4   چقدر است؟  

1 (48  2 (24  3 (48-  4 (24-  

 6كـره محـاط در    وه هرم بر كره مماس هستند، داريمي مربع و وجوه جانبي مثلث با اين ويژگي كه قاعده و وجو هرمي با قاعده 1اي به شعاع كره ـ)
  حجم هرم مينيمم باشد، ارتفاع آن بايد چقدر باشد؟اگر بخواهيم  .هرم است)

1 (2  2 (3  3 (6  4 (4  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 27يك قطعه سيم به طول ـL الاضلاع كنيم. يكي را به شكل مربع و ديگري را به شكل يك مثلث متساويرا بريده و آن را به دو قسمت تقسيم مي
  بايد كدام گزينه باشد؟» ضلع مثلث«به » ضلع مربع«ها مينيمم شود، نسبت كنيم. براي اين كه مجموع مساحتخم مي

1 (4 3
9  2 (2 3

3  3 (8 3
9  4 (3

3  

 28اگر ـf (x) تابعي حقيقي باشد كه روي بازه[ , ) تعريف شده است و از مبدأ عبور كند، در صورتي كهf (x)   وf (x)h(x)
x

 ،در مورد  گاهآن
  كدام گزينه صحيح است؟ hتابع

]ي) در فاصله1 , )  .2 صعودي است(hيدر فاصله[ , ]1 .نزولي است  
]ي) در فاصله3 , )1 صعودي و در فاصله[ , )1.4 نزولي است(hدر فاصله[ , )1 ينزولي و در فاصله[ , )1 .صعودي است  

 29ي نقاط منحنيكمترين فاصله ـx x y y  4 2 2 42 6   از مبدأ مختصات كدام است؟ 1

1 (2
3  2 (3

7  3 (4 2
3  4 (4 3

7  

 30هايي از بيضيمماس ـx y 2 21 1 13 24
xكه با خط  y  6 3 11  اي از هم دارند؟موازي هستند. چه فاصله  

1 (24
5

  2 (12
5

  3 (1
3 5
  4 (11

2 5
  

 31ي تابعضابطه ـf صورتبهx Lnx ; xf (x)
; x

   


2 2 
 

  باشد؟تعريف شده است، در مورد اين تابع كدام گزينه صحيح مي 

  ي عطف است.داراي نقطهf) تابع2 تنها دو نقطه مينيمم نسبي دارد.f) تابع1

fي) معادله3 (x) 
 fي) معادله4  دو ريشه حقيقي دارد. 3 (x) x .داراي سه ريشه حقيقي است  

 32پــذيرتــابع مشــتق ـــf (x) ي اكســترمم نســبي درفقــط داراي ســه نقطــهx   وx  1  اســت. كــدام گزينــه در مــورد وضــعيت نمــودار
g(x) f (x ) f ( x )  3 xدر 3  1 صحيح است؟  

1(g(x).2 در اين دو نقطه داراي ماكزيمم نسبي است(g(x)نقطه داراي مينيمم نسبي است. در اين دو  
3(g(x).4 در اين نقاط داراي يك ماكزيمم و يك مينيمم نسبي است(g(x)توان مشخص كرد.در اين نقاط داراي اكسترمم است اما نوع آن را نمي 

 33مقدار ـc ماكزيمم تابع چقدر باشد تاf (x) | x c | 2 يبر بازه[ , ]1 )به كمترين مقدار ممكن برسد؟  1 c )  1 1  

1 (1
2  2 (

1
2  3 (  4 (1-  

 34 اگرـ
x

xA lim sin( ) sin( )
x x


 

1 1


و 
x

B lim sin x sin x


   7 72 Aگاه مقدار، آن1 B  كدام است؟  

1 (1
2  2 (1  3 (

1
2  4 (  

 35؟ (استت نادرسهاي زير يك از جملهكدام ـ   (نماد جزء صحيح است  
f) تابع1 (x) x x x   1 1 51 1نه ماكزيمم نسبي دارد و نه مينيمم نسبي ،.  
y) مجموعه اعداد صحيح براي تابع2 x x          شوند.، نقاط بحراني محسوب مي2
y) تابع3 max{x , x } 3   ي يك نقطه بحراني است.، دارا2

x) تابع4 xf (x) cos x   
3 2

16 x، در2   .اكسترمم ندارد  

 36اگر ـ و طوري تعيين شوند كه نقطهA( , / )2 2 xيك نقطه عطف منحني 5 y x y    2   ،اين منحني غير از نقطـه  گاهآنباشدA  چنـد ،
)ي عطف ديگر خواهد داشت؟نقطه )    

1( 2(1 3(2 4 (3  

 37است؟نادرست هاي زير كدام يك از گزينه ـ  

xy) منحني1
x



 2

1
1

  سه نقطه عطف دارد كه روي يك خط راست قرار دارند. 

fيكه در دامنه x) اگر به ازاي هر2 (x) ،قرار داردf (x)   ،تابع گاهآنf .تابعي ثابت است  
g(x)) تابع3 x | x | در مبدأ مختصات نقطه عطف دارد اماg ( )  .وجود ندارد  
f) اگر4  در همسايگيa  ،توان گفتهمواره نمي گاهآنتعريف شده باشد

x a
f (a) lim f (x)


 .  
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