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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات 

  

  

  91 مهندسي مواد ـ سراسري رشته
  

 1 دحـ
n
lim ( )

n n n n
  

  2 2 2
1 1 1

1 2
در صورت وجود، برابر است با:  

1(ln 2   2 (1
  .وجود ندارد) 4  1) 3  2

 2 فرض كنيمـsinhc 
3
xو4 xln(e e ) c  2    كدام است؟ln3وln2 برحسبxت مقدار در اين صور. 1

1 ((ln ln )
1 3 22  2 (ln ln

1 3 22  3 (ln ln3 2  4 (ln ln3 2 2  

 3 ي در مورد معادلهـx xxe e  2 1 دام گزاره صحيح است؟ ك  
  .حداقل داراي سه ريشه است) 4  .دقيقاً دو ريشه دارد) 3  .حداكثر داراي يك ريشه است) 2  .دقيقاً يك ريشه دارد) 1

 4 راگـa b ثابت باشند، آنگاه مقدار انتگرال dx

(x a)(x b)



 


  كدام است؟

1 (
b a

1  2 (a
ln

b a b
1  3 (b

ln
b a a

1  4 (ln b ln a

(b a)



 2  

 5 اگرـx coshtوt   آنگاه مقدار ،t برحسب xكدام است؟   

1(t ln(x x )  2 1  2 (t ln(x x )  2 1  3 (t ln( x x)  2 1  4 (t ln(x x )  2 1  

 6 اگر ـDناحيه درون قرص دايره x y 2 2 باشد، آنگاه مقدار1
D

( x y )dA  3 52    كدام است؟3

1 ( 6  2 ( 4  3 ( 2  4 (2  

 7 فــرض كنيــد ـــSــه ــرز ناحي ــه مخــروط  م xي محــدود ب y z 2 xي  و صــفحه2  ــردار2 n، ب
 ــر ــائم يكــاني ب ــه ســمت خــارج S، ق  ب

xyF(x,y,z)و ( x tan yz)i (y xz) j ( z e )k     3 2
  كدام گزينه مقدار، در اين صورت 

S

F.nd
 دهد؟  را نشان مي  

1 (16
3  2 (32

3  3 (16  4 (32  

 8 مقدار انتگرالـ
y zz

dxdydz
 

  
2 22 11 1

  
  :برابر است با

1 (
3  2 (

6  3 (3
8  4 (3

4  
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مجموعي داريم كه جملات آن به فرم        حد :روش اول   »3«ـ گزينه   1
n k2

درجه نيستند اين حد مجموع        هم k و n2كه جملات    آن با توجه به  .  هستند 1

دانيم هر يـك از جمـلات مجمـوع فـوق كـوچكتر از      مي. توانيم از قضيه ساندويچ استفاده كنيم براي حل آن مي . به صورت ريماني نيست   
n 2

1
1

و بزرگتـر  

از
n n2

nباشد بنابراين مجموع فوق بزرگتر از  مي1

n n2
n و كوچكتر از

n 2 1
  .باشد مي

  1مقدار حد 
n n n

n n
lim lim ( ) lim ( )

n n n n n n n  
      

    2 2 2 2 2
1 1 1 1

1 2 1
  

  . است1بنابراين طبق قضيه ساندويچ حاصل حد خواسته شده برابر 
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 اگر اصرار داشته باشيم كه اين حد مجموع را با روش ريماني و تبديل به انتگرال حل كنيم، بايد ابتـدا                     :روش دوم 
n

 را فـاكتور گرفتـه و از مجمـوع خـارج            1
ي جمـلات مخـرج،       وند و همچنـين همـه     ي جملات صورت هم درجه ش       اي كمتر از ساير جملات دارند حذف كنيم تا همه           سپس جملاتي را كه درجه    . كنيم
  ) طبق متن درس. (درجه شوند هم

kتوانيم پس مي
f ( )

n
fي  را تشخيص داده و ضابطه (x)را پيدا كنيم :  

n n n n n

n n n n nk k k k k

lim lim lim lim lim
n n nkn k n k nn ( )

n n n

        
   

  
    2 2 221 1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
11

  

( )dx


 
1 1 kجواب حد1

f ( ) f (x)
n

   1 1  

 
yي معكوس تابع كنيم كه ضابطه يادآوري مي  »4«ـ گزينه 2 sinh(x)به اين صورت است :sinh (x) ln(x x )   1 2 1  

sinhcطبق فرض 
3
sinh پس4 ( ) c 1 3

)ln يعني 4 ( ) ) c  23 3 14     : كنيم  ي خواسته شده را حل مي  حالا معادله. 4

x x x x xln(e e ) c ln( ( ) ) e e ( ) e             2 2 2 23 3 3 3 31 1 1 14 4 4 4 4  

xln  : گرفتن از طرفين داريمlnبنابراين با  e ln x ln ln x ln ln      
3 3 4 3 2 24  

 
xاگر فرض كنيم  »3«ـ گزينه 3 xf (x) xe e  2   :؛ آنگاه خواهيم داشت1

  x x x xf (x) e xe e (x )e     2 1  
xfي  با توجه به ضـابطه     (x) (x )e  1 شـويم كـه     جـه مـي    متوf (x)   ي   در بـازه( , ) )ي   منفـي اسـت و در بـازه        1 , )1    پـس .  مثبـت اسـتf (x)  در 

)ي  بازه , ) ]ي   اكيداً نزولي و در بازه     1 , )1 پس. كيداً صعودي است   اf (x)            بـراي اطمينـان از     .  در هر كدام از اين دو بازه حداكثر يك ريشه خواهد داشت
fوجود ريشه، به علامت (x)كنيم  در دو سرِ بازه دقت مي.  

]ي در بازه , )1داريم:  f ( ) , f ( ) e      1 1   
] برfبنابراين  , )1ي  دقيقاً يك ريشه دارد و در بازه( , ] f  : داريم1 ( ) , f ( ) e     1 1 1   

) برfپس  , ]   . در مجموع دقيقاً دو ريشه داردf دقيقاً يك ريشه دارد، بنابراين 1
fاگر.  ايرادي ندارد ياي مقدار مياني براي ضيهاستفاده از ق:  تذكر (a)  و f ( )  باشد، معلوم است f (x)ي  در بازه[a , )حداقل يك ريشه دارد .  

 
  :ي تفكيك كسرها داريم با استفاده از قاعده  »3«ـ گزينه 4

  A B
A(x b) B(x a) (A B)x (Ab Ba)

(x a)(x b) x a (x b)
           

   
1 1 1  

  A BA B
Ab Aa A ,B

Ab Ba b a b a
 

          

1 111
  

dx:بنابراين حاصل انتگرال به صورت مقابل است  dx
[ln(x a) ln(x b)]

b a x a b a x b b a

 
     

     
1 1 1

 

b a b aI dx dx
x a x b

 
  
  
1 1

 
  

  
x

x a x a a a b
[ln(x a) ln(x b)] [ln( )] [ln lim ( ) ln( )] [ln ln( )] ln

b a b a x b b a x b b b a b b a a
 



 
        

      
1 1 1 1 11   

  :تواند حفظ شود ي زير مي سر براي داوطلباني ارائه شده كه فرمول زير را به خاطر ندارند، وگرنه رابطهالبته تفكيك اين ك
  ( )

(x a)(x b) b a x a x b
 

    
1 1 1 1  

  .توان صورت كسرها را پيدا كرد ي مخرج در كسر اصلي مي يا حتي با جايگذاري ريشه
 

cosh  :داريماز مبحث توابع هيپربوليك، فرمول مقابل را    »2«ـ گزينه 5 x ln(x x )   1 2 1  
xو با توجه به به اينكه cosh tلذا ،t cosh x   .باشد مي1

دقت كنيد در صورتي كه فرمول از خاطر شما رفته باشد و حداقل فرمول
t te e

cosh t


   : را حساب كنيدtقدار ي زير م توانيد از معادله در ذهنتان باشد، مي2
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t t

t t t t t
t

e e
x x e e e x (e ) ( x)e

e




          212 2 2 12   

  .شود  تعيين ميx برحسب tباشد كه با حل آن به راحتي مقدار   ميteي درجه دوم برحسب كه يك معادله
 

ي   معادلـه y بـه  y و تبـديل   x بـه  x يك ناحيه متقارن اسـت، يعنـي تبـديل         Dبا توجه به اينكه ناحيه      . دباشن   فرد مي  y53 و x3توابع  »4«ـ گزينه   6
x y 2 2   :  صفر خواهد شد و لذاDهاي اين توابع روي ناحيه  البنابراين حاصل انتگر. دهد  را تغيير نمي1

 2) مساحت ناحيهD (
D D D

( x y )dxdy dxdy dxdy       3 52 3 2 2 2  
  .  خواهد بوداي به شعاع واحد است و لذا مساحت آن برابر  درون دايرهDناحيه 

 
  :  توان چنين نوشت رژانس، ميبا توجه به قضيه ديو  »3«ـ گزينه 7

S D
F.n d divFdv
 

    
xydivF ( x tan yz) (y xz) ( z e )

x y z

  
         
  

3 2 3 1 2 6
  

( )


  
86 حجم ناحيه(163

D D
divFdv dv (D   6 6
  

x مخروطي با ارتفاع Dي ناحيه  yي  و قاعده آن دايره2 z 2 Vباشد و لذا حجم آن از رابطه   مي24 ( )( )


  
1 84 23   . آيد  بدست مي3

 
  : بنابراين. ي واحد است گيري يك هشتم اول از كره توان نتيجه گرفت كه ناحيه انتگرال ها مي با توجه حدود انتگرال  »2«ـ گزينه 8

( )


  
1 4
8 3 ) شعاع واحداي به  حجم كره(6

y zz

dx dydz
 

  
2 22 11 1 1

8  
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 1 حاصل انتگرالـdx

sin x cos x 4   كدام است؟4

1(tan x
arc tan ( ) C2

2
  2(tan x

arc tan ( ) C
2

2 2
  3(tan x

arc tan ( ) C
22
2

  4(tan x
arc tan ( ) C

2 2
2 2

  

 2 تواني تابعسريـ 


x ln( t)
f (x) dt

t


 

1،(| t | )   ي همگرايي آن كدام است؟  و بازه1

1(
n n

n

( ) x

n






1

2
1

1،x  1 1  2(
n n

n

( ) x

n






1

1

1،x  1 1  

3(
n n

n

( ) x

n






1

2
1

1،x  1 1  4(
n n

n

( ) x

n






1

2
1

1،x  1 1 

 3 خمـy x
1
3، x    ي دوار حاصل كدام است؟ مساحت رويه.  دوران كرده استyمحور  حول 1

1([( ) ]



3
21 127   2([( ) ]




3
22 1 127   3([( ) ]




3
22 1 19   4([( ) ]




3
21 19   

 4 اگر ـzي هاي معادله  عددي مختلط باشد، آنگاه جوابnz  2   كدام است؟1

1(
K

i
ne

 2
2،K , , , , , (n ) 1 2 3 1   2(

K
i

ne

 2
2،K , , , , , ( n ) 1 2 3 2 1   

3(
K

i
ne

 2
،K , , , , , (n ) 1 2 3 1   4(جواب ندارد . 
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 5 مقدارـ
 

x

( x y ) dydx


   2 2   در صورت وجود، كدام است؟21

1(
16  2(

8  3(
  )اگراستو. (وجود ندارد) 4  4

 6 گون ي توپر محصور بين سهمي حجم ناحيهـz x y 2 zو مخروط2 x y 2   ؟، كدام است2

1(
2  2(

3  3(
4  4(

6  

 7  برداري خم فضايي     ي  معادلهـ C  به صورت   
r(t) (acost)i (asint) j btk  ، t  2 به ازاي كـدام     .  استb    خـم  ) انحنـاء (، خميـدگي

برابر
a

1
a(شود؟   مي2 ،b ثابت(  

1(a
b  2  2(b a  3(b a   .پذير نيست امكان) 4  2

 8 ي نقاطي از رويهـ(y z) (z x)   2 2   باشد، كدام است؟  ميyzي   كه خط عمود بر رويه در آن نقاط موازي صفحه16

xنقاط دو خط) 1 y z  4وx y z   4  2 (نقاط فصل مشتركx y z

x y z

  
    

4
4  

xنقاط صفحه) 3 z    4 (نقاط فصل مشتركx z  با رويه  

 9 مقادير ماكزيمم ـM و مينيمم mتابع f (x, y) xyي  در ناحيهx y

a b
 

2 2
2 2   ؟ استكدام1

1(M abوm ab   2 (ab
M  abو2

m


 2  

3(ab
M  abو4

m


 4  4(M (max{a,b})وm (Max{a,b})  2 
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sinي ابتدا با استفاده از اتحاد مربع دو جمله و همچنين رابطه  »4«ـ گزينه 1 x cos x sin x
1   :نويسيم  تابع زير انتگرال را به اين شكل مي22

sin x cos x (sin x cos x) sin x cos x sin x cos x sin x sin x
  

     
4 4 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
1 12 2 1 2 2 2 22 2

  

( )
cos xcos x sin x tg x

 
 

22 2 2
1 1 1
1 122 2 1 22 2

  

tgحالا با فرض x
u 

2
2

dxاريم د
du

cos x
 2

2
2 2

  : بنابراين

dx tg x
I ( )( ) ( )( du) Arctg(u) c Arctg( ) c

cos x utg x
     


 2 22

1 1 2 2 2 2
1 2 2 2 22 11 22

  

 
  :گيريم ابتدا از طرفين رابطه داده شده مشتق مي  »1«ـ گزينه 2

  ln( x)
f (x)

x

 
1  

)lnاز طرفي بسط تيلور x)1برابر است با :  
n

n

n

x x x
ln( x) x ( )

n





      

2 3 1
1

1 12 3   
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fگذاري بسط فوق در رابطه با جاي (x)داريم :  

  
n n

n n

n n

x x
f (x) ( ) f (x) ( )

n n

 
 

 
      

11 1
2

1 1
1 1  

xها كافيست كه همگرايي سري فوق را در براي يافتن بازه همگرايي با توجه به گزينه 1و x  1بررسي كنيم :  

  
n

n

( )
x

n






  

1
2

1

11  

شرط لازم و كافي براي همگرايي سري متناوب فوق آنست كه          
n n




 2

1

 نزولي باشد و 1
n
lim

n
2

1    باشد و از آنجايي كه اين دو شرط برقرار اسـت، سـري 

xفوق به ازاي 1به ازاي.  همگراستx  1 سري به
n n





 2
1

x:ي همگرايي سري برابر است با پس بازه.  كه اين سري هم همگراست1  1 1  

 

y  : نويسيم  ابتدا خم داده شده را به صورت پارامتري مي  »1«ـ گزينه 3 t ,x t , t   3 1  
  :ها برابر است باyر طبق متن درس، سطح حادث از دوران خم فوق حول محو

  t tS t (x ) (y ) dt t t dt       
1 13 2 2 3 42 2 1 9
 

  

  :با استفاده از تغيير متغير داريم

t u    1 1 1 u t , du t dt ,  4 31 9 36  

du
S u [ u ] [ ]

 
    

1
1

3 3
1 2 2
1

22 1 136 18 3 27


  

 

 داريم1براي عدد :روش اول  »2«ـ گزينه 4  و r 1در نتيجه  :  n n n iz z z e       2 2 21 1  

  
i( k )

nz e , k , , , n

 

  
2

2 1 2 2 1   

n از صفر تاkباشد به همين دليل مقدار   جواب ميn2 دارايnz2بايد توجه داشت كه 2   .باشد مي1

n كافيست به ازاي:روش دوم 1هاي داده شده چك كنيم هاي معادله را در گزينه  جواب:  

  z z z i       2 21 1  
nبا قرار دادن 1ها داريم  در گزينه:  

  k z i    1  گزينه  
  k , z i, i    1 2 گزينه  

  k z     3 گزينه  
n است كه به ازاي2تنها گزينه  1هاي  جوابz i دهد  را به دست مي.  

 
  :كنيم، لذا براي حل انتگرال دوگانه داده شده از مختصات قطبي استفاده مي  »3«ـ گزينه 5

  x r cos
x y r , dxdy rdrd

y r sin

 
      

2 2 2  

گيريم فين انتگرال مي ازطر
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  :گيري در مختصات قطبي چنين است با ناحيه انتگرال

     
r  

 
   4




                                             

y

y x

x


  
   




  

I  :بنابراين انتگرال داده شده برابر است با  ( r ) r dr d




   
4 2 21
 

  

r  : كنيم لذا   مياز تغييرمتغير استفاده   u
r u rdr du ,

r u

  
         

2 11   

I  :هاي فوق در انتگرال داريم   با جايگذاري تغييرمتغير و كران  u du d d ( )
u

 


   
          

4 4

1
2 1 11 4 4 

  

 
  :شود حجم ناحيه موردنظر به صورت زير نوشته مي  »4«ـ گزينه 6

R

V dv   

  : كنيم، لذا   اي استفاده مي  براي حل از مختصات استوانه 
R

V rdzdr d   

  :باشند اي به صورت زير مي گون و مخروط در مختصات استوانه معادلات سهمي

  rz x y z r
r r r(r ) r

rz x y z r

                    

2 2
2

2 2 2
1 11


   

 يك دايره است پسxoyي  تصوير اين شكل بر صفحه   2حجم ناحيه .  استRت با برابر اس:  
r

r

V r dzdr d


    
2 1

2 
  

  
r r r

V rz dr d (r r )dr d ( ) d V
r

   
                

2 1 1 2 3 42 3
2

1 1 23 4 12 6     
  

z به صورت  zهاي  ن  ها، كرا   ي رويه    از معادله  :توضيح r و z r ن بـالا و كـدام      هـا كـرا     يك از آن    دهيم كه كدام    آيند، اما از كجا تشخيص مي       دست مي    به 2

r: توجه كنيد  rتوانيد به حدود    كار مي   كران پايين است؟ براي اين     1يك مقدار دلخواه از آن مثلاً     . استr 
1
 r ازr2واضح است كـه .  را انتخاب كنيم   2

rپس. شود كوچكتر مي z r 2است .  

 
R(t)خم فضايي) انحناء(خميدگي   »2«ـ گزينه 7 x(t) i y(t) j z(t)k  

  
  : برابر است با

  | R (t) R (t) |

| R (t) |

 
 

 3

 
  

R(t)بنابراين براي (a cos t) i (a sin t) j btk  
  

  : داريم

  R (t) ( a sin t) i (a cos t) j bk    
  

  

  R (t) ( a cos t) i ( a sin t) j    
 

  

Rضرب خارجي


R و


  :كنيم    را حساب مي
i j k

R R a sin t a cos t b (absin t) i (abcos t) j a k

a cos t a sin t

      
 

2

  
   


  

 يافتن محل تلاقي

x

y

z

2 2z x y 

2 2z x y 

R
y

x
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|  :بنابراين اندازه ضرب خارجي برابر است با R R | a b a a b a      2 2 4 2 2 2 
  

Rهمچنين اندازه  (t)


|  :كنيم    را حساب مي R (t) | a b  2 2
  

a :با جايگذاري مقادير فوق در فرمول انحناء داريم b a a a
a a b a b a b

aa b a b(a b )


           

 

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 22 2 3

1 22  

R(t) منحني :تذكر (a cos t ,a sin t ,bt)
     مارپيچ ارشميدس است و طبق متن درس، انحناي آن a

a b
 

2 هـاي   بهتـر اسـت انحنـاي منحنـي    .  است2

  .را به خاطر بسپاريدمعروف 

 
  :آوريم باشد را به دست مي بردار هادي خط عمود بر رويه كه برابر با بردار گراديان رويه مي  »4«ـ گزينه 8

  : u f ( (x z) , (y z) , (y z) (z x)) u (x z, y z, y z x)             2 2 2 2 2
 بردار هادي خط عمود بر رويه  

n يعنيyoz موازي باشد بايد بر بردار نرمال صفحهyozكه اين خط با صفحه  براي آن i
عمود باشد، لذا :  

  u.n u.n u. i x z z x       
      

zبنابراين نقاط فصل مشترك صفحه xصحيح است4باشد و گزينه   و رويه داده شده نقاط موردنظر مسئله مي .  

 
)حيه،تنها نقطه بحراني درون اين نا       »2«ـ گزينه   9 , )       است زيرا در اين نقطه داريم xf   و yf   . ي  با محاسبهf      در اين نقطه به مقـدار f ( , )    

xيه داده شده يعني كافيست نقاط اكسترمم تابع بر روي مرز ناححالا. رسيم مي y

a b
 

2 2
2 2   : را بيابيم1

  x y x b y a
x b y

ba b a b


       

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 21  

fبا جايگذاري اين عبارت در رابطه (x, y) xyداريم :  

  a
f (y) y b y

b
  2 2  

  :كنيم متغيره فوق را محاسبه مي نقاط اكسترمم تابع تك

  y b b
f (y) b y b y y y y

b y
             



2 22 2 2 2 2 2
2 2 2 2

   

fبا جايگذاري اين نقاط در (y)داريم :  b a b b a ab
f ( ) b b

b
          

22 2
2 2 22 2 2

  

ab  :بنابراين ماكزيمم و مينيمم تابع در ناحيه داده شده برابرند با ab
M , m  2 2  
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  93 مهندسي مواد ـ سراسري رشته
  

 1ـ مشتق تابع xx ,f (x) x  ،كدام است؟  
1 (xf (x) x ( Lnx)   1  2 (xf (x) x ( Lnx)  1  3 (xf (x) x Lnx   4 (xf (x) x ( Lnx)  1  

 2ـ اگرz i 3    كدام است؟Arg(z)3، آنگاه3

1 (  2 (  3 (
 2  4 (

2  

 3ها  اگر هر مقطع عرضي عمود بر يكي از اين ساق.  واحد است12الساقين است كه طول هر ساق آن الزاويه متساوي ي جسمي يك مثلث قائم ـ قاعده
   آنگاه حجم جسم برابر كدام است؟ قرص باشد، يك نيم
1 (73  2 (144  3 (146  4 (72  

 4ـ بازه همگرايي سري توان


n n( ) x

n

 


 2

1
1

   كدام است؟

1 ([ , ] 1 1  2 ([ , ) 1 1  3 (( , ] 1 1  4 (( , ) 1 1  

 5ـ با فرضw Ln(x y z)  2 2 x و2 s t و y s t و z st w، مقدار2

s




) در نقطه , , )2   : عبارتست از2

1 (4  2 (2  3 (1  4 (  

 6ـ مقدار انتگرال
R

y
arctan( )dxdy

xكه در آن Rقطاع طوقي x
y x  3

3
xو y  2 21    برابر كدام است؟4

1 (2

8  2 (
16  3 (2

16  4 (
8  

 7ـ مقدار انتگرال
D

xydA y ناحيه محصور به دو منحنيD كه در آن2 x y و2 x    باشد، كدام است؟  مي22

1 (1  2 (3  3 (  4 (2  

 8اي خمـ انحنx t t

y t t

  


 

2

2
2 2
2 2

t در     كدام است؟1

1 (2
2  2 (1  3 (2  4 (1

4  

  93 مهندسي مواد ـ سراسري رشتهپاسخنامه 
  

  »2«ـ گزينه 1
x x xy

y x ln y ln(x ) x ln x ln x x ln x y y(ln x ) x (ln x )
y x


              1 مشـــتق گـــيري از طـــرفين 1 1 1  

vy مشتق تابع:توجه uبه اين صورت است :  v u
y u (v ln u v)

u


    

 

z  :روش اول »3«ـ گزينه 2 i Arg(z) tan ( ) 
    1 33 3 3 6 

Arg(z)كنيم كه حال يادآوري مي Arg(z) و nArg(z ) n.Arg(z)  

Arg(z  :شتتوان نو پس مي ) Arg(z ) Arg(z)
 

       3 3 33 6 2  
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z  :روش دوم i 3 3  

i i ii
r x y

z re e z e z ( ) e Arg(z )
y

tg ( ) tg ( )
x

  
 

 

       
              



2 2
3 3 36 6 2

1 1

9 3 12 2 3
2 3 2 3 2 33 2

3 6
  

 
  .ايم قاعده جسم را در شكل نشان داده  »4«ـ گزينه 3
  

yبه ازاي هر   12 :     اي است با قطرِ     مقطع عرضي اين شكل نيم دايرهx y 12 .   دايـره برابـر    پس مساحت اين نيم

yاست با
S(y) ( )

 
 212

2   :بنابراين خواهيم داشت. 2

y
V s(y)dy ( ) dy ( ( )y y )dy ( y y y ) ( )

    
              

12 12 12 32 2 2 2 2 3 3 31212 1 1212 2 12 12 12 12 12 722 2 8 8 3 8 3   

y
V s(y)dy ( ) dy ( ( )y y )dy ( y y y ) ( )

    
              

12 12 12 32 2 2 2 2 3 3 31212 1 1212 2 12 12 12 12 12 722 2 8 8 3 8 3   
مطـابق شـكل فـرض      . تري حل كنيم    توانيم مسأله را در حالت كلي       مي:) حل حالت كلي با دو فرمول مختلف       (:روش دوم 
a)ي خطي كه از     معادله.  باشد aهاي مثلث،   هر كدام از ساق   كنيد طول    , ) و ( ,a) گـذرد بـه صـورت        ميx y a  

  .است
  . حل كنيمyر يا برحسب متغيxتوانيم مسأله را برحسب متغير حال مي

xي  در هر نقطه   :فرمول اول  a اي بـه قطـر   دايره گيريم، طبق صورت سؤال نيم  يك برش عرضي مطابق شكل زير در نظر ميy   آيـد   بـه دسـت مـي .
  )ايم ي شكل را رسم كرده دقت كنيد كه ما فقط قاعده(
  

aa ay
S(x) ( ) (a x) V S(x)dx (a x) dx (a x) | a

  
             2 2 2 3 31 1

2 2 8 8 24 24 
  

yي  در هر نقطه:فرمول دوم a اي به قطر دايره طبق صورت سؤال نيم. گيريم  يك برش طولي مطابق شكل زير درنظر ميxخواهيم داشت :  

  a ax a y
S(y) ( ) ( ) (a y) V S(y)dy (a y) dy

  
          2 2 2 21 1

2 2 2 2 8 8 
  

  
a

V (a y) | a
 

    3 3
24 24  

aدر اين مثال 12است پس V  72آيد  به دست مي.  
 

 

  :ي آن ساده است    نداريم اما محاسبهRي   ها نيازي به محاسبه   طبق گزينه  »1«ـ گزينه 4
n

n
n

| ( ) |
lim R

R n


   

2
1 1 1 1

1
  

xپس به ازاي  1   .هاي بازه را بررسي كنيم  سري همگراست و بايد لبه1

xبه ازاي  1  سري متناوب 
n

n

( )

n








 2

1

1
1

 همگراست زيرا دنباله   
n 2

1
1

xبـه ازاي  .  نزولي و همگرا به صفر اسـت         1    هـم سـري 
n n



 
 2

1

1
1

دسـت     بـه  

p سري باpآيد كه همگراست زيرا يك مي  ]پس جواب.  است2 , ]1   . است1
)ي  ها بازه شود كه همه آن ها مشخص مي  با نگاه به گزينه   :توجه , )1 هاي آن است در نتيجـه فقـط    دانند و اختلاف بر سر لبه  سري مي را ناحيه همگرايي1

xبررسي همگرايي در  1كافي است .  
 

  

y 12 x 

y

12

12

x

y

(x,y)

y




a

a

y

x

x y a 

a

a

y

x

(x,y)


x

a

a

y

x
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94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  :كنيم اي استفاده مي از قاعده زنجيره. ايم درخت متغيرها را نشان داده  »3«ـ گزينه 5

  w w x w y w z

s x s y s z s

      
  

      

W

x y z

s t s t s t

  

  w x y
( ) ( )

s x y z x y z x y z


  

      2 2 2 2 2 2
2 2 21 1

2 2 2
  

x)ي داده شده داريم اكنون در نقطه , y,z) ( , , ) 2 2؛ بنابراينs t  s و2 t  جا خواهيم داشت  كه از اينs t 1توان نوشت  پس در اين نقطه مي:  
w

( )
s


     

      
4 2 4 42 14 4 4 4 4 4 8 8


  

 

 

yروي خط  »3«ـ گزينه 6 x  داريم3
  x و روي خط3

y 
3

 داريم
  6.  

xشرط y  2 21 r را به صورت   rهاي   نيز كران  4 1 بنابراين انتگرال داده شـده را در       . معين كرده است  2
  .كنيم مختصات قطبي به اين شكل حل مي

 

R R

y r
arctan( )dxdy r dr d r dr d ( ) d d ( )

x

  

  


  

                
     

23 3 3

1
6 6 6

2 2 2 222 3 3 33
12 2 4 4 9 36 16

6

 

 
  .ايم  را در شكل مقابل نشان دادهDناحيه  »3«ـ گزينه 7

  :شوند هاي برخورد دو منحني به سادگي مشخص مي محل
( x x x x )      2 2 22 1 1  

x: داريمDدر تمام ناحيه  1 y و اگر از پايين به بالا حركت كنيم1 x y مرز ورودي و2 x     مرز 22
xخروجي است، پس  y x  2 22.  

  :گيري صرف نظر كنيم داريم     اگر از نصف كردن ناحيه انتگرال
x

xD

( x x ) (x )
xydydx xydydx x( )dx






      

21 2 1

2 11

2 2 2 222 2 2 2 2  

  .جا كه تابع انتگرالده تابعي فرد است و باندها قرينه يكديگرند مقدار انتگرال صفر است از آن
f تابع:روش كوتاه (x , y) xy   :ها تقارن دارد پس داريم y نسبت به محورDناحيه.  نسبت به هر دو متغير فرد است 2

D

f (x , y)dydx    

  . منفي استD مثبت و در نيمه سمت چپD در نيمه راستfِدر واقع مقدار
 

R(t)ي پارامتري   معادله »4«ـ گزينه 8


t  : به اين صورت است t t t
R(t) (x(t) , y(t)) ( , )

 
 

2 22 2
2 2


 

|توانيم انحنا را از فرمول حال مي R R |

| R |

 
 

   .دست آوريم  به3

tتوان از حالت خاص اين فرمول كه به شكل         چنين مي   هم tt t tt

t t

| x y y x |

(x y )


 


3

2 2 2
با اسـتفاده  .  استفاده كردxoyهاي پارامتري در صفحه  براي منحني است

t  : داريمtگيري نسبت به    از مشتق tt
t

x t x


    
2 2 1 12   

t tt
t

y t y


    
2 2 1 12  

tبه ازاي 1داريم tx  ttx و2  و ty  و tty 1 .بنابراين خواهيم داشت:  | |

( )


   


3
2

2 2 1
8 4

4





  

y

2y x

2y 2 x 

11

y

D

x

r 1

1
y x

3


y 3x

x

R

r 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات 

  94 مهندسي مواد ـ سراسري رشته  
  

 1 ـ فرض كنيد
xf (x) e p(x),p(x) c c x c x    2

1 (n)fدر اين صورت . 2 (    كدام است؟(
1 (c c c 1 22  2 (c c c 1 2  3 (c nc n(n )c  1 22 1  4 (c nc n(n )c  1 21  

 2   ـ اگرn       توانيم داشته باشيم       عدد صحيح و مثبتي باشد، آيا مي


n n nsin t.cos tdt a cos tdt

 

 
2 2

 كـدام   a پاسخ مثبت اسـت، ثابـت         اگر 
  است؟

naبلي، ) 1  naبلي، ) 2  2  naبلي، ) 3  12     خير) 4  12

 3هاي معادله مختلط  ـ ريشهz ( i)z i    2 5    كدام است؟8

1 (i

i


 

3 2
2  2 (i

i


 

3 2
2  3 (i

i


 

3 2
2  4 (i

i


 

3 2
2  

 4 ـ حاصل جمع سري


n n

n

( ) x

n








21
  ، كدام است؟ 1

1 (x , ln( x )  21 1  2 (x , ln( x )  21 1  

3 (ln( x )
x , x ,

x


 

2
2

11   4 (ln( x )
x , ,

x




2
2

11 به ازاي 1 و x   

 5 ـ فاصله همگرايي سري


x n

n

( ) x

n








 2

1
1

  ، كدام است؟

1 ( ,1  2 (( , )1   3 (( , ) 1 1  4 ( , 1 1  

 6    ـ فرض كنيمW f(x, y)       داراي مشتقات جزئي مرتبه دوم پيوسته و x u v

y u v

 
  

wدر اين صورت عبارت . 2 w w

x yx y

  
 

  

2 2 2
2 25 2  برابـر  2

  با كدام مورد زير است؟

1 (w w

u v

 


 

2 2
2 2  2 (w w

u v

 


 

2 2
2 2

2  3 (w w

u v

 


 

2 2
2 22  4 (w w w

u vu v

  
 
  

2 2 2
2 2  

 7 ـ كدام  مورد براي تابع(x y )f (x, y) (x y )e  
2 22    است؟نادرست، 2

) در fتابع ) 1 , )
2 2

2 ) در fتابع ) 2  . ماكزيمم مطلق دارد2 , ) 
2 2

2   . نقطه زيني دارد2
) در fتابع ) 3 , ) ) در fتابع ) 4  . ماكزيمم مطلق دارد1 , ) مينيمم مطلق دارد . 

 8مخروط ـ مساحت بخشي از z x y 2 2 z كه بين صفحات 2   و x z 2    واقع شده، كدام است؟3
1 ( 3  2 ( 6  3 (2 3  4 (2 6  

 9 انتگرال ـ
  

sec csec

f (r cos ,r sin )rdrd f (r cos ,r sin )rdrd

 
 


         

4 4

4

   برابر با كدام است؟

1 (
y

f (x, y)dxdy
  
1

  2 (f (x, y)dxdy
  
1 1

  3 (
x

f (x, y)dydx
  
1

  4 (
x

f (x, y)dydx
 
1 1

  

 10  ــث ــر مثل ــ اگ ــوس Cـ ــا رئ )ب , , ), ( , , ), ( , , )1 1 1      ــه ) از نقط , , )1 1 ــرال   1 ــدار انتگ ــاه مق ــود، آنگ ــده ش ــاعت دي ــه س ــت عقرب  در جه

C
xydx yzdy zxdz كدام است؟   

1 (
1
2  2 (1

2  3 (1
3

  4 (1
3
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94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  94 مهندسي مواد ـ سراسري رشتهامه پاسخن  
  

 

f بسط مك لورن:روش اول»  4«ـ گزينه 1 (x)ضريب. نويسيم  را ميnxدر بسط مك لورن f (x) برابر با
(n)f ( )

n!

است .  
n n n

x x x x x
f (x) e (c c x c x ) ( x )(c c x c x )

! (n )! (n )! n!

 
            

 

2 2 1
2 2

1 2 1 21 2 2 1    

  :آيد وجود مي  بهnxها شوند، فقط در سه تا از آن قتي جملات دو پرانتز در هم ضرب ميو
n n n

nc ccx x x
c c x c x ( )x

n! (n )! (n )! n! (n )! (n )!

 
     

   

1 2
2 1 2

1 21 2 1 2


جملات شاملnx  

  :در نتيجه داريم
(n)

(n)c ccf ( )
f ( ) c c n c n(n )

n! n! (n )! (n )!
       

 
1 2

1 2 11 2



   

f امnُ محاسبة مشتقِ  نيتز براي با استفاده از قاعدة لايب: روش دوم uvداريم :  
n

(i) (n i)(n)

i

n
f (x) u v

i




 
  

 



  

f كار بردن اين قاعده براي تابعِ با به (x)داريم :u c c x c x   2
1 2و xv e.  

)دانيم كه  ميuدر مورد.  هستندxe برابر باvي بالاتر هاي مرتبه ي مشتق همه ) ( )u u  3 4  پس داريم :  
(n) x x xn n n

f (x) (c c x c x )e (c c x)e ( c )e
     

             
     

2
1 2 1 2 22 21 2   


  

xبا جايگذاري  در تساوي فوق داريم  :  (n) n(n )
f ( ) c nc ( c ) c nc n(n )c


      1 2 1 2

1 2 12  

 
nتوانيم مسأله را در حالت ها مي  با توجه به گزينه:روش اول»  1«ـ گزينه 2 1حل كنيم .  

sin t
n sin t cos t dt a cos t dt [ ] a[sin t] a

  
       

2 22
2 2 11 2 2  

  

nپس به ازاي 1بايد a  aدست آوردن مقدار در ضمن با به.  استصحيح) 1(ي  گزينه. دست آيد  به12    .شود هم رد مي) 4(ي  ، گزينه12
sin با استفاده از اتحاد مثلثاتيِ:روش دوم t sin t cos t2   : داريم2

n n n n n nsin t cos t dt (sin t cos t) dt ( sin t) dt sin tdt
   

     2 2 2 21 2 2 22   
  

  :با تغيير متغير روبرو داريم 
t x if t x

dt dx dt dx if t x

                  
  

2 2 2
12 2 2 2


  

  :بنابراين

n n n n nsin t dt sin ( x)dx cos xdx ( ) cos xdx cos t dt

   

 
 

        2 22 2 2

2 2

1 1 12 22 2 2 2  
  

n  :در نتيجه داريم n n n nsin t cos t dt cos t dt a
 

    2 2 2 2
 

  
گيـر و طـولاني       البته اين كار وقت   .  را به دست آوريم    aها برهم   هاي داده شده را با استفاده از تابع بتا حل كنيم و از تقسيم آن                توانيم انتگرال   مي: روش سوم 

x  : كنيم كه   ييادآوري م. است y (x) (y)
(sin t) (cos t) dt

(x y)


   


  2 1 2 12

2
  

nدر انتگرال  nI sin t cos t dt


  2


  : داريم
n n

( ) ( )x n n
x y I

y n (n )

 
   

        

1 1
2 1 1 2 2
2 1 2 2 1  

nJدر انتگرالِ  cos t dt


  2


  : داريم
n

( ) ( )x n
x , y J

ny n ( )


   

       

1 1
2 1 1 1 2 2

22 1 2 2 2 2

  
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  :حالا داريم
n n n n n

( ) ( ) ( ) ( ) ( )I
I aJ a

nJ ( ) ( ) (n ) ( ) (n )

    
    

    


      

1 1 2 1 22 2 2 2 2 2
1 1 12 1 12 2 2

  

n زوج باشد داريمnاگر k   : پس2
k k k

( ) (k ) ( ) k!
a

( ) ( k ) ( ) ( k)!

  
      

  
   

2 1 2 1 2 3 1 112 2 2 2 2
1 12 1 22 2


  

( )
1
k  : دهيم شود و در صورت كسر اين جايگذاري را انجام مي  از صورت و مخرج ساده مي2 k

k! k (k )


          
2 2 2 4 21 2 1 2 2 2 2   

  : با اين جايگذاري خواهيم داشت
k

k n n
( ) ( k)!

a ( ) ( )
( )( k)!


   

2 1
2

1 2 1 12 21 2 222

  

nدهيم  فرد باشد قرار ميnاگر k 2   .رسيم ي مشابهي مي  و باز هم به نتيجه1
 

azي   هاي معادله   مجموع ريشه:روش اول»  3«ـ گزينه 3 bz c  2 برابر است با b

a
در اين مثال داريم  :  b ( i)

i
a

 
    

5 51  
  .تواند درست باشد مي) 3( است و فقط گزينه i5ها پس مجموع ريشه

)  : كنيم  معادله را حل مي :روش دوم i) ( i) i       25 4 8 8 6  
i  : بينيم كه با كمي دقت مي i ( i ) i             28 6 9 6 1 3 1 3 1  

i  :در نتيجه ( i )
z i , i

  
   

5 3 1 3 2 22  

 
fبا توجه به بسط مك لورنِ تابع»  3«ـ گزينه 4 (x) Ln( x) 1داريم :  

x x x
Ln( x) x : | x |      

2 3 4
1 12 3 4   

  :، خواهيم داشتx2ها قرار دهيم xاگر در تساوي فوق به جاي
x x x

Ln( x ) x : | x |      
4 6 8

2 21 12 3 4  

  : داريمx2 طرفينِ تساوي فوق برحال با تقسيم
n n

n

Ln( x ) x x x ( ) x

nx





 
     


2 2 4 6 2

2
1 11 2 3 4 1

  

xي  توجه كنيد كه اين سري هم در بازه         1 xبه ازاي .  همگراست 1  1   به سري متناوب 
n

n

( )

n






 1

1
 ـ  . رسـيم كـه همگراسـت        مي  كـه    راي آن البتـه ب

x تعريف شده باشد بايدx2تقسيم بر  باشد، پس x  1 x و1  است .  
 

  : زير اصلاح شودابتدا بايد اشاره كنيم كه در صورت سؤال يك اشتباه تايپي رخ داده و بايد به صورت »  4«ـ گزينه 5

فاصلة همگرايي سريِ
n n

n

( ) x

n








 2

1
1

  ، كدام است؟

x يك سري تواني حول :روش اول   ي همگرايي بايد به مركز  داريم پس ناحيهx  حـالا كافيـست  . شـوند  رد مي) 2(و ) 1(هاي  گزينه.  باشدx 1 
xو  1را بررسي كنيم .  

n n

n n

n

n n
nn

( ) ( )
if x : P P

n n n

( )
if x : ( lim a a

n n

 

 




  
     

 


      

  



2 2 2

2 2

1 1 1 11 2 1
1 1

1 11
1 1

 







Ho«μÀ  uQ  IM “¼ºÁow

» SwH Â²»qº ¾¨ Â¶¼μ–¾±μ] IM  Ho«μÀ J»I¹T¶ Áow ¦Ä )
  

  .است) 4(باشد، گزينة   مي1 و هم1اي كه هم شامل كنيد، تنها گزينه گونه كه ملاحظه مي و همان

n  : كنيم   اع همگرايي سري را حساب مي ها شع  بدون توجه به گزينه:روش دوم nn
n n
lim | a | lim R

R n 
    

2
1 1 1 1

1
  



  

 14

94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

)ي همگرايـي بـه صـورت        پس ناحيه  , ) ( , )   1 1 1 1       اسـت حـالا نقـاط x  1         شـويم ناحيـه      كنـيم و متوجـه مـي         را ماننـد روش اول امتحـان مـي
]همگرايي , ]1   . است1

 
  :كار بايد دستگاه زير را حل كنيم آوريم، براي اين  به دست ميy وx را برحسبvِ وuابتدا»  1«ينه ـ گز6

x y

x u v

y u v

u (x y) u ux y u

 
  

      

2

1 13 3 3

  

y در دومين معادله، يعنيuگذاري مقدار با جاي u v داريم ،:  

x yy (x y) v v x y y x y v x y v , v


              
1 1 1 1 2 1 2 1 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3  

  :كنيم  را محاسبه ميwاي، مشتقاتِ جزئي مرتبة اولِ حال به كمك قاعدة زنجيره

  

x u x v x u v

y u y v y u v

w w u w v w w

w w u w v w w

    

    


1 1
3 3
1 2
3 3

  

  :آوريم اي به دست مي  را به كمك قاعدة زنجيرهwة دومِطور مشابه مشتقات جزئي مرتب به

xx uu x uv x vu x vv x uu uv vv

xy uu y uv y vu y vv y uu uv vv

yy uu y uv y vu y vv y uu uv vv

w (w u w v ) (w u w v ) w w w

w (w u w v ) (w u w v ) w w w

w (w u w v ) (w u w v ) w w w

       

       



      

1 1 1 2 1
3 3 9 9 9
1 1 1 1 2
3 3 9 9 9
1 2 1 4 4
3 3 9 9 9

  

  :در نتيجه

xx xy yy uu uv vv uu uv vv uu uv vv
w w w

w w w ( w w w ) ( w w w ) ( w w w )
x yx y

  
             

  

2 2 2

2 2
5 1 5 2 2 4 2 8 85 2 2 5 2 2 9 9 9 9 9 9 9 9 9



uu vv
w w

w w
u v

 
   

 

2 2
2 2  

 
x با فرض»  2«ـ گزينه 7 y t 2 tfه صورت بf، ضابطة2 (t) teالبته. آيد  در ميt  است، پس رفتار fرا در t  كنيم  بررسي مي:  

f:نقطة بحراني (t)t t tf (t) e te ( t)e t
         1 1  

  : داريمfبا توجه به جدول تغييرات
t

f (t)

f (t)
e

min max


  

1

1




   
  

  
fدر نتيجه  (x , y)     در نقاطي كه t 1   كه روي دايرة به معادلة       باشد يعني نقاطي x y 2 2 و ) 1(هـاي     پس گزينه .  واقعند، داراي ماكزيمم مطلق است     1

)نادرست است چراكه  ) 2(نة  اما گزي . صحيح هستند ) 3( , ) 
2 2

2  در اين نقطه داراي ماكزيمم مطلق اسـت و  f روي دايرة مذكور قرار دارد، پس تابع2
  .نه نقطة زيني
t در fهمچنين تابع     اي كه نيمم است يعني در نقطه      داراي ميx y 2 2  يعني( باشد( , ) (در اين نقطه داريم ،f ( )     كـه كمتـرين مقـدار f 

  .است
 

مطلقمطلق
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zي مخروط به صورت     چون معادله »  4«ـ گزينه   8 f (x , y)     ي  ي تصوير را همان صفحه       داده شده بهتر است صفحهxoy    دانـيم كـه      مـي .  درنظـر بگيـريم
xمساحت رويه از فرمول y

S R

dS z z dA    2   .آيد  به دست مي21

x y
x y z x y (x y )

z z ( ) ( )
z z z x y

  
       



2 2 2 2 22 2 2 2
2 2 2

21 1 2  

  :پس
R

dA (R )   2 2 SeIv¶مساحت سطح  

   چه شكلي است؟Rي  يعني ناحيهxoyي صوير اين سطح بر صفحهحالا ببينيم ت
  :دهيم ها را برخورد مي رويه

z x y x x y x y x (x y ) x x x x y
x z

                   
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 3 2 3 4 9 6 3 6 4 9
2 3

  

(x ) y
  

2 21 14 3  

2مساحت اين بيضي برابر است با .  است3 و2هاي   يك بيضي با شعاع Rي  ناحيه 3:      2 2 3 2   مساحت سطح6
 

xبا توجه به اينكه در مختصات قطبي   »  2«ـ گزينه   9 r cos و y r sin در اولين انتگـرال  . كنيم گيري را جداگانه رسم مي واحي انتگرال، هر كدام از ن

داريم
   4و r sec   .اين ناحيه را باR1دهيم  نشان مي:  

r sec r cos x , r ( , )
cosR :

           
    


1

1 1 1

4

  



Ck L¶ Á¾‰£º
  

ي  در بازهR1ي پس ناحيه
   4ي  قرار دارد و حالا ناحيهR2كنيم  را بررسي مي:  

r csc r sin y , r ( , )
sinR :

           
    


2

1 1 1

4 2

   Ck L¶ Á¾‰£º
  

Rبينـيم كـه      مـي  xoy در صـفحة   R2 و R1با رسم  R1 2      يـك مربـع در 
xي ناحيه 1و y 1است .  

 

4

  
f :هاي داده شده برابر است با بنابراين مجموع انتگرال (x , y) dx dy 

1 1
 

  

 
)ن واقع است كه از نقاط  بر آ  Cاي كه مثلث    صفحه»  2«ـ گزينه   10 , , )1  ،( , , )1 و ( , , )1 ي آن به صـورت  پس معادله. گذرد  ميx y z  1 

zبنابراين داريم. است x y  1.  

A)قاطاي كه از ن ي صفحه كنيم كه معادله يادآوري مي , , ) و ( ,B, ) و ( , , D) گذرد به صورت  ميx y z

A B D
  1است .  

  :شود، بنابراين بنا به قضية استوكس داريم  در جهت ساعتگرد پيموده ميCبا توجه به توضيحات مسأله،

  C
RP Q

I xy dx yz dy xz dz     

z x y

A A

[(y )( ) (z )( ) ( x)]dA ( y z x)dA                   11 1    

( )  
1 11 12 مساحت ناحية2

A A

I ( y x y x)dA dA A        1  

  : استxoy در صفحةC تصوير مثلثAكه در آن
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  91راسري  مهندسي نفت ـ سرشته

 1 اگر ـx باشد حاصل حد) گنگ( عددي اصمm

n n
lim lim (cos! x)
 

كدام است؟     

  ) 4  1) 3  صفر ) 2   -1) 1

 2 اگرـd d
g(x) f (x ), f (x) g(x)

dx dx
 2 آنگاه ،d

(f (x ))
dx

2 3
  :  برابر است با2

1 (f (x )6  2 (x g(x )2 33  3 (f (x ) g(x )6 3  4 (x f (x ) xg(x )4 6 39 6  

 3 مقدار انتگرال معينـ


sec xdx



    كدام است؟44

1 (1
4  2 (3

4  3 (1  4 (4
3  

 4 ها چند برابر اي قائمه قطع كنند، حجم ناحيه مشترك واقع در يك هشتم اول آن  يكديگر را در زاويه3اگر دو استوانه دوار، هر يك به شعاع ـr3؟ است  

1 (2
3  2 (1  3( 3

4  4 (1  

 5 مقدار سريـ   
1 1 11 3 5    چقدر است؟7

1 (
 4  2 (Ln 2  3 (Ln2  4 (

4  

 6 انحناي منحنيـy xLnxدر نقطه (e,e)كدام است؟   

1 (
e

1  2 (
e

3
2

1

5
  3 (

e

3
2

5  4 (e
35

  

 7 معادله صفحه مماس بر كرهـx y z  2 2 2 )p در نقطه14 , , )1 2    كدام است؟3
1 (x y z   6  2 (x y z   3 2 1  3 (x y z  2 3 14  4 (x y z  2 3 2 614  

 8  تابع) سويي(مشتق جهتي   ـf (x, y, z) Ln(x y z )  2 2 ) در نقطه  2 , , )1 1 سازد،    در جهتي كه با سه محور مختصات زواياي حاده مساوي مي           1
  كدام مقدار زير است؟

1 (3
3  2 (2 3

3  3 (2
3  4 (2 3  

 9 مقدار انتگرالـ
y

x xe
dxdy

x



 
29 3

1    چقدر است؟1

1 ((e e)31
4  2 ((e e)31

2  3 ((e e ) 31
4  4 ((e e)31

2  

 10 هرگاه ـD  ناحيه محدود به منحني بسته و هموارC باشد و مقدار


C

F.dR مساحت ناحيه D  ،باشد
F(x,y)كدام است؟   

1 (yi xj
 
2  2 (yi xj

 
  3( yi xj 2

 
  4 (yi xj

 
  

  91 مهندسي نفت ـ سراسري رشته پاسخنامه

m  »2«ـ گزينه 1

n m
L lim lim (cosn! x)

 
   

cosuدانيم  مي  1   :تواند عدد صحيح باشد بنابراين داريم  نمي(n!x)است حاصلضرب ) گنگ( عددي اصم n، از طرفي با توجه به اينكه 1
  m

m
cos(n!x ) | cos(n!x ) | lim (cos(n!x ))


        1 1   

m  : شود پس در ادامه داريم جواب اولين حد، صفر مي

n m n
L lim lim (cos(n!x )) lim

  
       
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df  :هاي صورت سؤال داريم  با توجه به داده  »4«ـ گزينه 2 (x)
g(x) f (x) g(x) ( )

dx
   1  

  dg(x)
f (x ) g (x) f (x ) ( )

dx
  2 2 2  

fي مشتقِ دوم الا به محاسبهح (x   .پردازيم  مي3(

fدانيم كه مشتقِ   ي مشتق تركيب، مي    با استفاده از قاعده (u)برابر است با u f (u) پس :  
( )d

f (x ) x f (x ) x g(x )
dx

  
12 2 3 2 33 3  

  :شود ضرب استفاده مي  حاصل ي مشتق از قاعده. كنيم حالا مشتق دوم را حساب مي

  d d d
( f (x )) ( x g(x )) xg(x ) x ( x g (x ))

dx dx dx
  3 2 3 3 2 2 33 6 3 3  

( )
xg(x ) x ( x f (x )) xg(x ) x f (x )   

2 3 2 2 6 3 4 66 3 3 6 9  
 

secدانيم كه مي »4«ـ گزينه 3 x tg x 2 u، همچنين با انتخاب21 tgxداريم du ( tg x)dx    :با توجه به اين مطالب داريم. 21

du

u tg x
sec x dx sec x.sec x dx ( tg x)( tg x)dx ( u )du u c tgx c              

3 34 2 2 2 2 21 1 1 3 3  

tg  :ها داريم حالا با جايگذاري كران x
I [tgx ]



    
43 1 413 3 3

  

 
xهاي محل برخورد استوانه  »1«ـ گزينه 4 y a 2 2 x و2 z a 2 2   . اين دو استوانه باشدي درون  ناحيهDي فرض كنيم ناحيه. گيريم  را در نظر مي2

xي   دايره xoyي   بر صفحه  Dتصوير y a 2 2 aپـس در ايـن ناحيـه      .  است 2 x a   و a x y a x    2 2 2  هـم از    zهـاي   كـران .  اسـت  2

xي همعادل z a 2 2 a به صورت2 x z a x    2 2 2   .آيند  به دست مي2

1حجـم واقـع در  . ي صفحات متقـارن اسـت    نسبت به همه  Dي  دهند، پس ناحيه    ها را تغيير نمي     ي استوانه    معادله z و y و xكه  با توجه به آن   
 اول را 8

  .كنيم  برابر مي8حساب كرده و 

  a a z a z a a z
I dxdydz I dxdydz a z dydz

  
           

2 2 2 2 2 2 2 2
    

   حجم

  a a aa z z a
a z y] dz (a z )dz a z ] I a a          

2 2 3 32 2 2 2 2 3 32
3 3 3  

  

 
  .  استفاده شده استarctgxلورن  مكتوان حدس زد كه از بسط با توجه به وجود اعداد فرد در مخرج كسرها، مي  »4«ـ گزينه 5

x  :طبق فرمول داريم x x
arctan x x ...    

3 5 7

3 5 7  

xحالا با جايگذاري 1خواهيم داشت  :  x ...


      
1 1 11 14 3 5 7  

بنابراين مقدار سري برابر
  . است4

 

y انحناي منحني   »2«ـ گزينه 6 f (x)آيد  دست مي  از اين رابطه به:  | f (x) |

[ (f (x)) ]


 


3

2 21
  

fمقادير (x)و f (x)ي   را در نقطهx eكنيم    حساب مي:  f (x) xLnx f (x) Lnx x( ) Lnx f (e) Lne
x

          
1 1 1 2  

  f (x) f (e)
x e

   
1 1  
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|  : كنيم   مقادير به دست آمده را در فرمول جايگذاري مي f (x) | e e

[ (f (x)) ] ( ) e


    

 
3 3 3 3

2 22 2 2 2

1 1
1

1 1 2 5 5
  

 

f  : آوريم هاي جزئي، بردار گراديان را به دست مي  ي مشتق   با محاسبه  »3«ـ گزينه 7 (x, y,z) x y z   2 2 2 14  
  x y zf (f ,f , f ) ( x, y, z) xi yj zk     2 2 2 2 2 2

  
  

  p ( , , ) f i j k    1 2 3 2 4 6
  

  
p در نقطه fمعادله صفحه مماس بر منحني  (x , y ,z )   عبارت است از :  

  x y zf (x x ) f (y y ) f (z z )          
  x y z   2 3 14x y z    2 3 14 (x ) (y ) (z )      1 2 2 3 3 (x ) (y ) (z )      2 1 4 2 6 3   

 
يعنـي بـرداري بـه      . هـاي آن بـا هـم برابرنـد          سازد به ايـن معناسـت كـه مؤلفـه           هاي يكساني با محورهاي مختصات مي      وقتي يك بردار، زاويه     »2«ـ گزينه   8

vصورت ai aj ak  
  است .  

x  . كنيم   ابتدا بردار گراديان را حساب مي. ي مشتق سوئي   براي محاسبه y z
x y z

f (f ,f ,f ) ( , , )
x y z x y z x y z

  
     2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2  

)ي در نقطه , , )1 1 f: داريم1 ( , , ) 
2 2 2
3 3 3

 .توانيم مشتق سوئي در جهت حال ميv
را حساب كينم :  

a a af .v a

| v | aa a a

 
    

 2 2 2

2 2 2
2 2 2 33 3 3

33 3

 
مشتق سوئي  

 
fتابع زير انتگرال به صورت .ها صحيح نيست كدام از گزينه هيچـ 9 (x)كنيم گيري را عوض مي رال است پس ترتيب انتگ.  

  
(x x)

y

e
I dxdy

x




 
2

9 3
1 1  

  :گيري را عوض كرد توان ترتيب انتگرال با توجه به شكل مي

  
(x x) (x x) x xx x x xe e e

I dydx y] dx (x )dx I e (x )dx
x x x

  
      

      
2 2 22 2 23 3 3 32

11 1 1 1 11 11 1 1  

  . كه اين انتگرال قابل حل نيست

. در صــــــورت ســــــؤال اشــــــتباه تــــــايپي رخ داده اســــــت:توضــــــيح
x xe

x





2 2

ت و جــــــواب آن  مــــــورد نظــــــر بــــــوده اســــــ1

x x x xI e (x )dx e (e e )      
2 23 2 2 3 1

1
31 11 12   .باشد  مي2

 
  :با توجه به نكات گفته شده داريم  »3«ـ گزينه 10

c
F.dR (F.T)ds (curlF.n)ds ( F).ndx pdx Qdy Rdz             

R  :، يك تابع دو متغيره است بنابراين Fاما تابع 
Q p

Rdz F.d pdx Qdy ( )dxdy
x y

 
     

      

Fكه (p,Q)  

  Q p Q p
F.dR ( )dxdy dxdy p y , Q x F(x, y) yi x j

x y x y

   
           

        1 2 2   
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  92 مهندسي نفت ـ سراسري رشته
  

 1 فرض كنيد تابعـy f (x)پذير است و  مشتقf (x)
x

 
f و 1 ( ) 2 ، مقدار حد9

x

f (x)
lim

x


2

3
  در صورت وجود، برابر كدام است؟2

1 (1
12  2 (1

8  3 (1
6  4 (1

4  

 2 فرض كنيد ـf (x) x x  32 .مشتق تابعy f (x ) x به ازاي2  1برابر كدام است؟   
1 (1-  2 (2-  3 (1  4 (2  

 3 انتگرال مقدار ـ
x

d
dx

dx

 
 
 
   


1

11
1

1 2
   برابر كدام است؟ 

1 (
2
3  2 (

1
3  3 (1

3 4 (2
3  

 4 فاصله همگرايي سري ـa b (a b)(a b)
x x x

! !

  
  2 32

2   ).اند بتهاي مث ثابت bو  a(؟ كدام است3

1 ([ b,b)  2(( b,b]  3 ([ , )
b b


1 1

 4 (( , ]
b b


1 1  

 5 هاي  فصل مشترك صفحهـx y z   2 4 x و 16 y z   2 3 2 برابر كدام است؟   

1 (x y z 
 

4 2
1 2 1  2 (x y z 

 
4 2

2 1 1  3 (x y z 
 

4 2
2 2 1  4 (x y z 

 
2 2

2 1 1  

 6 ي  زاويه بين استوانهـx y 2 2 x) و كره 1 ) y z   2 2 21 ) در نقطه 1 , , )
1 3
2 2  برابر كدام است؟   

1 (
6  2 (

4  3 (
3  4 (

2  

 7 ي  ويهفرض كنيد رـS از صفحه بخشي x y z  3 4 12 xي   است كه داخل استوانه1 y 2 2   ست؟مساحت رويه برابر كدام ا. قرار دارد1

1 (4
5  2 (4

3  3 (13
5  4 (13

3  

 8 حاصــل انتگــرال بــرداري   ـــ


C
F.ds   منحنــي  كــدام اســت كــه در آنC اي بــه مركــز مبــدأ و شــعاع يــك بــوده و       دايــره

y x
F(x,y) i j

x y x y
  

 2 2 2 2
 باشد؟  مي  

) 2  صفر) 1
2  3 (  4 (2  

 9 هــاي  بــين ثابــت ي  رابطــهـــb,a و c       كــدام اســت، بــه طــوري كــه انتگــرال
B

A
F.dR    مــستقل از مــسير باشــد كــه در آن 

F(x,y, z) (ay czx)i y(bx cz) j (ay cx )k     2 2 22    .  
1 (c b a  2 (c b a  2  3 (c b a 2  4 (c b a 2 2  

  92 مهندسي نفت ـ سراسري رشته پاسخنامه
  

xبا جايگذاري   »1«ـ گزينه 1  به فرم مبهم در تابع مورد نظر 2


  :رسيم   مي
x

f (x) f ( )
lim

x

  
  

 2
3 2 3 9 3

2 2 2


 
  

  : كنيم   براي رفع ابهام فوق از قاعده هوپيتال استفاده مي  
'

x x x

( f (x)) f '(x) xlim lim lim
f (x) f (x)  

    
2 2 2

11
1 12

1 4 3 122 2 2 9
  

 
fبراي محاسبه مشتق   »2«ـ گزينه 2 (x   : مكني ي مشتق تركيب استفاده مي  از قاعده2(

y f (x ) y ' xf '(x )  2 22  
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fبا توجه به اينكه '(x) x x 32است، داريم  :  f '(x ) (x ) x x x   2 2 3 2 6 22 2  
y  :  داريمyبا جايگذاري رابطه فوق در ' x( x x ) x x y '( ) ( ) ( )              6 2 7 3 7 32 2 4 2 1 4 1 2 1 4 2 2  

 

دانيم كه مي »4«ـ گزينه   3
b

a

b

a
f (x)dx f (x) |                  البته ايـن تـساوي بـه شـرطي برقـرار اسـت كـه تـابع f (x)   ي در بـازه(a,b)  پـذير باشـد    مـشتق .

تابع
x

f (x) 


1

1

1 2
x در  هايپس براي استفاده از فرمول فوق بايد بازه. پذير نيست مشتق( , )1 و ( , )1را از هم جدا كنيم :  

I f (x)dx f (x)dx f (x)dx f (x) | f (x) | f ( ) f ( ) f ( ) f ( )


  
 

             
1

1
1 1
1 1 1 1







   

ي با توجه به ضابطه
x

f (x) 


1

1

1 2
f  : بينيم كه  مي ( ) , f ( ) 

      
  

1 1 1 1111 2 1 2
  


  

f ( ) , f ( )      
  

1 1
1 1 1 1 21 1 13 31 2 1 2 1 2

  

I  :در نتيجه     
2 1 21 3 3 3  

 

n(aتوان به صورت    جمله عمومي سري را مي      »4«ينه  ـ گز 4 b)(a b) (a nb)
x

(n )!
  


12

1
        در نظر گرفت، در اين صورت وقتـي n      جملـه عمـومي ،

)nارز  هم b)( b) ( nb)
x

(n )!
  


12

1
 يا 

n n
n( ) b

x
n




11
aتوانيد حالت  بستگي ندارند و مي    aها هم به      براي توضيح بيشتر دقت كنيد كه گزينه      ( است   1   را 

a)در واقع از هر پرانتز كه به صورت. در نظر بگيريد nb)است فقط nbشعاع همگرايي برابر است با). ماند  باقي مي:  

nn
n

R lim | x | x
b b b bb

n


       



1 1 1 1 1

1

  

  :آيد در نقاط مرزي، سري به صورت زير در مي

يك سري مثبت واگرا
n

x
b b n






   


1

1 1 1
سري متناوب همگرايك               ,              1

n

n

( )
x

b b n






  


1

1 1 1
1  

 
  : آيد ها بدست مي نبردار هادي فصل مشترك دو صفحه داده شده از حاصلضرب خارجي بردارهاي نرمال آ  »1«ـ گزينه 5

i j k
n ( , , )

u n n ( , , ) ( , , )
n ( , , )

 
         

 


1
1 2

2

2 1 4 2 1 4 5 1 5 1 2 11 2 3 1 2 3

  


    

yبراي يافتن يك نقطه روي فصل مشترك كافيست مثلاً  ي ديگر را از معادلات صفحات بيابيم،   قرار دهيم و دو مؤلفه  
x z

z ,x
x z

  
      

2 4 16 2 43 2



  

x  : بنابراين معادله فصل مشترك دو صفحه به اين صورت است   y z 
 

4 2
1 2 1  

 

)براي يافتن زاويه موردنظر كافيست زاويه بين بردارهاي گراديان دو رويه را در نقطه  »3«ـ گزينه 6 , , )
1 3
2 2 بيابيم، لذا   :  

f ( x, y, ) f ( , , )   2 2 1 3
 

 : استوانه  
g ( x , y, z) g ( , , )     2 2 2 2 1 3
 

: كره  
  : زاويه بين دو بردار فوق داريماز طرفي براي محاسبه 

f . g | f || g |cos ( , , ).( , , ) cos cos
  

              
1 3 11 3 1 3 2 2 4 2 3

   
   
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  .ها صحيح نيست كدام از گزينه هيچـ 7

xي   معادله y 2 2   :  است با برابرSمساحت رويه  . ي واحد است  درون دايرهxoyي   بر صفحهSدهد تصوير  نشان مي1
S D

| g |
S d dA

| g.k |


  

 

  

,g(xبراي  y,z) : x y z   3 4 12 1 داريم  :  g(x, y,z) ( , , ) | g | , | g.k |         3 4 12 9 16 144 13 12
    

x درون دايره xoyچون تصوير سطح بر روي صفحه y 2 2   :  است، لذا داريم1
( )


  213 13112 ) 1به شعاع مساحت دايره (12

S D
S d dA    

13 13
12 12  

 

y طبق متن درس براي ميدان برداري      :روش اول  »4«ـ گزينه   8 x
F ( ، )

x y x y
 

 2 2 2 2
حاصل انتگرال 

C
F.ds
 ي  روي مرز بستهcكـه   ، در صورتي

)ي نقطه )، رز قرار بگيرد برابر با درون م2پس جواب اين سؤال.  است2است .  
)دايره داده شده را به صورت: روش دوم )y sin ,x cos       2لذا حاصل انتگرال برداري داده شده برابر است با. كنيم  پارامتري مي :  

c c

y x
F.ds dx dy

x y x y


 

   2 2 2 2


   

c

( sin )( sin ) (cos )(cos )
F.ds d d

sin cos

       
      

   
2 2

2 2 2
 


  

  
F داده شد مستقل از مسير باشد بايد تابع برداري براي اينكه انتگرال  »2«ـ گزينه 9

 پايستار باشد يعني curlF 

باشد :  

i j k
ay cy

a c
curlF cx cx c b a

b ax y z
by ay

ay czx y(bx cz) ay cx


                

  2 2 2

2 22 2 222
2

  


  
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 1ـ اگر
x

x

x
A lim

x

    

2 3
2    كدام است؟A مقدار8

1 (  2 (e
5

2  3 (e

2
5  4 (  

 2ـ مقدار عبارت( i)

( i)





15
13

1
1

   كدام است؟

1 (2  2 (2  3 (3  4 (3  

 3ـ بازه همگرايي تابعn

n

f (x) (x )
n(lnn)




  22

1    كدام است؟2

1 ([ , ]1 3  2 (( , )1 3  3 ([ , ]1 1  4 (( , )1 3  
 4ـ مساحت سطح حاصل از دوران منحنيr( ) sin   حول محور xها كدام است؟  

1 (216   2 (28  3 (24  4 (232  

 5ـ فرض كنيدx yx ln(e e ) در اين صورت ،z z
A

x y

 
 
 

z و z
B

x y

 
 
 

2 2
2    كدام است؟2

1 (A 1و B    2 (A 1و B 1  3 (A  و B 1  4 (A  و B    
 6ـ اگر منحني حركت يك ذره در فضا به صورتR(t) cos ti sin tj tk  

   ،انحناي آن كدام است؟ باشد  

1 (1
4  2 (t

2  3 (t

4  4 (1
2  
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 7ترين مقدار تابع ـ كمf (x , y) x y  3 2 x تحت شرايط1 y 2 29 4   افتد؟  در كدام نقطه اتفاق مي18

1 (( , )2 3  2 (( , )
31 2  3 (( , )2 3  4 (( , )

31 2  

 8ـ مقدار
x y

sin x y
I

x y
    





 2 2 2 2

2 2

4 2 2
  ، كدام است؟

1 (2  2 ( 2  3 ( 4  4 (4  

 9ـ حاصل انتگرال
y

y

xI e dxdy  
2 2 2


  ، كدام است؟

1 (e 2 1
2  2 (e 2 1  3 (e 2 1

2  4 (e 2 1  

 10ـ فرض كنيدSاتي محصور بين صفح  سطح ناحيهx  5،y  2و z  3اگر.  باشد  
F(x , y , z) (x yz)i (y zx) j (z xy)k     2 3 2  

  

Fمقدار انتگرال روي سطح ميدان برداري
بر سطح S) يعني 

S

F.nd(،كدام است؟   

1 (25   2 (2   3 (15   4 (3    

  93 مهندسي نفت ـ سراسري رشتهپاسخنامه 
  

واضح است كه   »2«ـ گزينه   1
x

x
lim

x





2 3 12 )vبهتر است با تقسيم صورت بر مخرج حد را به فـرم           .  دارد 1 است پس حد داده شده فرم مبهم       8 u)1 

vدرآوريم و آنگاه از هم ارزي uv( u) e1 استفاده كنيم .  
x

( )(x)x x x x x
x x x x x

x x
A lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim e lim e e

x x x

  


    

  
      

  

5 5 5
2 8 2 22 3 2 8 5 512 8 2 8 2 8  

k  :ي مقابل هم استفاده كنيد   توانيد از رابطه مي: توجه

k

(B D)Ek
Ex A

xx

Ax B
lim ( ) e

A D









  

  : در مثال بالا
( )( )

x

x

x
lim ( ) e e

x







 



3 8 1 5
2 22 3

2 8  

 

zبراي عدد مختلط   »2«ـ گزينه   2 i 1داريم x 1و y 1پس t g ( ) 
  1 1

1 r و4 | z |   1 1 wط براي عـدد مخـتل  2 i 1  داريـم 

x 1و y  1 .پسt g ( ) 
    1 1 r و4 | w |   1 1   .بريم حال با استفاده از نمايش قطبي اعداد مختلط محاسبات را به پيش مي. 2

i i
i i

i i

( i) ( e ) e
e e (cos isin )

( i)
( e ) e

 



 

 


         



15 2815 154 4 74
13 13

134 4

1 2 2 2 2 2 7 7 2
1

2
 

 

nهـا و جمـلات بـا رشـد لگـاريتمي داريـم              اي  ابتدا اين نكته را يادآور شويم كه بـراي چنـد جملـه              »1«زينه  ـ گ 3
n

n
lim a


1) .   بـراي مثـالn n 2 1 

nو ln(n)و n
n

ln(n)

3   .) همگي همگرا به يك هستند1

n  : كنيم  ايي سري را حساب مي حالا شعاع همگر  nn
n n
lim | a | lim R

R n(ln(n)) 
    2

1 1 1 1 
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ــابراين xبن   2 1 2 ــي1 x يعن 1 ــيم    3 ــي كن ــي را بررس ــرار داده همگراي ــري ق ــه در س ــازه را جداگان ــر ب ــه ازاي.  ولازم اســت دو س xب 1 

سريِ
n

n

( )

n(ln(n))





 2
2

ي  زيرا دنباله . آيد كه يك سري متناوب همگراست       دست مي    به 1
n(Lnn)2

ها فقط    پس با توجه به گزينه    .  نزولي و هگرا به صفر است      1

)گزينه   .تواند درست باشد  مي1(
x سري داده شده حول    :روش كوتاه   2 ي همگرايي بايد به مركز      هپس باز .  استx  2    هـاي    باشد پس گزينـه( ) و 2(  نادرسـت هـستند حـال بـا         4(
xجايگذاري  1بينيم كه در  در سري ميx 1همگراست پس گزينه ( ) درست است و1(   .شود  رد مي4(

 
)rمنحني    »1«ـ گزينه   4 ) sin  4 است كـه مركـز آن نقطـه       4اي به قطر       دايره ( , ) يـره در  يـك دور كامـل از ايـن دا   . هـا قـرار دارد  y روي محـور 2

محدوده      مساحت حاصل از دوران   . شود     طي ميr f ( )   حول محور x   ها برابر است باS y f ( ) f ( )d



      2  كه البتـه در آن      22
y rsin f ( )sin    است .  

S sin .sin sin cos d sin d sin d ( cos )d
   
   

                    2 2 2 2 12 4 16 8 16 32 32 1 22  

( sin ) ( )



         2116 2 16 162  

 

zابتدا  »1«ـ گزينه 5

x




z و

y




z و

x





2
z و2

y





2
  .دست آوريم  را به2

  
y

x y

z e

y e e




 
 و 

x
x y

x y

z e
z ln(e e )

x e e


   

 
  

x x y x x x y

x y x y

z e (e e ) e (e ) e

x (e e ) (e e )

  
  

  

2
2 2 2  

y x y y y x y

x y x y

z e (e e ) e e e

y (e e ) (e e )

  
 

  

2
2 2 2  

  .دست آوريم  را بهB وAتوانيم مقادير حال مي
x y

x y

z z e e
A

x y e e

  
   
  

1                
x y x y

x y x y

z z e e
B

x y (e e ) (e e )

  
    
   

2 2
2 2 2   

 

R(t)براي منحني  »  4«ـ گزينه 6


|  :آيد دست مي  انحنا به اين صورت به R R |

| R |

 
 

 3

 
  

R  :در اين تست (t) ( cos t , sin t , )   


             R (t) ( sin t ,cos t , )   1


                R(t) (cos t ,sin t , t)


  
i j k

R (t) R (t) sin t cos t sin t i cos tj (sin t cos t)k (sin t , cos t , )

cos t sin t

         
 

2 21 1

  
   


 

| R R | sin t cos t

| R | ( )( sin t cos t )

   
    

  

2 2
3 32 2 3

1 2 1
221

 
  

 
fداريم  »4«ـ گزينه   7 (x) x y  3 2 g(x و 1 , y) x y  2 29 4  از دستگاه لاگرانژ بـه ايـن        fتابع) مشروط(هاي مقيد     براي يافتن اكسترمم  . 18

  .) ضريب لاگرانژ است: (شكل استفاده كنيم

x x
y gx

y y
x y

f g
ff x

f g y x x ( )x
g g x y

g(x , y)

  
  

                
 

   2 23 2 36 3 99 4 1818 8 24 2 4
18

kÃ¤ nj ÁnHm«ÄI]  

x x , y     2 318 18 1 2  
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fدو نقطه اكسترمم مقيد براي (x , y)يافتيم كه عبارتند از :A( , )
31 )B و2 , )

31   :كنيم  را در اين دو نقطه حساب ميfمقدار. 2
f (A)    3 3 1 7             f (B)      3 3 1 5  

)Bي  است و در نقطه5 تحت شرط داده شدهfترين مقدار پس كم , )
31   .دهد  رخ مي2

 
 اسـت بنـابراين حـل    2 وهـاي  گيري ناحيه بين دو دايره به مركز مبدأ و شعاع       ناحيه انتگرال   »3«ـ گزينه   8

وضوح  به. تر خواهد يود    انتگرال در دستگاه قطبي ساده       2  هاي   و كرانr    دسـت    هـا بـه      نيز از شعاع دايره
r:آيند مي   2.  
  . استrبين دستگاه قطبي همژاكو

  
  

R

sin x y sin(r)
I dydx r dr dt sin(r)dr d [ cos(r)] d

rx y

     

 


      


     

2 2 2 2 2 22 2

2 2   
 

( )d ( )


         
2

1 1 2 2 4


 

xگيري داريم  در ناحيه انتگرال:توجه y    2 2 2 24  

xبنابراين y    2 2 )sin پس 2 x y )2 به عبارتي تابع جلوي انتگرال همواره كمتر يا        . تر يا مساوي صفر است      كوچك در اين ناحيه همواره      2
  .مساوي صفر است پس جواب انتگرال الزاماً منفي خواهد بود

  .شود گرال مي علامت انتگرالده گاه باعث حل انتتوجه به. را رد كنيم) 4(و ) 1(توانستيم گزينه هاي  از اين استدلال مي
 

طبق متن درس، براي همه توابع متعالي مانند . كنيم ا توجه شما را به يك نكته مهم جلب مي           ابتد  »2«ـ گزينه   9

yها و توابع نمايي؛ انتگرال هاي مثلثاتي و معكوس آن نسبت
f ( )dx

xمشكل يا لاينحل است .  
  

yاما انتگرال 
f ( )dy

x    شود زيرا وقتي     به آساني حل ميy   متغير باشد براي y
u

x
 داريم yu

x
 

تـوان آن را در انتگرالـده ضـرب و        كه ثابت است و مي     1

در اين تست نيز براي تابع. تقسيم كرد
y

xe
2

  . بيرون باشدdx در وسط وdy ترتيب مناسب آن است كه
xخطوط. پس احتياج به تعويض ترتيب متغيرها داريم       y و x  y را رسم كرده و به شرط      2  2   گيـري معلـوم      ناحيـه انتگـرال   . كنيم   نيز توجه مي

x:نويسيم   را مي  xهاي  بتدا كران حال ا . شود  مي  2          و سپس با حركت از پايين به بالا روي ناحيه R  بينـيم    مـيy       كـران پـايين و y x   كـران 
  . استyبالاي

xy y y

x x x

R

xx x e e x
I e dydx e dydx e dx (e e )dx xdx e

 
             

2 2 2 22 2 2 2 2 22 221 1 12 2 2 2 2    


 

 

 
ي ديـورژانس اسـتفاده كـرد و انتگـرال روي      توان از قـضيه   بنابراين مي .  پوسته خارجي يك مكعب است     Sدر واقع .  يك سطح بسته است    S  »4«ـ گزينه   10

  .ناميم  ميD راSناحيه درون.  تبديل كردS را به انتگرال سه گانه روي ناحيه درونSسطح

M N P

F(x , y,z) (x yz, y zx ,z xy)   2 2 2
    

x y zdivF M N P x y z     2 2 2  

xاي  مكعبي با مرزهDناحيه  5و y  2و z  3است .  

S D

z
F.nd divFdzdydx (x y z)dzdydx (xz yz ) dydx ( x y )dydx

      

 


                  
5 2 3 5 2 5 22 3 92 2 2 3 32 2

y x
( xy y) dx ( x )dx ( x )dx ( x) ( )              

5 5 52 22 59 62 3 3 2 6 6 9 2 6 15 2 15 2 75 75 32 2 2  
 

 
 

2

R



y

x

2

y x

y

x
R
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات 

  

  

  94 مهندسي نفت ـ سراسري رشته
  

1 اگر ـt
x(t) cos t ln tan  2 ،y(t) sin t و t

 
 6   ، معادلات پارامتري يك خم در صفحه باشند، آنگاه المان طول قوس خم كدام است؟3

1 (t
ds sin dt 2 2  2 (ds cot t dt  3 (ds cot t dt   4 (t

ds cos dt2 2 

 2 شيب خط مماس بر منحني ـ(x y ) x y  
3

2 2 2 ) در نقطه 2 , )1    كدام است؟1

1 (2
2  2 (1  3 (1-  4 (

2
2 

 3  فرض كنيم   ـx xy
f (x, y, z) xz sin ( ) xy tan( ) xyz

y z

  2 1 2
 و مشتقات جزئي آن تعريـف       f طوري محدود شده كه      z و   y و   x و مقادير    2

fدر آن صورت مقدار . شده باشند f f
(x y z )

x y z

  
 

  
   كدام است؟

1 (xz zy xy 2 2 2  2 (xyz z y yz 3  3 (xyzf (x, y,z)  4 (f (x, y,z)3 

 4 هاي زير در نقطة  معادلات پارامتري خط مماس بر خم حاصل از تقاطع رويهـ( , , )1 1   ، كدام است؟3
S : x y z  2 2 2

1 11  
S : x x y y xy z    3 2 2 3 2

2 3 4  
1 (t , x t , y t,z     1 9 1 9 3    2 (t , x t , y t,z t      1 9 1 9 1    
3 (t , x t, y t,z     1 9 1 9 3     4 (t , x t , y t ,z t      1 9 1 9 1   

 5 ــ ــيم  ـ ــرض كن ــره   Dف ــين ك ــدود ب ــه مح x ناحي y z a  2 2 2 ــتوانه 24 x و اس y a 2 2 ــد و 2 ــه  S باش ــطح ناحي ــر D س ، اگ
  

F ( x ysinz)i ( y xsin z) j ( z xy cos xy)k     3 3 F توسـط    Sدر آن صورت شار رو به بيرون از سـطح           .  يك ميدان برداري باشد    3
 

  كدام است؟
1 (a 336 3  2 (a 336  3 (a 312 3  4 (a 312 

  94 مهندسي نفت ـ سراسري رشتهپاسخنامه 
  

ds:با توجه به فرمول طول قوس داريم»  2«ـ گزينه 1 (x (t)) y (t)) dt  2   :، بنابراين2

t t
sec cost

x(t) cos t Ln(tan ) x (t) sin t sin t sin t sin t
t t t t sin ttan sin sin cos

t
cos

y(t) sin t y (t) cos t




               





   

2 2
1

1
1 1 12 2 2

2 2 22 2 2 2

2

  

ds  :در نتيجه ( sin t ) ( cos t) dt sin t cos t dt csc t dt
sin t sin t

          2 2 2 2 2
2

1

1 1 2 1  

tاز آنجا كه
 
 6 cot، پس3 t  و در نتيجه :  cot t dt | cot t | dt cot t dt  2   

 
 بيان شـده اسـت، بنـابراين بـراي محاسـبة مـشتق بايـد ضـابطة داده شـده را بـه                        y و xضابطة تابع به صورت ضمني بر حسب      : روش اول »  3«ـ گزينه   2

fتصور (x , y)   بنويسيم، داريم :  f (x , y) (x y ) x y   
3

2 2 2 2  
fكند يعني    نمي ي تابع را عوض      ضابطه x به y و تبديل  y به x، تبديل fدر تابع  (x , y) f (y , x) .         طبق متن درس، براي چنين توابعي در نقاط(a ,a) 

xداريم yf (a ,a) f (a ,a)پس :x

y

f (a ,a)dy

dx f (a ,a)
   1  
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  :توانيم مسأله را حل كنيم ي مستقيم هم مي البته با روش محاسبه
  :ول مشتق ضمني داريم با توجه به فرم:روش دوم

x

y

( x) x y
x yfdy

dx f ( y) x y
x y

 


   
 



2 2

2 2

3 12 22 2
3 12 22 2

  

)دانيم كه مشتق تابع به ازاي مختصات نقطة تماس برابر است با شيب خط مماس، بنابراين شيب خط مماس بر منحني در نقطة مي , )1   : برابر است با1

  
( )

dy

dx ( )

 
   

 


2 2

2 2

13 1 1 1
1 1 113 1 1 1
1 1

  

 
: كـار بايـد نـشان دهـيم كـه بـراي هـر عـدد حقيقـي دلخـواه و مثبـت                اسـت، بـراي ايـن      3 همگـن از درجـة       fم كـه تـابع    كني  ثابت مي »  4«ـ گزينه   3

f ( x , y , z) f (x , y , z)    3داريم ،:  
x ( x)( y)

f ( x , y , z) ( x)( z) sin ( x)( y) tan( ( x)( y)( z)
y ( z)

   
            

 
2 1 2

2  

x xy
xz sin xy tan xyz f (x , y , z)

y z

       3 2 1 3 2 3 3
2  

f:راي توابع همگن داريم   طبق قضية اويلر ب    f f
x y z nf (x , y , z)

x y z

  
  

  
همانگونه كه در بالا مشاهده     .  است n تابعي همگن از درجة    f، كه در آن   

f:باشد، در نتيجه بنا به قضية اويلر   مي3 تابعي همگن از درجة fنموديد، f f
x y z f (x , y , z)

x y z

  
  

  
3.  

 
fهاي  بردار هادي خط مماس بر منحني حاصل از تقاطع رويه         »  1«ـ گزينه   4 (x , y , z)   و g(x , y , z)    در نقطة p (x , y , z )       برابر اسـت 
f:با (p ) g(p )  

 
  :، در نتيجه

f (x , y , z) x y z f ( x , y , z) f ( , , ) ( , , )

g(x , y , z) x x y y xy z g ( x xy y , x y x y , z) g( , , ) ( , , )

        


              

2 2 2

3 2 2 3 2 2 2 2 2
11 2 2 2 1 1 3 2 2 6

3 4 3 6 4 6 4 3 2 1 1 3 13 13 6

 

   

i j k

f ( , , ) g( , , ) i j k      


1 1 3 1 1 3 2 2 6 9 9
13 13 6

  
    

    

)اش اي كه بردارِ هادي تنها گزينه , , )9 9   باشد مي) 1( است، گزينة.  
 

F توسطSميزان شار رو به بيرون سطح »  2«ـ گزينه 5
برابر است با :

S

F.nds
 

با توجه به قضية ديورژانس داريم ، : 
S T

F.nds divFdV
 

 .  

  : بنابراين

T

dV (T )  3 3 3 3 ´\eشارF F F
divF

x y z

  
       
  

1 2 3 3 3 3 3 3
  

  :كنيم فاده ميگانه است براي محاسبة اين حجم از انتگرال سه.  حجم بين كره و استوانة داده شده استTكه در آن
a x y

R R

R

T dzdA a x y dA

a x y dA

    

 

 



2 2 24 2 2 2

2 2 2

2 2 4

4

´\e

  

x ناحية محصور بين دواير متحدالمركزRكه در آن y a 2 2 x و2 y a 2 2   :به كمك دستگاه قطبي داريم. باشد  مي24
a

a

r a
T a r rdrd ( )( )( )( a r ) a

r a

 
        

 
3

2 2 2 2 2 2 32 21 22 4 2 2 4 4 32 3
´\e  

F توسطSبنابراين شار بيرون از سطح
برابر است با :  (T ) ( a ) a   3 33 3 3 3 4 3 36´\e  
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كارشناسي ارشد يك شريف رتبه مدرسان   94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات 

  91صنايع سيستم ـ سراسري   مهندسيرشته  
  

 1ـ در صفحه مختلط مكان هندسيz،هايي كه به ازاي آنIm(z z)
Re( i)

z | z |


  2

1  :  برابر است با2

1 (z biكه b Rو b   2 (z aكه a Rو a   

3 (z a bi كه a,b Rو a bو (a,b) ( , )   4 (z a bi كه a,b Rو a b (a,b) و2 ( , )   

 2 در مورد همگراييـ
n

n n

( )
,

n n ln(n)

 

 


 

1 2

1 1
2     : به ترتيب از راست به چپ داريم1

 واگرا ـ واگرا) 4 واگرا ـ همگرا) 3 همگرا ـ همگرا) 2 همگرا ـ واگرا) 1

 3 بازه همگراييـn

n

n x



 139

1
كدام است؟     

1 ([ , )11 2 (( , )11 3 (( , ]11 4 (فقط درx   

 4 فرض كنيدـ(x ) (x )
f (x)

(x )

 




3 2 4
3 2

2 1
1

f، در اين صورت مقدار ( )      چقدر است؟1

1 (162 2 (81 3( 216 4 (324 

 5 اگرـ
x

f (x) cos(t )dt   21


g(x) و
x


g(x) در اين صورت1

x
lim(f (x))


    : برابر است با

1 (e 2 (
e

1
 3 (e 4 (

e

1
 

 6 كدام گزينه بسط تيلور تابعـx

( x)



 3
1

1
     در همسايگي صفر است؟

1 (n

n

(n )( n )x



  1 2 1


 2 (n

n

n x





 2 1

1
 3 (n

n

(n )(n )
x





  1 2
2

 4 (n

n

(n )( n )
x






  1
1

1 2 1
6 

 7 منحنيـy cos xرا بر بازه [ , ]

2حول محور xحجم جسم حاصل كدام است؟. دهيم ها دوران مي    

1 (2

4 2 (2

8 3 (
8 4 (

4 

 8 منحنيـy x 33 را در بازة [ , ]1حول محور xمساحت جانبي شكل حاصل برابر است با. دهيم ها دوران مي:    

1 (( )


2 2 19 2 (( )


2 19 3 (( )


2 13 4 (( )


2 2 13 

 9  فرض كنيد ـf (x)  اي بر    تابع پيوسته[ , ]2  باشد و f ( )   و f ( ) 2 xبه علاوه به ازاي هـر     . 2 [ , ] 2  داريـم f (x)   و f (x)dx 
2 1

3
 ،

fمقدار (y)dy
2 1


     كدام است؟

1 (2
3 2 (1

3 3 (7
3 4 (11

3 

 10 فرض كنيدـ
n

n
n

sin x
I dx

x


 

1
n براي N اين صورت، درn

n
lim I


    : برابر است با

1 ( 2 (1- 3 (1 4 (وجود ندارد. 

 11 اگرـ(r,s, t)  و r x y z  2 3،s x y z   4و t x y z  7   صحيح است؟ي زير  گاه كدام رابطه  آن2
1 (x y z     5  2 (x y z     5  3 (x y z     5  4 (x y z     5  

 12 حجم محصور بين رويةـx y z 2 2 z و صفحة8       كدام است؟1
1 (2 2 ( 3 (3 4 (4 
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 13 فرض كنيدـ
x sintd

f (x) u dudt
dx

  1

2 4
2 1


f مقدار ( )كدام است؟     

1 ( 2 (1- 3 (1 4 (2 

 14 معادله صفحه مماس بر رويهـx
z (sin x)(sin y) 


) در نقطه2 , , )

  22      كدام است؟ 2
1 (z y   2 2 (z x   2 3 (z x y    2 2 2 4 (z x y   2 2  

 15 مقدار انتگرالـ
C

xI (e y )dx (cos y x )dy   
2 3 3كدام است؟ در حالي كه Cدايره x y 2 2   . در جهت مثبت است1

1 (2
4 2 (2

3 3 (3
2 4 (2 

 16 راگـ
x y

, x y
f (x,y) x y

, x y

 
 

  


 

4 4
3 3

3 5



f، در اين صورت ( , )1  و f ( , )2   باشند مي................. و ..............  به ترتيب.  

 وجود ندارد و وجود ندارد) 4 -15 و 12) 3 5 و -3) 2 -5 و 3) 1

 17 در صفحهـxyرين فاصله مبدأ مختصات تا نقاط روي منحني كمتx y 2      كدام است؟ 54
1 (2 3 2 (2 2 3 (3 2 4 (3 3 

 18 حجم ناحيه محصور به رويهـ( x y z) (y z ) ( z )       2 2 25 2 5 5 3     :برابر است با25

1 (1
3
 

 2 (2
3


 3 (125
3 4 (5

3
 

 

 19  فرض كنيد ـy cos xyF ( x e z, y sin z ,e z)    
2 23 3 4   و S ي توپر   اي باشد كه استوانه      بسته  سطحx y

z

  


 

2 2 9
3

. سـازد   دود مـي   را مح  

مقدار
S

F.ds
برابر است با :  

1 (18 2 (6 3 (37 4 (54 

 20  انتگرالـ
C

F.dr     كدام اسـت هرگـاه x zF ( y e , x cos y ,e )   
2 222 x منحنـي فـصل مـشترك اسـتوانه        C و 3 y 2 2  و صـفحه    1

x y z  2   .هاي ساعت داشته باشد  جهتي خلاف عقربهxy باشد و جهت اين منحني چنان باشد كه تصوير آن روي صفحه7
1 (3 2 (2 3 (4 4 (5 

  91رشته مهندسي صنايع سيستم ـ سراسري  پاسخنامه
  
zبا فرض  »4«ـ گزينه 1 a ib آنگاه ،z a ib و لذا داريم :  

a
Re( i) ( )

z a b
 

2 2
1 2 1a ib a b

i i i( )
a ib a b a b a b


       

   2 2 2 2 2 2
1 2 2 2i

z


1 2  

Im(z z) b  2z z (a ib) (a ib) ib      2  
Im(z z) b

( )
| z | a b




2 2 2
2 2| z | a b | z | a b     2 2 2 2 2  

a  :اگر قرار باشد نامساوي داده شده برقرار باشد، داريم b 2( ),( ) (a,b) ( , )a b

a b a b

  
 

1 2
2 2 2 2

2    

 
  :كنيم ها را به صورت جداگانه بررسي مي   هر كدام از سري»3«ـ گزينه 2

سريدر مورد 
n n ln(n)






2

دانيم ، مي1
p

n n(ln n)






2

p به ازاي1 1همگرا و به ازاي ،p 1در اين سري.  واگراستp 1اما براي .  و لذا سري واگراست

سري
n

n

( )

n








1

1
2 na  :نيتز داريم  كه يك سري متناوب است، با استفاده از آزمون لايب1

n



1

2 1  
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:شرط اول برقرار است) 1
n
lim

n



1

2 1    2 (ي رط دوم نيز برقرار است زيرا دنبالهشna
n




1
2  ، مخرج كسر nبا افزايش . ( به وضوح نزولي است1

  ).شود تر مي  كوچكnaبزرگتر و مقدار
  .پس اين سري همگراست

 

nn  :كنيم   ابتدا شعاع همگرايي سري را حساب مي»2«ـ گزينه 3
n

n n
lim | a | lim n R

R  
    1391 1 1  

|بنابراين بازه همگرايي به صورت     x |1  يعني بازه ( , )1 xدقت كنيد نقاط  . باشد  مي1  1 ها بـه     توانند جزء بازه همگرايي باشند؛ چرا كه به ازاي آن            نمي

هاي سري
n

n



 139

1
و n

n

n ( )



 139

1
1ها يعني ي عمومي آن رسيم كه حد جمله  مي

n
lim n


139شود پس واگرايند  صفر نمي.  

 
  :گيريم  ميlnبايد از مشتق لگاريتمي استفاده كنيم، براي اين منظور از طرفين  »3«ـ گزينه 4

A
ln ln A ln B

B(x ) (x )
ln f (x) ln[ ] ln f (x) ln(x ) (x ) ln(x )

(x )

  
      



3 2 4 3 2 4 3 2
3 2

2 1 2 1 1
1

  

n

ln AB ln A ln B

ln A n ln A

ln f (x) ln(x ) ln(x ) ln(x )

ln f (x) ln(x ) ln(x ) ln(x )

f (x) x x

f (x) x x x

 



      

      

  
   

  

3 2 4 3 2

2 3

2
2 3

2 1 1

3 2 4 1 2 1
3 4 2 2 3

2 1 1

  

x x
f (x) f (x)[ ] f ( ) f ( )[ ] f ( )[ ] f ( ) f ( )

x x x

               
    

2
2 3

3 8 6 3 8 1 6 11 1 1 1 4 3 1 2 12 1 2 1 1 1 11 1
  

)با توجه به اين كه ) ( )
f ( )

( )

 
   



3 4
2

1 2 1 11 27 4 1 8
1 1

216: ، پس داريمf ( ) f ( )    1 2 1 2 1 8.  

 

xبا قرار دادن  »1«ـ گزينه 5  در ضابطه توابع f (x)و g(x)به راحتي معلوم است با فرم ( )1رو هستيم، بنابراين داريم  روبه:  

  x
lim (f (x) )g(x)

e 



1

حاصل حد   

  : كنيم   ابتدا حد توان را حساب مي

x

x x

cos(t )dt
lim (f (x) )g(x) lim

x 
  

 2
1 

 




  

حالت ابهام


ee  : ي مشتق از انتگرال، داريم   يتال و رعايت قاعده است و با استفاده از هوپ 1حاصل حد
x

cos x
lim ( ) cos( )


  
2

11
  

 

بسط تيلور تابع  »2«ـ گزينه 6
x

1
n  :به صورت مقابل است) لورن تابع در واقع همان بسط مك( صفر 1

n

x
x






 1
1 

  

n  :ي فوق مشتق بگيريم، داريم اگر از طرفين رابطه

n

nx
( x)








 1

2
1

1
1

  

 ايجاد شود، پس ابتدا n2خواهيم در سري ضريب ها، مي با توجه به گزينه. ي مخرج افزايش يابد بار ديگر از طرفين مشتق بگيريم تا درجه خواهيم يك مي
  . ايجاد شودn2گيري از آن ضريب وجود آيد و با مشتق  بهnnxكنيم تا در داخل سري  ضرب ميxفين را درطر

n  : در طرفين داريمxبنابراين با ضرب

n

x
nx

( x)







2

11
  

  :گيريم ي فوق مشتق مي  بار ديگر از طرفين رابطهيك

n

n

n x





 2 1

1
n n

n n

( x) ( )( x) x ( x) ( )(x) x
n x n x

( x) ( x) ( x)

 
 

 

         
    

  
 

2 2 1 2 1
4 3 3

1 1

1 1 2 1 1 1 2 1 1
1 1 1

  

 

 گيريم از طرفين مشتق مي
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yحجم حاصل از دوران منحني  »1«ـ گزينه 7 f (x)حول محور xي ها در بازه[a,b]از رابطه 
b

a
V y dx    .شود  حساب مي2

cos x
V y dx cos xdx dx ( cos x)dx [x sin x]

    
  

            
2 2 2 2 22 2 1 2 11 2 22 2 2 2    

  

2

4[ sin( ) ( )]
  

     
1 22 2 2 2    

 
yمساحت شكل حاصل از دوران منحني  »1«ـ گزينه 8 f (x)حول محور xشود ي زير حساب مي ها از رابطه:  

b

a
S y y dx   22  

yدر اين سؤال x 31
y و در نتيجه 3 x  xو2 1بنابراين داريم ،:  S x (x ) x x dx


     

1 13 2 2 3 41 22 1 13 3 
  

xبا فرض u 41گاه ، آنx dx du34ارت ديگر و به عبdu
x dx 3

  : و لذا داريم4

du
u ( ) u du [ u ] S [ ( x) ] ( ( ) )

    
         

11 1 3 3 3
2 2 2 2 22 2 2 2 21 1 13 4 6 6 3 6 3 6 3 3

  حاصل انتگرال

( )


2 2 19( ) ( )
  

    
2 2 2 2 2 2 2 16 3 3 18  

 
yبه طور كلي اگر  »4«ـ گزينه 9 f (x)صعودي و f (a) cو f (b) dگاه  باشد، آن:  

b d

a c
f (x)dx f (y)dy bd ac    1  

11  :بنابراين در اين تست داريم
3f (x)dx f (y)dy f (y)dy            

2 2 21 1

1
3

12 2 4 4 3  
 


  

 
    »1«ـ گزينه 10

sinدانيم كه مي x  1 sin پس1 x

x x x
  

1 xيري،گ ي انتگرال توجه داريم كه در ناحيه (1  پس داريم)  است:  
n n

n n

n n n
n nn n n

sin x
dx dx dx [ ln x] I [ln x] ln n ln(n ) I ln(n ) ln n

x x x

   
              

1 11 1 11 1 1 1  

n
n n

ln( ) I ln( )
n n


  


1

1  

nوقتي  آنگاه n

n 1و n

n

1كند و   هر دو به عدد يك ميل ميln( ) 1 پس است :  n
n
lim I


    

nدر نتيجه
n
lim I


   

a] در بازه بستهfباشد، براي تابع پيوسته مي» ها مقدار ميانگين در انتگرال«تر زيبا استفاده از مفهوم  يك روش ساده: روش تستي ,b]همواره داريم :  
b

a
f (x)dx f (c)(b a)   

aدر اين تست. باشد  مي[a,b] متعلق به بازهcكه n،b n 1و sin x
f (x)

x
لذا داريم ،:  

n
sinc

I
c


n

n
n

sin x sin c
I dx [(n ) n]

x c


    

1
1  

nدانيم از طرفي مي c n  1و لذا وقتي n آن گاه cو بنابراين 
c

sin c
lim

c
 و در نتيجه حد nI خواهد شدصفر برابر .  

 



  

 31

كارشناسي ارشد يك شريف رتبه مدرسان   94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات 

  . حساب شودz وx،y نسبت به سه متغيرها واضح است بايد مشتق زينهبا توجه به گ  »3«ـ گزينه 11

x
r s t. . . ( ) ( ) ( )

r x s x t x r s t

        
       

        
2 4 7  

y
r s t. . . ( ) ( ) ( )

r y s y t y r s t

        
        

        
3 1 2  

z
r s t. . . ( ) ( ) ( )

r z s z t z r s t

        
       

        
1 1 1  

x  : به ضرايب به دست آمده داريمبا توجه y z ( ) ( ) ( )
r r r

  
         

  
5 2 3 5 1   

 
z، بـين صـفحه  zي تغييـرات  محـدوده . كنـيم  اي اسـتفاده مـي   گانـه در مختـصات اسـتوانه    براي محاسبه حجم، از انتگرال سه     »4«ـ گزينه   12 1  و رويـه 

z (x y ) 2 21
z عبارتند ازzپس حدود.  است8 r 21

z و8 1.  

x)ي  ها به معادله    از برخورد رويه   y ) 2 21 xرسـيم يعنـي      مـي  18 y 2 2  اسـت پـس حـدود انتگـرال        8اي بـه شـعاع       كـه دايـره    8   2 

rو  8آيند دست مي  به.  

4
r

r r
V rdzdrd (r r )drd d (r r )dr ( )

   
                  

2 8 1 2 8 2 8

1 2
8

2 43 3 21 1 8
8 8 2 32       

  

 

ــه  13 ــ گزين ــد    »2«ـ ــرض كني sinف t
g(t) u du  4

1 ــد و1 x باش
h(x) g(t)dt  ــ  ــؤال م ــورت س ــق ص ــابع  طب ــشتق دومِ ت  را h(x)ا م

dخواهيم مي
(f (x) h(x))

dx


2
  : داريمh(x)ي  با توجه به ضابطه2

h (x) g(x) h (x) g(x) h (x) g (x)         1   

g  : داريمg(t)ي با توجه به ضابطه (t) cos t sin t    41   

g  : داريمt به جايxدادنپس با قرار (x) cos x sin x   21  

h  :به اين ترتيب (x) g (x) cos x sin x h ( ) cos sin            2 21 1 1  
 

,F(xي مماس بر رويه ي صفحه معادله  »2«ـ گزينه 14 y,z)  ي  در نقطه(x , y ,z )  باشد  صورت زير مي به:  
x y zF (x , y ,z )(x x ) F (x , y ,z )(y y ) F (x , y ,z )(z z )                     

x  :ي متغيرها به يك سمت تساوي برده شوند   ي رويه بايد همه در معادله
F(x, y,z) z sin xsin y   


2   

x x

y y

z

F cos xsin y F ( , , ) cos sin

F sin x cos y F ( , , ) sin cos
( )(x ) ( )(y ) (z )

F

x z z x

              
                      


           

2 222 2 2 2
2 2 1 22 2 2 2 2 21

2 1 2 2

 





  

 
  .نيمك ي گرين استفاده مي  بسته است پس از قضيهCمرز   »3«ـ گزينه 15

x y
C R R R

I Pdx Qdy (Q P )dx dy ( x y )dxdy (x y )dxdy          2 2 2 23 3 3  

  :كند  تغيير مي1 تا  از r و2 تا ازلذا. كنيم باشد، پس از مختصات قطبي استفاده مي  و مركز مبدأ مختصات مي1اي به شعاع  ، درون دايرهRي ناحيه

 :شود  صورت زير نوشته مي اين بهي مماس  صفحهمعادله
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3
2

r
I r rdrd r drd d r du ( ) [ ]

  
                  

2 1 2 1 2 1 142 3 3 13 3 3 3 2 3 24 4     
  

 
fكنيم كه در تابع يادآوري مي  »1«ـ گزينه 16 (x , y)منظور از f1همان xfاست و منظور از f2همان yfاست .  

5-y
h h

h
f ( ,h) f ( , ) h; f ( , ) lim lim

h h 




  

4
3

5

 

   3x
h h

h
f (h, ) f ( , ) hf ( , ) lim lim

h h 




  

4
3

3

 


     

 

d تا مبدأ مختصات برابر با     xoyي نقطه از صفحه     فاصله  »4«ـ گزينه   17 x y 2 fبراي راحتي در محاسـبات ابتـدا      . باشد   مي 2 (x, y) x y 2 2 ،

xي با استفاده از معادله. گيريم در نظر مي y 2 y داريم54
x

 2
  :نويسيم را بر حسب يك متغير ميf، پس54

( ) ( ) x
f x y x ( ) f (x) x f (x) x

x x x

          
2 2 32 2 2 2 2

2 4 8
54 54 54 42   

( ) ( ) ( )
x x ( ) x

x

   
           

2 2 3 26 2 6 6 3
5

54 4 54 4 3 2 42 2 54 4 3 22 2   

y 2 9y
x

    2
54 54 318x 2 18  

3  :بنابراين كمترين فاصله برابر است با 3d x y     2 2 18 9 27  
 

از تغيير متغير  »2«ـ گزينه 18
u x y z

v y z

w z

  
  
 

5 2
5

5 3
  :كنيم ژاكوبين اين دستگاه جديد را حساب مي. كنيم ي اين رويه استفاده مي تر شدن معادله  براي ساده

xyz uvw
(u,v,w)

J J
(x, y,z)


     


5 2 1
11 1 25 255


 

  

uبا اين تغيير متغير رويه موردنظر به صورت        v w  2 2 2 R است كه حجـم آن برابـر  5اي به شعاع  رويه جديد كره. آيد   در مي  25  3 34 4 53 3 

است ولي اين مقدار را بايد در ژاكوبين ضرب كنيم كه در اين صورت جواب
  31 4 2525 3 3

است .  
 

  :توانيم استفاده كنيم رژانس مي قرار گرفته است، از قضيه ديو3 و شعاع 3اي به ارتفاع   يك سطح بسته است كه درون آن استوانهS  »4«ـ گزينه 19
54( )   2 9 )حجم استوانه(3

S V V

divF F.dS divFdV dV         3 3 4 2 2 2
  

  

 
:Sي   مرز قسمتي از صفحهCمنحني. كنيم از قضيه استوكس استفاده مي  »4«ـ گزينه 20 x y z  2   .است 7

x z

i j k

curlF k
x y z

y e x cos y e

  
 

  

  
2 22

5

2 3

  


  

nگيريم؛پس بردار قائم بر آن       در نظر مي   xoyطور كه در صورت سؤال گفته صفحه        صفحه تصوير را همان    k
  تـصوير   .  اسـتS      بـر صـفحه xoy  درون 

xهداير y 2 2   :بنابراين داريم.  ناميم  ميR است، اين ناحيه را1
5)مساحت دايره به شعاع يك(

C S R R

F.dr curlF.ndS k.kdxdy dxdy       5 5 5
     
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كارشناسي ارشد يك شريف رتبه مدرسان   94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات 

  )MBAا رشته مشترك ب (92رشته مهندسي صنايع سيستم ـ سراسري   
  

  .مشترك بودند MBAو رشته  سؤالات رياضي عمومي رشته مهندسي صنايع سيستم 92دانشجويان گرامي در آزمون سراسري سال : توضيح
 1 مقدارـxe dx

1 1


  ، كدام است؟

1 (1  2 (( )
e


12 1  3 (e 2 1  4 (2  

 2  ض كنيد فرـz ,z ,z ,z4 3 2 در ايـن صـورت     . دهنـد    و به مركز مبدأ مختصات قرار دارند؛ و رئوس يك مربع را تشكيل مي              4 بر محيط دايره به شعاع       1
  هاي زير با بقيه فرق دارد؟ يك از عبارت مقدار كدام

1 (z z z z  4 4 4 4
1 2 3 4  2 (z z z z  3 3 3 3

1 2 3 4  3 (z z z z  2 2 2 2
1 2 3 4  4 (z z z z  1 2 3 4  

 3  حجم آب داخل . ايم متر از سطح زمين آب ريخته  سانتي3متر را روي زمين قرار داده و درون آن تا ارتفاع   سانتي4كره با شعاع   ظرفي به شكل نيم   ـ
  ظرف كدام است؟

1(9  2 (18  3 (27  4 (64  

 4 فرض كنيدـx( e ) ; xf (x)
; x



   
 

1
11 

 
  در اين صورت كدام گزينه صحيح است؟.  باشد

1(f (x)در x  2  .، فقط پيوستگي چپ دارد(f (x)در x  پذير نيست ، پيوسته است ولي مشتق.  
3(f (x)در x  4  . پذير است ، مشتق(f (x)در x  فقط پيوستگي راست دارد ،.  

 5 اگرـ(sinx)
I dx

x

 

  2


   همگراست؟Iهاي زير، و باشد، به ازاي كدام

1 ( 
1
 و4 

1
2  2 (  

1
 و2  2  3(  

1
 و2  2  4 (  

3
 و4 

1
2  

 6 حاصلـcosh x

x

sinh x
lim ( )

sinhx







3 21
  ، كدام است؟1

1 (e6  2 (e1  3 (e2  4 (e3  

 7 مقدار ماكزيمم مساحت كدام است؟4 و 2هاي محيط بر مستطيلي مفروض با اضلاع  در ميان تمام مستطيلـ ،  
1 (13  2 (16  3 (17  4 (18  

 8 مقدارـ
n

n
n

( )

( n )( )








 1

2 1 3
  ، كدام است؟

1 (
6  2 (3 3  3 (3  4 ( 3

6  

 9 مقدارـsin x cosx
dx

sinx cosx

 
 2 5 7

2 3
  ، كدام است؟

1 (Ln



13 1 3
62 31 2  2 (Ln




31 1 3
13 13 2  3 (Ln




31 1 3
26 13 2  4 (Ln




13 1 3
31 31 2  

 10  فرض كنيد ـf : 2      با مشتقات جزئي پيوسته و f (u, v) g(x,y)     باشد؛ كـه در آن u x y

v x y

  


 

2

2
3

3
uf و همچنـين    ( , ) 5 13 vf و 5 ( , ) 5 13 1 

xدر اين صورت مقدار. است yg ( , ) g ( , )1 2 1    كدام است؟2
1( 145  2 (15   3 (16   4 (165  
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 11 فرض كنيدـxf (x) sin(x t)dt 
1

2


f باشد، مقدار ( ) كدام است؟   

1 (
3
2  2 (

2
4  3 (

2
2  4 (

3
4  

 12  فرض كنيد ـW ي   رويهx y z

z

   




2 2 2 1


n با Wگرا روي    و قائم واحد برون    
   ي محدود به    اگر حجم ناحيه  .  نمايش داده شودW  ي   و صفحهxoy 

y وV برابر3در z x zF (e ,e , z x y )    
2 2 2 2 2 24 2گاه مقدار  باشد، آن

W
F.nds
 كدام است؟   

1 (V  4  2 (V  2  3 (V



92 2  4 (V




72 2  

 13 ي يك از بردارهاي زير، بر منحني فصل مشترك دو رويه كدامـx siny z  2 2 x و2 cosy z  3 32 )ي  در نقطه4 , , )1    مماس است؟1
1 (( , , )1 2 2  2( ( , , )1 2 2  3 (( , , )1 2 2  4 (( , , )1 2 2  

 14 ي مساحت بخشي از رويهـx y z a  2 2 2 xي  كه توسط استوانه2 y ax 2   شود، كدام است؟  بريده مي2

1 (a ( )34 1  2 (a ( )32 2  3 (a ( )3 2 1  4 (a ( )32 1  

 15 مقدارـ
W

I ((x y z) ( y z) z )dv      2 2 22 3 x)صورت  بهWي ، كدام است در صورتي كه ناحيه5 y z) ( y z) z     2 2 22 3 5   .، باشد1

1 (2
5  2 (2

15  3 (4
3  4 (4

15  

 16 مقدارـ
C

I (y sinx)dx (x cosy )dy      7 99 7كه در آن Cي  منحني بستهx y 8 8   باشد، كدام است؟  در جهت مثلثاتي مي1

1 (
8  2 (

4  3 (  4 (2  

 17  فرض كنيد ـf (x,y,z) x yz zx y z     23 2 2 xي   در نقـاط واقـع بـر فـصل مـشترك دو رويـه              f باشد، مـاكزيمم مقـدار     5 y z    و  3
x y z  22 3 3   ، كدام است؟8

1 (54
4  2 (13  3 (57

4  4 (59
4  

 18 اگرـf (x,y)مقدار. پذير باشد  تابعي انتگرالx x

x
I f (x,y)dydx




  

22 2
1   ير برابر است؟ با كدام عبارت ز2

1 (y

y
f (x, y)dxdy

 

 
21 1 1

2
  2 (y

y
f (x, y)dxdy

 

 
22 1 1

2
  3 (y

y
f (x, y)dxdy

 

 
21 1 1

2
  4 (y

y
f (x, y)dxdy

 

 
22 1 1

2
  

19ـ مقدار
x xe e

I dx
x

  
 

2 6


  ، كدام است؟

1 (Ln
1
3  2 (Ln2  3 (Ln3  4 (Ln

1
2  

 20 فرض كنيدـSاي به شعاع  كرهRي هاي ناسره در اين صورت انتگرال.  حول مبدأ مختصات باشدIو Jهستند.......... و .............. تيب  به تر.  

S {( , , )} S {( , , )}

Ln x y zdxdydz
I , J dxdydz

x y z(x y z ) Ln x y z 

 
 

    
 

2 2 2
2 2 22 2 2 3 2 2 23

     

  

  واگرا ـ همگرا) 4  همگرا ـ همگرا) 3  همگرا ـ واگرا) 2  واگرا ـ واگرا) 1
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كارشناسي ارشد يك شريف رتبه مدرسان   94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات 

  )MBAمشترك با رشته  (92پاسخنامه رشته مهندسي صنايع سيستم ـ سراسري   
  

xاز تغيير متغير  »4«ـ گزينه 1 t  dxشود ، نتيجه مي21 tdt 2 .اگرx  گاه ، آنt 1و اگر x 1گاه ، آنt   .لذا داريم:  
x t t t t te dx e ( tdt) te dt te dt (te e )           

21 11
1 1

12 2 2 2 
  

2    

  .محاسبه شده است) روش جدول(ي جزءبه جزء   از قاعدهحاصل انتگرال آخر با استفاده: تذكر
xحداكثر مقدار تـابع زيـر انتگـرال بـه ازاي        . توانيم به سؤال جواب دهيم      بدون حل اين انتگرال نيز مي     ! اگر بخواهيم به تست كلَكَ بزنيم     : روش تستي    .

x است و حداقل آن نيـز بـه ازاي      eشود، كه مقدارش برابر با      حاصل مي  1  بنـابراين انتگـرال كـوچكتر    .  اسـت 1شـود كـه مقـدارش برابـر بـا        حاصـل مـي
edxاز e

1


dx و بزرگتر از    
11 1


 كـه در    2؟ واضح است؛ فقط عدد      ! شرايطي صدق كند   تواند در چنين    ها مي   به نظر شما كدام عدد از بين گزينه       .  است 
  ي كنكـور در حـين خـوردن كيـك و سـانديس      اين سؤال هم از آن سـؤالاتي بـود كـه سـر جلـسه              !! تواند در اين محدوده قرار گيرد       داده شده مي  ) 4(گزينه  

  !!توانستيد پاسخ دهيد سنجش بدون دخالت خودكار و دست نيز مي سازمان 
  

  :دهيم ين سؤال را به دو روش پاسخ ميا   »1«ـ گزينه 2

ي   رئوس يك مربع هستند، بنابراين به اندازه       z4 و z1،z2،z3ي  چون چهار نقطه  : روش اول 
از طرفي چـون شـعاع دايـره        .  زاويه دارند   با يكديگر اختلاف   2

r است، بنابراين براي چهار نقطه4برابر   ieنقاط موردنظر را به ترتيب. باشد  مي4 4،
( )i

e

24،( )ie 4و 

( )i
e




3
  گيريم،   در نظر مي24

  :در اين صورت داريم
i ii i iz z z z e ( e e e ) e ( i i)

 
             

3
2 21 2 3 4 4 1 4 1 1   

i i i i iz z z z e ( e e e ) e ( )               2 2 2 2 2 2 3 2
1 2 3 4 16 1 16 1 1 1 1   

i ii i iz z z z e ( e e e ) e ( i i)
 

             
3 9

3 3 3 3 3 3 32 21 2 3 4 64 1 64 1 1   
i i i i i iz z z z e ( e e e ) e ( ) e                4 4 4 4 4 2 4 6 4 4

1 2 3 4 256 1 256 1 1 1 1 1 24  
  :دقت كنيد در معادلات فوق از روابط زير استفاده كرديم

i ie cos i sin i , e cos i sin


 
       

3
22 3 3 2 2 12 2

i ie cos i sin i , e cos i sin ,


 
       2 12 2  

 را طـوري در نظـر بگيـريم كـه در            z4 و z1،z2،z3ي  يك روش ديگر اين است كه چهار نقطـه        ): تر  روش ساده (روش دوم   
چون گفته شده اين نقاط روي      . تر باشد   ها راحت  ي مقادير خواسته شده در گزينه       شرايط سؤال صدق كنند و از طرفي محاسبه       

zتوانيم اين نقـاط را       هستند، بنابراين مي   4اي به شعاع      دايره 1 4،z  2 4،z i3 z و 4 i 4 دقـت  ( در نظـر بگيـريم       4
هـا را حـساب كنـيم كـه بـه           توانيم مقادير گزينه    حالا مي ).  نقاط بايد رئوس يك مربع هم باشند       كنيد بر اساس متن سؤال اين     

  .آيد دست مي برابر صفر به) 4(و ) 3(، )2(هاي  راحتي مقادير گزينه
توان جـواب را تعيـين كـرد و     دست آوردن مقدار سه گزينه مي پس از به) چه در روش اول و چه در روش دوم   (ي مقادير چهار گزينه       در محاسبه : تذكر مهم 

جويي در وقت     اين موضوع جهت صرفه   » ها متفاوت است؟    مقدار كدام گزينه با ساير گزينه     «چون سؤال پرسيده    . ي چهارم لزومي ندارد     ي گزينه   عملاً محاسبه 
  .گونه سؤالات مدنظر شما قرار گيرد در روز آزمون در مورد اين

  

دايـره بـه      كره را حاصل از دوران يك نـيم         توانيم ظرف نيم   ، مي )1(مطابق شكل     »3«ـ گزينه   3
باشد   ها مي xولي از آنجا كه معمولاً محور دوران محور       . ها در نظر بگيريم   y حول محور  4شعاع  

( اسـت، شـكل را چرخانـده        x تـابعي از   yو در منحني دوران يافته نيز     
 در جهـت مثلثـاتي   2

  .كنيم را محاسبه مي) 2(، در شكل 4دايره به شعاع  و حجم حاصل از دوران نيم) ايم دوران داده
Vها از رابطهxدانيم حجم حاصل از دوران حول محور مي y dx    :بنابراين داريم. آيد دست مي  به2

  

27x
y dx ( x )dx ( x ) ( )              

34 42 2
1 1

4 64 116 16 64 1613 3    حجم3

  !!شود يك حل غير رسمي به شكل زير پيشنهاد مي! در صورتي كه داوطلب روش حل فوق را در روز آزمون به خاطر نياورد: حل غير رسمي

y

x44

4i

4i

2 2x y 16 

41

4

1

 )1(شكل  )2(شكل 

x

y

x

y
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Rركره براب   دانيم حجم كل نيم     مي 32
R است و چون3  كره كامل برابر با ، بنابراين حجم نيم4   32 1284 433 3 امـا  . باشـد   مي

ار داريـم در    پس انتظ . كره پر شود    متر مانده تا حجم كل نيم       ايم، يعني فقط يك سانتي      متري آب ريخته     سانتي 3سؤال گفته؛ تا شعاع ارتفاع      

3كمتر از
كره پر شده باشد، يعني  حجم كل نيم4  

3 43 334  ،كمترين و نزديكترين عدد به33عدد ،27است .  

3چرا كمتر از  : ممكن است براي شما اين سؤال پيش بيايد       : توضيح
متـري در نظـر        سـانتي  3كره، را بايد به عنوان حجم آب پـر شـده تـا شـعاع                   حجم نيم  4

3ي شد گفت دقيقاً به اندازه آن وقت مي) مثلاً يك مكعب مربع(گرفت؟ جواب اين است، اگر شكل كاملاً همگن بود     
 حجم آب پـر شـده، ولـي در نـيم كـره      4

مترهـاي    متر بالايي، بيـشتر از يـك سـانتي          گيرد و در يك سانتي      چون در قسمت فوقاني سطح مقطع بيشتر است، بنابراين حجم آب به طور متفاوت قرار مي               
  .ديگر آب جاي خواهد گرفت

  

  .برابر باشند) يعني صفر(ا مقدار تابع كنيم، براي پيوستگي بايد حد چپ و حد راست تابع ب ابتدا شرايط پيوستگي تابع را بررسي مي  »4«ـ گزينه 4

x

x x

x
x

x x

lim f (x) lim ( e )
e

e lim f (x) f ( )

lim f (x) lim ( e )
e

e

 




 



 




 


     

   


      
 

 

1
1

1

1
1

1

1 1 11
1

1
1 1 11 111

1

 




 




 



    

xي  نقطهبنابراين تابع موردنظر در  پذير نيست  فقط از راست پيوسته است و بنابراين مشتق.  
  

xانتگرال موردنظر در  »1«ـ گزينه 5   ،ناسره است sin xارز  همxبنابراين داريم.  است:  sin x x dx
I dx ~ dx

x x x

   

  
   2 2 2

  
  

براي همگرايي لازم است  1 اين ويژگي را دارد) 1( باشد كه فقط گزينه  .  
  

)حد داده شده، حالت مبهم  »1«ـ گزينه 6 )1است، بنابراين داريم :  
sinh x

( cosh x )( ) ( cosh x )( )cosh x sinh x sinh x
x x x

sinh x
lim ( ) lim e lim e

sinh x

 
    

  


 



1 23 2 1 3 23 2 1 11
1    

xتوجه كنيد كه وقتي      خواهيم داشت ،
x
lim sinh x


 و
x
lim cosh x


   پـس sinh x sinh x1 و cosh x cosh x3 2 3    در نتيجـه 

e6  :داريم
x x x

x x x
e e ecosh x ( ) ( )

cotg h xsinh x e e e
x x x x
lim e lim e lim e lim e




   

 
   

   
6 4 6 66  جواب حد  

  
  : ماكزيمم شودPQRSخواهيم مطابق شكل مساحت مستطيل مي  »4«ـ گزينه 7

PQ برابـر  PQRSمساحت مـستطيل   PS  ي  انـدازه . باشـد    مـي PQ و PS        را بـر حـسب اضـلاع 
  :آوريم دست مي  بهABCDمستطيل

PQ PB BQ sin cos

PS PA AS cos sin

    
    

4 2
4 2

  
  
  

  : برابر با مقدار زير استPQRSبنابراين مساحت مستطيل
PQ PS ( sin cos )( cos sin ) cos sin cos sin cos sin sin cos sin                   2 24 2 4 2 16 8 8 4 8 2 8 1 2   

sinشود كه ل ميحداكثر مقدار فوق وقتي حاص  2   .خواهد بود 18 باشد كه در اين صورت مساحت برابر1
  

  : صورت مقابل است       بهArctgxلورن   دانيم بسط مك      مي   »4«ـ گزينه  8
n

n

n

x x x
Arctgx x ( )

n




     


3 5 2 1

13 5 2 1
  

1ها،xاگر در بسط فوق به جاي
3

  :رسيم  قرار دهيم، تقريباً به همان سري داده شده در صورت سؤال مي

n

n
n

( )

( n )





 



 1 3

62 1 3

n
n

n
n

n n

( ) ( )
( )

Arctg ( )
n ( n )

 

 

 
    

 
 

21 1
1 13 31 2 1 63 3 2 1 3 

    

4cm 3cm

P

B

Q

C

R

D

S

A


4

2

2


 





2


 
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زديـك نباشـند،   هـا خيلـي بـه هـم ن     ها بياندازيد اگر اعداد داده شـده در گزينـه   شود، نگاهي به گزينه  هميشه وقتي مجموع يك سري داده مي  : روش تستي 
  :ي اول سري را بنويسيم و حاصل حدودي سري را تخمين بزنيم توانيم چند جمله مي

n

n
n

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( n ) ( ) ( ) ( ) ( )





    
              

        


1 2 3

1 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 8 1 11 9 45 7 27 9 45 1892 1 3 2 1 3 2 1 2 3 2 2 1 3 2 3 1 3






 


  

  .است) 4( است، گزينه 1اي كه مقدارش نزديك به  ها تنها گزينه در گزينه.  است1به راحتي واضح است مجموع اين سري عددي نزديك به 
  

aصورت كلي هايي به  ل انتگرال براي ح   »3«ـ گزينه   9 sin x bcos x
I dx

csin x d cos x




و » مخـرج كـسر  «ي   صورت تركيب خطـي از جملـه   ، بايد صورت كسر را به

شود، كه قـسمت اول آن شـامل ضـريبي از عبـارت مخـرج كـسر اسـت و                در واقع با اين كار انتگرال به دو قسمت تقسيم مي          . بنويسيم» مشتق مخرج كسر  «
، شامل عباراتي است كه قسمت اول آن ضـريبي از اخـتلاف             )نوع معين (ها    بنابراين حاصل اين انتگرال   . از مشتق عبارت مخرج كسر است     قسمت دوم ضريبي    

 بـا جايگـذاري حـدود بـالا و پـايين      Ln مخرج كسر با ضريبي در پشت آن است كه عبـارت جلـوي       Lnحدود پايين و بالاي انتگرال است و قسمت دوم آن         

3 بايد از بين اعداد    Lnمثلاً در اين تست واضح است عبارت جلوي       . دست آمده است    انتگرال به 
2 يا 2

 Lnممكن اسـت علامـت منفـي پـشت        ( انتخاب شود    3

توانيد بدون حل تست،  اگر طراح در انتخاب اين عدد اشتباه كند، شما به راحتي مي: بنابراين يادتان باشد  )  معكوس شود  Lnايجاد شده باشد و عبارت جلوي     
  ! پاسخ صحيح را علامت بزنيد

  .آوريم دست مي زم براي نوشتن تركيب خطي صورت كسر را بهابتدا ضرايب لا: كنيم اما حالا روش تشريحي حل سؤال را ارائه مي
sin x cos x A( sin x cos x) B( cos x sin x) sin x cos x ( A B)sin x ( A B)cos x          5 7 2 3 2 3 5 7 2 3 3 2  

sinضريب x و ضريب5 در سمت چپ cos x بنابراين با متحد قرار دادن طرفين تساوي، دستگاه زير را داريم.  است7 در سمت چپ:  
A B

A A A A , B
A B

 
            

2 2 3 5 31 14 9 1 21 13 313 3 2 7 13 13  

  :حالا اگر قسمت سمت راست تساوي را جايگزين قسمت سمت چپ كنيم، داريم

( sin x cos x) ( cos x sin x)sin x cos x
dx dx

sin x cos x sin x cos x

 


  


  2 2

31 12 3 2 35 7 13 13
2 3 2 3 

  

Ln



31 1 3
26 13 2

cos x sin x
dx dx ( ) [Ln( sin x cos x)]

sin x cos x

    
     

 
22 231 1 2 3 31 1 2 313 13 2 3 13 2 13  

  

    :راين داريمباشد، بناب  مي3  و كوچكتر از 2 واضح است؛ كسر داده شده در مقابل انتگرال، همواره بزرگتر از     :روش تستي

sin x cos x
dx dx dx

sin x cos x

   
    

  2 2 25 7 32 32 3 2  
  

3 و كوچكتر ازبزرگتر از) 3(ها، فقط گزينه  در بين گزينه
  .باشد مي2

دانند، توجـه كننـد       خوانندگان كه احتمالاً نمي    است، اما آن دسته از       3 و كوچكتر از     2دانيد چرا حاصل كسر بزرگتر از         احتمالاً اكثر شما عزيزان مي    : توضيح

sinكه x و cos x  در بازه ( , )

2      هر دو مقادير مثبت دارند و sin x cos x4 باشـد و ايـن در حـالي اسـت كـه صـورت كـسر                  ، دو برابر مخرج كسر مـي      6

sinبرابر x cos x5  است، با استدلالي مشابه، معلـوم اسـت صـورت    3 است و به همين ترتيب حاصل كسر كوچكتر از 2 است و اين يعني كسر بزرگتر از      7
  .است» سه برابرِ مخرج كسر«كسر، كمتر از 

هـاي    ارائـه روش  . خدمت شـما ارائـه گرديـد      ) روش اول (ن تست   صورتي است كه در پاسخ به اي        ها به   گونه انتگرال   ي حل اين    بهترين روش كلي و ساده    : تذكر
  !!گيرتر از حل فوق است كه توسط برخي دوستان ارائه گرديده است تر و وقت ديگر، سخت

  

xتوجه كنيد كه به ازاي  »4«ـ گزينه 10 1و y  u مقدار2  v و5 13آيد دست مي  به.  

165
x

x y

y

f u f v
g ( , ) . . x

u x v x
g ( , ) g ( , )

f u f v
g ( , ) . . y

u y v y

                              
    

1 2 5 6 1 1 4
1 2 1 2 4 125

1 2 5 1 1 6 125

 



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دسـت آوردن حاصـل انتگـرال و بعـد      اما با توجه به اين كه به      . حل اصلي اين تست است      گيري از انتگرال راه     ي تعميم مشتق    استفاده از قاعده    »4«ـ گزينه   11
  :دهيم تر است، لذا ابتدا اين روش را ارائه مي ساندست آمده، كمي آ مشتق گرفتن از عبارت به

x
xf (x) sin(x t)dt [ cos x t] cos x ( ) cos x ( ) cos x

xx x x x x
        

11
2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1


  

f (x) cos x ( sin x)( ) f ( ) cos ( sin )( )
x x x

                   
     3 2 3 3 2 3 3 3 3

2 1 2 2 1 2 2 2 4  

  :كنيم، در اين صورت داريم گيري از انتگرال عمل مي ي مشتق طبق قاعده: روش ديگر

x

I

f (x) sin[x ( )] tx cos(tx )dt f ( ) sin t cos( t)dt
xx


          

 
1 1

2 2 2
2 2
1 1 12 2

 



oŸ‚

  

  :آوريم دست مي يق جزء به جزء به را به طرIحاصل انتگرال
  

  

  

:                                                          بنابراين داريم

3
4t

f ( ) ( sin t cos t)      
 

2 2
3

12 2


  

  

xيـست، كـافي اسـت سـطح درون دايـره      بـسته ن Wشرط قضيه ديورژانس بسته بودن سطح است ولي سـطح      »3«ـ گزينه   12 y 2 2  بـا قـائم رو بـه    1
nبيرون k 
ي ديورژانس داريم  را به آن اضافه كنيم تا سطح بسته شود، و در اين صورت طبق قضيه:  

  
W V V

x y

F.nds F.nds divFdv dv V

 

      
2 2 1

2 2
     

ــه محاســبه  ي حــال ب
x y

F.nds

 


2 2 1

 ــوردنظر روي صــفحه   مــي ــردازيم، چــون ســطح م gي پ : z   ــائم خــارجي آن ــردار ق n اســت و ب k 
اســت  .

|پس g |
ds dA dA

| g.( k) |


 

 


و F.n F.( k) ( z x y ) ( x y )          2 2 2 24 2 4

 باشد، بنابراين داريم  مي:  

x y x y

F.nds ( x y )dA ( r )rdrd d ( r r )dr ( )( )
 

   

 
                   

2 2 2 2

2 1 2 12 2 2 3

1 1

9 94 4 4 2 4 2   

  ÂL̂ ¤ RI ~Th¶  

  :شود  از محاسبات فوق نتيجه مي
W

F.nds V


 
92 2

   

gي  روي صفحهSبه طور كلي هرگاه سطح: توجه :z   ،قرار داشته باشد ds dydx dA خواهد بود .  
  

fدهيم قرار مي  »1«ـ گزينه 13 : x sin y z   2 2 2 و g : x cos y z  3 32 f و در اين صورت بردار موردنظر همان4 g 
 باشد  مي.  

g ( x ,sin y , z ) ( , , )
( , , )

  


2 26 3 6 31 1


       و         f ( x ,cos y , z) ( , , )
( , , )

   


2 2 2 1 21 1
  

i j k

f g i j k       2 1 2 3 6 6
6 3

  
   


  

iكه واضح است اين بردار موازي بردار j k  2 2
  باشد  مي.  

  

انتگرال        مشتق





t cos t
t

I t cos( t)dt sin( t) cos( t)sin t

cos t



 

          







2
1

2 2 22
32

2
4

2
2 21 22

1



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aباشـد كـه در آن     مـي dsي  هدف محاسـبه    »2«ـ گزينه   14
ds dA

a x y


 2 2 2
rصـورت   و اسـتوانه در مختـصات قطبـي بـه     a cos ، 

   2 2 

]راآيد كه به دليل تقارن بازه       درمي , ]

2 كنيم   ضرب مي2در ضمن حاصل انتگرال را دوباره در . كنيم  ضرب مي2گيريم و حاصل انتگرال را در   در نظر مي

  : متقارن استxoyچون نسبت به صفحه

a ( ) 22 2a cos a cosa
rdrd a a r d a (a a sin )d

a r

  
 

          


   2 22 2 2
2 2

4 4 4
   

  مساحت

  .  قرار داده شده بودa3، به اشتباهa2ها به جاي  سؤال غلط تايپي وجود دارد و آن اين كه در تمام گزينهمتأسفانه در صورت اين: تذكر
  ها را جزو سؤالات حذفي خود در نظر بگيرد يا نه؟ معلوم نيست سازمان سنجش اين نوع غلط

  

:دهيم  قرار ميWي ي ناحيه معادله  با توجه به »4«ـ گزينه 15
u x y z

v y z

w z

  
 


2
3   :در اين صورت داريم. 5

  xyz uvw
(u , v , w)

J J
(x , y , z)


    


1 1 2
13 5 3 31


 

  

uصـورت    به Wي  با تغيير متغير فوق، معادله     v w  2 2 2  كـروي داريـم  آيـد و بـا اسـتفاده از مختـصات            درمـي  1   2،   و   1 .
  :رسيم بنابراين به انتگرال زير مي

4
15

u v w

I (u v w )( )dudvdw sin .d d d [ ] [ cos ] [ ]
  

  


                 

1 2

2 2 2

52 12 2 2 4

1

1 1 1
3 3 3 5     

Á»o¨ RI ~Th¶  
  

  .نيرو پايستار است، پس كار انجام شده برابر صفر است بسته است و ميدان Cچون منحني  »3«ـ گزينه 16

ميدان پايستار است
P

P y sin x
P Qy

y xQ
Q x cosy

x

           
       

7

9

9 1
1

7 1
  

  
xي    از رابطه   »4«ـ گزينه   17 y z    fدر ايـن صـورت، تـابع      . كنـيم    و شرط دوم جايگذاري مي     fآوريم و در    يدست م    به zوy را برحسب  x، مقدار 3
fصورت  به (y , z) z z y    2 3 2 zصورت   و شرط دوم به    9 z y  23 2 yاز اين شـرط   . آيد   درمي 2 z z   22 2 يـن صـورت    آيـد و در ا       درمـي  3

fصورت  بهfتابع (z) z z   27 7 59  .آيد  درمي13
4f (z) z z f ( )       

1 17 14 2 2  
  

x  در انتگرال داده شده داريم      »1«ـ گزينه   18 y x x

x

    

 

22 2
1 2

yمنحني.  x 2  يـا x y   كـه   2

yمعادله يك خط است و     x x  x)يا22 ) y  2 21 مـساوي يـك    yچـون (دايره است      معادله يك نيم   1
  :اند سم شده، كه در شكل زير ر)باشد دايره مي  مثبت است و منحني نيمyراديكال است، پس

y

y x y

 

    

2
1

2 1 1


  

  :توضيح
y x x y x x x x y (x ) y (x ) y x y x y                         2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1  

xحالا چون در اين ناحيه 1است داريم x y   21 1.  
  

  :كنيم ها را ارائه مي ابتدا روش كلي حل اينگونه انتگرال  »3«ـ گزينه 19
ax bx ax bx xyb b b bxy xy

a a a a

e e e e e dy b
e dy dx e dxdy dy Ln

x x y y a

        
             

  

bدر اين سؤال  a و6  Iباشد، لذا  مي2 Ln Ln 
6   .شود  مي32

1 2 y 2 x 

2y 2x x  2 2(x 1) y 1  يا
1

x

y
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 را همـراه خـود      6 و   2 جبـري    ، بنابراين هر فعل و انفعالي كه صورت گيرد، جواب بايد يك حالت از اعمال              6 داريم و هم     2 هم   eهاي  در توان :  روش تستي 

مثلاً. داشته باشد 
63  داريم 3عدد ) 3(و ) 1(هاي  ولي در گزينه. معني است ، اين عدد بي6 را دارند و با وجود 2فقط عدد ) 4(و ) 2(هاي   ، ولي خب گزينه   2

  .صحيح است) 3(يا ) 1(هاي   يكي از گزينهبنابراين. دست آيد تواند به  مي6 و 2كه بر اثر يك فعل و انفعالي بين 
xبراي  ،xe2   همواره بزرگتر از xe6       تواند جواب باشـد و تنهـا         كه منفي است، نمي   ) 1(در نتيجه گزينه    .  است، بنابراين حاصل انتگرال بايد مثبت باشد

  .حيح استص) 3(گزينه 
  

xبا توجه به وجود     »4«ـ گزينه   20 y z 2 2 فـرض  . كنـيم  گيـري از مختـصات كـروي اسـتفاده مـي      ي انتگـرال   در توابع زير انتگرال و كروي بودن ناحيه  2
Dكنيد S {( , , )}    باشد .  

Rواگرا

D

Rsin d
I d d d d sin d ( )( )(Ln | Ln |) (Ln | LnR | Ln | Ln |)

LnLn

    
                

  
   

2 2
3 23

3 3 2 2 62 2  



  

Rهمگرا

D

RLn
J . sin d d d d sin d Ln d ( )( )( Ln ) (RLnR R)

 
                   

   
22

2 2 2 4
   

  

 با جايگذاري Iتوجه كنيد كه در انتگرال   داريم :  Ln | Ln | Ln | | Ln        

 با جايگذاري Jو در انتگرال   داريم :  Ln
lim Ln lim lim lim ( )

      

       


 2

1

1 1   
  

صورت ه ما كران پايين را بهدليل اين ك  دهيم آن است كه  نشان ميR  پس در كران پايين داريم ، .  
  

  )MBAمشترك با رشته  (93رشته مهندسي صنايع سيستم ـ سراسري 
  

  .مشترك بودند MBA سؤالات رياضي عمومي رشته مهندسي صنايع سيستم و رشته 93ال دانشجويان گرامي در آزمون سراسري س: توضيح
 1  ـ فرض كنيدz    عدد مختلطي باشد كهRe(z)       ،و به علاوه مبدأ مختصات z و i3 الساقين را تـشكيل   الزاويه متساوي م رئوس يك مثلث قائ    3
   كدام است؟zدر اين صورت. باشد دهند كه زاويه قائمه در رأس نظير مبدأ مختصات مي مي

1 (e
2
32 3  2 (e

5
63  3 (e

2
33  4 (e

5
62 3  

 2ـ طول قوس منحنيf (x) x x arcsin x  2براي ، x 
1 1
9    كدام است؟4

1 (1
3  2 (3

2  3 (2
3  4 (1  

 3ـ فرض كنيدf : ( , )  كه xf (x) ( )
x

    :در اين صورت. 111
1 (f (x)بر ( , e)صعودي و بر (e, )2  . نزولي است (f (x)تابعي صعودي است .  
3 (f (x)4  . تابعي نزولي است (f (x)بر ( , e)نزولي و بر (e, )صعودي است . 

 4ـ حاصل جمع سري
n

n n






3

1
2

  : برابر است با

1 (Ln 
52 8  2 (Ln3  3 (Ln2  4 (Ln 

53 8  

 5هاي ـ كدام گزينه در مورد سري
p

n n(Lnn)






3

 و1
p

n n Lnn






3

p براي1  1به ترتيب از راست به چپ صحيح است؟   

  همگرا ـ همگرا) 4  واگرا ـ واگرا) 3  واگرا ـ همگرا) 2  همگرا ـ واگرا) 1

 6 سري توانيـ بازه همگرايي
n n

n

n

( )
(x )

n





 


1

3 2   كدام است؟1

1 (( , ]
 4 2
3 3  2 ([ , ) 4 2  3 (( , ] 4 2  4 ([ , )

 4 2
3 3  

 7ـ اگرsin x
I dx

x



 
3

2


 و
x

sin(cosx)
J dx

e

 



1

1
  .باشند  مي……… و ………ترتيب   بهJو Iگاه  آن

  همگرا ـ همگرا) 4  واگرا ـ واگرا) 3  واگرا ـ همگرا) 2  همگرا ـ واگرا) 1
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 8ـ اگرsinx
A dx

(x )





2

22 
cos، مقدار x

dx
x



 2 4
5

  ، كدام است؟A برحسب

1 (A 

1

2  2 (A2  3 (A 4 (A 


12 2 2  

 9ـ مقدار انتگرالdx

x x x 
 2 2 1

   كدام است؟

1 (x
Arcsin( ) c

x



2

1  2 (x
Arcsin( ) c

x




1
2

  3 (x
Arcsin( ) c

x




1
2

  4 (x
Arcsin( ) c

x



2
1  

 10  ـ فرض كنيدa     و در نقطه (x ,y ) خط مماس بر منحني x y a 
2 2 2
3 3 در اين صورت طول بخشي از خط مماس بر منحنـي  . ايم  را رسم كرده3

  كه بين محورهاي مختصات قرار دارد، كدام است؟
1 (a2  2 (a  3 (a  4 (a2  

 11ـ فرض كنيدxy
f (x,y)

x y


2 xyz و2
g(x,y,z)

x y z


 2 2  در مورد2
(x,y) ( , )

lim f (x,y) A



 

و 
(x,y,z) ( , , )

lim g(x,y,z) B



  

  :توان گفت  چه مي

1(Aباشد و  موجود نميB2  .باشد  موجود نمي (A  و B  .  
3 (Aباشد و  موجود نميB  .  4 (A  و Bباشد  موجود نمي. 

 12ـ كدام گزينه صفحه مماسي بر رويهx y z  2 2 22 x است كه موازي صفحه1 y z  2 باشد؟  مي  

1 (x y z  
3 112 2  2 (x y z  

112 2  3 (x y z  
112 2  4 (x y z  

112 3 2  

 13ـ مقدار انتگرال
y

dxdy
x  3

1 1
4
1

1
   برابر كدام مقدار زير است؟

1 (Ln2
2  2 (Ln2

4  3 (Ln2
8  4 (Ln2  

 14يد ـفرض كنS مرز رويهz x y 2 z و2  y باشد، همچنين16 z xF ( xy e cosz e , x y e sin z ,tg x y )    
22 2 2 2 22 2مقدار 

S
F.nds
 ؟، كدام است  

1 (( )
 1223  2 (( ) 12   3 (( )

 123
  4 (( ) 122  

 15 ـ اگر
x y

sin( ) ;(x,y) ( , )
f (x,y) x y

;(x,y) ( , )




  
 

3 2
6 4  

  

fدار تابع گاه مشتق جهت ، آن (x,y)در ( , ) و در امتداد ( , )
1 3
2    چقدر است؟2

1 (1
2  2 (1

3  3 (1
6  4 (  

 16ـ حاصل انتگرال
R

dxdydz
I

(x y z )



 
 5

2 2 2 2
xناحيه بين دو كره Rچقدر است، اگر y z x y z     2 2 2 2 2 22   . باشد«4

1 (  2( 
2  3 (

4  4 (2  

 17ـ مقدار
S

(curlF.N)ds
 را محاسبه كنيد چنانچه S مرز ناحيهx y (z )   2 2 42 z براي25   همچنين،  باشد و  

z yF ( y cos(z x ), x e ,sin(x y )cos(z y ))    
2 22 2 2 2 2 22 4  

1 (18  2 (9  3 (6  4 (24  
 18 ـf (x,y) ( x y xy x y )      2 2 33 2 5 2 )ي گاه نقطه ، آن3 , )9   .باشد  مي……… يك 11

  نقطه غيربحراني) 4  مينيمم موضعي) 3  ماكزيمم موضعي) 2   نقطه زيني)1
 19ـ فرض كنيدcostr(t) (cost,( sint) ) 1براي ،t

 
 4 tانحناء خم را در2  بيابيد .  

1 (2
3  2 (1

2  3 (1  4 (1  

 20ـ فرض كنيدz
f (x,y,z)

x y


 

4
2 31

t و t(t) (t sint,te t t, t t sinht e )       2 3 7 42 3 g(t)، چنانچه5 f ( (t))  مقدار g ( ) ؟ كدام است  

1 (8  2 (2  3 (  4 (6  
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  )MBAمشترك با رشته  (93سيستم ـ سراسري پاسخنامه رشته مهندسي صنايع   
  
ولي !!  وجود نداشت  eدر توان » i«  متأسفانه در اصل دفترچه سازمان سنجش حرف          »4«ـ گزينه   1

 يـك   ؟ خبُ مختصات دو نقطـه از      !ي موضوع شده بودند     ي آزمون متوجه    احتمالاً داوطلبان سر جلسه   
مختـصات رأس ديگـر   . دانيم در مبدأ رأس قائمه داريم       مثلث در صفحه مختلط داده شده است و مي        

يعني (دانيم رأس ديگر داراي قسمت حقيقي منفي است           از صورت سؤال مي   . مثلث مورد سؤال است   
zابتدا مختصات رأس  ) ها قرار دارد  yدر سمت چپ محور    i 1 3  به شكل قطبي نوشته و آن       3

  :كنيم را رسم مي
| z | ( )     2 2

1 3 3 3 9 12 2 3  

Arctg( ) Arctg( )


   
3 3 33

  

zجا معلوم است زاويه فاز رأس ديگر        خبُ همين 
  

   3
5

2 3 درسـت اسـت، از طرفـي گفتـه شـده مثلـث        ) 4(و  ) 2(هـاي      است، يعني يكي از گزينه     6
2 هم برابر باz3يعني اندازه. اقين استالس متساوي   .درست است) 4( است و اين يعني فقط گزينه 3

  

y  فرمول طول قوس براي تابع»1«ـ گزينه 2 f (x)ي   در بازهaتا bصورت مقابل است  به :  b

a
L f (x)dx  21  

aدر اين سؤال 
1
b و9 

1
f داده شده است، پس كافيست4 (x)را حساب كنيم :  

x x xxf (x) x x arcsin x f (x)
x xx x ( x ) x x x x x x

           
     

2
2 2 2 2 2

1
1 2 1 2 1 1 2 12

2 12 1 2 2 2
  

x ( x) x x
f (x)

xx. x xx x

       
 2

2 2 2 1 1 1
2 12

  

  :شود ه راحتي حساب ميحالا طول قوس ب

x x x x
L ( ) dx dx dx dx x dx [ x ]

x xx x

   
           

1
4
1
9

1 1 1 1 1 1 1
24 4 4 4 4 2 2

1 1 1 1 1
9 9 9 9 9

1 1 1 11 1 2  

1
3L [ x ]          

1
4
1
9

1 1 1 1 22 2 2 2 2 14 9 2 3 3
  

  

دهـيم، يعنـي از تـابع مـشتق گرفتـه و وضـعيت            دهيم، ابتدا با روش كلاسيك و عمومي بـه تـست پاسـخ مـي                سؤال را به دو روش پاسخ مي        »3«ـ گزينه   3
fعلامت (x)كنيم را تعيين مي:  

x f (x) xf (x) ( ) Lnf (x) (x )Ln( ) Ln( ) (x )
x x f (x) x

x





            



21
1

1 1 11 1 1 1 1 111
´ÄoÃ¬Â¶ ¢Tz¶ ¸Ã oŠ pH  

xf (x)
Ln( ) f (x) [Ln( ) ]f (x) [Ln( ) ]( )

f (x) x x x x x x x


            11 1 1 1 1 1 11 1 1 1  

)Lnهاي مثبت هموارهxبراي )
x x

 
1 f است، بنابراين11 (x)  و اين يعني تابع همواره نزولي است .  

  : داريمxبا مقدار دادن به: ها را رد كنيم با مقداردهي گزينهتوانيم  مي: تر روش كوتاه

fتابع صعودي نيست (x) x
x f ( ) ( )

x f ( ) ( ) ( )





      
     


1 1

1 2 3

11 1 1 41
1 3 272 2 1 2 2 8

j¼{Â¶ ´¨ nHk£¶ ·k{ jIÄp IM  

)ي  گفتند در بازه    كه مي ) 2(و  ) 1(هاي    جا معلوم شد گزينه     تا اين  ,e)4(و ) 3(هـاي   ي صحيح از بين گزينه ن گزينهبراي تعيي. كنند  تابع صعودي است، اشتباه مي(  
e)ي بايد ببينيم آيا در فاصله , )تابع صعودي است يا نه؟ براي اين منظور اعدادي بزرگتر ازeرا به جاي xگيريم  در نظر مي:  

1

3


6


23

1z

3z

2z
x

y
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e)ي تابع در فاصله , )هم صعودي نيست f (x) x
x f ( ) ( ) ( )

x f ( ) ( ) ( )





        
      


3 1 4

4 1 5

1 4 2563 3 1 33 3 81
1 5 31254 4 1 34 4 1 24

j¼{Â¶ ´¨ nHk£¶ ·k{ jIÄp IM  

xگيري كند در    تواند نتيجه   البته دانشجو اگر باهوش باشد، مي     : توضيح    مقدار تابع به ،e  هـاي مناسـب از       شود و به راحتـي بـا عددگـذاري           نزديك مي
  . مطمئن شودناصعودي بودن تابع

  
 بـراي رشـته عمـران       91و با كمي تغييـر در سـال         ) هاي متفاوت   البته با گزينه  (ي رياضي عيناً       براي رشته  83سؤال تكراري است و در سال         »1«ـ گزينه   4

)Lnلورن تابع از بسط مك. دهيم ابتدا روش تشريحي حل سؤال را ارائه مي. مطرح شده بود x)1گيريم  مي كمك:  
n n n n n

x x

n n n

( ) x ( ) x x
Ln( x) Ln( x) Ln( x)

n n n

   


  

 
          

1 2 1

1 1 1

1 11 1 1´ÃÀjÂ¶ nHo¤ ¸Ã oŠ nj ÁI] ¾M    

1، عددxبراي نزديك شدن به سري صورت سؤال كافيست در سمت راست به جاي
  : را قرار دهيم2

n n n n
n n n n

Ln( ) Ln Ln Ln
n n n n

   

   
              

1 1 3 3

1 1 1 1 1 1 1 51 2 2 22 2 8 82 2 2 2
  

  :ي اول سري را بنويسيم تدا چند جملهتوانيم اب سؤال مقدار سري را خواسته است و ما مي: روش تستي

n
n n




    

 
 3 4

3

1 1 1 1
242 3 2 4 2

   

1ي اول حداكثر    چون مخرج كسر رشد نمايي دارد، جمع تمام جملات ديگر بعد از جمله            
پس حاصل سـري    !!) شود  كه البته همين مقدار هم نمي     (شود     مي 24

حداكثر 
1 1 1
24 24 1هايي كه از ها با آن  حالا در گزينه  . است 12

كـه بـه ترتيـب    ) 3(و ) 2(هـاي   واضح اسـت گزينـه   !!كنيم  بيشتر هستند، خداحافظي مي12
Lnها برابر با مقدار آن /2 7 و Ln3 1باشند بايد مرخص شوند  مي!!  

/تواند جواب باشد، چون مقدار آن حدود  نمي) 4(؟ واضح است گزينه     !چه جوري از شَرِّ يكي خلاص شويم      ) 4(و  ) 1(هاي    ينهخبُ حالا از بين گز     48 است و 
1صحيح است كه مقدار آن حدود     ) 1(گزينه  

 در سـري  2تواند با توجه به وجـود عـدد    هوش ميدانشجوي با ) 3(و  ) 2(هاي    البته پس از حذف گزينه    .  است 12
  .را انتخاب كند) 1( و گزينه Ln3ها باشد و نه  بايد در گزينهLn2داده شده، تشخيص دهد

  

دانيم سري   مي  »3«ـ گزينه   5
p qn (Lnn)

 p، اگر 1 1  به ازاي هر مقـدار q   واگراسـت، پـس سـري 
p

n n Ln(n)






3

 واگراسـت و همچنـين ايـن سـري     1

pاگر 1گاه به ازاي ، آنq 1واگراست، پس در اين سؤال سري 
p

n n(Lnn)






3

  . نيز واگراست1

  :كنم براي يادآوري آزمون تراكم كوشي را يادآوري مي. توانيم از آزمون تراكم كوشي به راحتي به اثبات موضوع بپردازيم اما اگر نكته را حفظ نباشيم، مي
n وnaهاي گاه سري اي غيرصعودي از اعداد مثبت باشد، آن  دنبالهnaگرا«

n a   » از نظر همگرايي يا واگرايي مانند يكسان هستند22
n، برو وضعيت همگرايي سريnaي بالا يعني اين كه؛ به جاي بررسي همگرايي سري تر جمله فارسي

n a   ! را بررسي كن22

ابتدا سري 
p

n n Ln(n)






3

nدر اين سري با فرض اين كه     . كنيم   را به اين روش بررسي مي      1 p
a

n Ln(n)


) اي نزولـي بـا جمـلات مثبـت اسـت      كه دنبالـه  (1

nوضعيت همگرايي يا واگرايي، سري  
n

n

a



 23

n : كنيم  را بررسي مي2

n
n n

n p n p n np n(p )
a a ( )

Lnn Ln(n) ( ) Ln( ) nLn n 
     

 12
1 1 2 1 12 2 22 2 2 2 2

  

pخبُ اگر 1گاه عبارت ، آنn(p )12صورت  به( )n2 ÂŸ¹¶Ájj–شود صورت كسر، دنباله به شكل زير نوشته مي آيد و با انتقال اين عبارت به  در مي:  

n

( )n
n a ( )

Ln n
2

1 22 2
SLX¶Ájj–

  
پـس ايـن   . ه مخالف صفر است و شرط لازم براي همگرايـي وجـود نـدارد   نهايت بيشتر از مخرج است و عملاً حد دنبال كه واضح است رشد صورت كسر در بي  

  .سري واگرا و لذا سري اصلي نيز واگراست

حالا سري 
p

n n(Lnn)






3

n  : كنيم   را بررسي مي1
n n

n p n n p p p p
a a ( )

n(Lnn) (Ln ) (nLn ) (Ln ) n
     

2
1 1 1 1 12 2

2 2 2 2
  

با ضريب
p(Ln )

1
2

n  : كه كاري نداريم، و سري مقابل را داريم 
n

p p
n n

a
(Ln ) n

 

 
 23 3

1 12
2

  

pدانيم اين سري به ازاي  سري ميpكه طبق مطالب 1همگراست و به ازاي p 1چون در اين سؤال.  واگراستp 1لذا اين سري نيز واگراست ،.  
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توانيـد   ، شـما بـا هركـدام كـه راحـت بوديـد، مـي        )مثلاً استفاده از آزمون انتگرال    (ها وجود دارد      ي ديگري نيز براي اثبات واگرايي اين سري       ها  روش: توضيح
  .ها را اثبات كنيد هاي سري واگرايي

  

  . كنيم    ابتدا طبق آزمون ريشه شعاع همگرايي را حساب مي   »4«ـ گزينه 6
n n n

n n
n n

( )
lim lim R

R n n 

 
   

1 3 2 3 13 3    

|  :براي پيدا كردن بازه همگرايي داريم x | x x           
1 1 1 4 21 13 3 3 3 3  

xاما وضعيت همگرايي سري در نقاط در  
2
x و3  

4
  : بايد جداگانه بررسي شود3

  
n n

n n n n n n
n

n
n n n n

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
x ( ) ~

n n n n

   

   

      
          

1 1 1 1

214 3 2 4 3 2 1 1313 3 3
  

xجا پاسخ به تست تمام است و ديگر لازم نيست شرايط همگرايـي در             ينهم. نيتز همگراست   دانيم اين سري طبق آزمون لايب       كه مي   
2
 بررسـي شـود،   3

  :دهيم ي حل را نيز ارائه مي اما براي تمرين ادامه! تواند صحيح باشد مي) 4(چون فقط گزينه 
n n n n n

n n
n

n n n

( ) ( ) ( )
x ( ) ( )( ) ( )

n n n n

  

  

    
          

1 1 1

2 3 2 2 3 2 1 1 213 3 3 3
  

بدون توجه به قسمت دوم، واضح است، سري
n n






1

xپس سري در.  واگراست1  
2
  . واگراست3

a برابـر بـا  ي همگرايـي   مركـز بـازه  cگـاه   باشد، آنb وaي همگرايي يك سري تواني اگر نقاط ابتدايي و انتهايي بازه : روش تستي  b
c


  c اسـت كـه  2

xدر اين سؤال( رسيده است n است كه به توان   xي عبارت شامل    ريشه x c       1 1 1 .( هـا فقـط    بينيـد در گزينـه   طـور كـه مـي    همـان

توانند مورد قبول باشند، چون      مي) 4(و  ) 1 (هاي  گزينه
  

  

4 2
23 3 12 ي اول ديگـر   با اين روش محاسبات شعاع همگرايـي و بـازه همگرايـي مرحلـه             . 2

xلزومي ندارد و فقط طبق روش فوق وضعيت همگرايي در  
4
  !گيرد  مورد بررسي قرار مي3

  
x درIانتگرال. ها است اي در مورد همگرايي انتگرال بتاً ساده  سؤال نس»4«ـ گزينه 7  ناسره است و حول x  ارزي  همsin x ~ xرا داريم :  

sin x x dx
I dx dx dx

x x x
x

   
     

33
2 2 2 2 23 2

3

1
   

  

چون
2 تـوان گفـت عبـارت تحـت انتگـرال از      نهايت مـي   ناسره است، و در بي درJاما انتگرال.  همگراستI، لذا انتگرال 13

xe

   كـوچكتر اسـت، چـرا؟    2

sin(cosچون حداكثر ( x) دانيم انتگرال   و از طرفي مي   )  باشد 1تواند     مي
x

dx
e




2


براي اطمينان خـاطر از همگرايـي       .  نيز همگراست  J همگراست، پس  

x  : انتگرال اخير به محاسبات مقابل دقت كنيد  x
x

J dx e dx [ e ] [ e e ]
e

             
2 2 2 2 2

 
  

  

گونه سؤالات بهتر است ابتدا طوري از تغيير متغير استفاده كنيم كه حدود انتگرال خواسته شده با حدود انتگرالي كـه مقـدار                         در اين ايم      قبلاً گفته   »3«ـ گزينه   8
tبراي اين منظور از تغيير متغير. آن داده شده است، يكسان شود x   :كنيم و لذا داريم  استفاده مي4

dt
cos tcos x cos tdt

dx
tx t


 

 
 

  
2 22 4 4

5 254
   

                          t x dt dx , x t , x t


         4 4 22   

dt  : گيريم    كمك مي  »  جزء به جزء   «براي پيدا كردن حاصل اين انتگرال از روش              
u du , cos tdt dv sin t v

t (t )
      

  2
1
2 2 

  

A
cos t sin t (sin t)dt sin sin( ) sin tdt

dt [ ] A
t t (t )(t )

    
        

      
2 2 22

2
2

2 2 2 2 2 22  
  

     
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xدهيم، از تغيير متغير ترين روش را ارائه مي رال وجود دارد كه ما سادههاي مختلف براي حل اين انتگ   روش»2«ـ گزينه 9
t


  :كنيم  استفاده مي1

x dx dt
t t

    2
1 1  

dt dt dt dt tt t t Arcsin( ) C
( ) ( t)( t)( t t ) tt tt t




       
     

   
2

2 222
2 2

1 1 1
1

11 1 2 1 22 12 11 1 2
  

x
Arcsin( ) C

x




1
2

xArcsin( ) C


  

11

2
  

  

x)ي  ي خط مماس بر منحني در نقطه          براي نوشتن معادله    »2«ـ گزينه   10 , y )                  ابتدا بايـد شـيب خـط ممـاس را حـساب كنـيم و بـراي ايـن منظـور از ،

x  :كنيم   گيري ضمني استفاده مي    مشتق
x

y

xF y
y m

F x
y






       



1
3

31
3

2
3
2
3




tIμ¶  

    :ي خط مماس به شكل زير است  بنابراين معادله
y

y y (x x )
x

   3 
 


  

  :حل تقاطع اين خط با محورهاي مختصات را حساب كنيمحالا بايد م
y y

y (x x ) x x y x
x

       233 
    


  هاx محل تقاطع با محور

x y
y y ( x ) y y x y

x
       233 

    


  هاy محل تقاطع با محور

)Aي پس دو نقطه x y x , )23
   و B( , y x y )23

  ي زير را داريم ها رابطه ي آن ي فاصله ، محل تقاطع با محورهاي مختصات هستند، كه براي محاسبه:  

AB (x x y ) (y x y ) [x (x y )] [y (y x )] x (a ) y (a )           
1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 23 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3                

aa [x y ] a a a     
4 2 2 4 2

23 3 3 3 3   
  

 اسـت و  2ي صـورت   دقت كنيد درجه( حد ندارد   A كسر است، پس   ي صورت   ي جمله     چون درجه هريك از جملات مخرج كسر برابر درجه          »3«ـ گزينه   11
   برابـر بـا صـفر اسـت        Bتك جملات مخرج بيشتر اسـت، پـس حـد           ي جملات صورت از درجه تك       ي همه   ، چون درجه  Bاما براي ).  است 2درجه مخرج نيز    

x از تغييـر متغيرهـاي  Aتوانيـد بـراي    مـي ).  است 2 و درجه هر كدام از جملات مخرج         3 كنيد درجه صورت     دقت( r cos و y r sin  و بـراي B از   
zتغيير متغيرهاي  r cos ،y rsin sin   و x r cos sin        استفاده كنيد و حد را براي r  )  و هر و   محاسـبه كـرده و بـه ايـن         )  دلخـواه

  .نتايج برسيد
  

f  :كنيم  اب مي  ابتدا بردار گراديان رويه را حس»2«ـ گزينه 12 : x y z f ( x)i ( y) j ( z)k       2 2 22 1 2 4 2
  

  
xاما بردار نرمال صفحه y z  2 صورت ، بهn i j k   2

  است و براي اين كه بردار گراديان با بردار n
ي زير برقرار باشد  موازي باشد، بايد رابطه:  

x y z
z y , x y      


2 4 2 4 21 1 2  

x  :ي صفحه داريم  با قرار دادن مقادير فوق در معادله y z ( y) y ( y) y y y               2 2 2 2 2 2 2 2 1 12 1 2 2 4 22 1 22 22
  

)Aصورت  بنابراين نقاط تماس به    , , )
2 1 4
22 22 22

)B و  , , )
 2 1 4
22 22 22

صورت زير نوشته     ي صفحه مماس به     ها، معادله    هستند و با توجه به گزينه      

11  :شود مي
2(x ) (y ) (z ) x y z


            


2 1 4 11 11 11 111 1 2 2
22 22 22 22 2 11 2

  
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  :گيري را عوض كنيم ابتدا بايد ترتيب انتگرال  »2«ـ گزينه 13
  :بنابراين داريم

x x
y

dydx x x
I dxdy [y] dx dx ( )dx

x x x x x
    

          
3 3

3

3 31 1 1 1 1 1
4 4 4 4 4

1 1 1 4
41 1 1 1 1     

  

Ln2
4[Ln( x )] Ln( ) Ln( )      4 11 1 11 1 1 14 4 4   

  
  

Fابتدا توجه كنيد كه ديورژانس ميدان. توانيم از قضيه ديورژانس استفاده كنيم ه است، مي، يك سطح بستS  چون»1«ـ گزينه 14
برابر است با :  

divF y x (x y )    2 2 2 22 2 2


  
  :بنابراين طبق قضيه ديورژانس داريم

S V V
F.nds divFdv (x y )dv     2 22
   

zمعادله رويه . كنيم  اي استفاده مي    ستوانهگانه فوق از مختصات ا      براي محاسبه انتگرال سه    x y 2 zصورت  اي به   ، در مختصات استوانه   2 r . آيـد    در مـي   2
zكه با تلاقي دادن آن با رويه       16  شود   نتيجه ميr 2 r يا 16  rاي  بنابراين در مختـصات اسـتوانه     . 4 z 2 16،r  4 و    2     اسـت و در 
  :نتيجه انتگرال برابر است با

S r
F.nds r rdzdrd ( r r )drd d ( r r )dr ( )( r r ) ( )

   
                   2

2 4 16 2 4 2 42 3 5 3 5 4 6 12412 2 16 2 16 2 2 4 26 3     

 


  
  

uابتدا توجه كنيد، تعريف مشتق سويي در جهت بردار  »3«ـ گزينه 15 u i u j 1 2
 صورت زير است  به:  

u
h

f (x hu , y hu ) f (x , y )
D f (x , y ) lim ( )

h

  
 1 2   

 


  

uدر اين سؤال 1
1
u و2 2

3
  : و لذا داريم2

1
6u

h h h h

h
h

sin( )
h h h

f ( h , h) f ( , ) f ( h , h)
D f ( , ) lim lim lim lim ( )

h h h h   




   
    

3 2

6 4

3
8 4

1 3 1 3 9
2 2 2 2 64 16 6

   


   

   

sinارزي دقت كنيد كه در محاسبات بالا از هم: توضيح u uايم، در ضمن با استفاده از قانون كمترين درجه داريم  استفاده كرده:h h h


6 4 49 9
64 16 16.  

  

  :صورت زير است ي داده شده به ي ناحيه در مختصات كروي معادله  »2«ـ گزينه 16
Rx y z

x y z

             
         

2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2
4 4 2

SwH ½o¨ »j ¸ÃM ¾ÃeIº  

 وجود ندارد، بنابراين وهاي ها محدوديتي براي كران ي رويه چون از معادله   2و     .لذا داريم:  

R

dxdydz sin d d d d
I d sin d

(x y z ) ( )

        
     


  

      
22 2 2 2

5 5 32 2
2 2 2 22 2

   
  


2[ cos ] [ ] [ cos( ) cos( )] [ ]

( ) ( )

 
               

  

2 2
2 22

1 1 12 2 2 22 82 2 2 2
  

  

ستوكسطبق قضيه ا    »1«ـ گزينه   17
S C C

curlF.nds F.dr Pdx Qdy Rdz
  

      .  روي مرز ناحيهS،z    است، بنابراين dz       و در نتيجـه 

  :آيد صورت مقابل در مي انتگرال سمت راست به 
S C

curlF.nds Pdx Qdy  
   

  . استفاده كنيم كه حالت خاص استوكس است،توانيم از قضيه گرين باشد، براي محاسبه انتگرال اخير مي  قرار دارد و يك خم بسته ميxoy در صفحهCچون خم
zبا قراردادن  ي سطح داده شده، مرز  در معادلهCي ر صفحه را دxoyدهيم  تشخيص مي:  

zx y (z ) x y x y          2 2 4 2 2 2 22 25 16 25 9  

y

x
y 

y 1

3 3y x x y IÄ

x 1
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y z Q P
(P ,Q) ( y cos(x z ) , x e )

x y
  

       
 

2 22 22 4 4 2 2  

    :طبق قضيه گرين داريم 

18( )  2 x:مساحت ناحيه محدود به درون دايره به معادله(9 y 2 2 9(
C D D

Q P
Pdx Qdy ( )dA dA

x y

 
     

   2 2   

 در  Cي  در ادامـه از آنجـا كـه مـرز بـسته           .  كـرديم  Cي استوكس، انتگرال روي سطح را تبديل به انتگرال روي مـرز             در اين سؤال ابتدا با استفاده از قضيه       : توضيح
  .، حل مسأله را كامل كنيم)دهد  رخ ميxoyي ي استوكس است كه در صفحه كه حالت خاصي از قضيه(ي گرين  ار داشت، توانستيم با قضيه قرxoyي صفحه

  

  :آوريم، در اين صورت داريم دست مي  را بهyf وxfبراي اين كه معلوم شود نقطه موردنظر بحراني هست يا نه، ابتدا  »1«ـ گزينه 18

x

y

f ( x y )( x y xy x y )

f ( y x )( x y xy x y )

       

       

2 2 2

2 2 2
3 6 5 1 3 2 5 2
3 4 5 1 3 2 5 2

  

)در نقطه  , )9 )شود، بنابراين نقطه     برابر صفر مي   yf و xf، مقدار 11 , )9 xxراي تعيين نوع نقطه بحراني، بايـد      ب.  بحراني است  11 yy xyf f f    را محاسـبه    2
زيرا در هر دو عامل وجـود دارد        .  مشتق بگيريم  yf و xf، نيازي نيست كه از پرانتز مشترك در       xyf و xxf،yyf، با توجه به وجود    ي  اما در محاسبه  . كنيم

شوند، علامت مثبت اسـت و تـأثيري در           و در صورتي كه از آن مشتق هم بگيريم در نهايت با فاكتورگيري از آن و با توجه به اين كه اين دو در هم ضرب مي                          
xx  :بنابراين داريم.  نخواهد داشتعلامت yy xyf f f ( )        2 26 4 5 1  
چون  نقطه زيني است ،.  

  

|ي    انحناي خم از رابطه     »4«ـ گزينه   19 x y x y |

(x y )

   
 

 
3

2 2 2

xآيد، در اين سـؤال      دست مي    به  cos t و cos ty ( sin t) 1  تـوانيم بـدون      مـي . باشـد    مـي

  دانشجوي زرنگ بايد به دو موضوع توجه كند،        ! رساند  بر به نظر مي     ، كمي اين كار را زمان     yي  ي مشتقات كنيم، اما نگاهي به ضابطه        معطلي شروع به محاسبه   
  

tي  اولاً اين كه مشتق در نقطه        ه شده و چون    خواستtx sin t   لذا ،tx (t )        و اين يعني لازم نيست y    چون به هر حال در   ( حساب شودx 

tهـاي   ارزي  تواند هم   تر مي   ثانياً براي درگيري كم   ). شود  شود و مقدارش صفر مي      ضرب مي 
cos t ~ 

2
1 2،sin t ~ t       را از ابتـدا در همـسايگي t     اسـتفاده 

  : كند، پس داريم
t

t
r(t) ( , ( t) )


  

2
2 1 21 12

  

    :لذا داريم.  نوشتyLnxeتوان به شكل  را ميyxدانيم  مي

t t t t
( )Ln( t) ( )(t ) t

t
(t )t t t t t

r(t) ( , e ) ( , e ) r(t) ( , e ) ( , (t ) )
       

            

2 2 2 2 2 22 2 2 2 21 1 12 2 2 2 21 1 1 1 12 2 2 2 2 2
   

t t tr (t) ( t , t ) r ( ) ( , ) , r ( ) ( , ) x (t ) , x (t ) , y (t )                       1 1 1 1 1            

| x y x y | | y ( )( ) |

(x y ) ( ( ) )

        
    

   
3 3

2 2 2 22 2

1 1 1
1





  

tارزي در  نوشتن هم:توضيح  تر است گيري لگاريتمي و محاسبات طولاني  براي راحتي در روند محاسبات بود، طبيعي است در روش ديگر، مشتق.  
  

tچون مشتق در   »1«ـ گزينه 20   خواسته شده ابتدا در همسايگي t   ،(t)كنيم    را بازنويسي مي :  tsin t ~ t , e ~ t , sinh t ~ t1  
tدقت كنيد وقتي   ريمي كوچكتر بايد مدنظر قرار گيرد، لذا دا  ي با درجه ا ، جمله:    

(t) (t , t , t)  3 1 2  
g(t)بنابراين f ( (t)) شود صورت زير نوشته مي ، به:  

( t) ( t) ( t t ) ( t t )( t)
g(t) g (t) g ( )

t t ( t t )

            
   

4 3 2 3 2 4

2 3 2 3 2
1 2 4 2 1 2 1 27 2 81 1 2 8

1 27 1 27
  
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   94رشته مهندسي صنايع سيستم ـ سراسري   
  

 1 ـ فرض كنيدf (x)اگر .  حقيقي است باشد كه داراي سه ريشه3اي از درجه    يك چند جملهf ( i) 2   :، آنگاه داريم8
fهاي  تمام ريشه) 1 (x)2  . با يكديگر برابرند (f (x) دارد1 يك ريشه مثبت با درجه تكرار .  
fهاي  تمام ريشه) 3 (x)4  . اعدادي مثبت هستند (f (x) دارد2 يك ريشه مثبت با درجه تكرار . 

 2هاي  يك در مورد همگرايي يا واگرايي سري ـ كدام
n n

n n
n










1

3 4
2 5

 و 
n n

n n n
n





 

 


1

1 2 3
4 5 6

   به ترتيب از راست به چپ صحيح است؟

  همگرا ـ واگرا) 4  همگرا ـ همگرا) 3   همگرا واگرا ـ) 2  واگرا ـ واگرا) 1

 3   ـ اگرna   و nb          دو دنباله مثبت باشند و به ازاي هر n    داشته باشيم n

n

a n

a n
 


1

n و   1

n

b n

b n
 


1

1
 nb و   na، در اين صورت     

  به ترتيب از راست به چپ كدام است؟
   همگرا واگرا ـ) 2  واگرا ـ واگرا) 1
 همگرا ـ واگرا) 4  .توانند همگرا يا واگرا باشند هر دو سري مي) 3

 4 ـ بازه همگرايي
n

n

n

e
( x)

n






1
   برابر كدام است؟4

1 (( , )
e e

 
1 14 4  2 (( , ]

e e
 

1 14 4  3 ([ , ]
e e

 
1 14 4  4 ([ , )

e e
 

1 14 4  

 5 ـ فرض كنيد    f : , ,2 در اين صورت كدام گزينه در مورد معادله .  تابعي پيوسته باشد2 
x

x f t dt  
2

1 9


  ، صحيح است؟

  .دقيقاً دو جواب دارد) 2  .دقيقاً يك جواب دارد) 1
]دو جواب در ) 4  .جواب ندارد) 3 , ] ] و يك جواب در 1 , ]1  . دارد2

 6هاي ناسره  ـ انتگرالsin x
dx

x



1
sin و  x

dx
x

 


1 3

1
1

   به ترتيب از راست به چپ كدام است؟

  همگرا ـ واگرا) 4   همگرا واگرا ـ) 3  همگرا ـ همگرا) 2  اگراواگرا ـ و) 1

 7 ـ مقدار
n

n

n





2
12 7

  ، برابر كدام است؟

1 (1
27  2 (7

27  3 (

11

27 49  4 (

22

27 49  

 8 ـ
n

n n n

n

e e e
lim

n
ln( ) ln( ) ln( )

n n n


  

  

1 2

1 2



  ، برابر كدام است؟

1 (
e


1  2 (

e

1  3 (e 1  4 (e1  

 9 ـ فرض كنيد


n n

dx
I

(x )





1

2 4
  يك از روابط زير صحيح است؟ ، در اين صورت كدام

1 (I I 5 4
132 7 625  2 (I I 5 4

132 8 625  3 (I I 5 4
132 16 625  4 (I I 5 4

132 15 625  

 10رو، كدام است؟ ـ مقدار انتگرال روبه  


x

( x) x

e dx

e e 


21
2 21

  

1 (  2 (1
2  3 (1  4 (2

3  
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 11 ـ انحناي منحنيx acos t y  و 3 asin t  در 3 t  2كدام است؟ ،  

1 (
a sin t

2
3 2  2 (

a cos t

2
3 2  3 (

a cos t

3
3 2  4 (

a sin t

3
2 2  

 12 ـ مشتق سوئي تابعf (x, y, z) x y 2 x در يك نقطه دلخواه از رويه 2 y z  2 2 2    در جهت نرمال خارجي رويه در آن نقطه برابر كدام است؟4

1 (x y2 2  2 (x y2 2  3 ((x y )2 22  4 ((x y )2 22  

 13هاي مطلق تابع  ـ اكسترممw x y  y در ناحيه مشترك بين 2 z 2 2 x و 1 y z     ، كدام است؟1

نيمم  ماكزيمم صفر، مي) 1   نيمم صفر ، مي2ماكزيمم) 2  2

2ماكزيمم) 3 2نيمم  ، مي2  نيمم صفر ، مي2ماكزيمم ) 4  2

 14 ـ اگرu ( xy y )


  
1

2 21 u باشد، حاصل 2 u
x y

x y

 


 
  ، كدام است؟

1 ((y xy)u2 2  2 (( xy y )u 22  3 (y u2 3  4 (xyu3  

 15 هرگاه ـC مثلثي با رئوس ( , )  و ( , )1  و ( , )1انتگرال  در جهت مثلثاتي باشد، مقدار 
C

xydx (x y )dy  2 2كدام است؟ ،  

1 (1
6  2 (1

2  3 (5
6  4 (2

3  

 16 ـ مقدار
D

(x y )dV 2 1 ناحيه محدود به D را بيابيد كه در آن 2
z اول و مخروط 8 x y 2 r و استوانه 2 sin باشد  مي.  

1 (6
75  2 (7

75  3 (9
75  4 (8

75  

 17    ـ فرض كنيد F x,y, z (xy , yz ,x z) 2 2  حول مبدأ باشد، مقدار      3اي به شعاع       كره S، اگر   2
S

F.ds    كدام است؟ n
      بردار عمود بر سـطح 

  . به سمت بالا است

1 (962
5  2 (968

5  3 (972
5  4 (97

5  

 18    ـ فرض كنيدS اي باشد كه بين صفحه         رويهxy   و x y z  2 2 zن   واقع است كه در آ     4   شار برونسوي عبوري از     . باشد   ميS  به وسيله
  

F(x,y,z) xi xzj z k     ، كدام است؟23

1 (132
3  2 (134

3  3 (138
3  4 (136

3  

 19 ـ فرض كنيدSاي باشد كه   سطح ناحيهx y z  2 3 fكند و   از ربع اول جدا مي6 (x, y, z) x y مقدار . باشد  مي
S

fdsكدام است؟ ،  

1 (2 14  2 (3 14  3 (5 14  4 (4 14  

 20رو، در مختصات كروي، معرف چه شكلي است؟  ـ معادله روبه  sin sin( ) cos


     

123 54  

  يك كره) 4  يك استوانه) 3  يك صفحه) 2  يك خط) 1
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   94رشته مهندسي صنايع سيستم ـ سراسري پاسخنامه   
  

fتابع   »1«ينه ـ گز1 (z) az | كه در آن 3 a |1است و براي آن داريم 3ي  اي از درجه   است، يك چند جمله :  | f ( i) | | a( i) | | a |  32 2 8 8  
fبنابراين  (z) az zهاي آن عبارتند از  ي ريشه كند و همه  در شرط داده شده صدق مي3   .تواند صحيح باشد مي) 1 ( فقط گزينه .  

 

nدانيم كه سري هندسيِ       مي »3«ـ گزينه   2

n

ar





1
| همگراست هرگاه     r |1 از طرفي در صورت و مخرج كسر با جملاتي سروكار داريم كه از لحاظ              .  باشد

 در ايــن صــورت رشــد بزرگتــر باشــند،
n n

n n
n










1

3 4
2 5

 بــا 
n

n
n

n n

( )
 

 
 

1 1

4 4
55

rارز اســت كــه يــك ســري همگــرا بــا   هــم 
4
باشــد و ســري   مــي5

n n

n n n
n





 

 


1

1 2 3
4 5 6

 با سريِ 
n

n
n

n n

( )
 

 
 

1 1

3 3
66

r معادل است كه اين سري يك سري همگرا با  
3
  .  است6

 

nهاي متناوب اگر      در مورد  سري     »1«ـ گزينه   3

n n

a
lim | |

a



1 n باشد، سري همگراست و اگر   1

n n

a
lim | |

a



1  باشد، سـري ممكـن اسـت همگـرا يـا      1

nهاي مثبت، اگر  واگرا باشد، اما در مورد سري

n n

a
lim

a



1 nهمگراست و اگر  باشد، سري 1

n n

a
lim

a



1   .  باشد، سري واگرا خواهد بود1

n  :حال طبق شرايط داده شده داريم

n nn

b n
lim lim

b n


 
 


1 1

1
n   و  

n nn

a n
lim lim

a n


 
 


1 11  

  .  واگرا هستندnb و naبنابراين هر دو سري 
 

)ها شامل بازه     از آنجا كه همه گزينه     »2« گزينه   ـ4 , )
e e

 
1 14  هستند، بنابراين كافي اسـت همگرايـي سـري تـواني داده شـده را در نقـاط ابتـدايي و        4

xانتهايي يعني در 
e

 
  .  بررسي كرد14

xبه ازاي 
e

 
  :  داريم14

n n
n n

n n n n

e e
( ( )) ( )

e en n n
n

   

   
        1

1 1 1 1 2

1 1 1 14 4  

P با Pاين سري يك سري نوع   
1 xبنابراين . است كه واگراست12

e
 

  .  متعلق به بازه همگرايي نيست14

xاز طرفي به ازاي 
e

 
  : داريم14

n n
n

n n

e ( )
( ( ))

en n

 

 


   

1 1

1 14 4  

naاين سري يك سري متناوب با       
n


n مثبت و نزولي است و       na است كه    1

n n
lim a lim

n 
 

1  .   هاي متنـاوب، سـري       طبق آزمون سري

xفوق همگراست و بنابراين 
e

 
I: ازپس بازه همگرايي سري داده شده عبارتست .  متعلق به بازه همگرايي است14 ( , ]

e e
  

1 14 4.  

 

uگيري از طرفين تساوي داده شده به كمك فرمول مشتق از انتگرال، يعني       با مشتق  »3«ـ گزينه 5

a
( f (t)dt) u f (u) داريم ، :    

  x txf (x ) f (x ) f (t)
x t

    
22 2 9 99 2 2 2

  

x  :ريم در معادله داده شده داfبا جايگذاري ضابطه  x
x dt x ( t ) x

t
      

2 29 91 9 1 9 2 1 922 
x 9  1   

  .كه تساوي حاصل غيرقابل قبول است و اين بدين معناست كه معادله جواب ندارد
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sinدهيم كه   در زير نشان مي  »2«ـ گزينه 6 x
dx

x


1همگراي مشروط است  .  

sin             : نويسيم  ميروبروابتدا انتگرال داده شده را به صورت   x sin x
I dx dx

x x





  

2

1
2

  

sinانتگرال x
I dx

x



 
2

1
sin براي محاسبه. يك انتگرال عادي است و بنابراين همگراست x

dx
x






2

  .كنيم  از روش جز به جز استفاده مي

sin x cos x sin x sin x
dx dx dx

x x x x

  

  




     
2 2 2

2 2
2

                       u du dx
x x

dv sin xdx v cos x

   

    

2
1 1

  

sinگرال اخير همگـراي مطلـق اسـت، زيـرا         و انت  x
| |

x x
2 2

dx و 1

x






2
sinشـود   از بحـث فـوق نتيجـه مـي        .  همگراسـت  2 x

dx
x






2

 حـال ثابـت     . همگراسـت  

|كنيم مي sin x |
dx

x



1يا به عبارتي | sin x |
dx

x






2

  . واگراست

|              :روبروفاده از نامساوي با است sin x | sin x cos x

x x x


 

2 1 2
2  

cosكافي است نشان دهيم x
dx

x








2

1 |و آنگاه طبق آزمون مقايسه انتگرال). به عهده دانشجو( واگراست 2 sin x |
dx

x






2

  . واگراست

sinانتگرال :توضيح x
dx

x



ديريكله معروف است و مقدار آن برابر به انتگرال 
  .باشد  مي2

sinواضح است كه در بازه       x
: [ , )

x
x


 


33
2

1 2 1
1

dxدانيم كه      است، از طرفي مي    

x


 3

2

2


P با   P يك انتگرال ناسره نوع       1      و همگراسـت بنـابراين 

sinها  مقايسه براي انتگرالطبق آزمون  x
dx

x

 


1 3

1
1

  .  همگراست

  ) باشد مدرسان شريف مي) 1( كتاب رياضي عمومي 244  صفحه 101اين سؤال عيناً مثال (
 

n  : هندسي داريم   ابتدا دقت كنيد كه طبق فرمول مجموع سري    »4«ـ گزينه 7

n

x
x






 1
1

  

n  :ن داريمگيري از طرفي   با مشتق

n

nx
( x)








 1

2
1

1
  

n  : كنيم   ضرب ميxطرفين را در 

n

x
nx

( )






 1 1
    

n  : گيري مجدد خواهيم داشت    با مشتق

n

( x ) x( x) x
n x

( x) ( x)






   
 

 


22 1
4 3

1 2 1 1
1 1

  

n  : رسيم  ميمقابل به فرمول xبا ضرب طرفين در 

n

x( x)
n x , | x |

( x)






 


 2

3
1 1

1
  

xبه ازاي  
1
  : داريم7

n n
n n

n n

( )

 


 


    

2 2
1 33

1 8
1 1 8 17 7

67 7 277 7 6
7

 
  

nبنابراين با خارج كردن جملات    و n 1داريم  :  
n

n

n




  


2
1

2

1 1 22
27 49 27 497

             
n

n

n




  
2

1
2

1 1
49 277

  
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] در بازه fدانيم كه اگر تابع  مي   »4«ـ گزينه 8 , ]1پذير باشد آنگاه   انتگرال
n

n i

i
lim f ( ) f (x)dx

n n 
 

1

1

1


.   

 با ضرب صورت و مخرج كسر داده شده در  
n

  : داريم1

in
xn x

i
nn

i

e ee dxn e
lim e

i Lnxdx (xLnx x)Ln( )
n n







    

 


 



1
1

1

1

11
1 11 11










  

توجه كنيد كه 
x
lim xLnx





 .  

 

nيابتدا فرمول كاهش مرتبه برا  »1«ـ گزينه 9 n

dx
I

(x a )



 2   :داريمروش جزء به جزء آوريم، با استفاده از   را به دست مي2

n n

nxdx
u du

(x a ) (x a )

dv dx v x


    

 
   

2 2 2 2 1
1 2

  

n  :بنابراين n n n n

x x x (x a ) a
I n dx n dx

(x a ) (x a ) (x a ) (x a ) 
 

   
    

2 2 2 2
2 2 2 2 1 2 2 2 2 12 2  

n n n n nn n

x x n
I nI na I I I

(x a ) na (x a ) na
 


        

 
2

1 12 2 2 2 2 2
1 2 12 2

2 2
  

aبا جايگذاري   n و 2    : داريم4
x ( )

I ( ) I I ( ) I I I
( )( ) (x ) ( )( )


        


32

5 4 5 4 5 42 2 4 2
11 2 4 1 1 1 7 132 732 625 32 6252 4 2 4 2 4 2




  

 

tبا تغيير متغير  »2«ـ گزينه 10 x 
1
x خواهيم داشت 2 t 

1
2 .  

(t ) t tx

( x) x ( t) (t ) t t t t

e dx e dt e
dt

e e
e e e e

  

       
 


 

  

2 22

2 2 2 2 2 2

1 11 12 41 2 2
1 11 1 1 11
2 22 2 4 4


  

teبا ساده كردن  
2 1

  : از صورت و مخرج خواهيم داشت4

t t t t t t t

t t t t t t

e (e e ) (e e ) e e
I dt dt ( )dt

e e e e e e

  

    

   
   

  
  

1 1 1
2 2 2
1 1 1
2 2 2

1 1 12 2  

بع تا
t t

t t

e e

e e







I  : بنابراين داريم. شود  فرد است و انتگرال آن در اين بازه صفر مي  dt


 

1
2
1
2

1 1
2 2  

 

|انحناي منحني پارامتري با فرمول   »1«ـ گزينه 11 x y y x |

((x ) (y ) )

   
 

 
3

2 2 2
  :با توجه به ضابطه داده شده داريم. آيد به دست مي

x a cos t x (t) a sint cos t , x (t) a cos t a sin t cost
C :

y a sin t y (t) a cost sin t , y (t) a sin t a sin t cos t

          
       

3 2 3 2

3 2 3 2
3 3 6

3 3 6
  

  :با قرار دادن مقادير فوق در رابطه انحنا داريم

  | ( a sin t cos t)( a sin t a sin t cos t) ( a cos t sin t) ( a cos t a sin t cos t) |

(( a sin cos t) ( a cos t sin t) )

      
 

 

2 3 2 2 3 2
3

2 2 2 2 2

3 3 6 3 3 6

3 3
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  | a sin t cos t a sin t cos t a cos t sin t a sin t cos t |

( a sin t cos t a cos t sin t)

  




2 4 2 2 2 4 2 4 2 2 4 2
3

2 2 4 2 2 4 2

9 18 9 18

9 9
    

| a sin t cos t a sin t cos t | | a sin t cos t(sin t cos t) |

( a sin t cos t(cos t sin t)) (( a sin t cos t) )

   
 



2 4 2 2 2 4 2 2 2 2 2
3 3

2 2 2 2 2 22 2

9 9 9

9 3
  

a sin t cos t

| a sin t cos t | | a sin t || ( a sin t cos t) | | a sin t |
   

2 2 2
3

9 1 1 2
33 3 23 22

  

  

uبردار يكه»  2«ـ گزينه 12
 كنيمي داده شده است به صورت زير محاسبه ميكه همان نرمال خارجي رويه:  

g(x , y,z) x y zg ( x , y, z) (x , y,z) (x , y,z)
u n

| g | x y z x y z

   
    

    

2 2 2 4
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

24 4 4 2


   

fحال


f  :كنيم را به صورت زير محاسبه مي f f
f i j k xi yj k ( x , y, )

x y z

  
        

  
2 2 2 2

      
   

u  :در اين صورت
(x , y,z)

D f (x , y,z) f (x , y,).u .( x , y, ) x y     2 22 22


    

  
  : از دو محدوديت داده شده، داريمzفبا حذ: روش اول  .ها صحيح نيستكدام از گزينهـ هيچ13

x y z
y ( x y) y x x y xy

y z

             
 

2 2 2 2
2 2

1
1 1 2 2 2 2

1
  

h(xاين محدوديت جديد را با , y)  هاي مطلق اكنون اكسترموم. دهيم  نشان ميwرا با قيد h(x , y)  آوريم دست مي  به:  
yx

x y

ww
y x x y x x

h h x y y x
              

   
1 2 4 2 2 4 4 4 2 2 12 2 2 4 2 2  

xبا جايگذاري 1ي   در معادلهhداريم :  y y    2 12 1
2

  

)Aپس نقاط , )
11
2

)B و , )
11
2

  . هستندw نقاط بحراني

w داريمAي قطهدر ن    
21 1 2
2

w داريمBي  و در نقطه  1 1 عبارتند ازw بيشترين و كمترين مقدار2 1 و2 2.  

g(xبا فرض: روش دوم , y,z) y z  2 2 h(x و1 , y,z) x y z   1دهيم، تابع لاگرانژ را به صورت زير تشكيل مي:  
F(x , y,z , , ) f (x , y,z) g(x , y,z) h(x , y,z) x y (y z ) (x y z )                 2 22 1 1  

  :معادلات زير بايد همزمان برقرار باشد، يعني

x

y

z

y

z

F

F y y y

F z z z

F y z ( ) ( )

F x y z
















        


              

             


                           
      

1

1

1
2 2 2 2 22

1 2 2 2
2

1 1
12 2 2 1 2

12 2 1 2

1 1 1 1 2 1 11 1 1 12 2 2 24 4 4
1

 

  

  

   

 
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ــر ــه اگـ در نتيجـ 
1
2

ــاه،  yآنگـ  
2

z و2 
2

x و2 1  ــابع ــدار تـ ــورت مقـ ــه در ايـــن صـ ــت، كـ ــر اســـت  w اسـ ــه برابـ  در ايـــن نقطـ

wبا x y ( )      
22 1 2 1 و اگر . 22

 
1
2

y، آنگاه  
2

z و 2  
2

x و 2 1         است، كه در اين صورت مقدار تابع w     در اين نقطـه 

w  :برابر است با x y ( )     
22 1 2 1 22  

 

u  :ابتدا دقت كنيد كه داريم   »3«ـ گزينه 14 ( xy y ) ( xy y ) u
       

1
2 2 221 2 1 2  

  : داريمy و x نسبت به  uگيري از  اكنون با مشتق

u
( x y)( xy y ) (x y)u

y


       



3
2 321 2 2 1 22                   u

( y)( xy y ) yu
x


     



3
2 321 2 1 22  

u  :با جايگذاري در عبارت موردنظر داريم u
x y xyu y(x y)u y u

x y

 
    

 
3 3 2 3  

  
Fبا فرض ميدان برداري    »1«ـ گزينه 15 Pi Qj xyi (x y ) j    2 2   

  : و به كمك قضيه گرين داريم

xy xy xy
C

R R R

Q P
W Pdx Qdy ( )dA ( x x)dA xdA

x y

 
      

    2  

)الزاويه با رئوس   مثلث قائمxyRر آن كه د , )  ،( , )1  و ( , )1باشد  در جهت مثلثاتي مي .  

xy

x

R

x
W xdA xdydx xy dx

   
     

1 1 1 1
   

  

x x
x( x )dx ( x x)dx

 
              

3 21 1 2 1 1 1 2 3 11 3 2 3 2 6 6  
  

 
  :گانه به شكل زير خواهد بود هاي انتگرال سه وضيحاتي كه در صورت سؤال آمده است، كرانبا توجه به ت  »4«ـ گزينه 16

xy xy

x y

D R R

I (x y )dV (x y )dzdA (x y ) dA



        

2 2 3
2 2 2 2 2 2 2  

)اي به مركز  دايره   نيمxyRكه در آن  , )
1
2 1 و شعاع

  . صات است واقع در ربع اول صفحه مخت2
  

  :به كمك تغيير متغير قطبي، مقدار انتگرال دوگانه حاصل برابر است با

xy

sin sin

R

sin
I (x y ) dA (r ) rdrd r drd d

 
  


            

33 52 2 2 422

2 2 2
5

  
 

  

(sin ) sin d ( cos ) sin d          2 2 2 2

2 2

1 1 15 5
   

uبه كمك تغيير متغير  cos  وdu sin d   داريم :  
u u

I ( u) du ( u u )du (u )
  

         
3 52 2 4 1

1 1
1 1 1 2 81 1 25 5 5 3 5 75
 

  

 
  :به كمك قضيه ديورژانس داريم  »3«ـ گزينه 17

S T

F.nds divFdV
 

    

Fكه در آن  F F
divF

x y z

  
  
  

1 2 3
  : داريمFبنابراين با توجه به ضابطه .  است

S T

F.nds (y z x )dV    2 2 2 
    

1

1 y  

y x 1  

xyR

1

1

2



xyR r sin 
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xو با توجه به اينكه باشد، با استفاده از تغيير متغير در مختصات كروي   مي3اي به مركز مبدأ و شعاع   كرهTكه در آن  y z   2 2 2   : داريم2

T

(x y z )dV sin d d d sin d
   

                
52 2 32 2 2 2 2 32 5    

  

( ) sin d ( cos ) ( )
   

         
243 486 486 9722 1 15 5 5 5

  

 در صورت سؤال اشتباهاً به جاي :نكته
S

F.nds تايپ شده 
S

F.ds.  

  
  : برابر است باSدانيم كه شار برونسوي عبوري از   ميبا استفاده از قضيه ديورژانس   »4«ـ گزينه 18

S T

I F.nds divFdV  
 

   

Fكه در آن  F F
divF

x y z

  
  
  

1 2 3
  : و توضيحاتي كه در صورت تست آمده داريمFبا توجه به ضابطه . 

xy xy xy

x y

S R R R

x y
I F.nds ( z)dzdA ( z z ) dA ( ( x y ) ( x y ) )dA

                  
2 2 2 24 2 2 2 2 2 243 2 3 3 4 4



  
  

x تصويررويه   xyRكه در آن     y z  2 2 zباشد، با قرار دادن      مي xy در صفحه    4         تصوير رويه مذكور در صفحه ،xy   اي   آيد كه دايره     به دست مي
xبه معادله  y 2 2   :بنابراين با تغيير متغير قطبي داريم. 2اي به مركز مبدأ و شعاع   است، يعني دايره4

I ( ( r ) (r ) )rdrd ( r r r )dr


         
2 2 22 2 2 3 53 4 2 12 3
  

  

r
( r r ) ( ) ( ) ( )

 
             

62 4 23 32 32 36 32 1362 6 2 24 12 2 12 24 6 3 3 3 3  
 

  :كنيمايِ داده شده به صورت مقابل عمل ميي انتگرال رويهبراي محاسبه  »3«ـ گزينه 19
xy

zS R

| g |
fds f (x , y,z) dA

| g |


 



  

  . استSي ي رويه معادلهg و xyي  در صفحهSي تصوير رويهxyRكه در آن

xyS R

| i j k |
fds (x y) dA

| |

 
  

2 3
1

  

  

xx y
(x y) dydx (xy ) dx

  
       

22 2 23 2 32 2 2 33 2 3 1 14 2  


  

( x )
(x( x ) )dx ( x x x x )dx

 
          

2
3 3 2 2

2 22 2 2 4314 2 14 2 23 2 3 9 3 

x x
( x x )dx ( x) ( )            

33 23 24 2 414 2 14 2 14 4 3 6 5 149 3 27 3 
 

 

sin  : داريمبا ضرب طرفين تساوي داده شده در   »2«ـ گزينه 20 sin( ) cos


      3 5 124  

)sinحاد مثلثاتي  به كمك ات ) sin cos cos sin       داريم :  sin ( sin cos ) cos        
2 23 5 122 2  

cosدانيم كه در مختصات كروي  از طرفي مي z   ،sin sin y    و sin cos x   آيد ، بنابراين معادله فوق به صورت زير در مي:  

(x y) z x y z      
3 2 3 2 3 25 12 5 122 2 2  

  . باشد شود، معادله حاصل معادله يك صفحه مي همانگونه كه ملاحظه مي
 

 

x
0

1

1

2

y

2 3

xyR

2
y x 2

3
  
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  91  سراسري علوم كامپيوتر ـرشته  
  

 1 هندسي ـ در صفحه مختلط مكانzهايي كه Re z
Re( i)

z i | z |
 

 2
1   ، كدام است؟2

1(z bi 
1
zيا2 bi  

1
bكه2 R 

2( z biياz bi  
1
bكه2 Rوb   

3(z biياz a i 
1
bكه2 Rوaوb  وb  1 

4(z biياz a i 
1
bكه2 Rوaوb  وb  1 

 2 فرض كنيدـF(t) t 5 uدر اين صورت. 2 sin x F(sin y sin x)  مقدار عبارت ،u u
cos x cos y

y x

 


 
  كدام است؟

1(cos x cos y 2(cos x sin y 3(sin x sin y 4(sin x cos y 

 3 ي نبالهاگر براي دـn{a nداشته باشيم{
n

n
lim | a | a


،(a )آنگاه شعاع همگرايي سري تواني 


n
n

n

a x



    است؟كدام2

1(a

a
 2(a 3(a a 4(a2 

 4حاصل ـ 

x

x

t

x t

( e dt)
lim

e dt






2

2

2

2




    كدام است؟

1( 2 (1 3(e2 4(e2 

 5  ريزيم  متر مكعب بر ثانيه آب مي5 متر است با سرعت ثابت 4متر و ارتفاع 3ي  كه داراي شعاع قاعده) مطابق شكل(در داخل يك ظرف مخروطي     ـ .
  بالا آمدن آب در داخل ظرف چقدر است؟متري قرار دارد، سرعت 2زماني كه سطح آب در ارتفاع 

1(

5

9      2(


15
3 

3(


2
9
      4(


2
3
  

 6 سريـ

n

n

n!





  
1

1     ، به كدام مقدار همگرا است؟2

1(e
1
2 2 (e 3(e

3
2 4(e 

3 1
2 2  

 7 كدام انتگرال ناسره، همگراست؟ـ    

1(dx

ln x



2 2( dx

x sin x



1 2 3
 3( cos x dx



1 4( x dx

x



1 1 

 8 مقدار انتگرال معينـ


dx

sin x cos x




6

2 23
    كدام است؟ 

1(
12 2( 3

12 3( 3
4 4( 3 

 9 انحناي منحنيـ 
r(t) ti (cosh t) j كدام است؟    

1(cos t3 2(cosh t3 3(
cosh t2

1
 4(

cosh t3
1
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 10 مشتق سويي تابعمقدار ـxyf (x, y) eدر نقطه( , )1 و در امتداد بردار1
A ( , ) 

1 3
2      است؟كدام2

1(e
( )1 32 2( e

( )1 32 3( e
( ) 1 32 4( e

( ) 1 32 

 11 مقدار مساحت محصور در داخلـ( x y) ( x y)   2 24 3 2     كدام است؟25

1(25
2 2(5

2 3(25  4(5  

 12 كنيد فرض ـTناحيه مثلثي شكل با رئوس ( , ) ،( , ) و( , )مقدار. است
T

cos(x y)dAبرابر است با:    

1 (4- 2 (2- 3 (2 4 (4  
 13  يدفرض كن ـاي به مركز مبدأ و شعاع          دايره مرزR    اگر. است) جهت مثبت (هاي ساعت      در جهت خلاف عقربهF (F ,F ) 1 ميدان برداري باشـد    2

xyكه
F y e

x y


  



2
1 2 2 xو2

F x tan y
x y

  


2
2 2 ، در اين صورت2 F.dr


؟كدام است    

1(2 2((R ) 2 1 3(( R ) 23 2 4(( R ) 22 2 

 14  ي  كنيد معادله فرض  ـf (xy, z x) 2  ،z       را به طور ضمني برحسب x   و y       بيان كند و مشتقات نسبي f يـك از   كدام.  موجود و هرگز صفر نشوند
     است؟درستموارد زير 

1(x yxz yz x  2 2(x yxz yz x  2 3(x yyz xz y  2 4(x yyz xz y  2 

 15  اگر  ـS   ي  بخشي از كـرهx y (z )   2 2 21  قـرار دارد و xyي   باشـد كـه بـالاي صـفحه    5
N   ـ   باشـد  Sه خـارج بـر   بـردار قـائم يـك رو ب

و
F (sin(x z) y, x cos(z y),sin(x y xy ) z)    2 2 2 23 ، مقدار6 

S

curlF.Nds؟كدام است    

1(8 2(12 3(16 4(2 

  91 علوم كامپيوتر ـ سراسري رشتهپاسخنامه 
  

zاگر  »4«گزينه ـ 1 x iy دانيم ، ميRe(z) xو همچنين | z | x y 2 iي با محاسبه. 2
z i



1   : داريم2

x (y )i x (y )i
i i ( ) i i

z i x (y )i x (y )i x (y )i x (y )

   
       

        2 2
1 1 1 1 12 2 2 21 1 1 1

  

x
Re( i) (I)

z i x (y )
  

  2 2
1 2

1
  سمت چپ 

Rez Re(x iy) x
(II)

| z | x y x y


  

 2 2 2 2   ت راستسم 2

x  :از تساوي اين دو عبارت خواهيم داشت x

x (y ) x y


  2 2 2 21
  

xپس يا  است يا با حذفxاز طرفين داريم:    x (y ) x y y y y y y             2 2 2 2 2 2 11 2 1 2 1 2  

xپس يا  يا y  
1
  .صحيح است) 4(دهد گزينه  ن مي كه نشا2

 
  : يابيم ابتدا مقدار عبارت موردنظر را مي  »1«ـ گزينه 2

u
cos x. cos x( cos y.F (sin y sin x)) cos x.cos y.F (sin y sin x) ( )

y

      


1  

u
cos y. cos y[cos x cos x.F (sin y sin x)] cos ycos x cos ycos xF (sin y sin x) ( )

x

       


2  

cos  :دست آمده داريم كردن عبارات به حالا با جمع x.cos y
( ),( ) u u

cos x cos y
y x

 
  

 
2 1  
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nكنيم   طبق صورت سؤال فرض مي     :ش اول رو  »1«ـ گزينه   3
n

n
lim | a | a


              ِدر اين صـورت شـعاع همگرايـي سـري تـواني n
n

n

a x






 برابـر اسـت     

Rبا
a


1 داشته باشيم شعاع همگرايي به توانnx2، در سري تواني،nx حالا طبق متن درس اگر به جاي1

  :رسد پس  مي2

a a
R ( )

a aa a
   

1
21 1  

  :كنيم  با استفاده از آزمون ريشه، ناحيه همگرايي و سپس شعاع همگرايي را تعيين مي:روش دوم
nn

n
n

a a
lim | a x | a | x | | x | | x | | x | R

a a aa
         2 2 2 1 11  

 

حد فوق مبهم و از نوع  »1«ـ گزينه 4


  :  است، پس با توجه به قاعده هوپيتال و مشتق از انتگرال داريم
x x x

x

t t x t
x

x x xx x x x xt

( e dt) ( e dt)(e ) e dt eHOP HOPlim lim lim lim lim
xe e xee dt

    
   



  



2 2 2 2 2

2 2 22

2

22

2 2 2 1 1
2

  



  

 

V بگيريم حجم آب درون ظرف       r باشد شعاع سطح مقطع آب را        hاگر زماني كه ارتفاع آب درون ظرف          »3«ـ گزينه   5 r h  21
به شكل  با توجه   .  است 3

rداريم  h
3 r در نتيجه 4 h

3
V و لذا 4 h


 33

  : گيري از رابطه حجم داريم  اكنون با مشتق ،16
  




2
9

dV dh dh dh
h ( )

dt dt dt dt

 
       2 23 33 5 3 216 16  

 

n(nبا استفاده از روابط   : روش اول   »3«ـ گزينه   6 )
n 

   
11 2  و 2

n
x

n

x
e

n!







 xeلـورن   اگـر در سـري مـك      . دهـيم    ، به سؤال جواب مـي      

xمقدار 1را قرار دهيم، تساوي 
n

e
n!




 1


  .آيد  به دست مي

n n n n n n

n(n ) n n n n
S S e ( )*

n! (n )! n! n! n! n!

     

     

  
        

     
1 1

1 1 1 1 2 1 2 1 1
2 2 1 2 2 2 2   

  يحاصل سر

حالا كافيست مقدار سري
n

n
S

n!




 1


  : را حساب كنيم

e
3
2S e e  

1
2

( )*

n n n

n
S S e

n! (n )! n!

  

  
     

  1 1
1

1 1
1 

  

 
  . هستند داراي ناسرگيها در ي گزينه همه. كنيم ها را جداگانه بررسي مي گزينه  »2«ـ گزينه 7

 شرط همگرايي انتگرال   ):1(بررسي گزينه   
p q

dx

x Ln x


2   آن است كه p 1  باشد يا p 1 و q  pدر اين انتگـرال داريـم  .  بشد 2  و q 1س ايـن   پ ـ

  .انتگرال واگراست

txدر ضمن با استفاده از تغيير متغير       e  توانيد انتگرال را به صورت       هم مي
t

Ln

e
dt

t


  درآوريد كه به وضوح واگراست چون سرعت رشد صورت بيـشتر از             2

  .مخرج است
sin با استفاده از كران داري):2(بررسي گزينه  xتوان اين انتگرال را با انتگرال  ميdx

x



 21 3
  .ي حدي كرد  مقايسه

  .پس انتگرال همگراست.  درجه بيشتر است2ي صورت،  ي مخرج از درجه درجه

3

r

h

4

 ي لغزاندن حدود قاعده

 ي لغزاندن حدود قاعده
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در واقع . وضوح اين انتگرال واگراست زيرا شرط لازم براي همگرايي را ندارد             به ):3(بررسي گزينه   
x
lim cos(x)


 وجود ندارد پس واگرا بودن انتگرال واضـح    

شرط لازم براي همگرايي انتگرال[. است
a

f (x)dx

آن است كه 

x
lim f (x)


 شود [ 

 شرط لازم براي همگرايي برقرار نيست زيرا       ):4(بررسي گزينه   
x

x
lim

x
 


11  . توان واگرا بودن را      ي صورت و مخرج هم مي       ن با توجه به درجه    در ضم

  .تشخيص داد
 

cosبا تقسيم صورت و مخرج بر  »2«ـ گزينه 8 x2داريم  :  
dx

dx dx dxcos x ( ) ( )
sin x cos x sin x tg x cos x cos xtg x

cos x

   

  
  

   
6 6 6 62

2 2 2 2 2 22
2

1
1 3

13 3 3 11 3
   

  

uبا انتخاب tgxداريم  :dx
du

cos x
 duال به صورت پس فرم انتگر2

a u
 2 2

uدانيم حاصل آن برابر باشد و مي  مي1
Arctg

a a

  :شود، پس داريم  مي1

tgx
[ ]Arctg( ) Arctg( tgx) 

1 1 3 31 13 3
3 3

   حاصل انتگرال

  :با توجه به حدود بالا و پايين انتگرال داريم
 3

12I Arctg[ tg( )] Arctg( ) Arctg
 

         
3 3 1 3 33 3 13 6 3 3 3 43

  

 

r(t)انحناي خم پارامتري   »3«ـ گزينه 9 x(t) i y(t) j 
 ي ، از رابطه| x y x y |

(x y )

   
 

 
3

2 2 2
  :شود، بنابراين داريم  انحنا، محاسبه مي

x (t) , x (t) , y (t) sinh t , y (t) cos ht      1  
cosht cosht

cos ht cosh t
( sin ht)

   


3 3 2

2 2

1

1
   

 
  :آوريم راديان را به دست ميهاي جزئي، بردار گ ي مشتق ابتدا با محاسبه  »4«ـ گزينه 10

xy xy
x yf ye e , f xe e f ei ej            

  
  

Aتوانيم ابتدا بردار مي
اش تقسيم كنيم و سپس بردار به دست آمده را در گراديان ضرب داخلي كنيم  را بر اندازه:  

i j i jA
i j

| A |
( ) ( )

   
    

 2 2

1 3 1 3
1 32 2 2 2
2 21 31 3

4 42 2

     
 بردار يكه u

  

e
( )


1 32f .u (ei ej).( i j)      

1 3
2 2

    مشتق جهتي   

 
uبا استفاده از تغيير متغيرهاي      »2«ـ گزينه   11 x y 4 v و 3 x y 2  ي  ي دايره   ، به معادلهu v 2 2 رسيم، واضح اسـت؛ مـساحت ناحيـه       مي 25

  :آيد از طرفي ژاكوبين اين تغيير متغير به شكل زير به دست مي.  است25ت جديد برابرمحصور در مختصا

xy uv
(u,v)

J ( ) J
(x, y)


        


4 3 14 1 2 3 12 1 1


  

5
2


    

1 25251 1 
)مساحت ناحيه در مختصات جديد(

A
dydx ( )du dv dudv     

1 1 1
1 1 1  

  مساحت موردنظر
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)ي خطـي كـه از نقـاط         معادلـه . توانيم انتگرال را بيابيم     با رسم شكل و توصيف ناحيه مي        »4«ـ گزينه   12 , )  و ( , )   گـذرد،      مـيy x  2   اسـت 
xيعني (y )  

1
)ي خطي كه از  و معادله2 , ) و ( , )  گذرد،  ميx yاست .  

xها از چپ به راست برويمxاما وقتي درراستاي محور. ها منظم نيستyاين ناحيه در راستاي محور yودي و مرز ورx (y )  
1
  . مرز خروجي است2

y(y )

yy
cos(x y)dxdy [sin(x y)] dy

  

 
    

1
2 2 2  

y y y
sin( )dy cos dy [ sin ] ( )

  

 


        2 2 1 1 42 2 2 2  

 
) درF2 وF1اما. ي گرين استفاده كنيم پس بهتر است از قضيه.  بسته استمرز »3«ـ گزينه 13 , ) تعريف شده نيستند پس ناپيوستگي دارند .  

    :  ها از گرين استفاده كنيم   ها را جدا كرده و براي آن قسمت هاي پيوسته آن   توانيم قسمت با اين حال مي
x x

II

y x y x
I ( y e )dx ( x tgy )dy dx dy ( y e )dx (x tgy )dy

x y x y x y x y  
              

     
2 2

21

2 2
2 2 2 2 2 2 2 22 2


  

  :كنيم يي گرين استفاده م  از قضيهI2براي 
R 23) مساحتx yD D

I (Q P )dydx ( )dydx (D      2 1 2 3  
Iپس. 2شود دانيم كه با يك بار گردش حول مبدأ، حاصل اين انتگرال مي ، طبق متن درس ميI1براي  1 2  

I I I R ( R )        2 2
1 2 2 3 3 2  

  :توانيد با پارامتري كردن دايره، حاصل آن را حساب كنيد خاطر نداشته باشيد مي  بهI1 اگر متن درس را در مورد:توضيح
x R cos t , y R sin t , dx R sin tdt , dy R cos t dt      

ydx xdy R sin t R cos t
I I dt dt

x y R

 



  
      

  
2 2 2 22 2

1 12 2 2 2
 

  

 

xگيري ضمن معلوم است كه قبا استفاده از مشت  »2«ـ گزينه 14

f

xz
f

z


 



  :كنيم اي صورت و مخرج كسر را حساب مي  ي زنجيره  حالا با قاعده

f (xy,z x) , u xy , v z x    2 2  

x2

u v
x

v

u v u v
x y

v v v

u
y

v

f
yf fxz

f f
xyf xf xyf xfz

xz yz
f f f f

xfy
z

f f
z

 
       

              
       

 

2

2 2  

 
zي كره با صفحه از برخورد اين نيم . ي بالايي است    كره  فقط شامل سطح نيم    بسته نيست چون     Sسطح »1«ـ گزينه   15   ي  به دايـرهx y 2 2 4،z   
  .رسيم مي

.  را حساب كنيم  S، انتگرال روي سطح   Sگيري روي   توانيم به جاي انتگرال      لبه مشتركي دارند پس مي     S و S.ي درون اين دايره باشد       ناحيه Sفرض كنيم 
Nدارد، قرار   xoyي  بردار قائم يكه و برون سو براي اين سطح كه در صفحه            k 

 پس.  استcurlF.N
      برابر اسـت بـا curlF.k

    ي   شـود قرينـه      كـه مـي
curlFي سومِ بردار مؤلفه

كه برابر است با :y x(P Q ) ( )      1 3 2  
  :پس خواهيم داشت

)     2 4 مساحت8
S S

curlF.Nds ds (S
 

    2 2
   

   :حالا داريم

S S
curlF.Nds curlF.Nds


    8

     





 1
x (y )

2
  

x y



x

y
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  92 علوم كامپيوتر ـ سراسري رشته
  

 1 كدام گزينه در رابطه با دنبالهـn{a  با جمله عمومي{
n

n
n n

( )
na

[( ) ( ) ]
n n








  

2 1

1

12 1
1 11 1

   درست است؟

  .همگرا است ولي يكنوا نيست) 4  .واگرا است) 3  .را و صعودي اكيد استهمگ) 2  .همگرا و نزولي اكيد است) 1

 2 مقدارـsin x
dx

cos x




3

3
5

   كدام است؟

1 (7
4  2 (13

4  3 (15
4  4 (9

4  

3مقدار  ـ 
(x ,y ,z )

(x ,y ,z )

xdx ydy zdz

x y z

 

 


2 2 2

1 1 1 2 2 2
x) به طوري كه    , y , z )1 1 x روي كره  1 y z a  2 2 2 x) و 2 ,y , z )2 2 x روي كـره   2 y z b  2 2 2 2 

aقرار دارد و b كدام است؟ ،  

1 (b a  2 (a

b
  3 (b a  4 (b a  

 4 انتگرالـ
 

f ( x y )dxdy 
1 1 2   : برابر است با2

1 (
sec

rf (r)drd




 
2

 
  2 (

cosec

rf (r)drd




 
2

 
  

3 (
sec cosec

rf (r)drd rf (r)drd

 
 


     

4 2

4
  

  4 (
cosec sec

rf (r)drd rf (r)drd

 
 


     

4 2

4
  

 

 5 اگرـa و a   آنگاه مقدار1
x

x
x

a
lim ( . )

x a




11 1
   كدام است؟1

1 (a  2 (ln(a)  3 (ae  4 (  

 6 از زاويه بينامتداد نيمسـ
u ( , , ) 1 2  و2 v ( , , ) 3   شود؟  با امتداد كدام بردار مشخص مي4

1 (i j k 
14 2 22
15 3 15  2 (i j k 

14 2 22
15 3 15  3 (i j k 

14 2 22
15 3 15  4 (i j k 

14 2 22
15 3 15  

 7 مقدارـ



x

x

(x t)g(t)dt
lim

sin x


   كدام است؟2

1 (1
2  2 (1  3 (g ( )1

2   4 (g( )
1
2   

 8 اگر براي دنبالهـn{a n داشته باشيم{
n

n
lim | a | a(a )


 شعاع همگرايي سري 


n
n

n

a x



   ست؟ كدام ا2

1 (
a

1  2 (a  3 (a

a
  4 (a a  

 9 اگرـa يك عدد حقيقي و nهاي معادله  عددي طبيعي باشد، آنگاه ريشهniz ai
( )

iz ai

 


 
1 1
1    كدام است؟1

  .اند همگي موهومي) 2  .اند همگي حقيقي) 1
 . داردaبستگي به ) 4  .اند بعضي حقيقي و بعضي موهومي) 3

 10 هاي برداري ميدانـ
Fو 

Gاند  مفروض.
div(F G)برابر است با :  

1 (G.CurlF F.CurlG
  

  2 (F.CurlG G.CurlF
  

  3 (G.CurlF F.CurlG
  

  4 (F.CurlF G.CurlG
  
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 11  صفحه مماس بر رويه   ـa )xyz a  3 ي     در نقطه  ) ثابت(a ,a ,a)   دهد، حجم اين چهار وجهـي كـدام     ل يك چهار وجهي مي     با صفحات تشكي
  است؟

1 (a3

3  2 (a32
9  3 (a33  4 (a39

2  

 12  ي  يك خط به معادله   ـx y z  
 

1 2 3
2 3 xي   صفحه 4 y z   x)ي   را در نقطه   15 ,y , z )  در ايـن صـورت  .  قطع كرده استy  برابـر 

  :است با
1 (1  2 (3  3 (5  4 (7  

 13 اگرـ
x

yf (x , y) ln x ln y e  آنگاه حاصل f f
x y

x y

 


 
  : برابر است با

1 (  2 (x

y
  3 (x y  4 (x y  

 14 صفحه مماس بر رويهـS : x y z   2 2 2 )ي   در نقطه1 , , )1 1    در چند خط راست با رويه اشتراك دارد؟1
1 (4  2 (2  3 (1  4 (  

 15 كدام گزينه در مورد نقاط بحراني تابعـf :R R

f (x , y , z) x y z xyz

 


   

3

2 2    صحيح است؟2

  .ي بحراني دارد كه مينيمم موضعي است يك نقطه) 1
  .ي زيني و يك نقطه مينيمم موضعي دارد پنج نقطه بحراني دارد كه چهار نقطه) 2
  .چهار نقطه بحراني دارد كه همگي زيني هستند) 3
  كدام هيچ) 4

  92 علوم كامپيوتر ـ سراسري رشتهپاسخنامه 
  
  :براي بررسي همگرايي سري كافي است حد زير را محاسبه كنيم  »2«ـ گزينه 1

n n
n

n
n n nn n n n

( ) ( )
n nlim a lim lim lim ( )

n[( ) ( ) ] ( )
n n n

 
 

   

 
    

   

2 1 2 1
1

1

1 12 1 2 1 11 11 1 11 1 2 1
  

  : داريم1براي حل حالت مبهم  
n

n n

n
lim ( ) lim

n n
n

n n
lim a lim ( )(n ) e e e

n


 


 

 
      

11 11 111 1 1  

naبراي بررسي صعودي يا نزولي بودن نيز. باشد  ميeبنابراين دنباله همگراه به 1را بدست آورده و با naكنيم  مقايسه مي.  
n n n

n
n n

( ) ( ) ( )
n n na

[( ) ( ) ] [ ] ( )
n n n n

  


 

  
    

     
   

2 2 1 1

1 1 2

1 1 12 1 2 1 2 11 1 1
1 1 1 11 1 1 1 21 1 1 1

  

n n n

n
n n

( ) ( ) ( )
n n na

[( ) ( ) ] ( ) ( )
n n n n

  



  
  

     

2 1 1 1

1

1 1 12 1 2 1 2 1
1 1 1 11 1 1 1 2

  

nي دو عبارت فوق با توجه به اينكه با مقايسه na a 1ي باشد در نتيجه دنباله  ميnaباشد  صعودي مي.  
 

sin  : كنيم  انتگرال داده شده را به صورت زير ساده مي   »4«ـ گزينه 2 x sin x
I dx dx sec xtg xdx

cos x cos x cos x

  

  
  

3 3 33 3 2 3
5 3 2  

  

uحالا از تغيير متغير  tgxكنيم  استفاده مي.du sec xdx tg  . است2 x ( )
I


  

4 43 934 4 4
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ابتدا پايستاري تابع  »1«ـ گزينه 3 x y z
F(x,y,z) ( , , )

x y z x y z x y z


     2 2 2 2 2 2 2 2 2
  :كنيم  را بررسي مي

i j k

curlF
x y z

x y z

x y z x y z x y z

  
 

  

     2 2 2 2 2 2 2 2 2

  


  

x) پايستار است و اگرFبنابراين ميدان , y,z)نسيل آن باشد انتگرال برابر است با تابع پتا:  
(x , y ,z )

(x , y ,z )

xdx ydy zdz
I (x , y ,z ) (x , y ,z )

x y z

 
   

 


2 2 2

1 1 1
2 2 2 1 1 12 2 2

  

Fي تابع پتانسيل طبق متن درس براي محاسبه
كنيم  به اين صورت عمل مي:  

x y
(x , y,z) dx

x y z x y z
  

   2 2 2 2 2 2
z

dy
x y z


 

  2 2 2
dz x y z   2 2 2  

I  :بنابراين حاصل انتگرال برابر است با (x , y ,z ) (x , y ,z ) x y z x y z b a          2 2 2 2 2 2
2 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1  

 
ها از تغيير متغير قطبـي        با توجه به گزينه   . گيري يك مربع است     ي انتگرال   ناحيه  »3«نه  ـ گزي 4

  :كنيم استفاده مي
x r cos

x y r
y r sin

 
    

2 2 2  

  :گيري داريم براي تبديل ناحيه انتگرال

  
y rsin r cosec

sinD :

         
    


2

11 1

4 2

                           
x r cos r sec

cosD :

         
    


1

11 1

4
  

  : انتگرال داده شده در مختصات قطبي برابر است با  بنابراين
sec cosec

I r f (r)dr d rf (r)dr d


 





     
2

4

4
  

  

 
aاگر  »1«ـ گزينه 5  1باشد داريم a  و اگر a 1باشد داريم a  كنيم پس بايد دو حالت را بررسي :  

aكنيم  ابتدا فرض مي:حالت اول 1در اين صورت داريم.  باشد:  
x x x

x
x x

x x

a (a )
L lim ( . ) lim

x a
x (a )

 

 
 




11

1 1
1 1 1

1
1

  

ــده   ــق قاع ــسر، طب ــورت ك ــد  در ص ــرعت رش xي س xa a1ــس x پ xx x(a ) (a ) a  
1 1

ــت  1 ــدد ثاب ــراي ع ــسر ب ــرج ك a در مخ 1ــي ــيم   م دان

xكه 
x
lim (a ) (a )


   
1

1 1 1 .دانيم كه   ها مي اي براي چند جملهxx
x x
lim x lim x
 

 
1

a  :پس داريم. 1
L a 

1 1  

a اگر:حالت دوم 1باشد داريم x

x
lim a


 در اين صورت خواهيم داشت :  

x
x x x

x x x
x

a
L lim ( . ) lim ( ) lim ( )

x a x(a ) a
x

  

 
     

  

1 1 1

1
1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1

  

  .در اين حالت جواب حد برابر است با يك
aشويم منظور طراح محترم حالت ها نداريم متوجه مي  را در گزينه1حالا با توجه به آن كه عدد  1 شود مي) 1( بوده و جواب تست؛ گزينه.  

1

1
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uامتداد نيمساز دو بردار  »2«ـ گزينه 6
و v

ها ي آن  برابر است با برآيند بردارهاي يكه شده:  
u v ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

| u | | v |

   
     

  
1 2 2 3 4 1 2 2 3 4

3 51 4 4 9 16

   
 بردار نيمساز  

( , , ) ( , , ) 
     

1 3 2 2 4 14 2 22
3 5 3 3 5 15 3   بردار نيمساز 15

 

xبا جايگذاري   »4«ـ گزينه 7  حد داريممقابل  در تابع :  

x

x

(x t)g(t)dt
lim

sin x





2







  

با توجه به اين كه حالت مبهم به صورت


  :ي هوپيتال و مشتق توابع انتگرالي داريم باشد، با استفاده از قاعده  مي
x x

x x

(x) (x x)g(x) g(t)dt g(t)dt
lim lim

sin x cos x sin x 

   
  

 
2 2

 
 

 


   حد

با توجه به اين كه مجدداً حاصل حد به صورت مبهم


  :باشد، بار ديگر با استفاده از قاعده هوپيتال و مشتق توابع انتگرالي داريم  مي

x

(x) g(x) g( )
lim g( )

cos x


  


1

2 2 2 1 2

 حد   

 

nكنيم   طبق صورت سؤال فرض مي     :  روش اول   »3«ـ گزينه   8
n

n
lim | a | a


             ِدر اين صورت شـعاع همگرايـي سـري تـواني ،n
n

n

a x






 برابـر اسـت     

Rبا
a


1 داشته باشيم شعاع همگرايي به توان nx2، در سري تواني،nxحالا طبق متن درس اگر به جاي. 1

a:رسد پس  مي2 a
R ( )

a aa a
   

1
21 1  

  :كنيم  با استفاده از آزمون ريشه، ناحيه همگرايي و سپس شعاع همگرايي را تعيين مي:ش دومرو
nn

n
n

a a
lim | a x | a | x | | x | | x | | x | R

a a aa
         2 2 2 1 11  

 
  :گيريم از طرفين تساوي قدرمطلق مي »1«ـ گزينه 9

n
n niz ai ( y) ix ai ( y) x a

z x iy | | | | | | | | ( ) ( )
iz ai ( y) ix ai ( y) x a

       
        

       

12 2 2
2 2

2 2 2
1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1

  

( y) x
( y) x ( y) x y y x y y x y y y

( y) x

 
                    

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1 1 1 2 1 2 2 2
1

  

zهاي اين معادله به صورت ي جواب پس همه xهستند يعني حقيقي هستند .  
 

  :با توجه به اتحادهاي مربوط به كرل و ديورژانس داريم  »3«ـ گزينه 10
div(F G) .(F G) ( F).G F.( G) G.curlF F.curlG         

             
  

 
xyzي صفحه مماس بر رويه ابتدا معادله  »4«ـ گزينه 11 a   : زير استيابيم كه داراي بردار نرمال  را مي3

(a ,a ,a)n f (yz ,xz ,xy) n a ( , , )     2 1 1 1
   

:a (x a) a (y a) a (z a) x y z a         2 2 2 3در نقطه ي مماس بر رويه ي صفحه معادله (a ,a ,a)  
  :ي مماس به دست آورده به صورت زير است شكل صفحه

:y z x a    3مماس با محور  محل تلاقي صفحه xها   
:x z y a    3 محل تلاقي صفحه مماس با محورyها   
:x y z a    3 محل تلاقي صفحه مماس با محورzها   

  :بنابراين حجم منشور فوق برابر است با
a

( a a) a    
31 1 93 3 33 2 ) مساحت قاعده) (ارتفاع(2

1
  حجم3
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  :ي صفحه قرار دهيم ي پارامتري خط را در معادله قي خط و صفحه كافيست كه معادلهبراي يافتن محل تلا  »3«ـ گزينه 12
x t

: y t

z t

 
  
  

2 1
3 2
4 3

xي پارامتري خط  معادله y z  
  

1 2 3
2 3 4  

t  :ي صفحه داريم  با جايگذاري روابط فوق در معادله t t t t          2 1 3 2 4 3 15 9 6 15 1  
y  :قي برابر است باي تلا  در نقطهy مقدار بنابراين t     3 2 3 1 2 5  

 

  : داريمfي   با دقت به ضابطه:روش اول  »1«ـ گزينه 13
x

yx
f (x , y) Ln( ) e

y
   

xي صفر است، زيرا در كسر   همگن از مرتبه fپس تابع

y
f  :طبق فرمول اويلر داريم . درجه هستند و مخرج هم صورت  f

x y
x y

 
 

 
  

  : برابر است باy و x نسبت به fمشتقات جزئي تابع : روش دوم
x x

y yf x f x
e y e

y y y yy

 
      

 2
1 1                                                

x x

y yf f x
e x e

x x y x y

 
    

 
1 1 1  

  :مبا جمع دو عبارت فوق داري
x x

y yf f x x
x y e e

x y y y

 
     

 
1 1   

 
  :آوريم كه داراي بردار نرمال زير است ي صفحه مماس را بدست مي ابتدا معادله  »2«ـ گزينه 14

n f , f ( x , y, z)    2 2 2
   

)ي  براي نقطه , , )1 1 n  : داريم1 ( , , ) 2 2 2  
)ي يه در نقطهي صفحه مماس بر رو بنابراين معادله , , )1 1   : برابر است با1

(x ) (y ) (z ) x y z z x y             2 1 2 1 2 1 1 1  
z  :ي رويه داده شده داريم  ي فوق در معادله با جايگذاري رابطه x yx y z x y (x y )          12 2 2 2 2 21 1 1  

x y (x y) (x y) x y x y xy x y x y xy x( y) y                       2 2 2 2 2 2 22 1 1 2 2 2 2 1 1 1  
x

(x )( y)
y


      

11 1 1  

  :ي اين دو خط را بنويسيم داريم اگر بخواهيم معادله. خط راست با رويه اشتراك داردبنابراين صفحه مماس بر رويه در دو 
x ,z x y L :x ,z y

y ,z x y L :y ,z x

      

      
1

2

1 1 1
1 1 1  

 
    »2«ـ گزينه 5

f : R R

f (x, y,z) x y z xyz



   

3

2 2 2  

  :دهيم تا محل نقاط بحراني معلوم شود هاي جزئي را برابر با صفر قرار مي ابتدا مشتق

x

y

z

f x yz x yz

f y xz y xz

f z xy z xy

     


    
     

2 2
2 2
2 2






  

xyzها داريم كردن طرفين تساوي    با ضرب  (xyz) xyz پس28  يا xyz  xyzاگر. 8  باشد آنگاه يكي از متغيرهاي x،yيا zشود كه در   صفر مي
x)پس. شوند  هاي قبلي دو متغير ديگر هم صفر مي         اين صورت با توجه به تساوي      , y,z) ( , , )     در حالـت  . ي بحرانـي اسـت       يك نقطهxyz   نيـز بـا     8

)هاي قبلي نقاط    توجه به تساوي   , , )2 2 ) و2 , , ) 2 2 ) و2 , , ) 2 2  متغير مثبت هستند يا فقط يكـي از  3آيند كه در اين نقاط يا هر   به دست مي… و 2
  .ها مثبت است آن

)ي  در مجموع با در نظر گرفتن نقطه       , , )     نادرسـت هـستند  ) 4(و ) 3(، )1(هاي  نهجا معلوم است كه گزي بنابراين از همين  . رسيم  ي بحراني مي     نقطه 5 به .
  .نيازي به بررسي نوع نقاط نداريم
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  93 علوم كامپيوتر ـ سراسري رشته
  

 1ي ـ كدام گزينه در مورد دنباله n
nS ( n)

n
    31 1 2    صحيح است؟3

1 (n
n
lim S


   2 (n
n
lim S


n) 3  . موجود نيست

n

S
lim

n
   4 (n

n

S
lim

n
1  

 2ـ اگر تابع حقيقيfروي [a ,b]در شرط | f (x) f (y) | | x y |   ؟نيست صدق كند، كدام گزينه درست  
1 (fروي [a ,b]ي يكنواخت است  پيوسته.  
2 (fروي (a ,b) پذير است مشتق.  

3 (b

a

(b a)
| f (x)dx (b a)f (a) |


  

2

2  

cبراي هر) 4 [a ,b]داريم b

a
| f (x)dx (b a)f (c) | (b a)    2  

 3ـ تابع

x

x x
f (x)

x

  


2

2
  قطه پيوسته است؟، دقيقاً در چند ن

  هيچ نقطه) 4  چهار نقطه) 3  سه نقطه) 2  دو نقطه) 1

 4ي ـ فرض كنيد تابع پيوسته f : براي هر x  x.كند ي زير صدق مي  در رابطه1
f (x) exp f (t)sin tdt   

  f مقدار1 ( )

   كدام است؟2

1 (
cos
1

1 1  2 (cos1 1  3 (
cos
1

1 1  4 (cos1 1  

 5منحني) انحناء(ي بوسان  ي دايره ـ كدام گزينه معادلهy x    در مبدأ است؟2

1 (x (y )  2 21 1
2 4  2 (x (y )  2 21 1

2 4  3 (x (y )  2 21 42  4( x y 2 2 1
4   

 6ي ـ رويهx y z c  مجموع طول و عرض و ارتفاع از مبدأ صفحه مماس بر رويه در هر نقطه آن برابر است با.  مفروض است:  

1 (c3  2 (c  3 (c

3  4 (c  

 7ـ اگر  
F yi zj xk  2  مقدار3 

C
F.dr را كه در آن Cي  خم فصل مشترك كرهx y z  2 2 2 z و سهمي گون2 x y 2    كدام است؟2

1 ( 2  2 (  3 ( 2  4 (  
 8ـ مينيمم موضعي تابعfي  با ضابطهf (x ,y) x y x y   3 23 9    كدام است؟4

1 (8  2 (12  3 (1  4 (14  
 9  ـ مقدار انتگرال 

S
curlF.NdS   كه در آن F(x ,y , z) (yz ,xz , xy) و S    ي بـالايي     بخشي از نيمكـرهx y z  2 2 2  اسـت كـه درون      4

xي استوانه y 2 2   :شود، برابر است با  واقع مي1

) 2  صفر) 1
2  3 (  4 (3

2  

  93 علوم كامپيوتر ـ سراسري رشتهپاسخنامه 
  

n(aاگر دنباله  »3«ـ گزينه 1 nهاي آن يعني  باشد آنگاه دنباله ميانگينL همگرا به(
n

a a a
S

n

  
 1 2 نيز همگراست به L.  

nدر اين مثال دنباله  
na nاي مثل  چند جملهبراي هر.  را درنظر بگيريدp(n)داريم n

n
lim p(n)


1پس n

n
lim n


1توانيم ايـن حـد را     اما مي

n  :دست آوريم  ي مستقيم هم به   با محاسبه n
n n n n

ln(n) nlim ln a lim lim lim a e
n   

    

1
11 هوپيتــــال 

 

n(Sدنباله n(a ميانگين( n است بنابراين(
n
lim S


1و در نتيجه :n

n

S
lim

n
 

1 است .  
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|طور كلـي نامـساوي      به. تري بررسي خواهيم كرد      اين مسأله را در حالت كلي       »2«ـ گزينه   2 f (x) f (y) | M | x y |           را نامـساوي ليـپ شـيتس از 
اگر).  اعداد ثابت هستند    و M.(نامند   مي ي  مرتبه    باشد تابع f شود و اگر   ي يكنواخت مي     پيوسته 1باشد، تابع fذير بـا مـشتقي   پ ـ  مشتق

برابر با صفر خوهد بود يعني براي 1تابع ~ fدر اين مثا. شود  تابع ثابت تبديل مي 1است پس fجواب است) 2(ي  پذير نيست پس گزينه  لزوماً مشتق.  
fكافيست تابع) 2(ي  ت نادرستي گزينهبراي اثبا (x) | x |را در نظر بگيريد .  

xدانيم كه اين تابع در مي  پذير نيست اما طبق نامساوي مثلث داريم    مشتق:  | f (x) f (y) | || x | | y || | x y |      
  :دهيم ها را نيز مورد بررسي قرار مي حالا ساير گزينه

xكنيم  فرض مي ): 1(ي    ي گزينه بررس [a ,b] طبق صورت سؤال داريم.  باشد:| f (x) f (x ) | | x x |   حالا اگر x x  ميل كند، سمت راست 
كند پس   نامساوي به صفر ميل مي    

x x
lim | f (x) f (x ) |


 


  يعني 
x x
lim f (x) f (x )





 پس f  ي   در بازه[a ,b]  طبق يك قضيه از     [.  پيوسته است 

a]ي  ي بسته   آناليز رياضي هر تابعي كه بر بازه       ,b]    اين اصطلاح فقط براي دانشجويان رياضي و علوم كامپيوتر         . ي يكنواخت است     پيوسته باشد، حتماً پيوسته
   ].سرفصل آزمون استجزء 

bدانيم كه مي): 3(بررسي گزينه 

a
dx b a پس b

a
f(a)dx=(b-a)f(a)در نتيجه :  

b b b b b

a a a a a
| f (x)dx (b a)f (a) | | f (x)dx f (a)dx | | (f (x) f (a))dx | | f (x) f (a) |dx             

b

a

b b

a a

(x a) (b a)
| x a |dx (x a)dx [ ]

 
      

2 2

2 2  

bكه هميـشه    يكي آن . ايم  در محاسبات بالا از دو موضوع استفاده كرده        b

a a
| f (x)dx | | f (x) |dx     قـدر مطلـقِ انتگـرال، از انتگـرالِ قـدرمطلق           ( اسـت

  )كوچكتر است
|كه طبق صورت سؤال و دوم آن f (x) f (a) | | x a |  است .  

tبنابر قضيه مقدار ميانگين براي انتگرال يك نقطه): 4(بررسي گزينه  [a ,b]كه  موجود است چنانb

a
f (x)dx (b a)f (t)  .ابراينبن:  

b

a
| f (x)dx (b a)f (c) | | (b a)f (t) (b a)f (c) | | b a || f (t) f (c) | | b a || t c | | b a || b a | (b a)                 2  

  .برقرار است) 4(ي  پس گزينه
 

g(x) دو تابع پيوسته باشـند تـابع       h(x) و g(x)اگر  »2«ـ گزينه   3 ; x
f (x)

h(x) ; x


  




 فقـط در نقـاطي      

g(x)پيوسته است كه h(x)باشد .  
xx فقط در نقاطي پيوسته است كهf اين تستدر 2   . باشد2

yبا توجه به نمودارهاي    x xy و 2  ايـن سـه نقطـه      . ( نقطه پيوسـته اسـت     3 در fپس.  نقطه برخورد دارند   3ها دقيقاً     شويم اين منحني     متوجه مي  2
xعبارتند از  x و2    .) و يك نقطه ديگر كه مقدار صحيح ندارد4

fتوانيد به مقادير    براي اطمينان بيشتر مي    (x) x xg(x) و 2  xبـراي مثـال نقـاط     .  در چنـد نقطـه توجـه كنيـد         2  3،x  ،x  3،x   را  6

f:بررســي كنيــد ( ) 3 9،g( ) 
13 gايــن نقطــه پــس در 8 fســپس در.  اســتx  داريــم f ( )  و g( ) 1پــس g fســپس .  اســت

xدر  3،f ( ) 3 )g و 9 ) 3 g پس 8 f  و در x  6،f ( ) 6 )g و 36 ) 6 gپس64 f .   بينيم كه نمودارهاي    به اين ترتيب ميf و g  ،3  بار از  
  .كنند يكديگر عبور مي

 
    »1«ـ گزينه 4

x x f (x)
f (x) exp( f (t)sin t dt) ln f (x) f (t)sin t dt f (x)sin x

f (x)


       مشـــتق گـــيري 

1 1  

f (x)f (x) sin x f (x)f (x)dx sin xdx cos(x) c f (x)
f (x) cos x c

            
  ــيري ــرال گـ 2 انتگـ 2 1 1

 

xاكنون در معادله داده شده در صورت سؤال اگر 1قرار دهيم خواهيم داشت :  

f ( ) exp( f (t)sin t dt) e  
1
11 1  

2y x
xy 2
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fبا استفاده از اين شرط مرزي در تساوي        (x)
cos x c




 داريم 1
cos( ) c




11 c پـس  1 cos( ) 1 fبنـابراين   . 1 (x)
cos x cos( )


 

1
1 در . 1

xنهايت به ازاي


 f  :  خواهيم داشت2 ( )
cos( )





1

2 1 1  

 

yابتدا انحناي منحني    »1«ـ گزينه 5 x ) را در نقطه2 , ) دست آوريم  به.  | y |

( y )
( x )


    




2 3 3
2 2

2 2 211
1 4

 

گويند برابر است با شعاع دايره انحنا كه به آن شعاع انحنا نيز مي
k

  
1 1

2.  
هـاي مثبـت قـرار    yي محـور جا كه تقعر منحني به سمت بالا است مركز دايره انحنـا رو    از طرفي از آن   

)پس واضح است كه مركز دايره انحنا نقطه. گيرد مي , )
1
2معادله اين دايره چنين است.  خواهد بود:  

  x (y )  2 21 1
2 4  

 
fرويه  »4«ـ گزينه 6 (x , y,z) x y z c   ض كنيمفر.  را در نظر بگيريمP(x , y ,z )  اي دلخواه از اين رويه باشد  نقطه.  

  :هاي جزئي را حساب كنيم ابتدا مشتق. نويسيم  را ميPمعادله صفحه مماس بر رويه در نقطه

x y zf (P) , f (P) , f (P)
x y z

  
1 1 1

2 2 2  
 

x)  :پس معادله صفحه مماس چنين است   x ) (y y ) (z z )
x y z

     
1 1 1

2 2 2  
  

  

  :دست آوريم طول از مبدأ اين صفحه را به
y y z

(x x ) x x ( y z ) x x ( y z x ) c x
z x y z


            


1

2 2 2
 

         
  





 

xبــه همــين ترتيــب بــا جايگــذاري  و z  عــرض از مبــدأ برابــر اســت بــا y c y و بــه ازاي x  و y   ارتفــاع از مبــدأ برابــر اســت 
zبا c z .  

c  :مجموع اين سه مقدار برابر است با x c y c z c( x y z ) c c c            

 
xي  منحنـي فـصل مـشترك كـره         »4«ـ گزينـه    7 y z  2 2 2 z و سـهمي گـون     2 x y 2 : هـا داريـم     ورد دادن آن  بـا برخ ـ  .  را مـشخص كنـيم     2

z z 2 z، پس2 z  2 2 هاي آن  كه جوابz 1و z  2هستند .  
zدانيم گون مي   از معادله سهمي    است پس z 1يعنـي منحنـي  . ب قابل قبـول اسـت   تنها جواC ي  دايـره(z , x y )  2 21 معـادلات  .  اسـت 1

z:پارامتري اين دايره چنين است , y sin t , x cos t  1كه t  2آماده هستيم كه انتگرال روي منحني.  استCدست آوريم  به را:  

C C
F.dr ydx zdy xdz [y(t)x (t) z(t)y (t) x(t)z (t)]dt


         

22 3 2 3



 

( sin t sin t cos t )dt [ ( cos t) cos t]dt [ t sin( t) sin(t)]
   

                
2 2 21 1 1 22 1 2 2 2 22 2 4 2 




 

 

x  : ابتدا نقاط بحراني را شناسايي كنيم   »3«ـ گزينه 8

y

f x x

f y y

      


     

29 9 1
2 4 2




 

)Aدو نقطه بحراني  , )1 )B و2 , ) 1   :كنيم استفاده ميمتها از علا براي تعيين نوع آن.  داريم2

xx yy xyf f f ( x)( ) x     2 18 2 36  

 داريمAدر نقطه  و xxf  پس نقطه Aبرابر است بامقدار تابع در اين نقطه.  محل وقوع مينيمم موضعي است  :  
f (A) f ( , )       1 2 3 4 9 8 1   

 نقطه زيني است زيرا در آن نقطهBكه نقطه ضمن آن  است .  

2y x
1
2
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F(xفرض كنيم  »1«ـ گزينه 9 , y,z) (P,Q,R) (yz,xz,xy) 


  :صورت  در اين

y z x z x y

i j k

curlF (R Q )i (R P ) j (Q P )k (x x)i (y y) j (z z)k
x y z

P Q R

  
             
  

  

     
  

  . زير انتگرال، حاصل انتگرالِ سطح داده شده صفر است    صفر بودنِبنابراين به علت 
S S

curlF.Nds ( )ds  
 

  

 

  94 علوم كامپيوتر ـ سراسري رشته
  

 1 ـ  براي دو عدد حقيقيa و bبا شرط  a b حد دنباله  n n
x


1با ضابطه زير كدام است؟   

1 (b 2 ((a b)
1 23  

3 ((a b)
1
2  4 (( a b)

1 3 58  n n
n

x a

x b

x x
x (n ) 






 

1
2

1 2 32

  

 2ـ مشتق تابع

sin x dt

F(x)
t




 52
x در نقطه


    كدام است؟2

1 (1
2  2 (  3 (1

3  4 (
1
3  

 3ـ مقدار
D

xy(x y ) dxdy
3

2 2  كه در آن2 D (x,y) x y ,x ,y     2 2 2 1  كدام است؟   

1 (1
14  2 (1

12  3 (1
7  4( 1

6  

 4ـ برد تابعxf (x) x
1

   كدام است؟
1 (e( ,e ]  2 (( , ]1  3 (( ,e ]1  4 (e( ,e ]

1
  

 5ـ مساحت رويه حاصل از دوران منحنيx (t sint) 
1
y و8 ( cos t) 

1 18،t  2 حول محور xكدام است؟   

1 (
3  2 (

2  3 (2  4 (5
3  

 6 ــك مخــزن اســتوانه ــ ســيالي در درون ي ــه ـ ــدان ســرعتي   2 شــعاع اي ب ــه حــركتش توســط مي ــوري ك ــه ط  در حــال چــرخش اســت، ب
 

F(x,y,z) y x y i x x y j    2 2 2 N سطح فوقاني و Sاگر  . گيرد   صورت مي  2


اي باشـد، مقـدار    رو به خـارج مخـزن اسـتوانه     يكه   بردار قائم
انتگرال  

S

(curlF).Ndsكدام است؟   

1 (6  2 (4  3 (1  4 (16  
 7ـ ماكسيمم مقدار مشتق جهتي تابع(x,y,z) x y z   2 2 22 ) در نقطه4 , , )1 1    كدام است؟1

1 (21  2(2 21   3 (21  4 (3 21  
 8ـ حجم جسم حاصل از دوران ناحيه محدود به منحنيy x y و خط2  y حول خط1     كدام است؟2

1 (2
5  2 (38

5  3 (56
15  4 (2

3  

 9ـ انتگرال


e ln x
f (x, y)dydx 1با كدام گزينه برابر است؟   

1 (y
e

e
f (x, y)dxdy 

1


  2 (
ye

e
f (x, y)dxdy 

1


  3 (
ye

f (x, y)dxdy 
1
 

  4 (
ye

f (x, y)dxdy 
1

1
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  94 علوم كامپيوتر ـ سراسري رشتهپاسخنامه 
  

n  : كنيم  ي مشخصه حل مي   ي بازگشتي را با استفاده از معادله  اين رابطه »2«ـ گزينه 1 n
n

x x
x : n 

 1 2 32  

n:معادلة مشخصه n nx x x         2
1 22 2 1   

n n n
n n

n
, x c c ( ) c c ( ) lim x c



 
          1 2 1 2 1

1 1 11 12 2 2  

x را بيابيم، براي اين كار از شرايط اوليةc1پس كافي است a1و x b2كنيم، پس  استفاده مي:  

n

n

c cx c c a

x c c b



 

   

    


1 1 21 1 2

2 2
2 1 2

11
22

1
4

a

c c



1 2
12 2 b

c a b c (a b)



 
 

    1 1

2

13 2 23

  

 

sin  :ها داريم گيري از انتگرال    با استفاده از قاعده مشتق  »2«ـ گزينه 2 x dt
F(x) F (x) (cos x) F ( )

t sin x

     
 

 5 5
1

22 2
  

 

در اين ناحيه داريم. ي واحد است  ربع اول از دايرهDي ناحيه  »1«ـ گزينه 3
   2و r 1.  

D

xy(x y ) dxdy (r cos )(r sin )(r ) rdrd


      
3 3

12 2 22 22
 

  

r  :كنيم انتگرال دوگانه را در مختصات قطبي حل مي
( sin )( ) d ( cos ) (cos cos )

 
 

        
7

2
11 1 1 1 12 2 22 7 14 2 28 14


 

  

 

x  : كنيم  اش بررسي مي  براي يافتن برد تابع، رفتار آن را در دامنه »4«ـ گزينه 4
ff (x) x : D ( , )  

1
  

x x x
x x x xx

Lnx xlim x ( ) , lim x y x , Lny Lnx lim Lny lim lim
x x

 

   
           

1 1 1 1
1

1



  ´¿L¶

y e 1  

  
x xy

y x Lny Lnx Lnx ( Lnx ) y x ( )( Lnx)
x y x x x x

             
1 1

2 2 2 2
1 1 1 1 11 1  

y eeLnx Lnx x e , f (e) e e
        

11
1 1   

ee و ،1، يعنيدست آمده با توجه به مقادير به
1

)e: عبارت است ازf، برد تابع  , e ]
1

  
 

bي ها، از رابطهxسطح حاصل از دوران حول محور  »1«ـ گزينه 5

a
S y(t) (x (t)) (y (t)) dt    2   . قابل محاسبه است22

x(t) (t sin t) x (t) ( cos t)

y(t) ( cos t) y (t) sin t

        
    
  

1 1 18 8
1 118 8

  

S y(t) [x (t)] [y (t)] dt ( cos t) ( cos t) sin t dt
 

         
2 22 2 2 21 1 12 2 1 18 64 64 

  



  

 71

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات 

( cos t) cos t cos t sin t dt ( cos t) cos t dt
  

        
2 22 2

1
1 1 2 2 1 132 32   

( cos t) cos t cos t ( cos t) cos t cos t
( dt dt)

cos t cos t

 


      

 
  

22 1 1 1 1 1 1
32 1 1

  

( cos t)sin t ( cos t)sin t
( dt dt)

cos t cos t

 


  

 
  

22 1 1
32 1 1

  

)انتگرال cos t)sin t
dt

cos t




1
1

cos با تغيير متغير t u 1،sintdt du شود  به اين صورت حل مي:  

( cos t)sin t ( u)( du) u
dt du (u u )du u u c ( cos t) ( cos t) c

cos t u u

   
           

   
1 1 3 1 3 1
2 2 2 2 2 21 2 2 2 22 4 1 4 13 31

  

  :ها داريم بنابراين با جايگذاري حدود انتگرال

S ([ ( cos t) cos t cos t ] [ ( cos t) cos t cos t ] ) 



          22 2 21 1 4 1 1 1 4 132 3 3  

( )
   

   
2 8 2 8 2 2 16 2

32 3 3 32 3 3  

 
  :با استفاده از قضية استوكس داريم   »4«ـ گزينه 6

c c
S

curlF.Nds F.dr Pdx Qdy Rdz     
  

  

c
y x y dx x x y dy     2 2 2 2  

xباشد، يعني   ميxoy در صفحة 2اي به مركز مبدأ و شعاع    دايرهcكه در آن  y 2 2   :، پس 4
c

y dx x dy   4 4  

( )   4 4 )cمساحت دايرة با مرز (16
c c

ydx xdy ( ydx xdy)       
12 4 42  

)cمساحت درون (  :  باشد، آنگاهxoyي اي در صفحه  منحني بستهCاگركنيم كه  يادآوري مي
c

ydx xdy  
1
2  

 
)بنابراين كافي اسـت . ي گراديان است زهآيد و برابر با اندا بيشترين مقدار مشتق جهتي در جهتِ بردار گراديان به دست مي   »2«ـ گزينه   7 , , ) 1 1 1


 را 

i  . محاسبه نماييم j k xi yj zk
x y z

  
      

  
2 4 8

     
  

( , , ) i j k ( , , ) ( ) ( )             2 2 21 1 1 2 4 8 1 1 1 2 4 8 2 21
   

  
 

fهاي ي هاشورخورده بين منحني ناحيه  »3«ـ گزينه 8 (x) x g(x) و2 1ور دوران، خطمح.  قرار داردy    . است2

b  : كنيم   استفاده ميمقابلطبق متن درس از فرمول 

a
V (| f (x) k | | g(x) k | )dx     2 2  

kدقت كنيد در اينجا  f  :آيند دست مي  است، و حدود انتگرال با برخورد دادن دو منحني به2 (x) g(x) x x     2 1 1  

V  :يمپس دار [(x ) ( ) ]dx (x x )dx
 

         
1 12 2 2 4 2
1 12 1 2 4 3  

V  :كنيم از زوج بودن زير انتگرال استفاده مي (x x )dx   
1 4 22 4 3


  
  
  

x x
( x) ( )


        

5 3 14 1 4 562 3 2 35 3 5 3 15
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ي مورد نظـر را       كنيم و ناحيه    حدود انتگرال دقت مي   ابتدا به   . گيري است   ها معلوم است كه منظور طراح سؤال، تعويض ترتيب انتگرال           از گزينه   »1«ـ گزينه   9
yاين ناحيه بين  . دهيم  تشخيص مي    و y Lnx    قرار دارد و در آن x e 1توجه كنيد كه.  استLne 1پس در اين ناحيه داريم :y 1 و 

yxاگر از چپ به راست حركت كنيم e) يعني همان(y Lnxمرز ورودي است و x eپس داريم.  مرز خروجي است:  
  
  

y
e Lnx e

e
f (x , y)dydx f (x , y)dx dy   

1
1  

  

 

  
 

  91فلسفه علم ـ سراسري  تاريخ و رشته
  

 1 مكان اعداد مختلطـz x iy در صفحه اعداد مختلط كه در نامساوي Re( )
z
 

1 1    صدق كنند، كدام است؟2

)اي به مركز محيط و خارج دايره) 1 , )
1
2 1 و شعاع

)اي به مركز داخل دايرهمحيط و ) 2  2 , )
1
21 و شعاع

2  
)اي به مركز محيط و داخل دايره) 3 , )1 اي به مركز محيط و داخل دايره) 4   و شعاع يك( , )

1
2 1و شعاع

2 

 2 تابع) قلمرو (دامنهـf (x) log log log x 2 3   : برابر است با4
1 ({x : x } 4  2 ({x : x } 4  3 ({x : x }   4 ({x : x } 3  
 3 مقدار حدـ

x

arccos( x)
lim

x

1


  : برابر است با

1 (1
2  2 (2  3 (2

2  4 (2  

 4 دنبالهـn{a a به صورت{ 1 a و1 2 n و4 n na a a , n    1 22 2    تعريف شده است، كدام گزاره صحيح است؟3
1 (n{a n{a) 2  . نوساني است{ n{a واگرا ولي2{ }2   . همگراست1
3 (n{a n{a) 4  . صعودي و واگراست{  . نزولي و همگراست{

 5 اگر نمودار تابعـk
f (x) x

x
 22 داراي يك نقطة عطف درx  1باشد، آنگاه مقدار kكدام است؟   

1 (2  2 (1  3 (  4 (2  
 6 زاويه بين دو مماس برـx xy y  2 2   :ها برابر است باx در نقاط تقاطع منحني با محور9

1 (
2  2 (

3  3 (  4 (
4  

 7 عرض از مبدأ خط مجانب منحنيـx y xy 3 3    كدام است؟6
1 (3  2 (2  3 (2  4 (3  
 8 فرض كنيمـf :[a,b] پذير باشد و  تابعي مشتقg f ن صورت، در اي:  

1 (fو g2  .كنند  در خاصيت مقدار مياني صدق مي (gپيوسته است .  
3 (fكند ولي  در خاصيت مقدار مياني صدق ميg4  . لزوماً چنين نيست (gofپيوسته است . 

 9 اگرـx
f (x) sint dt  3

2
] در بازةx، آنگاه به ازاي چه مقدار , ]2تابع f (x)ماكزيمم است؟   

1 (  2 (
2  3 (  4 (2  

 10 اگرـf (x) Ln(cosx)مقدار انتگرال معين ،(f (x)) dx


 24 1


   كدام است؟

1 (Ln 2  2 (Ln( )3 1  3 (1  4 (Ln( )2 1  
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 11 مقدار انتگرال معينـdx

( x )
1

2 21
   كدام است؟

1 ( 2
8  2 ( 2

4  3 (
4  4 (

12  

 12 مقدار حدـ
n
lim ( n n n n )

n
     2 2 2 2 2

2
1 1 2 كدام است؟   

1 (  2 (
  .وجود ندارد) 4  1) 3  4

 13 فاصله بين مبدأ و فصل مشترك صفحاتـx y z   2 5 و x y z   3 برابر است با :  

1 (3 3  2 (6
2  3 (3 6

2  4 (3 3
2  

 14 با فرضـsin x sin y sin z  2 2 2 1،dzبرابر است با :  
1 (sin x dx sin ydy

sin z

2 2
2  2 (cos x dx cos ydy

cos z

2 2
2  3 (cos x dx cos ydy

cos z




2 2
2  4 (sin x dx sin ydy

sin z




2 2
2  

 15 اگرـFمعني است؟ هاي زير بي يك از عبارت  يك ميدان برداري باشد، كدام  
1 ([div( F)] 

    2 ([ (div(F)] 
    3 (( [div( F)])  

     4 ((div[ (divF)]) 
    

 16 فرض كنيدـuو vپذير باشند، آنگاه هايي دو متغيره و دو بار به طور پيوسته مشتق  تابع.( (uv)) برابر است با :  
1 (v u u v u. v    2 2  2 (u u v v u. v    2 2  3 (v u u v u. v     2 2 2  4 (u u v v u. v     2 2 2  
 17 مساحت منحني بستةـx xy y  2 23 2 3   : برابر است با4

1 ( 3  2 ( 2  3 ( 5  4 (2 2  

 18 مقدارـa a x
x y dydx


 

2 2 2 2
 

  : برابر است با

1 (a
 3
6  2 (a

 2
6  3 (a

 3
8  4 (a

 2
8  

 19 مقدارـx y
R

e cos(x y)dxdy روي ناحيه R {(x,y) | x , y }
 

    2 2 برابر است با :  

1( e1
2  2 (e



 21
2  3 (e



 21
2  4 (e1

2  

 20 شعاع انحناي منحنيـx y x y x y y      4 4 3 3 2 2 در مبدأ كدام است؟   
1 ( 

1
3  2 ( 

1
4  3(  

1
2  4 ( 

1
5  

 21 در امتداد منحنيـr r(s)
 كه در آن ،sپارامتر طول قوس است و dr

r
ds

 


عبارت ،r .(r r )  
  برابر كدام است؟   

1 ( 2،انحنا و 2  . تاب منحني است ( 2، 

1  

3 (2  4 (2 

 22 هرگاه منحني قطبيـr f ( ) در مبدأ بر محور xها مماس باشد، شعاع انحنا در مبدأ كدام است؟  
1 (d

r( )
dr

1
2  2 (dr

( )
d

1
2  3 (dr

( )
d

2  4 (dr
r( )

d
2  

 23  فرض كنيد منحني  ـC  نمودار معادله f (x,y)    كه  طوري   باشد بهxfوyf     موجود و پيوسته هستند و x yf f 2 2       در اين صورت خط قائم بر ،C 
pدر نقطه (x ,y )  برابر است با :  
1 (y xf (x , y )(x x ) f (x , y )(y y )           2 (y xf (x , y )(x x ) f (x , y )(y y )           
3 (x yf (x , y )(x x ) f (x , y )(y y )           4 (x yf (x , y )(x x ) f (x , y )(y y )          

 24 فرض كنيدـCر مورد مقداركدام گزينه د. ي همواري باشد كه مبدأ را احاطه كرده است  منحني بسته
C

xdy ydx

x y



 2 2صحيح است؟   

  . است2مضرب صحيحي از) 4  . است2برابر) 3  .صفر است) 2  .موجود نيست) 1
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  91 تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري رشتهپاسخنامه   
  
zبا جايگذاري  »1«ـ گزينه 1 x iy داريم z x iy در نتيجه :  

(x iy) x iy x x
Re( ) Re( )

z x iy (x iy)(x iy) z zx y x y x y

 
        

     2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1  

  :با جايگذاري در نامساوي داده شده داريم
x x

x x y
x y x y

      
 

2 2
2 2 2 21 2 1  

xمنحني y x 2 )اي به مركز     دايره 2 , )
1
2     1 يعني شعاع  1 و قطر

xي  نامعادله.  است 2 x y 2 بـراي اطمينـان    . دهـد    خارج از اين دايره را نـشان مـي         2

  :ي دايره را ايجاد كنيم توانيم فرم استاندارد معادله بيشتر مي

x y x (x ) y      2 2 2 21 1
2 4  

 
  :ن شرط خواهيم داشتبا رعايت اي. عبارت جلوي لگاريتم بايد مثبت باشد  »1«ـ گزينه 2

u

f (x) log (log (log x)) 2 3 4  

u log (log x) log x log x x        3 4 4 43 1 4   
fD  .ها مثبت است ي لگاريتم در اين ناحيه، عبارت جلوي همه {x : x }  4  

 
tتوانيم از تغيير متغير      مي :روش اول   »4«ـ گزينه   3 arccos( x) 1وقتي.  استفاده كنيمx   آنگـاه ،t   .  همچنـينcos t x 1  در نتيجـه 

x cos t 1.  

t t t

t t t
lim lim lim

tcos t t    
  

 2
2 2

1
2

  

ÁpnH´À  

 فرم:روش دوم


  :كنيم  است از هوپيتال استفاده مي
x x x

( x) x x
lim lim lim

x xx x
x

    




 
   



2

2

1
1 1 2 2 2 21 2 22

2
  

  

 
 ي بازگـشتي همگـن      ابتـدا جـواب رابطـه     . كنـيم   ي عمـومي دنبالـه را پيـدا مـي           ي بازگـشتي، جملـه       بـا حـل كـردن ايـن رابطـه          :روش اول  »3«ـ گزينه   4

n n na a a  1   .كنيم  را پيدا مي22
n n n n n

n nr r r r r r r r , r a c ( ) c n( ) a c c n                  1 2 2 2
1 2 1 2 1 22 2 1 2 1 1 1 1 1  

ي  در بخش ناهمگن معادله، جواب ويژه2ي بازگشتي ناهمگن، به علت وجود عدد ثابت         حالا در رابطه  
pna A( ) اما، با توجـه  .  را هم بايد در نظر بگيريم1

 در جواب قسمت همگن بايد (n)ي و جمله) 1(به وجود جمله ثابت 
pna را در n2ضرب كنيم :

pna An 2  
  :ي ناهمگن داريم با جايگذاري اين جواب در معادله

pn n n na a a An A(n ) A(n ) A A A a n                 2 2 2 2
1 22 2 2 1 2 2 2 4 2 1  

na  :  چنين استnaي عمومي  پس جمله c c n n   2
1 2  

nزيرا. است) 3(تواند درست باشد، گزينه       اي كه مي    ، تنها گزينه  naي  ابطه در ض  n2ي  به علت وجود جمله   
n
lim a


  .        اما اگر بخواهيم حل را كامل كنـيم

aاز شرايط 1 a و1 2   : داريم4

n
c c c c

c c a n
c c c c

     
           

1 2 1 2 2
1 2

1 2 1 2

1 1
2 4 4 2





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  :ي رفتار آن را تشخيص دهيم ي بازگشتي داده شده چند جمله از اين دنباله را حساب كنيم تا نحوه توانيم با استفاده از رابطه  مي: دومروش
a , a , a ( ) , a ( )         1 2 3 41 4 2 4 1 2 9 2 9 4 2 16  

naدر ضمن.  صعودي و واگراستnaي به دست آمده معلوم است كه  با توجه به چند جمله n   .توان حدس زد  را هم مي2
 

xاگر  »1«ـ گزينه 5  1ي عطف باشد، آنگاه علامت  نقطهf (x)در x 1عوض شده و در صورت وجود مشتق دوم، بايد f ( ) 1 باشد .  
k k k

f (x) x f (x) x f (x)
x x x

        2
2 3

22 4 4  

f (x)در x 1موجود است، پس بايد داشته باشيم :  f ( ) k k       1 4 2 2   
 

x  :كنيم ها را پيدا ميxابتدا نقاط تقاطع اين منحني با محور  »3«ـ گزينه 6 xy y
x x

y

       


2 2
29

9 3


  

)Aنقاط , )3 و B( , )3 هاي برخورد با محور  محلxشيب خط مماس در هر نقطه، از منحني برابر است با. ها هستندdy

dx
.  

A
x

y
B

m
fdy x y

m
dx f x y

m

                  


6 22 3
62 23

  

)ها ي بين آن يكساني هستند، پس زاويههر دو خط مماس داراي شيب  )اند  است؛ يعني با هم موازي.  
 

شـوند     و صـفر نمـي      ثابت هـستند   x3 و ضريب  y3كه ضريب   البته با توجه به آن    (خواهيم    از صورت سؤال معلوم است كه مجانب مايل را مي           »2«ـ گزينه   7
  ).شويم اين منحني مجانب افقي و قائم ندارد متوجه مي

yفرض كنيم مجانب مايل خط ax b پس داريم.  باشد:  
x

b lim (y ax)


 ،
x

y
a lim

x
  

yكنيم مقدار حد  سعي ميx3با تقسيم جملات بر

x
  : را به دست آوريم

x x

y y y y a
x y xy ( ) lim [ ( ) ] lim ( ) a a a

x x xx x 
                


3 3 3 3 3 3

2 2
6 1 66 1 1 6 1 1 1  

yفرض كنيم. كنيم حالا عرض از مبدأ را حساب مي x b  ي مجانب مايل باشد  معادله.  
xدر اين صورت بايد وقتي كند داشته باشيم  ميل ميy ~ x b با جايگذاري در معادله داريم :  

x ( x b) x( x b) bx b x b x bx , (x )          3 3 2 2 3 26 3 3 6 6   
xوقتي ماند؛ پس داريم اش باقي مي اي، بزرگترين درجه كند، از هر چند جمله  ميل مي:bx x 2 23 b در نتيجه6  3 b پس6  2.  

 
a)ي علاوه بر آن، مشتق هر تابع هم در بازه. كند هر تابع پيوسته، در خاصيت مقدار مياني صدق مي  »1«ـ گزينه 8 ,b)داراي خاصيت مقدار مياني است .  

 اسـت پـس داراي خاصـيت    f هم مـشتقِ gتابع. ه داراي خاصيت مقدار مياني است     پذير است، پس پيوسته است؛ در نتيج         مشتق fحالا در اين سؤال؛ تابع    
  .صحيح است) 1(بنابراين گزينه . مقدار مياني است

  :ها در مورد ساير گزينه

fي  تابع پيوسته ): 2(بررسي گزينه    (x) x   ي    را بر بازه[ , ]1   دانيم كه  در نظر بگيريد، ميf (x)
x

 
1

2
f اما، (x)در x  پـس تـابع   .  پيوسته نيست

  .مشتق لزوماً پيوسته نيست
f وfطور كه گفتيم همان): 3(بررسي گزينه  كنند  هر دو در خاصيت مقدار مياني صدق مي.  
gگفتيم، تـابع  ) 1(ي    طور كه در بررسي گزينه      همان): 4(بررسي گزينه    f     پـس تركيـب  .  لزومـاً پيوسـته نيـستgof    بـراي  .  هـم لزومـاً پيوسـته نيـست

fمثال (x) xي  بر بازه[ , ]1را در نظر بگيريد :  

g(x) f (x) g(f (x))
x f (x) x

    
1 1 1

2 2 2
  

x درgofبينيم كه مي  پيوسته نيست .  
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fابتدا نقاط بحراني  »3«ـ گزينه 9 (x)كنيم  را پيدا مي:  f (x) sin x sin x x , ,          31 2     
fحالا مقدار (x)كنيم  را در نقاط بحراني و در دو سر بازه حساب مي:  

f ( ) sin t dt sin t dt


    3 32

2




   

f ( ) sin t dt

  
2 3

2
2        و       f ( ) sin t dt


   3

2
  

fبنابراين بيشترين مقدار (x)ي  را در نقطهx  آيد  به دست مي.  
yتابع: توضيح sin t sin از نظر علامت مانند3 tاست، به نمودار آن توجه كنيد  :  

]ي اگر مساحت زير منحني در فاصله , ]

2را مثلاً با S نشان دهيم، با توجه به حدود 

f:ها داريم انتگرال ( ) S و f ( ) S و f ( ) S  2  
  

 

fاين انتگرال، طول قوس منحني  »4«ـ گزينه 10 (x)ي  را در بازه[ , ]

4كند  محاسبه مي.  

sin x
f (x) tgx (f (x)) tg x sec x

cos x

        2 2 21 1  

I [Ln | sec x tgx |] Ln( ) Ln( ) Ln( )



       
4 2 1 1 2 1


I sec x dx sec x dx
 

 
   24 4  

 
xاز تغيير متغير  »1«ـ گزينه 11 tg كنيم  استفاده مي.  

dx ( tg )d , x , x


           21 1 4   

d cos d ( cos )d
sec

  
        

  24 4 42
1 1 1 22  

dx ( tg )
d d

( x ) ( tg ) tg

  
   

      
21 4 42 2 2 2 2

1 1
1 1 1  

  

sin
( ) | ( )




   

    
41 2 1 1 2

2 2 2 4 2 8  

 

توان به صورت اين حد را مي  »2«ـ گزينه 12
n

n k

lim n k
n 

 2 2
2

1

. نوشت1
n

داريم و  را خارج از مجموع نگه مي1
n

  :كنيم  را در ساير جملات ضرب مي1

n n n

n n nk k k

n k k k k
lim n k lim lim ( ) f ( ) ( ) f (x) x

n n n n n n nn    


            

2 22 2 2 2 2
2

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1  

f  :طبق فرمول حد مجموع ريماني داريم (x)dx x dx   
1 1 21
 

  جواب

xبا تغيير متغير sin داريم :  dx cos d , x


        1 2   

sin
sin cos d cos cos d cos d ( cos )d [ ]

     
                     

22 2 22 2 2 2 1 1 21 1 22 2 2 4   
  جواب حد

 
  .كنيم را پيدا ميي دلخواه از آن   ابتدا بردار هادي فصل مشترك دو صفحه و يك نقطه »3«ـ گزينه 13

x y z

x y z

   
    

2 5
3




  

yمثلاً با انتخاب     داريم :x z

x z

 
  

5
xپس. 3  z و 4  1   ي نقطه. آيد   به دست ميP ( , , )4 1 بردار هادي ايـن خـط،   .  روي فصل مشترك قرار دارد

  :ضرب بردارهاي نرمال دو صفحه است حاصل

y

x
2

3

2



SS
2



SS


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i j k

V i j k    


1 2 1 2 3
1 1 1

  
    

)Pي ي نقطه فاصله , , )  از خط مورد نظر برابر است با :| PP V |

| V |


 

.  

i j k

PP V ( , , ) ( , , ) PP V i j k             
 

4 1 1 2 3 4 1 2 11 8
1 2 3

 

  
     

   

   
     

  
4 121 64 189 7 27 27 2 27 3 6

2 21 4 9 14 7 2 2
  جواب

 

z  :با توجه به فرمول ديفرانسيل كل داريم  »4«ـ گزينه 14 z
dz ( )dx ( )dy

x y

 
 

 
  

z  :گيري ضمني داريم با مشتق sin x cos x sin x

x sin zcosz sin z


   


2 2
2 2  

z sin ycos y sin y

y sin zcos z sin z


   


2 2
2 2  

sin  : داريمdzبنابراين با جايگذاري در x dx sin ydy
dz

sin z


 

2 2
2  

 
از آنجا كه  »1«ـ گزينه 15

 تابع حقيقي( يك عملگر برداري است، اين موارد با معني هستند؛(
 ،)تابع برداري(. ،)تابع برداري(

  
Fاما نمادي مانند

 زيرا بين اين دو بردار نه علامت ضرب داخلي نوشته شده و نه ضرب خارجي. معني است به كار رفته است، بي) 1(ي   كه در گزينه.  
  .هاي نوشته شده، بامعني هستند ضرب ها، عبارات و حاصل در ساير گزينه

 
  . استv وuضرب قي است كه حاصل تابعي حقيuv »3«ـ گزينه 16

x y z xx yy zz(uv) (uv) i (uv) j (uv) k . (uv) (uv) (uv) (uv)        
      

xx:دانيم كه  ميfبه طور كلي براي هر تابع حقيقي مانند( yy zz. f f f f f    2  (در اين مثالf uvاست .   
xx  : داريمxضرب نسبت به ي مشتق دوم حاصل حالا با محاسبه xx x x xx(uv) u v u v uv  2  

  :كردن عبارات داريم با جمع. كنيم به همين ترتيب براي ساير متغيرها، مشتق مرتبه دوم را حساب مي

xx yy zz x x y y z z xx yy zz. (uv) (u u u )v (u v u v u v ) (v v v )u ( u)v ( u).( v) ( v)u                2 22 2
     

 
axمنحني  »2« گزينه   ـ17 bxy ay c  2 y يك بيضي است كه قطرهاي آن روي خطوط        2 x و y x   با برخورد دادن ايـن منحنـي و        .  قرار دارند

yخطوط x ها را به دست آوريم ي شعاع توانيم اندازه  مي:  
x xy y

x x
y x

       


2 2
23 2 3 4

4 4 1  

)س نقاط پ , )1 ) و1 , ) 1 x  . دو سر قطر هستند1 xy y
x x

y x

        
 

2 2
23 2 3 4 28 4 2  

)پس نقاط , )
2 2

2 ) و2 , )
2 2

2   . دو سر قطر هستند2

    1 1   شعاع بزرگتر2

    
1 1 12   شعاع كوچكتر2

      2 1   مساحت2

2 2
( , )

2 2


(1,1)

y

x
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yگيري بين خط    ي انتگرال   ناحيه  »1«ـ گزينه   18   و منحني y a x 2 x قرار دارد و در آن     2 a  ي  پس ربع اول از دايره    .  استx y a 2 2 2 

 در مختصات قطبي داريم.است
   2و r a .  

aa a r a
I r r dr d r dr d [ ]

   
        

3 32 22 2
2 3 6   

  

 
axeكنيم كه انتگرال    ابتدا يادآوري مي    »4«ـ گزينه   19 cosbx dx    مـتن  گير بودن آن بهتر است مطابق  شود اما، به علت وقت  به روش جزء به جزء حل مي

  :كتاب، فرمول زير را به خاطر داشته باشيد
ax

ax e
e sin bx dx (a sin bx bcosbx)

a b
 

 2 2                     
ax

ax e
e cosbx dx (a cosbx bsin bx)

a b
 

 2 2  

  .پردازيم اكنون به حل انتگرال دوگانه مي
گيـري    ي انتگـرال    در ضمن ناحيـه   . كند   تغييري ايجاد نمي   x به   y و y به xدر تابع زير انتگرال تبديل    

yنسبت به خط   x   ي پاييني را كه زير خط توانيم مقدار انتگرال روي نيمه  تقارن دارد، پس ميy x 
  . برابر كنيم2قرار دارد، حساب كرده و 

R R
f (x , y)dydx f (x , y)dydx  1

2  

uكنيم  تر شدن اين تابع فرض مي       براي ساده  x y  و v x y  .    عبارت زير انتگرال به صورتue cos v    ژاكـوبين دسـتگاه جديـد را       . شـود    نوشـته مـي
  :كنيم حساب مي

x y
xy uv

x y xy

u u
J J

v v | J |
      


1 1 1 121 1 2  

  .كنيم  پيدا ميuovي مرزها را در دستگاه حالا معادله
  مرزهاي قديمي  مرزهاي جديد

y x v     
y (u x ,v x) v u       

x u y , v y) v u
  

         2 2 2  

  :آيد  شكل مقابل به دست ميuovي پس در صفحه
u uu u u

D
I e cos v( dvdu) ( e cos v( dvdu) e cos v( dvdu)


 
      2

2

1 1 12 22 2 2  
  

u
u u u

sin u

e e
e sin udu e sin( u)du e sinudu (sin u cosu) |

  



        2

2

1
2 2   

v با ترتيبDتوجه داشته باشيد كه نوشتن حدود انتگرال روي: توضيح u
v

I e cos vdudv



  2


  .كند تر شدن مسأله نمي  ايرادي ندارد، اما كمك زيادي به ساده

 
  . كنيم  را در مبدأ حساب ميy وyدر روش اول طبق معمول هميشه مقادير. كنيم ا به دو روش حل ميسؤال ر  »3«ـ گزينه 20

x y x y x y y      4 4 3 3 2 2   
x  :گيري از طرفين داريم با مشتق  y y x y y x yy y         3 3 2 24 4 3 3 2 2   
x  : گيري دوباره خواهيم داشت با مشتق  y y y y y x yy y y y y y yy y                  2 2 3 212 12 4 6 6 3 2 2 2   

yبا جايگذاري   ،x   ي قبل داريم دو معادله:  y y

y y

    
         2 2
  
  

  

y

x

y x

2



2



2R

1R

v

u

2



2



v u

D



u v  
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|  :كنيم حالا از فرمول انحناء استفاده مي  y | | |

[ (y ) ] ( )

 
   

 
3 3

2 2 2

2 2
1 1 

  

پس شعاع انحناء،  

1 1

  . است2

ي كمتـرين درجـه؛ در نزديـك مبـدأ            گـذرد و بـا اسـتفاده از قاعـده           اين منحني از مبدأ مـي     . كنيم   شرايط استفاده از فرمول نيوتن را بررسي مي        :روش دوم 
yداريم  دهد محور  كه نشان ميx يم از فرمول نيوتن استفاده كنيمتوان پس مي. ها بر اين منحني مماس است:  

x x

x x
lim lim

y y 
    

2 2
22 

  

  :كنيم ، مقدار اين حد را تعيين ميyي منحني بر با تقسيم طرفين معادله.) گيريم البته اگر مقدار حد منفي شد، قدرمطلق آن را در نظر مي(
x x x

( )x y ( )x y ( ) y
y y y

      
2 2 22 3 2 1   

xوقتي  كند داريم    ميل ميy  و x

y
 

2
)  : در نتيجه2 ) ( ) ( )                  

12 2 2 1 2 1 2        

ي قدرمطلق اين عدد، شعاع انحنا برابر با البته با محاسبه 
1
  . خواهد بود2

 

r  :ي تاب به اين صورت است محاسبههاي  يكي از فرمول  »1«ـ گزينه 21 .(r r )

| r r |

  
 

  2

  
   

r  :در نتيجه داريم .(r r ) | r r |        2      

rي دانيم كه انحنا از رابطه از طرفي مي r |

| r |

  
 

 3

 
ي بردار سرعت  نويسيم، اندازه در ضمن وقتي منحني را بر حسب پارامتر طول قوس مي. آيد  به دست مي

|شود يعني برابر با يك مي r | 1 .در نتيجه:r r |   
  .شود به اين ترتيب عبارت مورد نظر به اين شكل نوشته مي:  r .(r r )    2    

 

|  :كنيم هاي قطبي استفاده مي از فرمول انحناي منحني  »2«ـ گزينه 22 r r rr |
( )

(r r )

  
  



2 2
3

2 2 2

2  

rدر مبدأ مختصات داريم  در نتيجه :  r
| | | |

rr


    



2
3

2 2  

dr  :شعاع انحناء برابر است با
| r | | |

d
   

 
1 1 1

2 2  

  .صحيح است) 2(ي  ، گزينهrبا فرض مثبت بودن
 

fبردار  »2«ـ گزينه   23
         ي  در نقطه . ، در هر نقطه از منحني، بر آن عمود است(x , y )  داريم :x yf (f (x , y ),f (x , y ))     

 .   ي خـط     پـس معادلـه

y  : قائم بر منحني، چنين است  x
x y

x x y y
f (x , y )(x x ) f (x , y )(y y )

f (x , y ) f (x , y )

 
      

     
   

  

 
تـر آن     اما حل كامـل   .  خواهد بود  2 هر مسير بسته همواري كه شامل مبدأ باشد،        مطابق متن درس، مقدار انتگرال اين ميدان برداري روي          »3«ـ گزينه   24

  : چنين است

xميدان y
F i j

x y x y
 

 2 2 2 2
 پايستار است .  

 ــCتــوانيم بــه جــاي منحنــي پــس مــي : ي واحــد داريــم روي دايــره. ريم هــر مــسير بــسته و همــواري كــه شــامل مبــدأ باشــد در نظــر بگي   2 ،
y sin ،x cos  .ي با جايگذاري اين عبارات و محاسبهdxو dyداريم :  

cos cos sin ( sin ) cos sin
I d d d

cos sin cos sin

        
       

     
2 22 2 2

2 2 2 2 2
  
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  92 تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري رشته  
  

 1 نقطهـx  براي تابعf (x) x sin x  چگونه است؟   
  كدام هيچ) 4  .نيمم است يك نقطه مي) 3  .يك نقطه ماكسيمم است) 2  .يك نقطه عطف است) 1
 2  الساقيني به مساحت ثابت       هاي متساوي   ذوزنقهـK  يه بين ساق و قاعده    و زاو    اي كه محيط آن كمينـه باشـد          طول ساق ذوزنقه  .  را در نظر بگيريد

  كدام است؟

1 (K

cos
  2 (K

sin
  3 (K

sin
  4 (K

cos
  

 3 ا بر روي صفحهمتحركي در فضـx y z  2 5   :كند، تاب متحرك در يك نقطه دلخواه برابر است با  حركت مي11

1 (  2 (1
3 

  3 (14  4 (3   

 4 مشتق جهتي مرتبه دوم تابعـf (x, y, z) xyz جهتدر ) 2 و 3 و 1( ، در نقطه  
i j k كدام است؟   

1 (2
3  2 (4

3  3 (2
3  4 (4

3  

 5 ـ مقدار
C

xdx ydy zdz

x y z

 

 
 2 2 2

)Aي   مسيري از نقطهC است؟ كه در آن  كدام , , ) 1 2 )Bي   به نقطه2 , , )3 4    است؟12

1 (14  2 (12  3 (1  4 (8  
 6 ي فاصله نقطهـA( , , )4 1 x از فصل مشترك صفحات2 y z   2 4 16 و x y z   2 3 2 كدام است؟   

1 (2
3  2 (1

3  3 (2
3

  4 (1
3

  

 7  ي  خطي از نقطه  ـA( , )2 نيمم باشـد،     مي OCDهرگاه مساحت مثلث    . قطع كند  Dها را در     yو محور    Cها را در     xدهيم كه محور       چنان مرور مي   1
  معادله خط كدام است؟

1 (x y
 12 4  2 (x y

 14 2  3 (x y
 12 4  4 (x y

 14 2  

 8 تابعـ
 

n

x
f (x)

x x

 


n براي N به ازاي كدام. داده شده استn  تابع fپذير است؟  مشتق  

nبراي) n  2براي هر ) 1 1  3 (2فقط براي=n  4 (فقط برايn  3  
 9 فرض كنيدـf (x) f (x),f ( )   11 1  . ضريبx3 مك لورن تابع در بسطf (x)برابر است با :  

1 (14
3  2 (19

3
  3 (28   4 (38   

 10 كدام گزينه صحيح است؟ـ  

1 (sin x
x

tan x
lim ( )

sin x






11 11
  

2 (cot x

x
lim( sin x) 


  

1
1 1  

3 (cot x

x
lim( sin x) e


  

1
1  

4 (sin x
x

tan x
lim ( ) e

sin x






11
1

 

 11 اگرـf ( ) 4  آنگاه مقدار3
x

f (x) f ( )
lim

x





4
2

  : برابر است با

1 (3    2 (4    
  . باشد  است و لذا قابل محاسبه نميfمقدار حد وابسته به ضابطه تابع ) 4    12) 3

 12 حد دنبالهـ, , , , , ...



2 3 4 51 2 4 8    در صورت وجود كدام است؟16

1) 2  صفر) 1
2  3 (3

4  4 (
1
2  
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 13 تابعـf :  كند  در شرايط زير صدق مي.  
fـ  ب        .پذير است  مشتق(a,b)و روي پيوسته [a,b]ـ روي الف (a)f (b)             ـ  جf '(x)  ) به ازاي هرx (a,b)(   

  :دراين صورت
fمعادله) 1 (x) ممكن است بيش از يك جواب داشته باشد .  
fهمواره) 2 (x)  .  
fمعادله) 3 (x)  دقيقاً يك جواب روي [a,b]دارد .  
fدر مورد جواب معادله) 4 (x)  روي [a,b]توان كرد  هيچ قضاوتي نمي.  
 14 د به صفحات مختصات و صفحه مماس بر سطححجم چهاروجهي محدوـ(a )xyz a    : برابر است با(a,a,a)ي  در نقطه3

1 (a31
9  2 (a32

9  3 (a39
2  4 (a39  

 15 راگر براي هـa ,b، f ( ) , f (a b) f (a)f (b)  و f ( ) موجود باشد آنگاه :  
1 (f ( ) f ( )f (x)    
fبراي هر) 2 (x) f ( )f (x), x     
fتابع) 3 (x)فقط در x  مشتق دارد .  
fچون از پيوستگي تابع) 4 (x)توان كرد  اطلاعي نداريم لذا در مورد مشتق آن قضاوتي نمي.  

 16 انتگرالـ
x

x
f (x,y)dydx 

4 2

2
  : برابر است با

1 (
y

f (x, y)dxdy 
8

2 2
  2 (

y

y
f (x, y)dxdy 

8

2
2

  

3 (
y

y
f (x, y)dxdy f (x, y)dxdy   

4 4 8

2 4 2
2

  4 (
y

y
f (x, y)dxdy f (x, y)dxdy   

4 8 4

2 2 4
2

 

 17 ترين سرعت افزايش تابع بيشـf (x, y, z) xy xz yz  در نقطه ( , , ) 3 5   : برابر است با1
1 (2  2 (4  3 (6  4 (8  

 18 مقدار سريـn

n

n( )





 1

1

2
   كدام است؟3

1 (1
9  2 (1

3  3 (3  4 (9  

 19 خطوطـ
x

L : y t

z t


  
   

1

1
1

1
x و z

L :
y

 
 

2
2 2
  اي كه از دو خط به يك فاصله باشد كدام است؟ معادله صفحه.  را در نظر بگيريد2

1 (x y z  
132 9  2 (x y z   

132 9  3 (x y z  
632 2 9  4 (x y z  

632 2 18  

 20 مقدارـ
x

lim x (sin )[ ]
x x

2 1   : برابر است با1
1 (  2 (1  3 (4  .موجود نيست (∞  

 21 مقدارـ


dx

x x 


3

29
  : برابر است با

1 (
4  2 (3

4  3 (3
2  4 (9

4  

 22 ـcos( sinh ln )   : برابر است با3

1 (1-  2 (
1
2  3 (2

2  4 (3
2  
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 23 طول قوس منحني ـCبا معادله ( )


   2

sin t

sin t

x(t) sin d

y(t) cos d

   


 

 






2

2

2

2
2

2





   كدام است؟

1 (
2  2 (1  3 (π  4 (2  

 24 مقدارـ
n

n k

k
lim sin

n n 

 2
1

   كدام است؟1

1 (2  2 (1  3 (1
2  4 (1

3  

 25 سريـ


n
n

n

(r )
r




   همگراست؟ r  به ازاي چه مقاديري از1

1 (r   2 (r 1  3 (r  2  4 (هيچ مقداري  
  

  92 تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري رشتهپاسخنامه 
  
x درfهاي ي مشتق با محاسبه  »1«ـ گزينه 1  كنيم شود را پيدا مي ي اولين مشتقي كه صفر نمي ، مرتبه:  

f (x) cos x f ( )    1    

f (x) sin x f ( )      

x سوم، مخالف صفر شد پس طبق متن درس نقطه مشتق  باشد  يك نقطه عطف مي .  f (x) cos x f ( )   1  

 
aي بزرگتر برابر است با  طول قاعده. گيريم ذوزنقه داده شده را به اين صورت در نظر مي  »2«ـ گزينه 2 bcos 2و ارتفاع آن bsinدر نتيجه.  است:  

 S (a a bcos ) bsin K ( )*      
1    مساحت ذوزنقه22

 P a b a bcos a bcos b ( )**        2 2 2 2    محيط ذوزنقه2

)از رابطه K  : داريم*(
a bcos

bsin
  


22 2  

)با جايگذاري رابطه فوق در رابطه K                                   :                                                                    داريم**(
P b

bsin
 


2 2  

    :دهيم  مشتق گرفته و مساوي صفر قرار ميbبراي داشتن ذوزنقه با محيط كمينه از رابطه فوق نسبت به .  ثابت هستند وkتوجه كنيد كه

  dP K K
b sin K b

db sinb sin
         


2

2
2 2   

 
در اين سؤال هم با توجه به اينكه متحرك بـر روي صـفحه              . هايي كه در يك صفحه قرار داشته باشند، داراي تابي برابر با صفر هستند               منحني  »1«نه  ـ گزي 3

  .صحيح است) 1(ي  گونه تابي نخواهد داشت و گزينه كند بنابراين هيچ ثابت حركت مي
 

  :به دوم، بايد گراديان مشتق جهتي مرتبه اول را به دست آوريم، يعني داريمبراي به دست آوردن مشتق جهتي مرت  »2«ـ گزينه 4

f yzi xzj xyk   
   

                              f f f
f i j k

x y z

  
   

  

   
                 f (x, y,z) xyz  

A i j k

| A |

 


3

  
  

A
f. (yz xz xy)

| A |
    

1
3


ي اول تق جهتي مرتبهمش  

  :گيريم و داريم حال گراديان اين عبارت را مي
( , , )A

( f . ) ( z y)i (z x) j (y x)k i j k
| A |


            2 3 11 1 1 4 1 1

3 3 3 3 3 3

      
  
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A  :در نتيجه خواهيم داشت 
( i j k).

| A |


        

1 4 1 1 44 3 3 3 33

  
مشتق جهتي دوم   

 

xابتدا پايستاري تابع برداري  »3«ـ گزينه 5 y z
F(x, y,z) ( , , )

x y z x y z x y z


     2 2 2 2 2 2 2 2 2


  :كنيم  را بررسي مي

i j k

CurlF
x y z

x y z

x y z x y z x y z

  
 

  

     2 2 2 2 2 2 2 2 2

  


  

Fبنابراين ميدان
پايستار است، تابع پتانسيل آن را gناميم و انتگرال داده شده روي منحني   ميCبرابر است با :  

C

xdx ydy zdz
I g( , , ) g( , , )

x y z

 
     

 
 2 2 2

3 4 12 1 2 2  

  : برابر است باgتابع پتانسيل

C

x
g(x , y,z) dx ( )dy ( )dz x y z

x y z
     

 
   2 2 2

2 2 2
   

I  : بنابراين حاصل انتگرال روي خم برابر است با  g( , , ) g( , , )             3 4 12 1 2 2 9 16 144 1 4 4 13 3 1  
 

هـاي دو صـفحه بدسـت     بردار هادي فصل مشترك از حاصلضرب خارجي بردار نرمال. آوريم ابتدا معادله فصل مشترك دو صفحه را بدست مي  »4«ـ گزينه  6

  :آيد مي
i j k

u n n ( , , ) u ( , , )          


1 2 2 1 4 5 1 5 5 1 2 1
1 2 3

  

    

zبراي بدست آوردن يك نقطه از خط كافيست   قرار داده و از روابط مربوط به دو صفحه دو مختصه ديگر x و yرا بدست آوريم :  
x y

p ( , , )
x y

 
    

2 16 6 42 2    

x  : ي خطي كه فصل مشترك دو صفحه است، چنين خواهد بود    بنابراين معادله y z  
 

6 4
1 2 1

  

|  :                                            از اين خط برابر است با) 4و 1 و -2(فاصله نقطه  p p u |
d

| u |


 1 
 
  

| ( , , ) ( , , ) | ( , , ) |
p p ( , , ) ( , , ) ,u ( , , ) d

  
          

 1
2 3 2 1 2 1 1 1 2 16 4 4 1 2 2 3 2 1 2 1

1 4 1 6 6 3
   

 
  : نمودار خط موردنظر به صورت زير است  »4«ـ گزينه 7

x y
( )* 

  OCDمساحت  :2

y m(x ),m
x x


    

 
1 11 2 2 2 

:  معادله خطCD  

y (x ) x y ( ) y
x x x

           
  
1 1 21 2 1 2 12 2 2 
  

   

x x
y ( )**

x x
 


 

 
 

 
2 2

2 2  

)با جايگذاري رابطه ) در**( x  :آيد  مساحت مستطيل به اين صورت به دست مي *(
S

x




2

2 4



  

O
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x  :نيمم بايد براي داشتن مساحت مي   ( x ) x
S x x x x x x (x )

( x )

              


2 2 2 2
2

2 2 4 2 4 8 2 2 8 2 4
2 4

  
     


      

x m     

1 14 2 4 2  

y  :بنابراين معادله خط موردنظر برابر است با x
y (x ) y x          

1 11 2 2 12 2 2 4  

 
xكافيست مشتق چپ و راست تابع در نقطه  »2«ـ گزينه 8  را بررسي كنيم :  

n
n

x x

x
f ( ) ,f ( ) lim lim x

x


 
 

    1
 

    

xبراي داشتن مشتق در نقطه     بايد مشتق چپ و راست در اين نقطه باهم برابر باشند، لذا  :  n

x
lim x n n


     1 1 1


   

  .باشد بايد توجه داشت كه تابع داده شده براي همه نقاط داده شده پيوسته مي
 

fلورن برابر است با  در بسط مكx3ضريب» 2«گزينه ـ 9 ( )

!


3
گيريم بنابراين ابتدا از طرفين رابطه داده شده مشتق مي:  

f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) ( )*
       1 91 1  

  : گيري مجدد از رابطه فوق داريم با مشتق
f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) ( )**      9 2 81 9  

xبا جايگذاري  لات به دست آمده داريمي معاد  در همه:  
f ( )  2 18    ، f ( )    1 2 1 2   ، f ( ) f ( )     11 1 1 2   

  f ( )

!


  

38 19
3 6 3
  ضريب x3لورن  در بسط مك  

 
  :كنيم حدهاي داده شده را محاسبه مي مقدار  »1«ـ گزينه 10

xبا جايگذاري نقطه: 1ي  گزينه  در تابع زير حد به حالت مبهم 1رسيم و پس با استفاده از رفع ابهام داريم  مي:  

x x x

tgx tgx sin x cos xlim ( )( ) lim ( ) lim ( )
sin x sin x sin x sin x sin xsin x sin x

x x

tgx tgx
lim ( ) lim ( ) e e e e

sin x sin x
  

 
 

   
 

 
      

 

1 11 1 11 1 11 1 11 11 11 1
   

 
  

cot  :از رفع ابهام داريمباشد كه پس   مي1به طور مشابه اين حد به صورت مبهم : 2ي  گزينه g x

x
lim( sin x)  


   

1
1 1   

x x
lim ( sin x )cot g x lim cos x

cot g x

x
lim( sin x) e e e 

    
 


    1 1

1 1 1
1

1   

 

xبا جايگذاري  »3«ـ گزينه 11    : داريم4
x

f (x) f ( )
lim

x




4
4

2



  

  :در نتيجه با استفاده از هوپيتال داريم 
x x

f (x) f ( ) f (x)
lim lim f ( ) f ( )

x
x

 

      
4 4

4 2 2 4 4 4 1212
2

  

 
  : برابر است باnaبالهدن  »1«ـ گزينه 12

n
n n

n
a ( ) 


  1

11
2

  

  : برابر است باnaبنابراين حد دنباله
n

n nn n

n
lim a lim ( ) 

 
  1

11
2

  

  .باشد بنابراين مقدار حد فوق برابر صفر است صورت ميبا توجه به اينكه سرعت رشد مخرج بيشتر از 
 

 گيريم مشتق مي
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fبا توجه به اينكه     »3«ـ گزينه   13 (a)f (b)   باشد بنابراين معادله     ميf (x)    در بازه [a,b]      از طرفـي چـون    .  حداقل يـك ريـشه داردf (x)   
fاست بنابراين تابع (x)ت و طبق متن درس معادله صعودي اسf (x)  صحيح است) 3(ي  در نتيجه گزينه.  تنها همان يك ريشه را دارا خواهد بود.  

 

xyzبردار نرمال صفحه مماس بر سطح  »3«ـ گزينه 14 a   : برابر است با3

(a,a ,a) (a,a ,a)
f (x , y,z) xyz a n f (yz,xz,xy) (a ,a ,a ) n ( , , )       3 2 2 2 111

   

x)                           :                                     ماس برابر است بابنابراين معادله صفحه م  a) (y a) (z a) x y z a          3  
  :كافيست محل تلاقي صفحه با محورهاي مختصات را بيابيم

y z x a   3تلاقي با محورx ها  
x z y a   3تلاقي با محورy ها  
x y z a   3تلاقي با محورz ها  

  :بنابراين حجم منشور فوق برابر است با
a

( a a) ( a)   
31 1 93 3 33 2 1)مساحت قاعده(× ) ارتفاع= (2

  حجم= 3

 
aبا جايگذاري  »2«ـ گزينه 15 b  ي داده شده داريم  در معادلهf ( ) (f ( )) 2 پس با توجه به شرط f ( )   داريمf ( ) 1 .مشتق تابعf(x) برابر 

  :است با

h

f (x h) f (x)
f (x) lim

h

  


  

  :  داريمfبا توجه به تعريف تابع 

h h

f (x)f (h) f (x) f (h)
f (x h) f (x)f (h) f (x) lim f (x) f (x) lim

h h 

        
1

 
  

fاز آنجا كه ( ) 1 داريم است:  

h h

f (h) f (h) f ( )
lim lim f ( )

h h 

   
1

 

   

fبا جايگزيني اين مقدار در  (x)داريم                                                                   :                                         f (x) f (x) f ( )     
 

  .كنيم گيري را عوض مي  را رسم كرده و ترتيب انتگرالDيه ابتدا ناح  »4«ـ گزينه 16
  

y x

y x

x


  
  

2
2 4

  

  

هـا    بـراي هـر از ايـن ناحيـه        .  تبـديل كـرد    D2 و D1توان آن را به دو ناحيه مـنظم         باشد و مي     نامنظم مي  x نسبت به  Dشود ناحيه   طور كه ديده مي     همان
  :باشد گيري به صورت زير مي هاي انتگرال كران

y

y

D D

I f (x, y)dxdy f (x, y)dxdy I f (x, y)dxdy f (x, y)dxdy         
4 8 4

2 2 4
1 2 2

  

 
| برابرp در نقطه fحداكثر افزايش تابع   »3«ـ گزينه 17 f (p) |


  : ي بردار گراديان داريم محاسبهپس با . دهد  است و در جهت بردار گراديان رخ مي

f (x, y,z) (y z,x z,x y) f ( , , ) ( , , ) | f (p) |               3 5 1 4 4 2 16 16 4 6
  
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|دانيم كه براي مي  »4«ـ گزينه 18 x |1 ِتساوي n

n

x
x






 1
1

  : شود  گرفتن از طرفين تساوي، نتيجه مي باشد، با مشتق  برقرار مي

x
n n

n n

nx n( )
( x) ( )

 
 

 
   

 
 

2
1 13

2 21 1

1 2 1 9231 1 3

  

 
  :دو خط داده شده متنافر هستند، بنابراين بردار نرمال صفحه موردنظر برابر است با حاصلضرب خارجي بردارهاي هادي دو خط، لذا  »4«زينه ـ گ19

x z
x z x z

L : u ( , , )
y y

y

                 
2 2

12 2 2 2 2 12 12 2 2
                

x

L : y t u ( , , )

z t


     
   

1 1

1
1 1 1
1

   

  : بنابراين بردار نرمال صفحه برابر است با
i j k

n u u ( , , )    


1 2 1 1 1 2 2
2 1

  

   


  

x  :بنابراين معادله صفحه برابر است با  y z d  2 2  
pي   از نقطه  L1خط ( , , )1 1 1 pي   از نقطه  L2 و خط  1 ( , , )2 2 1  وي از دو خط باشد بايد فاصـله آن از          براي اينكه صفحه فوق داراي فاصله مسا      . كند   عبور مي

  :لذا:  داريمpي  روي دو خط يكسان باشد، با يادآوري فرمول فاصله يك صفحه از نقطهp2 وp1دو نقطه
| ax by cz d |

,u (a,b,c)
a b c

  
 

 2 2 2
   فاصله صفحه از نقطه p  

| ( ) | ( ) ( ) d | | d |      
 

 
1 1 2 1 2 1 1

31 4 4
  p1 فاصه صفحه از نقطه

| ( ) ( ) ( ) d | | d |      
 

 
1 2 2 2 1 6

31 4 4
فاصله صفحه از نقطه p2  

  :از تساوي دو عبارت فوق داريم 
d d

| d | | d |
d ( d)

d ( d) d d d

  
         

          

1 61 6 1 6 73 3 1 6 1 6 2
  

x  :ابنابراين معادله صفحه برابر است ب  y z   
7 632 2 2 18  

 

  »1«ـ گزينه 20
x
lim

x
 

1


        : ارزي داريم  پس با استفاده از هم
x x
 
  

1 1  

  : شده برابر است با بنابراين حد داده كرانداري
x x x
lim x (sin ) lim x (sin ) lim x(sin )

x x x x x  

       
2 21 1 1 1 1

  
  

 
  : كنيم ابتدا از تغيير متغير زير استفاده مي  »1«ـ گزينه 21

x u
x sin u dx cosu du ,

x u

  
    

  

3 3
3 2

 
  

cos  : گذاري تغييرمتغير در انتگرال داريم با جاي u du cosu du
I

sin u cosusin u sin u

 

 
 

 
2 2

2
3

3 9 9 
  

]ي كنيم كه در بازه براي حل اين انتگرال، طبق متن درس؛ از اين نكته استفاده مي , ]

2ل با تبديsin uبه cos uبه يكديگر مقدار Iكند  تغيير نمي:  

cos u sin u cos u sin u
I I du du du du I ( )

sin u cosu cosu sin u cos u sin u

      
        

     2 2 2 2 1
2 2 2 4   

  

 
  

 ق.ق.غ


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    »2«ـ گزينه 22

x x Ln Lne e e e
sinh x sinh Ln

   
     

3 3
13 8 4332 2 2 6 3  

)cos  :با جايگذاري اين مقدار در رابطه داده شده داريم sinh Ln ) cos( ) cos( ) cos( )
 

         
4 13 3 3 3 2  

 

R(t)طول قوس منحني پارامتري  »2«ـ گزينه 23 x(t) i y(t) j 
 

  : برابر است با
b

a
t tL (x ) (y ) dt   2 2  

tx  : بنابراين براي منحني داده شده داريم  (t) sin t cos t sin( sin t) sin( t).sin( sin t)
    4 42 22 2  

ty (t) sin t cos t cos( sin t) sin( t).cos( sin t)
    4 42 22 2  

L  : داريمLبا جايگذاري روابط فوق در رابطه sin ( t)sin ( sin t) sin ( t)cos ( sin t) dt



 
 

2 2 2 4 2 2 42 22 2
  

cos t
sin ( t)[sin ( sin t) cos ( sin t)] dt | sin t | dt sin t dt |

   
        

22 2 4 2 42 2 2 22 2 2 12 2 2   
  

 
  :با استفاده از تعريف حد مجموع ريماني داريم  »3«ـ گزينه 24

n

n k

k cos x
lim sin sin xdx dx (x sin x) | ( )

n n 

  
        

  
1 12 2 1

1

1 1 2 1 1 1 12 12 2 2 2 2 
   

 
  .شود سري داده شده به دو سري زير تفكيك مي  »4«ـ گزينه 25

n n
n n

n n n

(r ) r
r r

  

  
    1 1

  
  

  :باشد، لذا هاي سمت راست تساوي جواب مورد نظر مي بنابراين اشتراك مقادير همگرايي سري
n

n

r | r | r



      1 1 1


  

n
n

r
| r |

r| r |r






       


11 1 1 1 1

  

rبراي اعداد  1 n سري1

n

r






 همگرا و سري
n

n r




 1


  .باشد ها واگرا مي پس مجموع آن واگراست 

rبراي اعداد 1و r  1سري n

n

r






 واگرا و سري
n

n r




 1


  .شود ها واگرا مي  همگراست پس مجموع آن

rها نيازي به بررسي با توجه به گزينه 1و r  1صحيح است)  4(ي   نيست و گزينه.  

rبا اين حال در 1و r  1ي عموميِ سري زيرا حد جمله. آيد  نيز يك سري واگرا به دست ميn
n

n

(r )
r




 1


  .شود  صفر نمي

 
  
  
  

 بازه همگرايي

 بازه همگرايي
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  93 فلسفه علم ـ سراسري  تاريخ ورشته  
  

 1ـ مقدار


h
x h

h
lim e (x )dx

h





2 2 21    كدام است؟1

1 (
e

1  2 (1
2  3 (1  4 (  

 2 ـ قطر يك گوي يخيcm6اين قطر با آهنگ .  است / cm / h5كند؟ حجم گوي با كدام سرعت تغيير مي. يابد شدن كاهش مي  در اثر ذوب  
1 (cm / h 18  2 (cm / h 9  3 (cm / h 6  4 (cm / h 3  

 3ـ سري
n

n(n )
ln

(n )








 21

2
1

،  

1همگرا به) 3  . است2همگرا به ) 2  .واگرا است) 1
lnهمگرا به) 4  . است2

1
  . است2

 4ي  هاي حقيقي معادله ـ تعداد ريشهx x  13 37    كدام است؟5
  .دو ريشه دارد) 2  .يك ريشه دارد كه مثبت نيز هست) 1
 .ريشه ندارد) 4  .يك ريشه دارد كه منفي نيز است) 3

 5ـ دامنه و برد تابعx
f (x)

x





2 1
   كدام است؟2

1 (fD [ , ]
1 fR و22 [ , )   2 (fD ( , ) 2و fR [ , )   

3 (fD [ , ]
1 fR و22 { }     4 (fD [ , )  2و fR { }    

 6ـ اگر زاويه بين دو بردار ( , , , )1 1 ) و1 , , ,n)1  باشد، آنگاهn در2
n
lim


برابر است با :  

1 (
6  2 (

4  3 (
3  4 (

2  

 7ـ بردارهاي متعامد
Mو 

Nبا طول واحد در 3اگر.  مفروضند
A در شرط   

A N M A  يك از موارد زير درست است؟  صدق كند، كدام  

1 (A M (M N)  
   

  2 (A M (M N)  
   

  3 (A M (M N)  
1 1
2 2

   
  4 (A M (M N)  

1 1
2 2

   
  

 8ـ براي چه مقاديري ازKنمودار تابع f (x) x x K  3   كند؟ ها را قطع ميx، در سه نقطه متمايز محور23
1 (K    2 (K , 4  3 (K  4  4 (تمام مقاديرK  

 9ـ مقدار
/

/
x sin xdx






8

8
8   : برابر است با9

1 (  2 (
8  3 (

4  4 (1  

 10ي دوم پيوسته در همسايگي ـ فرض كنيد تابع داراي مشتق مرتبهxمقدار.  باشد
h

f (x h) f (x) f (x h)
lim

h

   
2

   كدام است؟2

1 (f (x)  2 (f (x)  3 (  4 (f (x)1
2  

 11ـ تابع
x x

x
x

e ; e
f (x)

; e
e

 
 




2 1
2 1

1
  : در تمام نقاط

xجز به) 1  جز به) 2  . پيوسته استx 1پيوسته است .  
xجز به) 3  و x 1پيوسته است) 4  . پيوسته است. 

 12 ـ انتگرال معادل عبارت
x

x x
f (x , y)dydx f (x , y)dydx   

32 8 8

1 2
     كدام است؟

1 (
y

y

f (x , y)dxdy 
8

1 3
  2 (

y

y

f (x , y)dxdy 
4

1 1
3

  3 (
y

y

f (x , y)dxdy 
8

1 1
3

  4 (
y

y

f (x , y)dxdy 
8

1 2
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 13ـ مساحت درون دلوارcos   1ي  و بيرون دايره    : برابر است با1

1 (
4  2 (

1 4  3 (
12  4 (

 24  

 14ـ كدام گزاره در مورد
 (x ,y) ( , )

sin xy
lim

x y 2    صحيح است؟2

1برابر) 2  . استبرابر) 1
  .موجود نيست) 4  . است1برابر) 3  . است2

 15ي ـ مساحت آن قسمت از كره  rي  كه خارج از استوانه2     قرار دارد، كدام است؟1
1 (4 3  2 (12  3 (14  4 (8 3  

 16ـ مقدار
R

sin x y

x y






2 2

2 2
xي  ناحيهR كه در آن y

 
  

2 22 2
16    است برابر كدام است؟9

1 (( ) 2 1  2 (( ) 2 1  3 (2  4 (
2

2  

 17ـ مقدارz

S

( xy , xe , z )ds 2 yي ي محصور به استوانه  رويهS كه در آن 33 z 2 2 x و صفحات1  1 و x  2 است برابر است با:  

1 (9
4  2 (9

2  3 (3
2  4 (3  

 18ـ اكسترمم تابعf (x ,y , z) x y z   2 3 x با شرط1 y z  2 2 2   : برابر است با14
  15 و15  4 (13 و 13  3 (13 و15) 2  13 و15) 1
 19ي ـ اگر صفحات مماس بر دو رويهx (y ) z   2 2 21 x) و1 c) y z   2 2 2   : در هر نقطه برخورد دو رويه بر هم عمود باشند آنگاه3

1 (C   3  2 (C  
3

3  3 (C    4 (C  1  

 20ـ تابعf (x ,y) x y 2 f ترازي خط مماس بر منحني معادله.  مفروض است24 (x , y)در نقطه ( , )2   : برابر است با1
1 (x y 2 4  2 (x y 2 4  3 (x y  2 4  4 (x y  2 4  
 21ي ي مماس افقي بر رويه ـ صفحهz x xy y x y     2 24 2 12 12   : برابر است با1

1 (z  36  2 (z  31  3 (z  28  4 (z  29  

 22ـ مشتق سوئي تابعxyf (x ,y) eي  در نقطه( , )1  و در امتداد1
 

2
  ، كدام است؟3

1 (e
 

  
 

1 2
2  2 (e

1 2
2  3 (e

 
  
 

1 3
2  4 (e

1 3
2  

 23 ـ طول منحني
x (t sin t)

y cos t

  

  


1
2
1 1
2 2

]ي  در بازه , ]2كدام است؟   

1 (4  2 (8  3 (4  4 (8  

 24ـ هرگاهz f (u , v)پذيري از دو متغير  تابع مشتقuو vباشد و u x y ،v y x آنگاه z z

x y

 


 
   كدام است؟

1 (  2 (1  3 (y x  4 (x y  

 25ـ اگرx ارت مقدار عب
 

x / xdt dt

t t


 
 

1

2 21 1
   كدام است؟

1 (
3  2 (

6  3 (
2  4 (

4  
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  93 تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري رشتهپاسخنامه   
  

heبراي سادگي بيشتر؛ ابتدا     »2«ـ گزينه   1
2

xنويسيم يعني مي. كنيم  را از انتگرال خارج مي h h xe e e 
2 2 2 2

he و
2

كنـيم    را از انتگرال خـارج مـي  

hدر ضمن.  ثابت استxچون نسبت به

h
e

e

 
2

2
  . است1

h x

hh

e (x )dx
lim

he





2

2

2 1
جواب  

حد داده شده فرم مبهم


  :كنيم از هوپيتال استفاده مي.  دارد
h

h hh h h

e (h ) h h
lim lim lim

h he h e  

 
 



2

2 2

2 2 2
2 22

1 1 1
21 2 22

  

 
 حجـم   V(t)اگـر .  بوده اسـت   cm6اي فرض كنيد كه قطر گوي يخي         را لحظه  t باشد و  tي   قطر گوي يخي در لحظه     D(t)فرض كنيم     »2«ـ گزينه   2

D(t)دانيم كه   باشد مي tگوي در لحظه  
V(t) D (t)

    
 

3
34

3 2 D(tم داري ـ tبنابر اطلاعات داده شده در لحظـه      . 6 ) cm 6      و سـرعت تغييـر 

D(t)  نسبت به زمان يعني dD(t)

dt
cm برابر است باt در لحظه

/
h

 5  بـه عبـارتي D (t ) /   5  .      مـان  حـال سـرعت تغييـر حجـم نـسبت بـه ز

dVيعني 

dt
dV(t)  :آوريم دست مي   را به

V (t ) D (t )D (t ) ( )( ) ( / )
tdt

        2 23 3 6 5 96 6  


 

 
  :هاي لگاريتم؛ خواهيم ديد كه اين سري يك سري تلسكوپي است كردن جملات و استفاده از ويژگي با مرتب  »4«ـ گزينه 3

n nA A

n(n ) n n
ln( ) ln(n) ln(n ) ln(n ) ln(n) ln(n ) ln(n ) ln(n ) ln( ) ln( )

n n(n )


 
             

 
1

2
2 12 2 1 1 2 1 1 21  

 

  :كنيم لسكوپي استفاده ميي مقدار سري ت حالا از فرمول محاسبه

n حاصل سري n n
n nn

n
A A A lim A ln( ) lim ln( ) ln( ) ln( ) ln( )

n



 
 


        

 1 1 1
1

1 1 1 112 2 2 2  

 
    »1«ـ گزينه 4

p(x)اي چنــد جملــه: روش اول x x  13 37 بــه همــين دليــل.  داراي درجــه فــرد اســت5
x
lim p(x)


 و
x
lim p(x)


. العلامــه هــستند  مختلــف
)pمـثلاً . ها تغيير علامت داده باشد       در آن  p(x)توانيم دو عدد پيدا كنيم كه       تر مي   به بيان دقيق  .  حداقل يك ريشه حقيقي دارد     p(x)بنابراين )  1 3  

)pو )   5   از طرفي p (x) x x  12 213 p داريم x پس براي هر   21 (x)         شـويم كـه   تـر متوجـه مـي     و بـا دقـت بـيشp (x)  فقـط 
xدر       مقدار صفر دارد و براي هر x  داريم p (x)   .بنابراينp(x)هر تابع اكيداً صـعودي حـداكثر يـك ريـشه دارد    .  تابعي اكيداً صعودي است .
)pهاي در پايان با مقايسه علامت.  يك و فقط يك ريشه حقيقي دارد   p(x)توان نتيجه گرفت كه     مي )و p( )و p( )شويم كه  متوجه ميp( )   
)pو )  ي  بنابراين تنها ريشهp(x)ي  در ناحيهx  قرار دارد .  

k يا kهاي مثبت    بناميم تعداد ريشه   k وقتي در فرم استاندارد مرتب شده باشد را        p(x)ها در ضرائب     اگر تعداد تغيير علامت    :روش دوم  2 يا k  4 ... 
p(x)در اين مثال داريم   . است x x  13 37 ) از  پس ضرائب عبارتند   5 ، ، )  1 7 k:بـار تغييـر علامـت داريـم      فقط يـك   5 1    اسـت پـس تعـداد 
  .هاي مثبت برابر است با يك ريشه ريشه

)pهمين استدلال را براي    x) شود  هاي منفي معلوم مي     گيريم تعداد ريشه    كار مي    به .p( x) x x    13 37 ) دنباله ضرائب  5 ، ، )  1 7 .  است 5
  .تغيير علامت نداريم پس ريشه منفي وجود ندارد

 

x  جدول تعيين علامت را براي كسر »1«ـ گزينه 5
y

x





2 1
  . تشكيل دهيم2

x

x

x
y

x

 

   
   


   


1 22
2
2 1

2 1
2


  
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)ي فقط در بازه , )
1 y داريم22   .درx  xشود پس  مخرج صفر مي2  x در دامنه نيست اما در2 

1
y داريم2   . به اين ترتيب دامنه

xتابع
f (x)

x





2 1
fD برابر است با2 [ , )

1   .پردازيم ي برد مي اكنون به محاسبه. 22

xبه ازاي 
1
y داريم2  كه  و وقتيx    : خواهيم داشت2

x x

x
lim y lim

x   


   

2 2

2 1 3
2 

  

yبنابراين  ن تابعبرد اي.  استfR [ , ) است .  
 

Aفرض كنيم  »1 «ـ گزينه 6 ( , , , ) 1 1 1


و B ( , , ,n) 1 2


و داريم.  زاويه بين اين بردارها باشد:  

n(n )A.B n
cos( )

| A || B | n(n )( n )n n

   
   

      2 2 2 2 2 2

1 11 2 3 2
1 2 11 1 1 1 2
6

 
 

 
 

nهرگاه  ترين درجه داريم اده از قانون بزرگ، با استف:  

n n n

n(n) n
lim cos( ) lim lim

n(n)( n)
n n

  
    

2

2

1 1 1
32 2 2

1 22 2
36 6

 

  :بنابراين
n
lim arccos( )



  

3
2 6  

 
A  »4«ـ گزينه 7 aM b(M N)  

  
  

  :نون از فرض استفاده كنيم داشته باشيم اكb وaها فرض كنيم براي اعداد حقيقي مطابق گزينه
A N M A  
  

  
(aM b(M N)) N M aM b(M N)      
       

  
a(M N) b(M N)) N ( a)M b(M N)       1
       

  
Nو بردارهاي


M و


M) متعامد و يكه هستند پس  N) N M   
   

a(M  : بنابراين N) bM ( a)M b(M N)     1
     

  

aاز اين تساوي خواهيم داشت b و b a  1پس a 
1
b و2  

1
2.  

 
  . بتواند سه ريشه متمايز داشته باشد لازم است3كه يك تابع درجه  براي آن  »3«ـ گزينه 8

  . العلامه باشند  مختلفfمم نسبيمقادير ماكسيمم و ميني
  

f  : را بيابيمfهاي نسبي ابتدا محل اكسترمم (x) x x x(x )     23 6 3 2   
xپس  و x  f.ند هستf طول نقاط بحراني2 ( ) kو f ( ) k 2 f بايد داشته باشيم4 ( )f ( ) 2 پس k(k ) 4 .  
kاگر  kاگر. شوند  ها مثبت مي     باشد هر دوي آن    4      امـا بـراي   . وندش  ها منفي مي     باشد هر دوي آنk  4  مقـادير f ( )و f ( العلامـه    مختلـف 2(

  .خواهند بود
 

fتابع  »4«ـ گزينه 9 (x) x sin (x) 8   .تگرال صفر خواهد بودهاي بالا و پايين انتگرال قرينه يكديگرند بنابراين حاصل ان  تابعي فرد است و كران9

  
a

a
f f (x)dx


  فرد است  

y:توجه x y تابعي زوج و8 sin (x)   .ضرب يك تابع زوج در يك تابع فرد؛ تابعي فرد است حاصل.  تابعي فرد است9
 

  

xx



  

 92

94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

متوجه باشيد كه . توانيم از هوپيتال استفاده كنيم جا كه اين حد از حالت مبهم خارج شود مي پذير است بنابراين تا آن مشتق تابعي دوبار f  »2«ـ گزينه 10
  :كنيم  را ثابت فرض ميx است وhمتغير مورد نظر ما

h h

f (x h) f (x) f (x h) f (x h) f (x h)
lim lim

hh 

        
2

2 هوپيتــــال 
2 


 

h

f (x h) f (x h) f (x) f (x)
lim f (x)


        
 هوپيتــــال 

2 2
 

 
xeنامعادله  »4«ـ گزينه 11 1معادل است با xln(e ) ln( ) x به عبارتي1  پس ضابطه تابع fبه اين صورت است :  

x

x

e x
f (x)

x
e

 
 




2

2
1




 

xدر نواحي  و x  كافيست پيوستگي در.  هر كدام از توابع داده شده پيوسته هستندx  را بررسي كنيم .  
  f ( ) e 1  

x
x

f ( ) lim
e e




  

 

2 2 1
1 1 

  

x

x
f ( ) lim e e





  2 1


  

  . پيوسته است برfبه عبارتي.  صفر نيز پيوسته است درfپس
 

yهاي داده شده، خط     با توجه به حدود انتگرال     » 3«ـ گزينه   12 x منحني ،y x xمـودار در  محـل برخـورد ايـن دو ن       . كنـيم    را رسم مي   3   و x 1 
xو  1  در اولين انتگرال داريم   .  قرار دارندx 1  و حدود y      از پايين به بالا به صورت y x y و 3 x  اين ناحيـه را   . اند   داده شدهR1  در . نـاميم    مـي

xانتگرال دوم داريم 2 y به صورتy و حدود8 xو y    .ناميم  ميR2ااند كه ما اين ناحيه ر  نوشته شده8
  
  

Rكنيم  حالا فرض مي   R R 1 2 با ترتيب .  باشدdxdy    كمترين . نويسيم   حدود انتگرال را مي
yو بيشترين مقدار به صورت     1 و y   بـا حركـت از چـپ بـه راسـت؛            .آينـد    به دست مـي    8

xبينيم كه مي y yيعني همان (3 x xمرز ورودي و) 3 yمرز خروجي است .  
y

y
I f (x , y)dx dy   3

8
1  

  
  

 

cosدلوار » 4«ـ گزينه 13   1ي  و دايره 1در نقاط 
   cos  :كنند  با يكديگر برخورد مي2 cos


         1 1 2  

  : برابر است باDي در نتيجه مساحت ناحيه
  

  S ( )d [( cos ) ]d




 
         2

1
2 2 221 2

2

1 1 1 12 2  

  :با استفاده از زوج بودن زير انتگرال داريم
  

cos sin
S ( cos cos )d [ cos ]d [ sin ]

      
             

222 21 1 2 22 2 2 2 22 2 2 4 4 
  

 
  

D

y

x

1 

1 cos   

2R

1R

3y x

y

x

y x

21

1

8
y 8

8
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ابتدا دقت كنيد كه   : روش اول  » 4«ـ گزينه   14
(x , y) ( , )

lim xy



 

  ارزي  تـوانيم از هـم       پس ميsin xy xy    حـالا روي مـسير    .  اسـتفاده كنـيمy mx 

  :داريم

x

(mx)x m
lim

x m x m


 2 2 2 21
  

  . استmبسته بهپس حد وجود ندارد زيرا وا
sinارزي  پس از استفاده از هم:روش دوم xy xyتوانيم از مختصات قطبي استفاده كنيم  مي:  

(x , y) ( , ) r

xy (r cos )(r sin )
lim lim cos sin

x y r 

 
   

2 2 2  
  

  . استپس حد وجود ندارد، زيرا جواب آن وابسته به
 

R برابر است با   2اي به شعاع       مساحت كره   »4«ـ گزينه   15  24 . گيرد از آن كـم كنـيم   بهتر است مساحت بخشي از كره را كه درون استوانه قرار مي        . 16
zي يكسان در نواحي دانيم كه اين سطح داراي دو نيمه البته مي  و z  كنيم  برابر مي2ما مساحت قسمت بالايي را حساب كرده و . ت اس.  
rاي  ي استوانه   از معادله  1   معلوم است كه    2 و r 1 .  ي  در واقع، سايهS  ي   بر صفحهxoy  روي سطح كره،   . گيرد  اي واحد قرار مي     درون دايره

gي  با توجه به معادله : x y z  2 2 2 x  : داريم4 y
x y

d z z dydx d ( ) ( ) dydx
z z

        2 2 2 21 1  

x y z
d dydx dydx dydx dydx

zz z x y

 
    

 

2 2 2
2 2 2 2

4 2 2
4

  

d rdr d
r

   
 2
2

4
  

S r( r ) dr d [ ( r ) ] d ( )[ ]
 

               
1 1

2 1 2 12 22 22 4 2 4 2 2 3 4 8 4 3
  

  
  .شود با دو برابر كردن آن مساحت بخشي از كره كه درون استوانه است معلوم مي. وانه قرار دارد است كه درون است ي بالايي كره اين مساحت نيمه

S ( )     1 2 8 4 3 16 8 3  
S  : شود حالا مساحت قسمتي از كره كه درون استوانه است معلوم مي   S ( )      1 16 16 8 3 8 3½o¨SeIv¶ -  

 
  :گيرد داريم در نواري كه بين اين دو دايره قرار مي. تر است دهبه وضوح حل انتگرال در مختصات قطبي سا » 2«ـ گزينه 16

sin r
, r I r dr d sin r dr d ( )[ cos r] ( )[ ] ( )

r





 
 

 
 

                       
3

4

2 23 3

4 4

1 22 2 2 2 14 3 2 2 
  

 
xهـاي   ي بسته است كه از سـطح اسـتوانه و در پـوش               يك رويه  Sبا توجه به ادبياتي كه در صورت سؤال به كار رفته است،            » 2«ـ گزينه   17  x و 2  1 

  :كنيم ي ديورژانس استفاده مي پس از قضيه. شود تشكيل مي
x y zdivF P Q R y z (y z )       2 2 2 23 3 3


  

yي با توجه به معادله z 2 2 x و معادلات1  1وx    :به اين ترتيب داريم. اي استفاده كنيم  از مختصات استوانهyozي توانيم در صفحه  مي2
y z r , r , , x          2 2 2 1 2 1 2   

V
I divFdx dydz r rdx dr d ( d )( r dr)( dx) ( )( )( )

 

 


             
2 1 2 2 1 22 3

1 1
1 93 3 2 94 2   

  

 
fتابع » 3«ـ گزينه 18 x y z   2 3 g و قيد1 : x y z  2 2 2   :كنيم ي را در نظر گرفته و از ضريب لاگرانژ استفاده م14

yx z

x y z

ff f
y x , z x y x , z x

g g g x y z


                

2 3 1 3 14 6 4 22 2 2 2 2  

  : داريمgي قيد با جايگذاري اين نتايج در معادله
x x x x x x y z               2 2 2 2 29 1 1414 14 4 2 3 14 4 4  

min: داريمfبا جايگذاري اين مقادير در f   14 1 max و13 f   14 1 15 .  
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  :دهيم  نشان ميg وfهاي داده شده را با رويه. بردار نرمال صفحه مماس بر هر رويه، در هر نقطه از آن، برابر است با گراديان آن رويه » 1«ـ گزينه 19
f x (y ) z f ( x , (y ), z)         2 2 21 1 2 2 1 2


  

g (x c) y z g ( (x C), y, z)         2 2 2 3 2 2 2


  
  :كه صفحات مماس بر دو رويه، بر هم عمود باشند، شرط لازم و كافي آن است كه بردارهاي گراديان بر هم عمود باشند يعني براي آن

f . g x(x C) y(y ) z [x y z Cx y] x y z y Cx ( )                   2 2 2 2 2 2 24 4 1 4 4 1
 

    
x)ي كنيم كه نقطه اكنون به اين مطلب دقت مي , y,z)اي  محل تلاقي رويهfو gاز معادلات.  استfو gداريم :  

f : x y z y

y : x y z Cx C

   


     

2 2 2

2 2 2 2
2

2 3
  

x  :داريم) 1(ي  و از معادله y z y Cx   2 2 2  
y  :رسيم رو مي هاي روبه بنابراين به تساوي Cx C y Cx    22 2 3  

)ها داريم  تساوياز اين y y Cx y Cx)   2در نتيجه :  Cx C Cx C C       2 22 3 2 3 3  
 

x)بتدا دقت كنيد كه با جايگذاري     ا :روش اول  » 2«ـ گزينه   20 , y ) ( , ) 2 1   ي   در معادلهz x y 2 z داريـم  24   4 4  پـس منحنـي تـراز ايـن         8
xقطه، همان منحنين y 2 24   :نويسيم ي خط مماس بر منحني در اين نقطه را مي معادله.  است8

dy x
m

dx y


       


2 2 2 1
8 8 1   شيب2

y  :معادله خط مماس  y m(x x ) y (x ) x y          
11 2 2 42   

)ي تماس يعني از  خط مماس بايد از نقطه:روش دوم , )2   .گذرد از اين نقطه مي) 2(ي  و فقط گزينه عبور كند 1
 

اي افقـي باشـد،        مماس، صفحه   خواهيم صفحه   اگر مي . دانيم كه بردار نرمال صفحه مماس در هر نقطه از رويه، برابر با بردار گراديان است                 مي » 2«ـ گزينه   21
nبايد بردار نرمال آن به صورت ( , ,c)

  است كه c   .به عبارتي بايد داشته باشيم:  

x y
x y

f ( , ,c) f , f x x y
x y

  
                

2 4 12 6 24 4 14 4 12
 

    


  

z  : داريمzبا جايگذاري اين مقادير در        16 16 2 48 12 1 31  
zي ي مماس افقي به معادله يك صفحه  31وجود دارد .  

 

ي  كه در امتداد زاويهبرداري » 3«ـ گزينه 22
 

2
  :شود  قرار دارد و يكه هم هست به اين صورت نوشته مي3

A cos i sin j A cos( ) i sin( ) j i j
 

         
2 2 1 3
3 3 2 2

        

)ي  را هم در نقطهfبردار گراديان , )1 xy  :كنيم  تعيين مي1 xyf ( ye , xe ) (e, e) f ei ej          
    

A  :براين مشتق سوئي در اين جهت برابر است بابنا

e ef .A
D f e( )

| A |

 
    

1 3
12 2 1 31 2



  

 
tي طول منحني پارامتري در بازه » 1«ـ گزينه 23  2برابر است با :  

t tL (x ) (y ) dt L [ ( cos t)] ( sin t) dt (cos t sin t cos t) dt ( cos t) dt
   

               
2 2 2 22 2 2 2 2 21 1 1 11 1 2 2 22 2 4 4   

  

tحالا از فرمول مثلثاتي
cos t sin  21 2   .كنيم  استفاده مي2

t t t
L ( sin ) dt sin dt [ cos ]

 
       

22 222 2 2 2 2 44 2 2 2  
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  :اي داريم ي زنجيره طبق قاعده » 1«ـ گزينه 24

u v u v

u v u v

z z u z v
z ( ) z ( ) z z

x u x v x
z z u z v

z ( ) z ( ) z z
y u y v y

               
            
    

1 1

1 1
  

z  :كردن اين دو معادله خواهيم داشت با جمع z

x y

 
 

 
  

 

xدر انتگرال » 3«ـ گزينه 25
dt

t
1

21
u اگر تغيير متغير

t


du  : را انجام دهيم خواهيم داشت1
u t dt

t u u
      2

1 1  

tدر ضمن به ازاي  داريم u و به ازاي t
x


u داريم1 x.  

x x x x x

x

du
dt dt du dt du dtuI tg (t) |

t t u t u t
u

  
 




        
     

      
2 1

2 2 2 2 2 2
2

1 21 1 1 1 1 11    
  

رالتوجه كنيد كه انتگ
x

du

u



 21
 با انتگرال

x

dt

t



 21
  . تفاوتي ندارد

 
  

  94 تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري رشته

 1 مقدارـ
(x , y) ( , )

x
lim

y 




2

2 2
4

   كدام است؟2

1 (4  2 (  3 (1   4 (وجود ندارد.  

 2 بازه همگرايي سريـn

n

x
( )

n x






1

1    كدام است؟1

1 (( , ) 
1
2  2 ([ , ) 

1
2  3 (( , )  4 ([ , ) 1  

 3 هاي معادلة ريشهـ(z ) z  5 z كه در آن51 x iy روي كدام خط قرار دارند؟   

1 (x 
1
5  2 (x 

1
2  3 (x  

1
5  4 (x  

1
2  

 4 صفحة مماس بر سطحـz x y 3 x) در كدام نقاط2 , y)  بر خط 
x t

y t

z t

 
  
  

2 3
3 4
2

   عمود است؟

1 (( , ) , ( , ) 2 2 2 2  2 (( , ) , ( , ) 
2 2 2 2

2 2 2 2  

3 (( , ) , ( , )



2 22 22 2  4 (( , ) , ( , ) 

2 22 22 2 

 5 فرض كنيدـfدر همسايگي aتعريف شده و f در aدر اين صورت مقدار.  پيوسته باشد
h

f (a h) f (a h) f (a)
lim

h

   
2

   كدام است؟2

1 (f (a)1
2  2 (f (a)  3 (f (a)2  4 (موجود نيست.  
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 6 طول منحنيـ   t t t
r(t) ( )i ( ) j ( )k

t
   

3 1
6 22 2

] در بازة , ]1    كدام است؟2

1 (7
6  2 (11

6  3 (4
3  4 (17

12  

 7 معادلة خط مماس بر منحنيـx y 
1 3
4 4 ) در نقطه2 , )1    كدام است؟1

1 (x y 3 4  2 (x y  3 2  3 (x y  3 2  4 (x y 3 4  

 8 مقدارـx

xx

sin(tx)
lim dt

x 
2

3
   كدام است؟

1 (1
2  2 (1  3 (3

2  4 (2  

 9 مساحت سطح حاصل از دوران منحنيـy cos x 1حول محور xها بر بازة[ , ]كدام است؟   

1 (( cos x) sin xdx


   21 1  2 (( cos x) sin xdx



   22 1 1  

3 (x cos xdx


  22 1  4 (x sin xdx



  22 1 

 10 به ازاي كدام مقدارـaتابع 



xsin x
( ) ; xf (x) x
a ; x

    
 

1

   در صفر پيوستگي راست دارد؟2

1 (  2 (1  3 (
e

1  4 (e  

 11  مقدارـ 
S

F .nd     كدام است كه در آن   
F(x ,y , z) x i yj z k  2 22 x سطح كل استوانة   S و 4 y 2 2  و4 z   بـردار قـائم   n و2

  .باشد يكه رو به خارج سطح مي
1 (8   2 (24   3 (232  4 (8  

 12 مقدارـ


I sin x dx


  2    كدام است؟1

1 (( )2 2 1  2 (( )2 2 1  3 (2 2  4 (2 1  

 13 به ازاي چه مقاديري ازـaو bماكسيمم موضعي تابع ax b
f (x)

(x )(x )




 1 x در نقطه4     است؟1 مساوي2

1 (a , b 1 1  2 (a , b  1   3 (a , b 1   4 (a , b 1  

 14 مقدار سريـ
n n(n )



 
2

1
3    كدام است؟1

1 (1  2 (2
3  3 (1

2  4 (1
3  

 15 ـfپذير است كه  تابعي دوبار مشتقf ( ) 1  و1


. (f (x) xf (x))dx  
1 f مقدار1 ( ) f ( )1كدام است؟   

1 (1  2 (2  3 (1
2  4 (  

 16 مقدار انتگرالـsin x
dx

cos x




3

4 7
   كدام است؟

1 (1
4  2 (1

12  3 (5
12  4 (7

12  
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 17 مقدارـtanh(ln x)كه در آن x كدام است؟ ،  

1 (1  2 (1  3 (x

x





2
2

1
1

  4 (x

x 

2
2 1

  

 18 ضريبـx4 در بسط مك لورن xsin(e )   ست؟ كدام ا1

1 (5
24  2 (1

6  3 (
5
24  4 (

1
6  

 19 حاصلـn n
n
lim ( ) e tanhn






1
   كدام است؟1

1 (1  2 (4  1) 3  .وجود ندارد (  

 20 اگرـ
i

z e




2
z، حاصل5 z z z z z z z z        2 3 4 5 6 7 8 91 5 4 4 4 4    كدام است؟5

1 (
i

e

3
54  2 (

i

e




3
55  3 (

i

e




2
54  4 (

i

e

4
55  

 21 مقدارـ
C

xydx (x y)dy كه در آن كدام است Cمرز ناحية D {(x , y) | x , y }    1 1    در جهت مثلثاتي است؟3

1 (4  2 (3  3 (2  4 (1  

 22 مقدارـ
x
lim( )

x x sec x
2 2

1 1


   كدام است؟

1 (2  2 (  3 (1
2  4 (1  

 23 حجم جسمـDمحدود به صفحة y z  y و رويه4 x 1 در2
   اول فضا كدام است؟8

1 (128
15  2 (134

11  3 (1 6
15
  4 (77

15  

 24 انتگرالـ
x

f (x , y)dy dx 
4 2
   كدام است؟1

1 (y
f (x , y)dx dy 

21
 

  2 (
y

f (x , y)dx dy  2
2 4

1  

3 (
y

f (x , y)dx dy f (x , y)dx dy    2
1 4 2 4

1 1
  4 (y

f (x , y)dx dy 
22

1 1 

 25 اگرـx y
f (x , y)

y x





2

x و2 t s 2 y و3 t s  f مقدار2

s





2
t در2  s و2     كدام است؟1

1 (112  2 (114  3 (116  4 (118  
  

  94 تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري رشتهپاسخنامه 

  :كنيم ير مختلف حد را محاسبه مياز دو مس  » 4« گزينه ـ1

(x , y) ( , ) y y

(x , y) ( , ) x x

x
lim lim limx y y y

x ( x)( x)y x lim lim lim ( x)
y x

   

   

        


            

2 2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

4 4 2
2 2 2 2

4 22 2 2 2 42 2

 oÃv¶

oÃv¶
  

گيـريم كـه حـد وجـود          دست آورديم، نتيجه مـي      دانيم كه حد در صورت وجود يكتاست، بنابراين چون از دو مسير مختلف دو جواب متفاوت براي حد به                    مي
  .ندارد
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  :ها داريم مون ريشه براي سريبا استفاده از آز. يك سري تابعي داده شده است » 2« گزينه ـ2
xnn

n

x x
lim | | | | | x | | x | x x x x x

n x x




 
            2 2 21 1 1 11 1 2 1 2 1 2

 ·H¼U ¾M  Hn ̧ Ã o‡
´ÃºIwnÂ¶

  

xحالا كافيست كه همگرايي سري داده شده در 
1
  : را بررسي كنيم2

n
n n

n n n

( )
( ) ( )

n n n

  

  

 
    

1 1 1

1 11 1 12 11
2

  

xيك سري متناوب همگرا به دست آمد، پس 
1
] نتيجه بازة همگرايي اين سري در.  متعلق به بازة همگرايي است2 , ) 

1
  . است2

  .توان براي تعيين بازة همگرايي اين سري تابعي استفاده نمود  از آزمون نسبت هم مي:نكته
 

z)ي از معادله » 4« گزينه ـ3 ) z  5 51 معلوم است كه (z ) z  5 |:پس. 51 z | | z |  5 51 .  
zبا فرض x iy خواهيم داشت :  

| z | | z | (x ) y x y (x ) y x y (x ) x x x x x x                        2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 11 1 1 1 2 1 2 1 2

xهاي اين معادله روي خط ب ي جوا پس همه  
1
  . قرار دارند2

 
  :با بردار هادي خط داده شده موازي استاز آنجا كه صفحة مماس بر خط داده شده عمود است، پس بردار نرمال صفحة مماس  » 3« گزينه ـ4

xبردار نرمال صفحة مماس y zz x y f (x , y,z) x y z n (f ,f ,f ) ( x y , x y, ) :       3 2 3 2 2 2 33 2 1  
a: بردار هادي خط ( , , ) 3 4 1  

aچون
با n

موازي است، پس داريم  :  x y x y 
 



2 2 33 2 1
3 4 1  

x y , x y x y , x y y , x y
x


            2 2 3 2 2 3 2 2

3
1 21 1 1 2 12  

x ( ) x x
x x


          2 2 4 4

3 4
2 41 1 4 4 2  

if x y
( )

( , ) , ( , )

if x y
( )

  
   

  
      

3

3

2 22 22 2 22 22 22 22 22

  

 
  :با دو بار استفاده از قاعدة هوپيتال داريم » 2« گزينه ـ5

h h

h

f (a h) f (a h) f (a) f (a h) f (a h)
lim lim

hh
f (a h) f (a h) f (a) f (a)

lim f (a)

 



       


        

 هوپيتــــال
2

 هوپيتــــال

2
2

2 2

 




  

 
  :با توجه به فرمول طول قوس براي يك منحني برداري داريم » 4« گزينه ـ6

t
x(t) x (t)

t
r(t) : y(t) y (t) t

t t
t

z(t) z (t)

    
 
       
 

     


3 2
2

1
2 2

1 1 1
6 2 2 2

1
2 2

  
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b

a

t
L (x (t)) (y (t)) (z (t)) dt L ( ) ( ) ( ) dt

t

          
222 2 2 2 2 2

21
1 1 1

22 22
  

t
( ) ( ) ( )

t
        

3 21 8 1 1 1 7 1 17
16 2 6 4 6 2 6 4 12

t t t
L dt ( ) dt ( )dt

t t t
         

4 2 22 2 22
4 2 21 1 1

1 1 1 1
4 2 2 24 2 2

  

 

x:   شيب خط مماس  :با استفاده از مشتق تابع ضمني داريم» 1« گزينه ـ7
y

xdy y
y m

dx
y x






       

3 14 4 1
1 3 1
4 4

1
1 14

3 33
4

   

)ي ي خط مماس در نقطه بنابراين معادله , )1 y  : به اين صورت است1 (x ) x y


     
11 1 3 43  

 
  . را از انتگرال خارج كنيمx3توانيم شود پس مي  گرفته ميtانتگرال نسبت به » 3« گزينه ـ8

x

xx
lim sin(tx)dt

x 
2

3
1


  

ه جاي استفاده از مشتق انتگرال، حاصل آن را مستقيماً به دسـت آورده و سـپس حـد را    ي اين انتگرال ساده است بهتر است ب        كه محاسبه   حالا با توجه به آن    
  :حساب كنيم

x

xx x x x

x x
( ) ( ) xcos(tx) cos x cos x ! !lim [ ] lim lim lim

xx x x x   

   
  

2

4 4 42 2
3 4 4 4

4 31 11 2 32 2 2
2   

  

 

y ابتدا منحني »2« گزينه ـ9 cos x 1نويسيم  را به فرم پارامتري مي:  x t
C : ; t [ , ]

y cos t


    1   

x (t)
A ( cos t) sin t dt

y (t) sin t

 
        

 21 2 1 1


  

b  :ها برابر است باx مساحت سطح حاصل از دوران حول محور:يادآوري

a
A y(t) (x (t)) (y (t)) dt    2 22  

 
x درfتابع  » 2« گزينه ـ10   پيوستگي راست دارد هرگاه 

x
lim f (x) f ( )





بنابراين بايد داشته باشيم ،:  

x

x

sin x
a f ( ) lim ( )

x



  

1
1


  

sinارزي با استفاده از هم xكنيم  مقدار حد را حساب مي:  

x x

xx x x

x x x x x x

x x x xsin x x
a lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim e lim e e

x x x     

  

     

 
        

23 3 11 1 12
6 6

1 1
6 6 1 16



     
  

 
  :با استفاده از قضية ديورژانس داريم. سطح بسته است يك Sبنابراين.  تمام سطح اطراف يك ناحيه استSمطابق با صورت سؤال » 1« گزينه ـ11

F F i F j F k  1 2 3
  

  

T
( x z)dv   2 2 8

S T T

F F F
I F.n d divFdv ( )dv

x y z

    
     

     1 2 3  

I  :كنيم اي حل مي انتگرال را در دستگاه استوانه ( r cos z) rdr d dz
  


     

2 2 2 2 2 8  

( z)dz ( z z ) ( )           
22 22 4 16 2 4 8 2 8 32 8


 ( cos z)d dz
 


    

2 2 16 4 163  
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sinبا ضرب و تقسيم در مزدوج   » 1« گزينه ـ12 x1داريم :  

sin x sin x sin x cos x cos x
I sin x dx dx dx dx dx

sin x sin x sin x sin x

      
     

       
2 2

2 2 2 2 21 1 11
1 1 1 1    

  

sinبا استفاده از تغيير متغير x u

cos xdx du

 
 

  : داريم1

sin sin( ) ( )


       2 1 2 1 2 2 2 2 2 12 I sin x


 2 1 2


  

 
fالبنا بر توضيحات سؤ » 3« گزينه ـ13 ( )  2 f و1 ( ) 2 با اعمال اين شرايط داريم ،:  

a( ) b
f ( ) a b ( )*

( )( )

a(x )(x ) ( x )(ax b)
f ( ) f (x) a( )( ) ( ( ) )( a b)

(x ) (x )

          
                
  

2 2

22 1 1 2 22 1 2 4
1 4 2 52 2 1 2 4 2 2 5 2

1 4
 

  

( )*
a a b b a a           2 2 2 2 1    

 
  :هاي تلسكوپي داريم به كمك تجزيه كسرها و با توجه به قاعدة محاسبة سري » 4« گزينه ـ14

nn n

( ) ( lim ) ( )
n(n ) n n n

 

 
      

   
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 113 1 3 1 3 2 1 3 3  

 
  : با توجه به خاصيت خطي بودن انتگرال داريم »1« گزينه ـ15

(f (x) xf (x))dx f (x)dx xf (x)dx f (x) xf (x)dx f ( ) f ( ) xf (x)dx                
11 1 1 1 11
    

  

xfبراي محاسبة (x)dx
1


  :كنيم گيري جزء به جزء استفاده مي  از انتگرال

x u du dx
xf (x)dx xf (x) f (x)dx xf (x) f (x)

f (x)dx dv v f (x)

              
   

xf (x)dx xf (x) f (x) f ( ) f ( ) ( f ( )) f ( ) (f ( ) f ( ))           
11 1 1 1 1


    

(f ( ) f ( )) f ( ) f ( )      2 1 1 1 1 1 (f (x) xf (x))dx f ( ) f ( ) f ( ) (f ( ) f ( ))         
11 1 1 1


   

 
  :نويسيم  تابع زير انتگرال را به اين صورت مي» 3« گزينه ـ16

sin x sin x
tg x sec x sec x

cos x cos x cos x cos x
   

3 3 3 2 2
5 3 2 2

1 1  

secكنيم كه  حالا از اين مطلب استفاده مي x2ِمشتق tgxهمچنين.  استsec x tg x 2 21:  
u u

(u tgx ,du sec x dx) tg x( tg x)sec x dx (tg x tg x)sec x dx (u u )du c tg x tg x c               
4 62 3 2 2 3 5 2 3 5 4 61 11 4 6 4 6

I  :با جايگذاري حدود انتگرال معين داريم  [ tg x tg x]



    
44 61 1 1 1 5

4 6 4 6 12
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sinh با توجه به تعاريف »3« گزينه ـ17 tو cosh tداريم :  

t t Lnx Lnx

t t Lnx Lnx

xe e e e xsinh(t) sinh(Lnx)

xe e e e xcosh(t) cosh(Lnx)

 

 

   
   


      

1

2 2 2
1

2 2 2

  

sinhحال با توجه به تعريف x
tanh x

cosh x
داريم :  

x
x xsinh(Lnx) xxtanh(Lnx)

cosh(Lnx) xx x
x x


 

    
 

2
2

1
1

12
1 1 1

2

  

 

fلـورن    در بـسط مـك     x4ضريب » 3« گزينه   ـ18 (x)      برابـر اسـت بـا 
( )f ( )

!

4

4
        پـس كافيـست مـشتق چهـارم f  را در x        دانـيم    محاسـبه كنـيم مـي

xكه  x(e ) e و (sin u) u cosu بنابراين داريم ،:  xf (x) sin(e ) 1  
x xf (x) e cos(e )  1  

x x x x xf (x) (e e )cos(e ) e sin(e )     3 21 3 1x x x xf (x) e cos(e ) e sin(e )     21 1  
( ) x x x x x x x x x x x ( )f (x) (e e )cos(e ) e (e e )sin(e ) e sin(e ) e cos(e ) f ( )            4 3 3 3 2 3 43 1 1 6 1 3 1 5  

( )f ( ) f ( ) f ( )
f (x) f ( ) f ( )x x x x

! ! !

 
     

42 3 4
2 3 4
      

  : برابر است باx4ضريب
( )f ( )

! !

 
 

4 5 5
4 4 24
  

 

n ابتدا حدود» 2« گزينه ـ19
n
lim e





1
 و

n
lim tanh(n)


  :كنيم طور جداگانه محاسبه مي  را به

n
n

n n n

n n nn n n n

lim e e

sinh(n) e e e
lim tanh(n) lim lim lim

cosh(n) e e e






   


  


  

   
 

1
1

1






  

  : مقدار حد داده شده برابر است بابا درنظر گرفتن مقادير فوق،

n:      وجود ندارد nn
n n
lim ( ) e tanh(n) lim ( )



 
  

1
1 1  

 

دانيم كه   مي » 2« گزينه ـ20
n

n z
z z z

z


    



12 11 1از طرفي ،
i

iz e z e cos isin


       

2
5 25 2 2 1،  

  :در نتيجه با بازنويسي عبارت داده شده به صورت زير داريم
z z

( z z z z ) z ( z z z z ) z z ( ) z
z z

 
            

 

5 52 3 4 4 2 3 4 9 4 91 11 4 1 5 4 51 1  

i i
( )i

z ( ) z z ( )z z e e e
z z

  
 

        
 

8 3 3
4 5 4 4 4 5 5 51 1 1 14 5 5 1 5 5 5 51 1  

ieتوجه كنيد كه cos( ) isin( )      1است .  
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دانـيم كـه      يك مرز بسته است و شرايط قضية گرين برقرار است و از قـضية گـرين مـي                  C» 4« گزينه   ـ21
C

R

Q P
Pdx Qdy ( )dA

x y  
  

    در ،

  :نتيجه داريم
C

(x y) (xy)
xydx (x y)dy ( )dx dy ( x)dx dy

x y

  
     

     
3 1 3 1

1 1 1
   

x
(x ) dy dy y ( )


       

123 3
1 1

31 1 1 3 1 112 2 2 2  

 

secچون. گيريم تا حد به صورت يك كسر نوشته شود ابتدا مخرج مشترك مي » 3« گزينه ـ22 x
cos x


  : پس1

x x x

cos x cos x
lim ( ) lim ( ) lim

x x sec x x x x  


   2 2 2 2 2

1 1 1 1
  

  

xارزي با استفاده از هم
cos x ~ 

2
1 x وقتي2  اريم د:  

x

x

lim
x

 

2

2
12
2

  مقدار حد

 
:طبق فرمول حجم داريم » 1« گزينه ـ23

D
V dzdydx    

z عبارتند ازzاز صورت سؤال، حدود  و z y 4.  
yي محدود به محورهاي مختصات و سهمي  ناحيهxoyي در صفحه x y و خط2    . را داريم4

zاز برخورددادن(  و z y 4ي  به معادلهy    : داريمRي مطابق شكل در ناحيه. ناميم  ميRاين ناحيه را.) رسيم  مي4
x  2و x y 2   .كنيم حالا انتگرال را محاسبه مي. 4

y

x x

y x x x
V dzdydx ( y)dydx ( y ) dx ( x )dx x

x


                 2 2

2 4 3 52 4 4 2 4 2 2 2
2

4 24 1284 4 8 4 82 2 3 1 15     
  

 
yي مـورد نظـر بـالاتر از منحنـي     ناحيـه . كنـيم  گيـري را رسـم مـي    ي انتگـرال  ابتدا ناحيـه  » 4« گزينه  ـ24 x و زيـرخط y   قـرار دارد و در ايـن   2

xناحيه 1   . است4
  

x y

x

  

 

2
1 4

   

  

yمثلاً. كنيم اي را مشخص مي طول و عرض نقاط گوشه x وy  x در2  حالا . كنند  با هم برخورد مي4
  :گيري خواهيم داشت با تعويض ترتيب انتگرال

  
y

x

x y
f (x , y)dydx f (x , y)dx dy

y

    
 

   
22 4 2 2

1 1 1
1
1 2

    

 

fاي  ابتدا با استفاده از قاعدة مشتق زنجيره » 1« گزينه ـ25

s




  :كنيم حساب مي را 

f f x f y y x
( ) ( )

s x s y s (y x) (y x)

     
    

      2 2
4 43 2

2 2
      

xبا جايگذاري t s 2 y و3 t s  f  : در رابطة فوق داريم2 t

s ( s t)

 


  2
28

8 3
  

  : خواهيم داشتsگيري دوباره نسبت به حالا با مشتق
t , s

f t ( )( s t)( t) ( )( t)
( )

s ( s t) ( s t) ( s t)  

       
   

2
2 2 4 3 2 1

28 2 8 8 3 28 2 8 28 112
8 3 8 3 8 3

  

f

x y

t s t s

y

y 2

x

2



1
2x y

4

x 1

1

y

y 4

x

2y x
R



R

2

y

y 2

x

2



1 y x

41
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  91 ـ سراسري برداريعمران ـ نقشه رشته  
  

 1 حاصل عبارت روبرو كدام است؟ ـ  
x
lim x (sinh x ln x ln )


 2 1 2  

1 (1
8  2 (1

4  3 (1
2  4 (1  

 2 فرض كنيدـf (x) sinhx .مقدارd
f ( )

dx
1    كدام است؟3

1 (  2 (1
2  3 (1  4 (3

2  

 3 اگر عدد مختلطـi sin

isin

 
 

3 2
1    كدام است؟ فاقد جزء حقيقي باشد، 2

1 (
6  2 (

4  3 (
3  4 (

2  

 4 حاصل انتگرال  روبرو كدام است؟ ـ  (sec x)(csc x)dx 2 2  
1 (tgx cotgx c   2 (tgx cotgx c   3 (tg x cotg x c 2 2  4 (tg cotg x c 2 2  

 5 حاصل انتگرال روبرو كدام است؟ ـ  
(x )

(x )e dx e dx




  
2

25 32

4 1
3

295 33  

1 (  2 (1  3 (  4 (e  

 6 هاي همگرايي يا واگرايي سريـn(n )

n

n
S ( )

n









 1
1

1

1
 و1

n

n

e
S

n




 2

1
   كدام است؟

  . همگرا استS2 واگرا وS1) 4  . واگرا استS2 همگرا وS1) 3  .هر دو واگرا هستند) 2  .هر دو همگرا هستند) 1

 7 طول منحنيـln( )
x 2

1
1

x از  تا x 
1
   كدام است؟2

1 (ln 
13 2  2 (ln 

12 3 2  3 (ln 
3 1
2 2  4 (ln 

3 12 2 2  

 8 مشتق سوئي تابعـzx
f (x,y, z) ( )

y
در نقطه ( , , )1 1 ) و در جهت1 , , )2 1   : برابر است با1

1 (
2
6

  2 (
1
6

  3 (1
6

  4 (2
6

  

 9 اگرـx y
u tg

x y
 




3 u  د، در اين صورت حاصل عبارت روبرو كدام است؟ باش31 u
x y

x y

 


 
  

1 (tgu2  2 (sin u2  3 (tg u2  4 (sin u2  

 10 حاصل انتگرالـ(x y z )

D

e dxdy dz 
2 2 2 x ناحيه تعريف شده درD كه در آن3 y z   2 2 21 4 z باشد؟  است، كدام مي  

1 ((e e)


6
3  2 ((e e)


62

3  3 ((e e)


8
3  4 ((e e)


82

3  

 11ني كه صفحهـ مساحت عرقچيz 
2

x از بالاي كره2 y z  2 2 2   :كند برابر است با  جدا مي1

1 ( 2
2  2 (2 2  3 (( ) 2 2  4 (( ) 2 2  

 12  يشار برونسوي ميدان نيرو   ـ  
F (x sin y )i (y sin x ) j zk    2 x رويـه تـوپر      D كـه در آن    D گذرنده از مرز ناحيـه     2 y z  2 2 24 4 4 

  باشد، كدام است؟ مي

1 (4
3  2 (2  3 (4  4 (8  
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 13 براي آن كهـ 
F.drبين هر دو نقطه Aو B مستقل از مسير باشد؛ (z)را به دست آوريد.  

y
y e

F(x,y, z) (xy sin z)i x e (z) j ( ln z xcos z)k
z

        
 

21
2

    

1 (ln z c  2 (ln z
c

z
  3 ((ln z) c21

2  4 (z(ln z ) c 1  

  91برداري ـ سراسري  عمران ـ نقشهرشتهپاسخنامه 
  

Arcsinh  :روش اول» 2«ـ گزينه 1 x Ln(x x )  2 دانيم   مي1
x
lim x (sinh x Lnx Ln )


  2 1 2  

x x

x
Ln( ) Ln

xlim x (Ln(x x ) Lnx Ln ) lim

x
 


 

     

2

2 2

2

11 2
1 2 1




  

hop

x x
( )x x

x x
x x

( )x

x x
( ) ( )

x x
x x 

 


  


 
 

 
 

2 2

2 2
2 2

2

2 2

3 3

1
2 1 1

2 1
1

1 11 1

2 2
  

  

x
x

xx
x ( ) xx xx x ( )

xx x
x ( )x ( )( ) xx x

 



          
      

32
222 22

2
2

3

1
1

111 11 1 111
2 2 2 1 1 41 2 12 1

ÁpnH´À  

)Ln را به صورتLn در اين روش، عبارت جلوي:دوم روش u)1ارزي نويسيم، سپس از هم ميLn( u) u1 كنيم  استفاده مي.  
x x x x x x x x x

Ln(x x ) Lnx Ln Ln( ) Ln( ) Ln( )
x x x x

        
       

2 2 2 22 1 2 1 1 11 2 12 2 2 2  

x x x x (x ) x

x x(x x) xx x x( x x)

     
   

   

2 2 2 2
22 2

1 1 1 1 1
2 2 41 2 1

  

xارزي در محاسبات پاياني توجه كنيدكه از هم x2 1 ايم كه وقتي  استفاده كردهx كند، معتبر است  ميل مي.  
  :آيد حالا به سادگي مقدار حد به دست مي 

x
lim x ( )

x
 2

2
1 1

44
  ب حدجوا

 
sinhي معكوس مسأله را با اين فرض كه ضابطه: روش اول»  2«ـ گزينه 2 xدانيم حل خواهيم كرد  را نمي.  

x  :طبق فرمول مشتق تابع معكوس داريم  x x x(f ) (b) , sinh x e e e e
f (a)

          


1 21 3 2 3 2 3 1  

x xe e x ln( )
  

       
2 3 12 4 2 3 4 3 2 3 22 2  
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f (x) sinh x f (x) cosh x f (a) cosh(ln( ))      3 2  

ln( ) ln( ) ( )
e e

f (a) (f ) (b)
  


 

      
3 2 3 2 1

13 2 13 2 22 2 2  

sinhي معكوس  ضابطه:روش دوم xدانيم  را مي:  

x

d xf (x) sinh x f (x) Ln(x x ) f (x)
dx x x

 


      
 

21 2 1
2

21
2 11

1
  

d d
f ( ) ( f )( )

dx dx ( )
 

 
   

 
1 1

2 31 2 3 143 3 23 2 2 3 2
  

f.كار رفته در صورت سؤال ايراد علمي دارد       علامت به  :توضيح ( )1 d:شـود يعنـي    يك عدد ثابت است پس مشتق آن صفر مـي 3
f ( )

dx
 1 3  .  البتـه

xي مشتق و سـپس جايگـذاري        اطمينان داريم كه منظور طراح محترم محاسبه        بـه همـين دليـل نمـاد صـحيح بـراي ايـن سـؤال بـه                  .  بـوده اسـت    3

dfصورت
( )( )

dx

1
f)توانستند از علامت همچنين مي. شود  نوشته مي3 ) ( ) 1   . استفاده كنند3

 
  :كنيم ابتدا صورت و مخرج را در مزدوج مخرج ضرب مي » 3«ـ گزينه 3

isin isin isin isin sin ( sin ) isin

isin isin sin sin

           
  

       

2 2
2 2

3 2 1 2 3 6 2 4 3 4 8
1 2 1 2 1 4 1 4

  

  : وچون جزء حقيقي برابر با صفر است پس

sin sin sin


            2 2 3 33 4 4 2 3  

ها در گزينه
  . قابل قبول است3

 
  :كنيم تر مي ابتدا تابع زير انتگرال را با استفاده از اتحادهاي مثلثاتي ساده»  1«ه ـ گزين4

I (sec x)(csc x)dx sec x , csc x
cos x sin x

    2 2 1 1  

dx dx dx
I ( )dx

cos x sin x (cos x sin x) sin xsin x
       2 2 2 22

1 1 21 222

  

cscدانيم كه حالا مي u cot g u
sin u

  2 2
2

1   :در نتيجه داريم. 1

cos x sin x
c tgx cot x c

sin x cos x
      

cos x cos x sin x
I ( cot x)dx cot x c

sin x sin x cos x


         

2 22 22 1 2 2 2 2 22 2  

 

  »  1«ـ گزينه 5
(x )(x )e dx e dx





  

2
25 32

4 1
3

295 33  

bبا تغيير متغير مناسب هر دو انتگرال را به صورت t
a

e dt
  :نويسيم  مي2

(x ) t tI e dx , t x , dt dx I e dt e dt




         
5 2 2 2

4 1

15
1 15




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tI e dt  
21

2
1
3

”MIU ·j¼M Z»p(x ) tI e dx , t (x ) , dt dx I e dt



       

2
23 2

1 1
3

29 32 2
2 13 33 3


  

t tI I e dt ( ) e dt      
2 21 1

1 2
13 3 3 

  

 
g(n)ارزي  توانيم از هم    مي.  دارد 1اين جمله عمومي فرم   .  توجه كنيد  S1ي عمومي   بتدا به جمله  ا»  1«ـ گزينه   6 g(n)(f (n) )f (n) ~ e 1     در مورد آن استفاده 

  :كنيم

n(n )

n

n
S ( )

n









 1
1

1

1
1  

n
n

n n
lim a lim e
 

  2 
n

n(n )( )n(n ) nn
n

n n n n

n
lim a lim ( ) lim e lim e

n


  

   


  



11 11 211
1  

nارز با     توان هم    را مي  S1 شرط لازم همگرايي را دارد و در ضمن        S1پس

n

e





 2

1
 در نظر گرفت و اين سري به وضوح همگراست چون سري هندسي با قدر               

xنسبت e
e

  2
2
1   . است1

  : كنيم   توجه ميS2سري اكنون به 
n

n
n n

e
S

n ( n )(e )

 

 
  2

1 1

1  

  :توانيم از آزمون انتگرال استفاده كنيم  همگراست، اما براي اثبات آن ميS2دانيم كه  در مخرج كسر و سرعت رشد آن ميneهرچند به دليل وجود
x

xe
dx [ e ]

ex

    11
22  

  . هم همگراستS2اين انتگرال همگراست پس سري
 

x  »  1«ـ گزينه 7
y Ln( ) Ln( x ) y L y dx

x x
         

  
1

2 222 2
1 21 1

1 1 
  

x x x ( x ) x
dx dx dx dx

( x ) ( x ) ( x ) x

   
    

      
1 1 1 12 2 4 2 2 2
2 2 2 22 2 2 2 2 2 2

4 1 2 1 11
1 1 1 1   

  

  :كنيم پس ابتدا صورت را بر مخرج تقسيم مي. ي صورت و مخرج برابر است در اين انتگرال، درجه
x x (x )

( )
x x x x

   
      

   

2 2 2
2 2 2 2
1 1 1 2 21

1 1 1 1
  

  :كنيم ي كسرها استفاده مي حالا از تجزيه

x x x
( ) ( ) dx [x Ln | x | Ln | x |] [Ln | | x] Ln

x x xx x x

  
                 

    
1112 2
2222 2 2

1 2 1 1 1 1 11 1 1 1 31 1 1 21 1 1 
  

  
)Pي ابتدا بردار گراديان را در نقطه  »3«ـ گزينه 8 , , )1 1   :آوريم دست مي  به1

 z z zx x x x x
f (z( )( ) ) i z( )( ) j Ln( )( ) k f i j

y y y y yy
          1 1

2
1      

  

( i j k)
( i j).

  
   

 
2 2 1 1

4 1 1 6 6

   
u بردارمشتق سوئي در جهت

  



  

 107

كارشناسي ارشد يكيف رتبه مدرسان شر   94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات 

u  »  4«ـ گزينه 9 u x y x y
x y ? ، u Arctg tgu

x y x y x y

   
    

   

3 3 3 3
  

uطبق متن درس اگر  u(x, y)ي   همگن از درجهو f پذير باشد كه   تابعي مشتقz f (u)گاه  آن:  z z
x y uf (u)

x y

    
 

  

باشد پس  مي2ي   همگن از درجهuپس چون     . است2
u u z tgu sin u

x y z cos u sin u
x y cosuz z tg u

 
       

    
2

2 2 2
1 2 2 22 2

1 1 1
  

 

x)  »  4«ـ گزينه 10 y z )
D

I e dx dydz , x y z , z      
2 2 2 3 2 2 21 4   

  .كنيم ت كروي استفاده مي از مختصاDي با توجه به كروي بودن ناحيه
در دستگاه كروي هميشه   2كه محدوديت خاصي روي  است مگر آنxو yداشته باشيم .  

zي كره در نيم  داريم 
   2و حدود ها هستند  هم شعاع كره:   1.  

I e sin d d d ( e ] )( )( ) (e e)




  
           

2 22 3 3 2
11

2 81 21 23 3 
  

 
gي  بخشي از كرهSسطح»  3«ـ گزينه 11 : x y z  2 2 2   . است1

  :آيد  دست مي  بهgي ِ سطح با توجه به معادله پس المان
  
  
  

x y x yS A

x y
S ds z z dx dy , z , z

(x y ) (x y )

 
     

   
  2 2

2 2 2 2
1

1 1
   

A A

x y dx dy
S dx dy

(x y ) (x y ) (x y )
   

     
 

2 2
2 2 2 2 2 2

1
1 1 1

  

zي از برخورد صفحه.  يك دايره استxoyي  بر صفحهS يعني تصويرAي ناحيه 
2

xي شويم كه دايره  كره متوجه مي با معادله2 y 2 2 1
  :آيد  به دست مي2

S ( )  2 2      ،       r dr d
S ( ( r ) ] )( ) ( )( )

r

 
         


 

2
2

2 1
2 22 2

2
1 21 2 2 2 12 21  

  

 
  .كنيم ي ديورژانس استفاده مي از قضيه.  باشدSي درون  ناحيهDكنيم فرض مي.  بسته استSسطح»  4«ـ گزينه 12

S D
F.nds divFdv , divF       1 1 1 3
  شار  

D

x
dv (D ) , x y z y z        

22 2 2 2 23 3 4 4 4 14´\eشار  

xي دانيم كه حجم بيضي گون با معادله مي y z

a b c
  

2 2 2
2 2 2 vي  از رابطه1 abc 

4
  :اشتگردد؛ پس خواهيم د  محاسبه مي3

(D )            
4 8 82 1 1 3 83 3 3´\e nI{  
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  »  3«ـ گزينه 3
y

y

P
RQ

e
F (xy sin z) i ( x e (z)) j ( ln z x cosz)k

z
      21

2
  

 
  

curlFبراي اين كه انتگرال كار مستقل از مسير باشد بايد 

باشد، يعني روابط زير برقرار باشد :  

P Q
x x

y x

 
  

 
  

y
yP R Q R e Lnz (Lnz)

cosz cosz , e (z) Lnz (z) (z) c
z x z y z z

                    
   

2

2  

 

  92برداري ـ سراسري ان ـ نقشه عمررشته
  

 1 مقدارـ
n

! ! ... n n!
lim

(n )!

     


1 1 2 2
  ، برابر كدام است؟1

1 (  2 (1  3 (e 4 (  

 2 كنيد فرضـ
x

x

tx

dt
F(x)

t e
  1 Fصورت  باشد، در اين2 (x)كدام است؟،   

1 (x( x )e
x




22
3
2 1 2  2 (x( x )e

x




22
3
1 2  3 (x( x )e

x




22
2
1 1 2  4 (x( x )e

x




22
3
2 1  

 3 انتگرال حاصلـ dx
I

tanh x


    ،كدام است؟1

1 (( x sinh x sinh x) c   21 1 1 22 2 4  2 (x sinh x sinh x c   21 1 1 22 2 4  

3 (x sinh x sinh x c   21 1 1 22 2 4  4 (( x sinh x sinh x) c  21 1 1 22 2 4 

 4 طول قوس خمـy Ln( x )  | كدام است؟21 x |
1
2  

1 (1  2 (Ln 2 3 1  3 (Ln
5
2  4 (Ln 3 2 1  

 5 نيمعادلة خط مماس بر منحـx cos

y sin

  


 

2

 در نقطه2
     ،كدام است؟4

1 (x

y
1  2 (x.y 1  3 (x y 1  4 (x y 1  

 6 مقدارـi
Arg ( i)

i

   
  

13922 15   ، برابر كدام است؟3

1 (
 4  2 (

4  3 (3
4  4 (


3
4  

 7 همگرايي و واگرايي سريـ
n

(n!)

(kn)!






3

1
k ،به ازاي  k و3    است؟ ،برابر كدام 4

kبه ازاي) 1  k همگرا و به ازاي3  kبه ازاي) 2   واگرا4  k واگرا و به ازاي3     همگرا4
 به ازاي هر دو واگرا) 4  به ازاي هر دو همگرا) 3

 8 سوئي تابع مشتقـ f (x,y, z) xLn(z y ) 2 z در امتداد مماس بر منحني2 t  y و42 t x و22 tدر نقطة، M( , , )1 2    كدام است؟2

1 ((Ln )
1 8 69  2 (Ln 

1 8 64  3 (Ln 
1 8 62  4 (Ln 8 6  
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 9 اگرـu xLn(xy)و نيز x y xy  3 3 3 du باشد، حاصل1

dx
   كدام است؟

1 (x y x
( Ln(xy))

yx y


 



2
21  2 (x x y

Ln(xy)
y x y


 



2
21  

3 (x y x
( Ln(xy))

yx y


  



2
21  4( x x y

Ln(xy)
y x y


 



2
21 

 10 مقدار انتگرالـ
D

x y
dV

x y z

 

  


2 2

2 2 2

1 1
2 2

1
x ناحيةDاست؟ كدام  y z  2 2 2   .باشد  مي1

1 (5
6  2 (4

3  3 (2
3  4 (  

 11 كنيد   فرضـcدلگون r cos  1در اين صورت مقدار انتگرال زير، برابر كدام است؟.  و در جهت مثلثاتي باشد  

c
(x y)dx ( x y )dy   3 23 2  

1 ( 6  2 ( 3  3 (3  4 (6  
 12 حجم محدود به كرةـx y z  2 2 2 x از بالا و سهمي گون5 y z 2 2    از پايين، برابر كدام است؟4

1 (( )



2 3 5 23  2 (( )




2 5 5 43  3 (( )



2 5 13  4 (( )




2 3 5 43  

 13  مقدار انتگرال ـ 

S

F.nds   كه در آن F(x,y , z) (x , y , z ) 3 3 x سطح كرة  S و   3 y z  2 2 2  اسـت؛   S بردار قائم يكة رو بـه خـارج          nو   1

  برابر كدام است؟

1 (
12
5  2 (4  3 (

6
5  4 (3  

 14 ـكدام يك از مقادير زير باشد، تا 
B

A
(z dx ydy xzdz)   2   گيري مستقل باشد؟  از مسير انتگرال2

1 (   2 ( 1  3 (  2  4 (  1  

  92برداري ـ سراسري  عمران ـ نقشهرشتهپاسخنامه 
  
  :كنيم شكل محاسبه مياين ابتدا صورت كسر را به   »2«ـ گزينه 1

n n

k k

(k )! k! k! (k )! ( ! (n )!) (n )!
 

              
1 1

1 1 1 1 1 1
n

k

((k ) )k!


  
1

1 1
n

k

! ! n n! k k!


       
1

1 1 2 2   

  :هاي تلسكوپي داريم  مجموعكنيم كه در يادآوري مي
n

k k n
k

f f f f


   1 1
1

  

  :بنابراين خواهيم داشت
n n

(n )! (n )!
lim lim

(n )! (n )! 

 
 

 
1 1 11 1مقدار حد   

 
  :با استفاده از قاعده مشتق توابع انتگرالي داريم  »1«ـ گزينه 2

x x

x x

tx tx

x x

x te dt e
F (x) (x ) ( ) F (x) dt

x e e ttx e x e

 
           2 21 1

2
22 2

1 1 1 1  

  :گيري مجدد از رابطه بدست آمده داريم با مشتق
x

x

x x x x x
tx tx

x

x
xe x e e e e e e

F (x) (x) ( ) e dt ( x ) e
x x x x xxx e xx

    
              

2 2 2 2 2

2 1

3 1 12
34 2

2 2 1 2 11 11

x x x xe e e e
( x ) ( x x ) ( x )

xx x x

     
       

2 2 2 2
2 2 2 2

3 3 3
2 2 2 21 1 1 2

x x xe e e e e
( x )

x xx

      
   

2 2 21 12
3

2 1  
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sinh  : داريمtgh xبا توجه به تعريف تابع   »1«ـ گزينه 3 x
tanh x

cosh x
  

dx  :با جايگذاري عبارت فوق در انتگرال داده شده داريم cosh x
I dx

sinh x sinh x cosh x
cosh x

 


 
1

  

sinhارتصورت و مخرج كسر را در عب x cosh xكنيم  ضرب مي:  
cosh x(sinh x cosh x) cosh xsinh x cosh x

I dx dx ( sinh x cosh x)dx
(sinh x cosh x)(sinh x cosh x) sinh x cosh x

 
    

    
2 2

2 2
1 22  

  :حال با استفاده از اتحادهاي توابع هايپربوليك داريم
cosh x cosh x sinh x   2 22 2 1 2 1  

cosh  :با جايگذاري اين روابط در انتگرال فوق داريم x
I sinh xdx dx cosh x x sinh x c


        

1 1 2 1 1 12 2 22 2 4 2 4  

cosh x sinh x I x sinh x ( sinh x) c I x sinh x sinh x c             
22 1 2 2 2

1
1 1 1 1 1 12 1 2 22 4 4 2 4 2  

c همانc1رين تساوي منظور ازدر آخ 
1
  . است4

 
yطول قوس منحني  »2«ـ گزينه 4 f (x)در فاصله a x b برابر است با :  

b

a
S f (x)dx  21  

)  : براي منحني داده شده داريم  x ) xx x
f (x) S ( ) dx dx

x x x 

       
   

1 1
2 2

1 1
2 2

2 2 2
2

2 2 2
1 42 21

1 1 1
  

x x x x x x
S dx dx dx

x x x  

     
   

    
1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

4 2 2 4 2 2
2 2 2

1 2 4 2 1 1
1 1 1

  

  :كنيم ي مخرج، كسر را تفكيك مي سپس با تجزيه. كنيم پس ابتدا صورت را بر مخرج تقسيم مي. ي صورت و مخرج برابر است درجه
x x (x )

( ) ( ) ( )
(x )(x ) x x x xx x x x

   
                

        

2 2 2
2 2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 1 11 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1
  

x  :گيري خواهيم داشت با انتگرال
S [Ln | x | Ln | x | x] [Ln | | x] Ln

x 


        



1 1
2 2

1 1
2 2

11 1 2 3 11  

 
  :براي يافتن معادله خط مماس ابتدا بايد ضريب زاويه خط مماس را بيابيم، لذا  »4 «ـ گزينه5

dxdy x cos sin cos
dy dy sin cosdd ,

dx dydx dx sin cos
y sin sin cos

d d

                         

2

2

2 2 122
  

براي نقطه
    : داريم4

x cos x cos

y sin y sin








     



      


2 24

2 24

1
4 2

1
4 2

  

  :بنابراين معادله خط مماس بر منحني داده شده برابر است با

y y m(x x ) y (x ) y x          
1 11 12 2   
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iعبارت  »3«ـ گزينه   6
| |

i




13922
5 )Argلـذا كافيـست كـه   .  نـدارد Arg تأثيري در نتيجـه     يك عدد حقيقي مثبت است پس هيچ       3 i) 1  را محاسـبه 

  .كنيم

Arg( i)
 

      
31 4 4  

tgتوجه كنيد كه ( ) 
  1 1   . را به آن اضافه كنيم منفي است بايدx است، اما چون مقدار4

 
  .تر كنيم ارزي استرلينگ كار را ساده توانيم از هم زيرا مي. بهتر است از آزمون ريشه استفاده كنيم  »3«ـ گزينه 7

k
n nn k kn n n nk

n
( )(n!) e neL lim | a | lim lim lim
kn(kn)! k n( )
e



   
   

33 3 3
  

 ثابت است پسkمقدار
k

k

e

k

3
  . ضريب ثابت است

kبه ازاي    :  داريم3
n

n
L lim

n
  

3
3

1 12727
  

  . سري همگراست پس

kبه ازاي    : داريم4
n

e n
L lim

n
  

3
4 4 1

4
  

  .سري باز هم همگراست پس 
 

)ابتدا امتداد مماس بر منحني داده شده در نقطه  »1«ـ گزينه 8 , , )1 2   :يابيم  را مي2
x y z

u ( , , ) ( , t , t )
t t t

  
  

  
31 4 8  

t) داريمMي در نقطه , t , t ) ( , , )  2 42 2 1 2 t پس2 1پس بردار.  استu
بر است با برا:  u ( , , ) 1 4 8  

u در جهت بردارfمشتق سويي تابع 
برابر است با :f .u

| u |


 
 . ابتدا گراديان تابعfآوريم دست مي  را به:  

  xy xz
f (Ln(z y ), , ) f (Ln , , )

z y z y

 
      

 
2 2

2 2 2 2
2 2 1 18 2 2  

uبردار
كنيم  تقسيم مياش  را بر اندازه:  u ( , , )

( , , )
| u |


  

 
1 4 8 1 1 4 891 16 64


  

f  : كنيم حالا بردار به دست آمده را در گراديان ضرب داخلي مي .u
(Ln , , ).( , , ) (Ln )

| u |


    

1 1 1 4 8 18 8 62 2 9 9 9 9

 
  

 

duي  با محاسبهحالا.  وابسته استx بهyدهد كه ي ضمني داده شده نشان مي رابطه  »4«ـ گزينه 9

dx
  : داريم

du x y x xy xy
Ln(xy) Ln(xy)

dx xy xy y

  
     1  

  : از عبارت دوم داريمyاز طرفي با استفاده از تعريف مشتق ضمني براي محاسبه

x

y

f x y x y
f (x, y) x y xy y

f y x y x

             
  

2 23 3
2 2

3 33 1
3 3

  

duبا جايگذاري عبارت فوق در

dx
du  : م داري x x y

Ln(xy)
dx y y x


  



2
21  
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xي ي كره معادله  »3«ـ گزينه   10 y z  2 2 2 از متغيرها به يكـديگر تغييـري   همچنين با تبديل هر جفت . كند  تغييري نميx بهy وy بهx با تبديل1
  :در نتيجه داريم. كند پس در تابع زيرانتگرال هم با تبديل هر جفت از متغيرها به يكديگر، مقدار انتگرال تغيير نمي. كند نمي

D

x y
I dv

x y z

 


  
2 2

2 2 2

1 1
2 2

1
  

xبا تبديل zداريم :  
D

z y
I dv

z y x

 


  
2 2

2 2 2

1 1
2 2

1
  

  :اين دو رابطه خواهيم داشتكردن  با جمع
D D

x y z
I I dv dv (D ) I I

x y z

   
          

   
2 2 2
2 2 2

1 4 4 223 3 31
´\e  

 
  : بسته است با استفاده از قضيه گرين داريمcبا توجه به اينكه منحني   »4«ـ گزينه 11

c D D D

( x y ) (x y)
I (x y)dx ( x y )dy ( )dxdy I ( )dxdy dxdy

x y

   
         

    
2 33 2 3 23 2 3 1 4  

  : براي حل انتگرال فوق با استفاده از مختصات قطبي داريم
r cos   

    

1
2




            x r cos

y rsin

 
  

  

  
cos cosr

I rdrd d ( cos ) d
     

          
2 1 2 2 2 214 4 2 12   

  

cos
( cos cos )d ( cos )d

   
           

2 22 1 22 1 2 2 1 22 
  

I ( cos cos )d ( sin sin ) I ( )
 

             
2 23 1 3 12 2 2 2 2 2 2 3 62 2 2 4 

  

 

xگون اين شكل از پايين به سهمي.  در اين ناحيه واضح هستندzحدو د  »2«ـ گزينه 12 y
z




2 2

 و 4

zي لا به كرهاز با x y  2   :  را به دست آوريمzتوانيم ابتدا انتگرال نسبت به مي.  محدود است25
x y

R D x y
V dv dydx

 


   

2 2
2 2
5

4

  

D

x y
V ( x y )dydx


    

2 22 25 4  

  . آوريم  را بدست ميxoyي ي تصوير اين شكل بر صفحه يعنDلذا ابتدا ناحيه . كنيم براي حل انتگرال فوق از مختصات قطبي استفاده مي
  :گون خواهيم داشت از برخورد كره و سهمي

r r
( ) r r r r           

2 42 2 2 4 25 5 16 84 16
x y

( ) (x y )


  
2 2 2 2   Dناحيه  : 254

r 
     

2
2




rي  درون دايرهDناحيه   r). است2 )(r ) r       2 24 2 2  

r  : برابر است باVبنابراين حجم  r
V ( r ) rdrd (r r )drd

 
           

2 2 2 22 32 25 54 4   
  

r
( ( r ) ) d ( ) ( )






 
            

2 3 42 2 21 1 1 25 2 1 5 5 5 5 43 16 3 3 3  

 

r
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  : كنيم  بسته است، از قضيه ديورژانس استفاده ميSبا توجه به اينكه سطح   »1«ـ گزينه 13
     (*)    

S D
F.nds div Fdv
 

   

(x ) (y ) (z )
F(x, y,z) (x , y ,z ) divF (x y z )

x y z

    
       

  

3 3 33 3 3 2 2 23  

  : داريم(*) با جايگذاري عبارت فوق در رابطه 
S D

F.nds (x y z )dv    2 2 23
   

  .كنيم ي واحد است، پس براي حل اين انتگرال از دستگاه كروي استفاده مي  درون كرهDي ناحيه

  : در مختصات كروي عبارتند از هاي انتگرال كران
  

    
    

1
2





xي درون كره y z  2 2 2 1  

  :ها در انتگرال داريم با جايگذاري اين كران

S
F.nds sin d d d ( sin d )( d )( d )

   
                  

2 1 2 12 2 43 3
     

   

( cos )
  

        
5 13 3 122 2 25 5 5 

  

 
  :براي اينكه انتگرال داده شده مستقل از مسير باشد بايد تابع برداري زير انتگرال پايستار باشد، يعني  »3«ـ گزينه 4

i j k

curlF ( , z z, ) ( , , )
x y z

z y xz

  
    

  

2

2

2

  


       

z  :  بنابراين كافيست داشته باشيم  z     2 2  
 

  93برداري ـ سراسري  عمران ـ نقشهرشته
  

 1 ـ فرض كنيدfپذير باشد و   مشتق تابعيf (x y) f (x) f (y) xy     و 5
h

f (h)
lim

h
 3


f'ين صورت ، در ا (x)كدام است؟ ،  

1 (x3  2 (x5  3 (x 3 5  4 (x 5 3  

 2 مقدار انتگرال معين تابع ـx
(tan x )dx

x
 


1 1

2 1
  : برابر است با

1 (
4  2 (

2  3 (ln


2 4  4 (ln

 24  

 3 طول قوس منحني ـy x x sin x  2   :  عبارتست از1

1 (1
2  2 (1  3 (3

2  4 (2  

 4 يك از مقادير  ي كدامبه ازاـaانتگرال زير واگرا است؟   sinh(ax)
dx

sinh( x)



  

1 (
 2  2 (


3
2   3 (

4  4 (
3  

 5مقدار  ـi

i

 
   

31 3
1 3



  ، كدام است؟

1 (1  2 (i  3 (i  4 (1  
 



  

 114

94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  

 6 بسط تيلور تابع ـln(cosx) تا جمله x3كدام است؟   

1 (x 21
2  2 (x x2 21 1

2 3  

3 (x x 2 31 1
2 3  4 (x x x 2 31 1

2 3  

 7 شعاع همگرايي سري زير، كدام است؟ـ  

1 (
e

1  2 (e  

3 (
e2
1  4 (e2  

n
n

n

n
( ) (x )

n





 
   


22

2
1

2 1
1

  

 8 محل تلاقي خط ـx y

z

 
 

3
xي   با رويه1 y z  2 2 2   چيست؟ 1

  هيچكدام) 4  .خط بر رويه منطبق است) 3  سه نقطه) 2  يك نقطه) 1

 9 شعاع انحناي خم ـx
y

x




2
21

)ي   در نقطه , ) كدام است؟   

1 (1
2  2 (2

3  3 (3
2  4 (2  

 10 ماكزيمم مقدار تابع ـxf (x,y,z) e
xي   روي كره2 y z  2 2 2    كدام است؟2

1 (e  2 (e 2  3 (e2  4 (e4  

 11 مقدار انتگرال مقابل كدام است؟ـ  
D

( x y)dxdy  1 2 3  

x ناحيه Dكه در آن  y 2 2   .باشد  مي4
1 (  2 (  3 (2  4 (4  

 12 مقدار انتگرال ـ
C

(x y )dx xy dy  2 2 ) از نقطه 2 , )  تا نقطه ( , )1 yه  روي منحني به معادل1 x    كدام است؟3

1) 2  صفر) 1
3  3 (4

3  4 (1  

 13شار ميدان  ـF xi yj k  4 4 2
   بر روي سطحي كه اشتراك رويه z x y 2 z و صفحه 2    ها باشد، كدام است؟zهت آن به سمت محور  است و ج1

1 (2  2 (3
2  3 (  4 (

2  

 14  اگر  ـA ( x yz)i ( y xz) j ( xyz )k     2 23 6 2 3 1 4
        باشد، مقدار انتگرال 

C

A.dr
     روي مسير C       كه خط واصل بين نقاط ( , , )     و ( , , )1 1 1 

  است، كدام است؟

1 (
6
5  2 (

5
6  3 (6

5  4 (5
6  

  93برداري ـ سراسري  عمران ـ نقشهرشتهپاسخنامه 
  
xابتدا با فرض  »4«ـ گزينه 1 y  در معادله تابعي داده شده داريم f ( ) f ( ) f ( )       بنابراين f ( )  .  

  :كنيم ريف مشتق را ايجاد مياكنون با كمك معادله تابعي داده شده كسر تع

h h h h

f (x h) f (x) f (x) f (h) hx f (x) f (h) hx f (h)
f (x) lim lim lim lim x x

h h h h   

            
5 5 5 3 5

   
 

fي   اگر ضابطه  :توضيح (x)  ،گيري از    با انتگرال    را بخواهيمf (x) داريم f (x) x x c  253 fحالا از آنجـا كـه     . 2 ( )      اسـت، بايـد c       باشـد و در 

fنتيجه (x) x x  253 2.  
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xفرض كنيم  »1«ـ گزينه 2
I dx

x



1

2 1
J و tan (x)dx 

1 1


  

u با فرض(I)در انتگرال  x 2 du داريم1 xdx x  : بنابراين2 x
I dx dx ln(x ) ln( )

x x
    

  
1 1 2

2 2
11 2 1 11 22 2 21 1  

  

  :كنيم  را با استفاده از جزء به جزء به اين ترتيب حل مي(J)انتگرال

u tan (x) du dx
x

dv dx v x

   


   

1
2

1
1  

xdx
J tan (x)dx x tan (x) (x tan (x) ln( x )) ln( )

x

   
       

 
1 11 1 1 2

2
1 11 11 22 4 21  

 

I  :بنابراين J


      جواب4
 

yدر منحني  »4«ـ گزينه 3 x x sin ( x )  2 x بايد داشته باشيم1  1 x و1  و x x 2  .بنابراينx 1.  

Lطول منحني برابر است با (y ) dx 
1 21


  :با محاسبه مشتق داريم. 

x x x ( x) xxy
xx x( x)x x x x x x x x

           
    2 2 2 2

1
1 2 1 2 1 2 2 2 1 12

1 2 12 2 2 2
 

x  :ابراينبن
L (y ) dx dx dx x dx x

x x

          
1 1

1 1 1 12 2 2 11 11 1 2 2
    

  

 

xوقتي  »2«ـ گزينه   4   داريم sinh(ax) ax a

sinh( x) x


  
   پس تابع زير انتگرال در x    بنـابراين كافيـست شـرط همگرايـي را در كـران      .  ناسـره نيـست

)بالايي )رال بررسي كنيم انتگ:  

xهرگاه  خواهيم داشت :  
ax ax |a|x |a|

x
x x x

sinh(ax) e e e e
( )

sinh( x) e e e e



   
 

  
 

 

a اگر در واقع  باشد داريم ax ax axe e e و اگر a   باشد ax ax axe e e  .  
|انتگرال آن است كهبنابراين شرط همگرايي  a | در اين ناحيه قرار ندارد) 2(گزينه .  باشد.  

 

ــ گزينـــه 5 zبـــراي عـــدد مخـــتلط  »4«ــ i 1 y داريـــم3  x و3 1ــابراين r بنـ | z |   1 3 Arg(z) و2 tan ( ) 
   1 3 3 

پس
i

z i e


   31 3  و2
i

z i e



   31 3 2.  

  :به اين ترتيب
i

i i

i

i e
( ) ( ) (e ) e cos( ) isin( )

i
e










       



233 3 3 23

3

1 3 2 2 2 1
1 3

2

      

 

x:يادآوري كنيم كه    »1«ـ گزينه   6 x
cos(x)

! !
   

2 4
1 2 4  و x x

ln( x) x    
2 3

1 2 3  .       اسـت   3هـا حـداكثر     با نوشتن جملاتي كـه درجـه آن 

x  : خواهيم داشت x x
f (x) ln(cos x) ln( ) ( ) x        

2 2 2 2 21 11 2 2 2 2 2    

f تابع :روش دوم  (x) Ln(cos x)  هاي زوج   لورن آن، فقط توان     بنابراين در بسط مك   .  زوج استx صـحيح  ) 1(پس گزينـه    . توانند وجود داشته باشند      مي
  .است

 



  

 116

94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

nدر سري   »2«ـ گزينه 7
n

n

a (x x )





1
 شعاع همگرايي برابر است با :   

n
n

n

R
lim | a |



1  

nدر اين تمرين داريم
n

n
a ( )

n






32
2

2
1

  :بنابراين. 

n
n n n nn

n
n n n n n

n (n )
lim | a | lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim e e

en n n




    

  
      

  

2
2 2 2 22 2 11

2 2 2
2 1 1 1 11
1 1 1

 

Rبنابراين شعاع همگرايي برابر است با e.  

n حد   :توجه

n
lim ( )

n




2
2
11

1
vدر چنين مواردي از قاعده    .  است 1 داراي فرم   vu( u) e1   تر رفـع شـده مقـدار     گيريم تا حالت مبهم سريع   كمك مي

  .حد معلوم شود

 
xي  تلاقـي رويـه   : روش اول   »4«ـ گزينه   8 y z  2 2 2 z بـا صـفحه    1 1  ي   اسـتوانهx y 2 2 .  اسـت  2

yي    اكنون برخورد صفحه   x  yجا كه مطابق شكل، خطِ  از آن.  با اين استوانه را بررسي كنيم    3 x   بـا  3
xي    دايره y 2 2 yي  اين صـفحه   برخـوردي نـدارد بنـابر        نقطه   هيچ 2 x  x و اسـتوانه   3 y 2 2  نيـز   2

  .برخوردي با هم ندارند
  :به صورت جبري معادلات را برخورد دهيم: روش دوم

x y z

z x (x ) x x

y x

   


               
  

2 2 2
2 2 2

1
1 3 1 1 2 6 7 36 56

3
   نقطه برخوردي وجود ندارد

 

x  :آوريم  دست مي ابتدا انحنا را در اين نقطه به  »1«ـ گزينه 9 x ( x ) x ( x )
y y y

x ( x ) ( x )

       
  

2 2 2 2 2
2 2 2 2 4

2 2 1 8 1
1 1 1

  

)در نقطه , ) داريم y  و y  2.  

|بنابراين انحنا برابر است با y |

( (y ) )


  


3

2 2

2
1

در نتيجه شعاع انحنا برابر است با.   

1 1

2.  

 

xfنقاط بحراني  »3 «ـ گزينه10 (x , y,z) e
g(x را تحت قيد2 , y,z) x y z   2 2 2   : ضريب لاگرانژ باشد داريماگر. كنيم  تعيين مي2

x
yx z

x y z

ff f xe

g g g x y z
        

2
2

2 2 2
 

 

xبنابراين يا  است و yو zدلخواه هستند و يا x  است و y z   .ي كه در اين صورت با توجه به معادلهg  x بايد2     . باشد2
)به عبارتي نقاط بحراني عبارتند از نقاط , y,z)و ( , , ) 2   .  

f:كنيم  را حساب ميfمقادير بحراني ( , y,z) e 1و f ( , , ) e  22   .ترين مقدار پس بيشfبا شرط g    .e2 برابر است با2
 

fجا كه تابع    از آن .  است 2اي به مركز مبدأ و شعاع        دايره Dناحيه  »4«ـ گزينه   11 (x , y,z) x        بر ايـن ناحيـه بـه 
  :واهيم داشت كند خ ازاي هر مقدار مثبت يك مقدار قرينه آن را نيز اختيار مي 

D
x dydx    

به همين ترتيب 
D

ydydx  .  

(  :بنابراين  4مساحت
D D

I ( x y)dydx ( )dydx (D     1 2 3 1  

3

3

2

2

y

x

y x 3 

2 2x y 2 

2

2

2

2

y

x
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  :كنيم  از دستگاه مختصات قطبي استفاده مي:روش دوم

D
I ( x y)dydx ( r cos r sin )rdrd


         

2 21 2 3 1 2 3
 

 

r
( r cos r sin ) d ( cos sin )d ( sin cos )

  
                

22 23 3 2 22 3 16 162 8 2 8 42 3 3 3 3  
 

 
    »3«ـ گزينه 12

yمنحني x   :كنيم  را در محدوده داده شده به اين صورت پارامتري مي3
(x , y) (t , t ) xجا كه  و از آن3 1پس t 1 .  

  :به اين ترتيب خواهيم داشت

c

t
(x y )dx xydy [(t t )( ) ( t )( t )]dt (t t )dt ( t )           

31 12 2 2 6 4 2 2 6 7 1 42 1 2 3 7 3 3  
 

F ميدان برداريِ  :روش دوم  (P,Q) (x y , xy)  2 2 2
   پايستار است زيرا x yQ y P 2 .       بنابراين انتگرال مستقل از مسير است و فقط به نقطه ابتـدا و

  .انتهاي مسير وابسته است

Fتابع پتانسيل
اگر. يابيم  را ميGتابع پتانسيل F

باشد داريم xG x y 2 yG و2 xy Gسادگي  و آنگاه به2 x y x c  3 21
  .آيد  بدست مي3

  :بنابراين
c

( , )
Pdx Qdy G(x , y) G( , ) G( , )

( , )
    

1 1 41 1 3 
 

  

 

g(xي  بخشي از صفحهSفرض كنيم  »1«ـ گزينه 13 , y,z) z 1باشد كه درون مخروط z x y 2   . قرار دارد2
xبرخورد اين صفحه با مخروط دايره y 2 2   .ناميم  ميRعاع يك است كه آن رااي به ش  دايرهxy بر صفحهS است، پس تصوير1

g برابر است باSسو بر سطح بردار قائم يكه برون k
n k

| g |


  

 1

  بنابراين ،:  

)  2مساحت) (R 2مساحت
S S S

F.nds ( xi yj k).(k)ds ds (S        4 4 2 2 2
    جواب  

zاي به شعاع يك است كه در ارتفاع   دايره S سطح :توضيح 1ي  قرار دارد، ناحيهRي  يعني سايهSي  بر صفحهxy  اي بـه شـعاع يـك اسـت      هـم دايـره .
  . با هم برابر استR و مساحتSمساحت

 

)Cخطي كه از    معادله پارامتري پاره    »3«ـ گزينه   14 , , )   به B( , , )1 1 R(t):شـود چنـين اسـت        كشيده مي  1 C t(B C) (t , t , t)   
  كـه t 1 .

xبنابراين y z t  و dx dy dz dt  كردن مسير خواهيم داشت  پس با پارامتري:  

C
A.dr ( x yz)dx ( y xz)dy ( xyz )dz ( t t ) ( t t ) ( t )dt             

12 2 2 2 2 43 6 2 3 1 4 3 6 2 3 1 4



 

( t t )dt (t t t )       4 2 5 12 4 61 2 4 2 5 5 
 

 

(1,1)

3y x

y

x

S: z 1

R
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  94برداري ـ سراسري  عمران ـ نقشهرشته  
  

 1 مقدار ـ
n

nnx

x
lim lim

x 

 
   1

1
1

   كدام است؟

1 (1  2 (  3 (1  4 (  
 2 ـ اگر   x y

cosy sinx باشد، مقدار dy

dx
) در نقطه  , )

 
2    كدام است؟4

1 (
1
2  2 (ln



2  3 (1

2  4 (ln 2  

 3 اگر ـ nnI x ln x dx     باشد، كدام رابطه زير صحيح است؟2
1 (   nn nI n I x ln x    3

1 1  2 ( nn nI nI x ln x 
   13

13  
3 (   nn nI n I x ln x    3

13 1  4 (   nn nI n I x ln x 
    13

13 1 

 4 ـ اگرx dx
b

tanh x



1 4

41
   صحيح است؟b آنگاه كدام مورد در رابطه با 

1 (b 
1
5  2 (b 

1 12  3 (b 
1 1

1 5
  4 (b 

1 1
15 1  

 5 ـ مساحت ناحيه درون دايرهr sin 3 و بيرون r sin  2واقع در ربع اول، كدام است؟   

1 (2
3  2 (3 3

2  3 (2 2  4 (3 3  

 6 ـ اگر1 و 2 و 3رو كدام است؟  زواياي يك مثلث باشند، حاصل عبارت روبه     sin icos sin icos sin icos        1 1 2 2 3 3  
1 (i  2 (1  3 (i  4 (1  

 7 ـ اگر
n

A ln(cos )
n






1

 و 1
n

n
n

n ( )
B








5

1

3 1
5

   صحيح است؟B و A باشد، كدام مورد در خصوص 

1 (A همگرا وB 2  همگرا (A همگرا وB3  واگرا (A واگرا وB4  همگرا (A واگرا وBواگرا  
 8 ـ انحناي منحنيx y xy 3 ) در نقطه 3 , )

1 1
2    كدام است؟2

1 (4 2  2 (8 2  3 (16 2  4 (32 2  

 9 ـ اگرx y
u tan

x y
 




3 u باشد، حاصل عبارت 31 u
x y

x y

 


 
   كدام است؟

1 (cosu  2 (sin u  3 (cos u2  4 (sin u2  

 10 ـ حاصل انتگرال
x

cos(y )
( )dydx

x 
1 1 2


   كدام است؟

1 (sin1  2 (cos1  3 (tan1  4 (cot1  
 11 ـ اگرR ناحيه محصور به صفحات x ,y ,z ,z y


    1 2  و y x   باشد، حاصل 1

R

ycoszdvكدام است؟ ،  

1 (2  2 (2  3 (  4 (3
2  

 12    ـ اگـرC         مـرز ذوزنقـه بـا رئـوس  ,1  و 1 ,1  و 2 ,2  و 3 ,2 شـود و   هـاي سـاعت پيمـوده مـي      باشـد كـه يـك بـار در جهـت عقربـه      1
  xF x,y (e y ,xy sin(lny))  

4 2 ،باشد 
C

F.dr
 كدام است؟   

1 (4
3  2 (5

3  3 (5
6  4 (8

3  

 13   ــ اگـرD    ناحيـه داده شـده بـا x y a ,x y z a    2 2 2 2 2 2  باشـد، انتگـرال   D سـطح ناحيـه   S و 24
S

F.nd
    بـراي ميـدان بــرداري

    xF x yz i y xz j (z e sin y)k     
   روي رويه Sكدام است؟   

1 (a 34 3  2 (a 38 3  3 (a 312 3  4 (a 316 3  
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  94برداري ـ سراسري  عمران ـ نقشهرشتهپاسخنامه   
  

xالبته(كنيم    را عددي ثابت فرض مي     xابا توجه به ترتيب نوشته شده، ابتد      »  3«ـ گزينه   1 1و)  استn   بـراي  . دهـيم  نهايـت ميـل مـي     را بـه سـمت بـي
x داراي بيشترين رشد باشند و از آنجا كه        جملاتي مهم هستند كه   نهايت، فقط     محاسبة حد در بي    1    بنـابراين جمـلات ،nx         در صـورت و مخـرج بـاقي 

  :شوند، در نتيجه  حذف مي1  و1 اعداد ثابتمانند و مي
n n

n nn nx x

x x
lim ( lim ) lim ( lim )

x x   


 

1 1

1 1
1

  

 
x  :گيري ضمني داريم   بنابراين به كمك مشتق  طور ضمني بيان شده،  ضابطة تابع به»  2«ـ گزينه 2 yf (x , y) (cos y) (sin x)     

x y
x

x y
y

( ) Ln( )
fdy (cos y) Ln(cos y) y(cos x)(sin x) dy Ln

( )Ln
dx f dx ( , )x( sin y)(cos y) (sin x) Ln(sin x)

( )( )





 



 

                


21
1 12

1 1
1 2 2 1 22 2
2 21 12 4

2 2 2





  

 

nIحاصلگيري جزء به جزء    به كمك انتگرال »  4«ـ گزينه 3 1كنيم    را حساب مي:  n
nI x (Lnx) dx
   2 1
1  

n n(Lnx) u du (n ) (Lnx)
x

x
x dx dv v

    

   

1

32

11

3

  

n

n n n
n

I

x (n )
I x (Lnx) dx (Lnx) x (Lnx) dx 



   

32 1 1 2
1

1
3 3 

  

nدر نتيجه 
n n

x n
I (Lnx) I



 

3 1
1

1
3 n  : داريم3، با ضرب طرفين تساوي در 3

n nI (n )I x (Lnx) 
    3 1

13 1  
 

tanhدانيم كه مي»  3«ـ گزينه 4 x  1 tanh:، بنابراين1 x 4 1كردن يك واحد به طرفين داريم  و با جمع داريم:  
tanh x

tanh x
     


4

4
1 11 1 2 12 1

·»nH»  

x4،fبا ضرب طرفين در (x)آوريم وجود مي  را به:  
x x x x x x

x f (x) x dx f (x)dx x dx b b
tanh x

             
   

4 4 4 4 5 51 1 14 4 4
4

1 1 1 1
2 2 2 1 5 1 51      

−Ho«TºH  

 

  :آوريم ابتدا محل تقاطع دو منحني قطبي را به دست مي »  2«ـ گزينه 5

  f ( ) sin
f ( ) g( ) sin sin sin

g( ) sin

   
                 

3 13 22 2 6  

nfي  خواستيم معادله   خورد را مي  اگر ساير نقاط بر    ( ) ( ) g( n )    1   خواهيم، مطابق شكل به     ي واقع در ربع اول را مي        اما چون ناحيه  . كرديم   را حل مي
  .ساير برخوردها نيازي نداريم

در اين ناحيه داريم.  رسم شده استمقابلناحيه مورد نظر در شكل  
  6 2.  

  : فرمول محاسبة مساحت در مختصات قطبي داريمبا توجه به

A (( sin ) ( sin ) )d ( sin sin sin )d

 

              2 2 2 22 2

6 6

1 13 2 9 4 42 2  


cos

( sin sin )d ( ( cos ) sin )d

 

 
 

           22 2
1 26 6

2

1 18 4 4 4 1 2 4 42 2  

( sin cos ) ( ( ( ) ( ))


          2

6

1 1 3 3 3 34 2 2 4 4 2 42 2 2 2 2  
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ieدانيم كه  با توجه به فرمول اويلر مي»  1«ـ گزينه 6 cos isin   بنابراين ،:  iie sin icos    iie icos sin     
  :به كمك تساوي اخير داريم
 

i i i i( ) i(sin icos )(sin icos )(sin icos ) ( ie )( ie )( ie ) i e i (i)e i(cos isin ) i      


                       1 2 3 1 2 33 2

1 1 2 2 3 3
1 

 

cosهاي بـه انـدازة كـافي بـزرگ          nبراي»  1«ـ گزينه   7
n n

 2
1 11

2
 و Ln(cos ) Ln( )

n n n


 2 2

1 1 11
2 2

    و بنـابراين 
n

Ln(cos )
n  رفتـاري مـشابه     1

سري
n n

 2
1

2
P باPنوعاز  كه يك سري   2   . همگراستAهمگراست، دارد و اين يعني سريو  1

  :كنيم  از آزمون ريشه استفاده ميBبراي تعيين همگرايي

L )1پس سري Bهمگراست 
n

n
nn

n ( )
L lim (



 
   

5 3 1 3 1 155
  

 
fي  را از معادلهx نسبت بهy گيري ضمني، مشتق به كمك مشتق»  2«ـ گزينه 8 (x , y) x y xy   3 3 كنيم  را محاسبه مي:  

x y
x

y

x y

y

( )fdy x y
y y

dx f y x ( )

d y ( x y )( y x) ( yy )( x y)
y y

dx ( y x)

 

 



            
 




            


12
2

2

12 2 2
2

2 2 2 1

1 133 4 2 11 13 3 4 2
6 3 6 1 3 32

3

  

  :با توجه به فرمول انحنا داريم
| y |

( y )


     



75
2

3 3 3
2 2 2 2

32 2 2 8 2
1 2 2

  

 

x:دهيم  قرار مي »  4«ـ گزينه   9 y
f (u) tgu

x y


 



3 3
xدر كسر ،   y

z
x y






3 3
 2همگن از مرتبـة     پس اين كسر    .  است 1 و درجه مخرج     3ي صورت     درجه،  

f:ي همگن داريماست، بنا به قضية اويلر برا f
x y f

x y

 
 

 
  :اي داريم ي زنجيره از طرفي با استفاده از قاعده. 2

 
sec u sec u

f f f u f u u u tgu sin u
x y x ( ) y ( ) tgu x y tgu cos u cos u sin u cosu sin u

x y u x u y x y cosusec u

       
          

       
2 2

2 2
2

2 22 2 2 2  

zتابع: يادآوري f (x , y)همگن از درجة nاست هرگاه به ازاي هر   م داشته باشي:nf ( x , y) f (x , y)    

f  :و بنابر قضية اويلر براي چنين تابعي داريم  f
x y nf (x , y)

x y

 
 

 
  

 

yگيري را كه بـين      ي انتگرال   گيري با اين ترتيب مشكل است، پس ناحيه         انتگرال»  1«ـ گزينه   10 x و y 1      در آن  قـرار دارد وx 1     اسـت، رسـم 
  .كنيم گيري، مسأله را حل مي با تعويض ترتيب انتگرالكنيم و سپس  مي

y عبارتند ازyحدود 1و اگر در جهت محور x ،ها حركت كنيمx  مرز ورودي و x y   . مرز خروجي است2
  

  :شود با اين ترتيب، انتگرال به سادگي حل مي
  
  

y

x

cos y cos y y
dydx dx dy (cos y ) x dy ycos y dy sin y sin sin sin

x x
           

22 2 21 1 1 1 12 2 2 12 2 1 1
    




  

 

 

x

y
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z در ايـن ناحيـه داريـم      . واضح هـستند   zهاي  كران»  1«ـ گزينه   11 y  .  حـدود بـراي تعيـين xو y ي ، در صـفحهxoy خطـوط y x 1،x  1 
yو


 yخطوط .كنيم  را رسم مي2 x 1و y


 x در2


 12كنند  با هم برخورد مي.  

x:پس در اين ناحيه داريم


   1 x  و12 y


  1 2  

yy

x x x
I ycoszdzdydx [ysin z] dydx ysin ydydx



     
  

     
        

1 1 12 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1  

  

 

  
  :داريم) روش جدول(گيري جزء به جز  به كمك انتگرال

I (sin y ycos y) dx ( sin(x ) (x )cos(x ))dx x cos(x ) (x )sin(x )
x

 
 

 

 


               
 

 
1 12 2

1 1
11 1 1 1 2 1 1 1 22 2

1 1
  

 
  : و ناحية محصور شده توسط آن در شكل زير نمايش داده شده استCمرز»  4«ـ گزينه 12

هاي ساعت پيموده شده اسـت كـه عكـس جهـت               در جهت عقربه   Cمنحني
  :طبق قضية گرين داريممثلثاتي است، پس 

C
R

Q P
I F.dr ( )dA

x y

 
   

  
   

x

R

(y y)dA ydydx


     
2 1

1 12  

  

 

  
xy (x ) x

I dx ( )dx (x x)dx ( x
 

          
2 2 32 2 2 2 2

1 1 1
1 21 1 1 1 821 12 2 2 2 2 3 3  

 
  :به كمك قضية ديورژانس داريمپس .  را محدود كرده استT يك سطح بسته است كه ناحيه S»  3«ـ گزينه 13

/S T T
F.nd divFdv ( )dv (T )        1 1 1 3
  ´v]´\e  

x جسم توپر بين كرة    Tكه در آن   y z a  2 2 2 x و استوانة  24 y a 2 2 اي   در مختـصات اسـتوانه    گانـه     براي محاسبة اين حجم از انتگرال سـه       .  است 2
  .گيريم كمك مي

z:آيند  ي كره به دست مي      دله از معا  zحدود a x y a r      2 2 2 2 24 دهـد پـس      ي كـره را تغييـر نمـي          معادلـه  z بـه  z البته چون تبديل   .4
zي توانيم حجم ناحيه مي   يعني.  برابر كنيم2 را حساب كرده وz a r  2 24.  

  . قرار داردa2 وaهاي ي اين شكل بين دو دايره با شعاع  دقت كنيد كه سايهrبراي تشخيص حدود
a r a a

a a

a
V rdzdrd a r rdr d ( a r ) d ( ( a ) ) ( a ) a

a

      
                 

2 2 3 3
4 2 2 2 2 22 2 2 2 2 3 32 222 4 42 2 4 4 3 3 3 4 33 3 3   

  

:بنابراين
S

F.nd a   312 3
 .  
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  92 ـ سراسري مهندسي هوافضارشته 
  

 1 نقاط بحراني تابع ـz x y xy   3 3 9    كدام است؟27

Bزيني ) 1
3
A ماكزيمم3




Bزيني ) 2  

1
A مينيمم1




  

Bماكزيمم ) 3
3
A مينيمم3




Bمينيمم ) 4  
3
A زيني3




  

 2 اگر ـ  (x y z)

 
   
  

1 1 2
1 2 1 2 2

1 1



x باشد، مقدار  y z     كدام است؟2

1 (2  2 (1  3 (1  4 (2  
 3 حاصل ـ

x

x
lim( x)tg





1
1   ، كدام است؟2

1 (
2  2(


2  3( 2  4( 3  

 4 شعاع همگرايي سري تواني ـn
n

n

n!
x

n





 1

1
   كدام است؟،

1 (R    2( R 1  3( R e  4( R
e


1  

 5 در تابع ـy y
z xe cos

x
  مقدارz

x y


 

2
A در نقطه 

1


   كدام است؟

1 (1  2 ( 2) 4  1) 3  صفر  

  92پاسخنامه رشته مهندسي هوافضا ـ سراسري 
  

x  :دهيم هاي جزئي را برابر با صفر قرار مي ابتدا مشتق  »4«ـ گزينه 1

y

f x y y x

f y x x y

     


    

2 2

2 2
3 9 3
3 9 3




  

xي دوم داريم ي اول در معادله با جايگذاري معادله
x ( )

2 23 x پس3 x x(x، يعني427 ) 3 27 هاي  كه به جوابx  و x  به . شود  منجر مي3

xازاي  داريم y  و به ازاي x  yريم دا3  yدقت كنيد كه بايد تساوي. (3 x   ). برقرار باشد23
)Aپس نقاط بحراني , ) و B( , )3   :مكني ها را بررسي مي  نوع آنبا استفاده از آزمون. آيند دست مي  به3

xx yy xyf x , f y , f   6 6 9  
( x)( y) ( ) xy       26 6 9 36 81  

)Aي در نقطه , ) مقدار منفي است پس Aي زيني است  نقطه .  
)Bي در نقطه , )3   .ي مينيمم است  نقطهB مثبت هستند پسxxf و مقادير3

 
  :ها داريم ي ضرب ماتريس با محاسبه  »2«ـ گزينه 2

[x y z] [ ] [ ] [x y z] [ ]

 
              
  

1 1 2
1 2 1 2 2 1 1 1 4 2 4 1 3 1

1 1
   


  

x  :كنيم حالا مقدار عبارت خواسته شده را حساب مي y z      2 3 2 1  
 

x  »2«ـ گزينه 3
tg( )


 را به صورت2

x
cot g( )


1

2

نويسيم تا فرم مبهم  مي


  :كنيم سپس از هوپيتال استفاده مي.  به وجود آيد

x x

x
lim lim

x x
cot g( ) ( cot g ( )) 

  
   

      1 1 2
1 1 1 2

12 2 2 2




−ITÃQ¼À  
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nي عمومي اين سري كه با توجه به جمله  »3«ـ گزينه 4 n

n!
a

n    :ارزي استرلينگ داريم  است و با استفاده از هم1

n
nn n

n
en!

lim lim
R n en  
  1

1 1  

Rپس eاست .  
n در مخرج كسر دقت كنيد كه:توضيح

n
lim n


1پس داريم :  n nn nn n n n   1 1  
 

  :كنيم  آغاز ميyگيري نسبت به با مشتق  »3«ـ گزينه 5
y y yy z y z y y y

z xe cos( ) xe sin( ) e sin( ) cos( )
x y x x x y x x xx x

 
         

  

2
2 2

1 1 1  

x)حالا با جايگذاري , y) ( , ) 1 داريم :  z
e sin( )

x y


   

 

2
1    

 

  93رشته مهندسي هوافضا ـ سراسري 
  

 11ـ مختصات مركز ثقل
x از بيضي4 y

a b
 

2 2
2 2   : واقع در ربع اول با چگالي ثابت يك برابر است با1

1 (C C
b a

X , Y 
 

2 2
3 3  2 (C C

a b
X , Y 

 
2 2
3 3  3 (C C

b a
X , Y 

 
4 4
3 3  4 (C C

a b
X , Y 

 
4 4
3 3  

 2ـ مقدار انتگرالa xe dx
2


  : برابر است با

1 (a a a
a

! ! !
   

3 5 7

1 2 3   2 (a a a
a

! ! !
   

  

3 5 7

1 3 2 5 3 7   

3 (a a a
a

! ! !
   

  

3 5 7

1 3 2 5 3 7   4 (باشد انتگرال وجود دارد وليكن قابل محاسبه نمي. 

 3ـ حد
m n

P(x,y) ( , )

x y
m) lim

(x y ) 2 2 
  :اهموجود است هرگ)  اعداد صحيح و نامنفيp وn و

1 (m n p  2  2 (m n p  2  3 (m n p  2  4 (m n p  2  
 4ـ اگر

x
lim f (x) B





، در اين صورت،

x
lim f (x x )


5 2


   كدام است؟

B  3( B) 2  صفر) 1 B3 5  4 (B B5 3  
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  93پاسخنامه رشته مهندسي هوافضا ـ سراسري   
  
x)يعني. چگالي ثابت يك است  »4«ـ گزينه 1 , y) 1طول و عرض مركز ثقل با اين روابط . پس مركز ثقل اين شكل، همان مركز هندسي است.  است
  :آيند ميدست  به

D D
c

D

xdA xdA
x

DdA
 
 
 SeIv¶

  

ab فقط ربع اول از اين بيضي است و مساحت آنDي ، البته ناحيهabمساحت اين بيضي برابر است با
1
  .  است4

  :كنيم ي صورت كسر، از تغيير متغير بيضوي استفاده مي كنيم پس براي محاسبه ي استفاده ميمطابق متن درس براي نواحي بيضوي از تغيير متغير بيضو

r
x arcos

J abr
y brsin 
 

   
  

در ربع اول بيضي داريم
   2شود، پس ي واحد تبديل مي  و چون با انجام اين تغيير متغير، بيضي مورد نظر به دايرهr 1است .  

D

r a b
xdA (arcos ) (abr)drd a b r cos drd a b[sin ] [ ]

 
            

12 3 21 12 2 22 2
3 3    

  

c  :بنابراين

a b a
x

ab
 



21
43

1 3
4

  

  .صحيح است) 4(ي  در نتيجه گزينه
  :نويسيم  را به صورت خلاصه ميcyي تر، محاسبه براي حل كامل

D
c

r
ydA (brsin ) (abr)drd a b[ cos ] [ ] b

y
(D ab ab


   

   
 

  
2 31 2 12 43

1 1 3
4 4

  
SeIv¶)

  

 

xeلورن بنابراين ابتدا بسط مك. دست آيد ا جواب بايد به صورت يك سري بهه با توجه به گزينه  »2«ـ گزينه 2
نويسيم و سپس جمله به جمله   را مي2

  :گيريم انتگرال مي
an n n n n n n na au x x n

n n n n n

u ( ) x ( ) ( ) x ( ) a
e e I e dx x dx I [ ] I ( )

n! n! n! n! n n! n

     
 

    

   
        

      
2 22 2 1 2 121 1 1 1

2 1 2 1 
    

  

a a
I a

! !
    

 

3 5

1 3 2 5   

 
xبا توجه به وجود  »2«ـ گزينه 3 y2 xبا جايگذاري. توانيم از فرم قطبي استفاده كنيم  در مخرج كسر مي2 r cos و y rsin داريم :  

m n n m m n

P Pr r

(r cos ) (r sin ) r cos sin
lim lim

(r ) r



 

   
2 2 

  

pاگر n m 2،باشد، مقدار اين حد اردپس حد وجود ند.  خواهد بود.  
pاگر n m 2باشد، متغير rشود و جواب حد به  حذف ميپس حد وجود ندارد. كند  بستگي پيدا مي.  
pاگر n m 2باشد، متغير rدر نتيجه مقدار حد فقط . در اين حالت جواب حد برابر با صفر خواهد بود. ماند ر صورت باقي ميشود و د  از مخرج ساده مي

pدر حالت n m 2موجود است .  
 

xي كمترين درجه، وقتي با توجه به قاعده  »2«ـ گزينه 4  خواهيم داشت :x x x 5 2 2نتيجه وقتي در x  خواهيم داشت x  2  
xزيرا(   :بنابراين داريم).  همواره منفي است2

x x
lim f (x x ) lim f ( x ) f ( ) B

 


 
    5 2 2

 
  
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  91رشته معماري كشتي ـ سراسري 
  

 1 سطح محصور بين منحنيـy x y و خط2  y توسط خط2 cدر آن صورت.  به دو قسمت مساوي تقسيم شده استcكدام است؟   
1 (3

2  2 (2
3  3 (3 2  4 (2  

 2 اگرـF(x)يك تابع زوج باشد، آنگاه مشتق آن همواره چگونه است؟   
  ممكن است نه زوج باشد نه فرد) 4  گاهي زوج و گاهي فرد) 3  فرد) 2  زوج) 1

 3 كدام گزينه در مورد سريـ
n

n

x

(n )

 

 


1
21

   صحيح است؟

]در فاصله) 3  .قيد و شرط است همگراي بي) 2  .همگرا نيست) 1 , ]1در فاصله) 4  . همگرا است[ , ]1   . همگرا است1
 4 ماكزيمم تابعـFكه به صورت Lnt

F(t) , t
t

  تعريف شده كدام است؟   

1 (
e

1  2 (1  3 (e  4 (e1  

 5 مقادير اكسترمم مطلق تابعـx yf (x,y) e 
2 22 x روي دايره واحد2 y 2 2   اند؟  چگونه1

  . ولي مينيمم مطلق ندارد1ماكزيمم مطلق برابر با ) 2  .ماكزيمم و مينيمم مطلق تابع وجود ندارد) 1
 و مينيمم مطلق برابر با1مقدار ماكزيمم مطلق برابر با ) 3

e2
 . است1 است ولي ماكزيمم مطلق برابر با مينيمم مطلق برابر با) 4  . است1

 6 منحنيـc  داده شده استمقابل با معادلات ضمني :  x y

xy t

 
 

1  

  :انحناء منحني همواره برابر است با
1 (پس منحني cپس منحني1) 2  . يك خط است cيك دايره است .  
 . يك سهمي استc پس منحني1) 4  . يك بيضي استcمنحني دارد و شكلبستگي به نقطه ) 3

 7 هرگاه براي تابعيـf ( )  و براي هر xداشته باشيم f (x)
x

 
 2

1
1

fاي آنگاه كدام گزينه بر (    صحيح است؟2(

1 (f ( ) 1 2 2  2 (f ( ) 
1 125 2  3 (f ( ) 

1 322 2  4 (f ( ) 
2 2 25  

  91پاسخنامه رشته معماري كشتي ـ سراسري 
  

yمنحني  »3«ـ گزينه 1 x y و خط2  x  .دهيم  را برخورد مي2 x   2 2 2  
yحالا خط c را با y x x  :دهيم  برخورد مي2 c x c   2  

  :مطابق شكل داريم

S S
S S dxdy dxdy   1 21 2  

بـه همـين علـت      . هـا را در انتگـرال بيرونـي بنويـسيم            عدد ثابت هـستند بهتـر اسـت آن         yچون حدود 
dxترتيب dyحدود. ايم  را انتخاب كردهxي  از معادلهy x x به صورت2 y يندآ  به دست مي.  

c

y

S c y c
I dxdy dxdy ydy [ y ]


      

2

1

3
2 2 21

42 3  

cc y c

S y
I dxdy dxdy ydy [ y ]


      2

3
22

42 3  
  

I I ( c ) (c ) c c c           
3 3 3 3 3 3 1 1

32 2 2 2 2 2 2 31 2
4 42 2 2 2 2 23 3   

yابتدا همانند روش قبل نقاط برخورد     . توانيم مسأله را حل كنيم    با استفاده از انتگرال يگانه هم مي      : روش دوم  x y را با خطوط   2  y و 2 c   مـشخص 
  .كنيممي

cي در بازهS1يناحيه y  xهاي و بين منحني2 y قرار دارد .  

y

2y x
y 2

y c

x
2cc2

1S

2S
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cc c
S [ y ( y)]dy y dy [ y ]     

2
3

2 2 21
42 3  

cc  : داريمS2براي
S [ y ( y)]dy [ y ]   

3
22

4
3 

  
  .ي حل مانند روش اول خواهد بودادامه

  
 

  :اثبات اين موضوع ساده است. مشتق هر تابع زوج، تابعي فرد است  »2«ـ گزينه 2
F (x)فرد است F(x) F( x) F(x) F ( x) F (x)        ÁoÃ¬¢Tz¶زوج است  

 

naي عمومي اين سري تواني جمله  »4«ـ گزينه 3
(n )


 2
1

1
nاي داريم  است و براي هر چند جمله

n
lim P(n)


1پس :  

n
n
lim R

R (n )
   

 2
1 1 1 1

1
  

Rشعاع همگرايي اين سري 1اين سري حول.  استc  ي پس در بازه.  نوشته شده است( , )1   . همگراست1

xنقاطدر   1هاي  به سري
n

n

( )

(n )








 2

1

1
1

 و
n (n )



 
 2

1

1
1

]ي همگرايي اين سري، پس بازه. رسيم كه هر دو همگرايند  مي , ]1   . است1

 

)ي ه را در بازF(t)ابتدا نقاط بحراني  »3«ـ گزينه 4 , )كنيم  پيدا مي:  F (t) Lnt ( Lnt ) Lnt t e
t tt t

            2 2
1 1 1 1 1 1   

tي  را در نقطهF(t)حالا مقدار eكنيم  و در مرزهاي دامنه، محاسبه مي:  

t

t t

Ln( )
lim F(t)

Lne
F(e)

e e
Ln(t)

lim F(t) lim ( )
t





 

 

 
   


  



 


1



 

 SwH oTzÃM Zoh¶ k{n S–ow

  

  . استe برابر باF(t)پس بيشترين مقدار
 

  :كنيم ي واحد را مشخص مي ابتدا نقاط بحراني درون دايره: روش اول  »3«ـ گزينه 5
x y

x

x y
y

f xe x

f ye y

 

 

     

     

2 2

2 2

2 2

2 2

4

4

 

 
  

)ي پس نقطه , ) در اين نقطه داريم.  تنها نقطه بحراني درون اين ناحيه استf ( , ) e 1 .  
xحالا روي مرز y 2 2 x)  : داريم1 y )f (x , y) e e   

2 22 2  
maxبه اين ترتيب ديديم كه f 1و min f

e
 2

  . است1

x در اين ناحيه داريم:روش دوم y  2 2 1در نتيجه :  ( ) (x y ) ( )e e e f (x , y)
e

       
2 22 1 2 2

2
1 1  

 
xي معادلـه . اي دارد حـل بـسيار سـاده    اگرچه صورت سؤال ظاهراً مـشكل اسـت امـا راه     »1«ـ گزينه   6 y 1  دهـد كـه منحنـي     نـشان مـيc  قـسمتي از 

xخط y 1ي نقاط، برابر با صفر است ت در همهدانيد، انحناي يك خط راس طور كه مي  است و همان.  
 

fي در اين سؤال هدف ما يافتن ضابطه  »4«ـ گزينه 7 (x)نيست، بلكه يافتن كران بالا و پايين براي f (   . است2(
f  :ي مقدار ميانگين داريم طبق قضيه ( ) f ( ) f (c)( ) , c ( , ) f ( )

c
      

 2
22 2 2 2

1
     

cحالا ( , ) 2پس داريم :  f ( )
c

    
  2
2 2 2 2 2 21 4 1 51 

  

y

2

x y

x

1S

2S

c

x y 
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  92رشته معماري كشتي ـ سراسري 
  

 1 حاصلـ



x

x

sin t dt
lim

x


2

   در صورت وجود، برابر كدام است؟3

1 (  2 (2
3  

3 (3
 .د ندارد زيرا حد چپ و راست برابر نيستندوجو) 4  2

 2 ي خط مماس بر منحني ضريب زاويهـr sin  1و     2كدام است؟   

1 (cos sin

cos sin

  
  

2
2  2 (cos sin

cos sin

  
  

2
2  3 (cos sin

cos sin

  
  

2
2  4 (cos sin

cos sin

  
  

2
2  

 3 مساحت محصور به منحنيـx y (x y )  2 2 2 2    برابر كدام است؟22

1 (1
2  2 (1  3 (2  4 (2  

 4 اصلحـx
dx

x(x )




1

1
2

2
2

1
1

   است؟ برابر كدام

1(ln
2
5  2(ln

4
5  3(ln

5
4  4(ln

5
2  

 5 حاصلـ


sin x
dx

sin x




4

4
2

1
  ؟ برابر كدام است

1(tan 1 1
2  2(tan 11  3(tan11  4(tan1 1

2  

 6 اگرـn
n

a





1
naهمگرا باشد و آنگاه ،n

n

a





1
............. .     

  .در حالت كلي همگرا نيست) 4  .همگراي مطلق است) 3  .همواره همگرا است) 2  .همواره واگرا است) 1

  
  92پپاسخنامه رشته معماري كشتي ـ سراسري 

  

xبا جايگذاري  »2 «ـ گزينه31     به فرم مبهم 


sinرسيم زيرا  مي  t dt 



است :  
x

x

sin tdt
lim

x



2

3







  

با توجه به حالت مبهم  


  : كنيم  ميگيري از انتگرال استفاده      از قاعده هوپيتال و مشتق 
x x

xsin x x(x)
lim lim

x x 
 2 2

2 2 2
33 3 

حد  

 

dyي خط مماس برابر است با ضريب زاويه  »3«ـ گزينه 2

dx
  : داريم بر حسبy وxي  و همچنين، با توجه به ضابطه

dy
y f ( )sindy dy f ( )sin f ( )cosd ,

dx x f ( )cosdx dx f ( )cos f ( )sin
d

                


  

fكافيست كه تابع ( ) sin   1و f ( ) cos cos     را در رابطه فوق جايگذاري كنيم :  
  dy cos sin ( sin )cos cos sin cos

dx cos ( sin )sin cos sin sin

       
  

      2 2 2
1 2

1
  

dy  :بنابراين ضريب زاويه خط مماس برابر است با cos sin

dx cos sin

 
 

 
2

2  
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xي منحني   معادله »1«ـ گزينه 3 y (x y )  2 2 2 2 r  : نويسيم  را در دستگاه قطبي مي 22 cos r sin r r cos r      2 2 2 2 4 2 42 2 2  

rآيد كه عبارتند از     دست مي    به rاز همين معادله دو كران براي        و cos
r




2
cosبا توجه به تساوي   . 2

r



2

.  را هم پيدا كنيم    توانيم حدود    مي 2

cosبايد  2 پس.  باشد2بايد در ربع اول يا ربع چهارم باشد .    
      2 2 4  
 
        

3 32 22 4  

xي منحني    معادله y به y و تبديل  x به xكه تبديل   البته با توجه به آن     y (x y )  2 2 2 2 شويم اين ناحيه نسبت بـه   دهد، متوجه مي    را تغيير نمي   2
  . برابر كنيم4توانيم قسمت واقع در ربع اول آن را حساب كرده و  پس مي.  تقارن داردy وxهر دو محور

ي پس كافيست ناحيه
   4و cos

r


 
2

2 برابر كنيم4 را محاسبه كرده و .  

r cos
S ( )d ( ) d cos d [ sin ]

  
           

42 24 4 42 1 14 2 2 22 2 2 2  
  

 
  :اده از تفكيك كسرها داريمبا استف  »2«ـ گزينه 4

A B
x A Bx C x Ax A Bx Cx

C
xx(x ) x x(x ) x(x )

A B

 
           
        

2 2 2 2
2 2 2 2

1
1 1
1 1 1 1 1 2

  

x x

xx(x ) x

 
  

 

2
2 2

1 1 2
1 1

  

x  :بنابراين انتگرال داده شده برابر است با  x
( )dx [ Lnx Ln(x )] | Ln ) | Ln Ln Ln Ln

x xx


          


1

1
2

22 1 1
1 12
2 4

1 2 1 5 2 41 2 52 51
2

  

 
uبا استفاده از تغيير متغير  »4«ـ گزينه 5 sin x   : داريم2

x u
sin x u sin x cos xdx du sin xdx du ,

x u

  
      

  

2 2 2 1
4 2

 
  

du  :ا جايگذاري اين روابط در انتگرال داده شده داريمب
I tg u | tg

u

   


1
2 1

1 12
2

1
21   

 

nبا توجه به اينكه سري        »4«ـ گزينه   6
n

a





1
nها  توان دو مثال زير را در نظر گرفت كه در يكي از آن        همگراست مي  

n

a





1
 همگراست ولي براي ديگـري  

nري س
n

a





1
nهمگراست   . واگراست n

n n

a a
n n

 

 
    4 2

1 1

1   براي1

nواگراست  n
n n

a a
nn

 

 
    2

1 1

1   براي1

  .صحيح است) 4(ي  باشند و گزينه غلط مي) 3(و ) 2(و ) 1(هاي  بنابراين گزينه
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  93رشته معماري كشتي ـ سراسري 
  

 1ـ سري
n

cosn

n





 
  


2

1 2    چه وضعيتي را دارد؟1

  .واگراست) 2  .همگراست) 1
 .توان نظر خاصي داد و بستگي به توان جمله سري دارد نمي) 4  . بستگي داردnهمگرايي و واگرايي به زوج يا فرد بودن) 3

 2ـ مجموع جملات سري
n

n(n )
ln[ ]

(n )








 21

2
1

   كدام است؟

1 (ln
2
3  2 (ln1  3 (ln

1
2  4 (ln2  

 3ـ حد دنباله با جمله عموميnx a a a a    كدام است؟   

1 (a 1 1 4
2  2 (a a 1 4

2  3 (a a 1 4
2  4 (a 1 1 4

2  

 4ـ كدام گزينه در مورد سري


n

n

x

n



     صحيح است؟1

|براي) 2  .همواره واگرا است) 1 x |1همگراي مطلق است .  
|براي) 3 x |1براي) 4  . واگراست| x |1همگراي مطلق است . 

 5ـ مشتق  nام تابعaxf (x) e x    كدام است؟2
1 (ax n n ne [a x na n(n )a ]   1 2 22 1  2 (ax n ne [a x na x n(n )a]  2 12 1  
3 (ax n n ne [a x na x n(n )a ]   2 1 22 1  4 (ax n n ne [a x na x n(n )a ]   1 2 12 1 

 6ـ اگرnf (x) x ,x ,n ,n N    1 x و2
g(x)

n
 1كدام رابطه صحيح است؟   

1 (f (x) g(x)  2 (f (x) g (x)   3 (f (x) g(x)  4 (f (x) g (x)   
 7ـ در كدام نقطه از منحنيy x )Aر منحني موازي خطي است كه از نقاط خط مماس ب2 , )1 )B و1 , )3   گذرد؟  مي9

1 (( , )2 4  2 (( , )   3 (( , )
1 1
2 4  4 (( , )1 1  

 8 ـz ( i)     معادل كدام است؟ 71
1 (( i) 8 1  2 (( i)8 1  3 (( i) 8 1  4 (( i)8 1  

  
  93پپاسخنامه رشته معماري كشتي ـ سراسري 

  

| داريمnدانيم كه براي هر مي  »1«ـ گزينه 1 cosn |1بنابراين cos n
| ( ) |

n ( n )


 
2

2
1

2 1 2 1
 و سريِ

n ( n )



 
 2

1

1
2 1

  . همگراست

توان گفت رفتـار ايـن سـري ماننـد رفتـار سـريِ        در واقع با مقايسه حدي مي   .  واحد بيشتر است   2 سري است كه درجه مخرج از درجه صورت          Pزيرا يك 

n n




 2

1

1
4

  . است كه همگراي مطلق است

  .حالا كه اين سري همگراي مطلق است پس همگرا هم هست
cos(n و sin(n) و cos(n)جملاتي مانند : تذكر را اغلب با آزمون مقايسه حدي مورد تحليل كند  نهايت ميل مي ها كمانِ موردنظر به بي     كه در آن  ...  و   2(

sin(nالبته مراقب حالات خاص باشد براي مثال. دهيم قرار مي )كه همواره صفر است .  

هاي رفتار سري: تذكر
P

n

sin(cn)

n






1
 و

P
n

cos(cn)

n






1
 مانند سريِ

n

P
n

( )

n






1

  . است1
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  :كنيم هاي لگاريتم استفاده مي كار از ويژگي براي اين. آوريم صورت تلسكوپي درمي اين سري را به  »3«ـ گزينه 2
n(n ) n n

Ln( ) Ln(n) Ln(n ) Ln(n ) [Ln(n) Ln(n )] [Ln(n ) Ln(n )] Ln( ) Ln( )
n n(n )

 
             

  2
2 12 2 1 1 2 1 1 21

 

nبا فرض
n

A Ln( )
n


1بينيم كه  ميn nA A    .دست آمده است  به1

  

n n

n
nn

A A

n n
Ln( ) Ln( ) A lim A Ln( ) Ln( ) Ln( )

n n 








      

 
1

1 1
1

1 1 111 2 2   صل سريحا2

 

n  : داريمnxبا توجه به تعريف  »1«ـ گزينه 3 n

n

x a a a a x



     1
ــه 1  مرتبـ

 

nاز رابطه بازگشتيِ nx a x  1ي شويم كه دنباله  متوجه ميn(x nپس.  نامنفي است(
n
lim x


 است .  

nتن مقدار حد فرض كنيمبراي ياف
n

L lim x


بنابراين n
n

L lim x 


   .دست آمده حد بگيريم از طرفين رابطه بازگشتي به.  خواهد بود1

a a
L a L L a L L L a L   
          1 42 2 1 1 4

2  

aاز صورت سئوال معلوم است كه  پس a   1 4 a پس1 1 4   :دانيم كه حد اين دنباله نامنفي است پس از طرفي مي. 1
a

L
 


1 1 4

2  

 
  .با استفاده از تست ريشه بررسي همگرايي را آغاز كنيم  »2«ـ گزينه 4

n
n

nn n

| x | | x |
L lim lim | x |

| n | n 
  

 1 1
 

n:  داريمp(n)اي مانند يادآوري كنيم كه براي هر چند جمله(
n
lim p(n)


1(  

|پس اگر x |1باشد اين سري همگراي مطلق است و اگر | x |1باشد واگراست .  
 

axv(x)  فرض كنيم »3«ـ گزينه 5 eو u(x) x f و2 (x) u(x)v(x)مشتق زطبق فرمول لايب نيت.  باشد n ُامfبرابر است با :  

(n) (n) ( ) (n ) (n ) (n)n n n n
f uv u v u v u v

n
        

           
       

1 1 2 2
1 2 


 

u(x)اما x )اي درجه دو است و به همين دليل          چند جمله  2 ) ( ) (n)u u u   3 4    جمله اول از اين مجموع باقي خواهنـد مانـد    3 پس فقط  .

axv(x)براي تابع eوضوح   نيز به(k) k axv (x) a e.  

(n) n ax n ax n axn n n
f (x) x a e xa e a e      

       
     

2 1 22 21 2
 

n ax n ax n ax ax n n na x e na xe n(n )a e e [a x na x n(n )a ]          2 1 2 2 1 22 1 2 1  

nها جواب صحيح است بايد به ازاي        ز آن ها در دسترس ما است و يكي ا         جا كه گزينه     از آن  :تر  روش كوتاه    تابع f (x) يعني مشتقِ صـفرمِ    . دست آيد    به
fتابع (x)ِبايد برابر با خود f (x)هاي پس گزينه.  باشد( ) و1(   . شوند  رد مي4(

axfاز طرفي (x) e [ x ax ]   n و در گزينه صحيح به ازاي22 1بايد f (x)دست آيد پس گزينه  به(   . پاسخ درست است3(
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xدر  »1«ـ گزينه 6  داريم f ( ) g( ) 1  .  

xاكنون براي   هاي    مشتقfو gكنيم   را با هم مقايسه مي .  g (x)
n

 
1          ،          

nn
f (x)

n ( x) 
 

 1
1

1
   

x  پس x 1 nn در نتيجه1 ( x)  11 fدهد كه  و اين نشان مي1 (x) g (x) است .  
gبنابراين  (x) f (x)   يعني تابع ،g(x) f (x)ي در بازه[ , )پس براي هر. ت صعودي اسx  داريم :  

g(x) f (x) g( ) f ( ) g(x) f (x) g(x) f (x)           

A  :گذرد برابر است با  ميB وAشيب خطي كه از دو نقطه  »4«ـ گزينه 7 B
AB

A B

y y
m

x x

 
  

  
1 9 21 3 

x)ي  شيب خط مماس بر منحني در نقطه , y)واقع بر آن برابر است با :  dy
m x

dx
  2  

x  .خواهيم اين خطوط موازي باشند پس بايد شيب يكساني داشته باشند   مي x  2 2 1  
)پس در نقطه , )1   .دهد  اين اتفاق رخ مي1

 

wبراي عدد مختلط  »1«ـ گزينه 8 i  1داريم r | w |   1 1 Arg(w) و2


  
3
4   

 به صورتwپس نمايش قطبي
iiw re e


 

3
  . است42

 

i i
z w ( e ) e (cos( ) isin( )) ( i ) ( i)

 
 

          
3 21

77 74 4 21 21 2 22 2 8 2 8 2 8 14 4 2 2  

ي زاويه 
 

21 544 5ي  همان زاويه4
  . است4
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 1 ـ مقدار


x h

xh

dt
lim

h t t



  
 2

1
1

  ، كدام است؟

1 (x x 21  2 (x x 21  3 (وجود ندارد) 4  صفر.  

 2 ـ اگر 


x

g x (x t)f (t)dt    و 22 f   باشد، مقدار 3 gكدام است؟ ،  
1 (3  2 (2  3 (6) 4  صفر  

 3 ـ گشتاور ماند جسمي كه داراي چگالي واحد بوده و ناحيه درون كرهx y z a  2 2 2    چقدر است؟z را اشغال كرده حول محور 24

1 (a 58
15  2 (a 536

15  3 (a 564
15  4 (a 5256

15  

 4 ـ مقدار انتگرال
 x

ye dydx 
1 1   ، كدام است؟2

1 ( e 
1 12  2 ( e 

1 12  3 (e
1
2  4 (e  

 5 ـ فرض كنيدf يك تابع اسكالر و 
uيك تابع برداري باشد، در اين صورت رابطه صحيح كدام است؟   

1 (.(fu) f .u f .u   
      2 (.(fu) ( f ) ( u)    

     
3 (.(fu) f ( .u) ( f ).u    

      4 (.(fu) u ( f ) f .u     
    

 

  

1w

y

x
1
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  94رشته معماري كشتي ـ سراسري   
  

hوقتي»  2«ـ گزينه 1  دهيم، حالت مبهم  قرار مي


  : و قاعدة هوپيتال داريماز انتگرالگيري   كمك قاعدة مشتقبه. دهد  رخ مي
x h

x

h h

dt

(x h) (x h) x x x xt tlim lim x x
h x (x )x x x x 






 

                
    

 2 2 22 2
2 22 2

1
1 1 1 11 11 11 1

−ITÃQ¼À  

 

  :كنيم با استفاده از فرمول لايب نيتز مشتق انتگرال را حساب مي»  1«ـ گزينه 2
  

x x
g (x) xf (t)dt (x x)f (x) x f (t)dt (x x)f (x)         2 22 2

 
  

x
g (x) f (t)dt xf (x) ( x )f (x) (x x)f (x)         22 2 2 1


  

xبا جايگذاري   آوريم  در تساوي فوق به دست مي :  g ( ) f ( )    3   
 

 چگالي ثابتبا توجه به فرمول گشتاور ماند و با توجه به اينكه»  4«ـ گزينه 3 1  داريم داده شده است:  
z T T

I (x y ) dv (x y )dv     2 2 2 2  

x  :در مختصات كروي داريم  y ( sin cos ) ( sin sin ) sin           2 2 2 2 2 2  
  : در مختصات كروي داريمzIبنابراين با محاسبة

a
z

a
I ( sin ) sin d d d (sin ) ) d

   
              

52 2 2 2 2 3 22 5    
  


cos

a a cos a
( ) sin sin d ( cos )

 


 

  
        

2

5 5 3 52

1

32 64 2562 5 5 3 15  

 

yكنيم كه بين خـط  ابتدا ناحيه را رسم مي. شود شود يا به سختي حل مي       انتگرال داده شده با اين ترتيب حل نمي       »  1«ـ گزينه   4 xو y 1  قـرار دارد و 
xدر آن 1حالا با تعويض ترتيب انتگرال داريم.  استy 1،و از چپ به راست x  ورودي و x yداريمدر نتيجه .  خروجي است:  

yy y y y y
x

e dydx e dxdy ye dy ( y)e dy ( e ) (e )
     

          
2 2 2 2 21 1 1 1 1 11 1 12 12 2 2  

 

1

y

y  1

x y

x

x  

1 

  

x y

x

 
  

1
1

  

 

uفرض كنيد »  3«ـ گزينه 5 (u ,u ) 1 2
در اين صورت بنا به تعريف گراديان و ضرب داخلي داريم ،:  

(fu ) (fu )
.(f u) ( , ) . (fu , fu )

x y x y

u u u u
f ( .u) f ( , ) . (u , u ) f ( ) f f

x y x y x y

f f f f
f .u ( , ) . (u , u ) u u

x y x y

 

 

 

   
       
     

           
    
   

   

1 2
1 2

1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

  

  :ضرب داريم بنا به قاعدة مشتق حاصل
(fu ) (fu ) u u f f

(f f ) (u u ) .(f u) f ( .u) f .u
x y x y x y

         
         

     
1 2 1 2

1 2  

  .صحيح است) 3(بنابراين گزينه 
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  91 ـ سراسري آماررشته   
  

 1 اگر ـn
n n( ) a b  1 2 nمقدار .  اعداد گويا هستندnb و na كه در آن 2

n n

a
lim

b
     كدام است؟ 

1 (2
2  2 (2  3( 3

2
  4 (2 2  

 2 مقدار ـn
n
lim ...

n
  

1 11      كدام است؟ 2
   e   4 () 3   1) 2  صفر ) 1
 3 مقدار ـnsup{ n | n , , , ...} 1 2      كدام است؟3

1 (3 3  2( 4 4  3(2  4( e  
 4 مقدار ـA ...       

12 2 3 42 562 3 4 8 16 32 64
 كدام است؟    

1 (2  2 (18  3 (16  4 (12  
 5 اگر مشتق تابع ـf :   همه جا منفي باشد و f ( )  1 و d

(f (x))
dx x

  


1
2

1
1

fگاه مقدار  آن (x)dx
1 1


   كدام است؟ 

1 (1  2 (1  3 (ln
1 22  4 (  

 6 ضريب زاويه خط عمود بر منحني ـx y 3 3     اي به طول يك كدام است؟   در نقطه28

1 (1
12  2 (

1
9  3 (1

2  4 (9  

 7 هاي  نقطهـP( , , )   ،Q( , , )1 1 نقاط بحراني تابع f (x,y,z) x yz (y z)   2   نوع اين نقاط كدام است؟ .  هستند312
1 (P نقطه زيني و Q 2  نيمم  مي نقطه (P و Qهر دو نقطه زيني   
3 (P و Q 4   هر دو نقطه ماكسيمم (P و Q هر دو نقطه ماكسيمم   
 8 مقدار شار برونسوي از نيم كره بسته ـx y z  2 2 2 1 ،z   توسط ميدان ، F(x,y,z) (xz,yz, y) 2 كدام است؟     

) 2  صفر ) 1
2  3 (  4 (2  

 9 مقدار ـ
R

xydxdy كه در آن R {(x,y) | x , y }    1 1  كدام است؟     

1 (1
9  2 (2

9  3 (4
9  4 (1  

 10  مقدار كار انجام شده به وسيله       ـF x yi arctan y j  2 2        در امتداد مربع به رئوس ( , ) ,( , ),( , ),( , )   1 1 1 1 1 1 1 شود،    كه در جهت مثبت طي مي      1
    كدام است؟ 

1 (1
3  2 (2

3  3 (4
3  4 (6

3  

 11 فرض كه با اين ـu تابعي هموار از دو متغير t و x است و u u

x t

 
 

 

2
 عبارت2

k

k

u

x




     : برابر است با

1 (
k

k k
k
u

( ) ga
t x

 
 

1  2 (
k

k k
k
u

( )
x


 


1  3 (

k

k
k k u

( )
t


 



2

2
1  4 (

k
k k

k
u

( )
t


 



2
21  

 12 فرض كنيد تابع دو متغيره حقيقيـf صورت  به طور پيوسته مشتق پذير باشد، در اين3 تا مرتبه :    
xxx yyydiv( f ) (f i f j)   
  برابر است با:   

1 (x y(f i f j)
x y

 


 

2
  2 (y x(f i f j)

x y

 


 

2
  3 (x y(f i f j)

x y

 


 

2
  4 (y x(f i f j)

x y

 


 

2
  

 13 براي منحني ـr a( cos )  1 شعاع انحنا كدام است؟     

1 (
a | cos |



 
2 2

3  2 (
a | sin |



 
2 2

3  3 (
a | cos |



 
4 2

3  4 (
a | sin |



 
4 2

3  
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 14 فرض كنيد تابع ـf :   در نقطه xدر اين صورت .  مشتق پذير باشد
h

f (x mh) f (x nh)
lim

h

   


    :  برابر است با
1 ((m n)f (x )  2 ((mn)f (x )  3 ((m n)f (x )  4 ((n m)f (x )  

  
  91رشته آمار ـ سراسري پاسخنامه 

  

kn  :اي داريم  با استفاده از فرمول بسط دوجمله »2«گزينه  ـ 1 n
n k n k k k

k k

n n
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k k


 

   
       

   
 1 2 1 2 1 1 2
 

  

، از 2اگر به جاي  . هاي فرد حاصل خواهد شد    kازاي   به nbآيد و   دست مي   هاي زوج به  k ازاي   به naدانيم كه   مي  استفاده كنيم، علامت جملات فرد      2
  :كنيم  به اين صورت عمل ميnb و naي سبهپس براي محا. كند تغيير مي

n n

n n
n n

n nn
n n

n

( ) ( )
a

( ) a b

( ) ( )( ) a b b

   
     

      

1 2 1 2
1 2 2 2

1 2 1 21 2 2
2 2

  

  :توانيم حد مورد نظر را محاسبه كنيم حالا مي
n n

n

n n n nn

( ) ( )a
lim lim

b ( ) ( ) 

    
    

1 1 2 1 22
1 1 2 1 2

2 2

  

2/اكنون توجه كنيد كه 1 4پس /1 2 4 به عبارتي  1 2 n:در نتيجه داريم.  است1

n
lim ( )


 1 2 توان نوشت  بنابراين مي:  

n

n

n n nn

( )a
lim lim

b ( ) 


 



1 1 22 21 1 2
2 2

  

 

nدانيد وقتي طور كه مي همان »2«ـ گزينه 2 كند داريم  ميل مي:Lnn
n

  
1 11 2  بنابراين خواهيم داشت :  

n nn
n n n
lim lim Lnn lim (Lnn)

n  
    

11 11 2   

  :اما حل تشريحي آن به اين صورت است.  برابر با يك استLnnها و اي امُ چند جملهnي  طبق متن كتاب، حد ريشه

n
n n n

Ln(Lnn)
A lim (Lnn) LnA Ln(Lnn) lim LnA lim

n n  
    

1 1  

اين حد فرم


  :با استفاده از هوپيتال داريم.  دارد
n n

nLnnlim LnA lim
 

  


1
1

1   

Aبنابراين e 1است  .  
 

  .مفهوم سوپريمم مانند مفهوم ماكزيمم است، با اين تفاوت كه ممكن است تابع يا دنباله مورد نظر به آن مقدار نرسد بلكه به آن ميل كند »1«ـ گزينه 3
nfي در اينجا دنباله (n) nاولين جمله اين دنباله. گيريم  را در نظر ميf ( ) 1 nنهايت  است و حد آن نيز در بي1

n
lim f (n) lim n


 1براي .  است

  .كنيم  گيري استفاده مي تشخيص بيشترين مقدار اين دنباله، از مشتق

n f (n) Lnn
f (n) n Lnf (n) Ln(n) Lnn Lnn n e

n f (n) n n n

 
            

1

2 2 2
1 1 1 1 1ÁoÃ¬¢Tz¶  

nازاي  بيشترين مقدار اين تابع به eاما. آيد دست مي  بهnجاي  يك عدد طبيعي است پس بهeترين عدد طبيعي به  بايد نزديكeيعني n   را در نظر 3
sup  :به عبارتي داريم. بگيريم f (n) n , , , f ( )   31 2 3 3 3  

 
ضـرب دو عـدد متـوالي      و صـورت كـسرها حاصـل   2هـاي متـوالي عـدد     شويم كه مخرج كـسرها تـوان   با كمي دقت به اين كسرها متوجه مي        »3«ـ گزينه   4
n(nصورت به )1يمتر دار به بيان دقيق.  هستند:  
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n
n

(n )(n )
A A





      
        1 2 3 4

1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 1 2
2 2 2 2 2 2


  

n  :كنيم  ي مقدار اين سري ابتدا به فرمول مجموع سري هندسي توجه مي براي محاسبه

n

x ; x
x




 

 1 11
  

n  :گيري از طرفين خواهيم داشت با دو بار مشتق n

n n

nx n(n )x
( x) ( x)

 
 

 
   

 
 1 2

2 3
1 21

1 1 
  

nكنيم كه سري    ي لغزاندن حدود سري، كاري مي       حالا با استفاده از قاعده    

n

(n )(n ) x



 

1
1 nازاي  توجـه كنيـد كـه بـه       امـا قبـل از آن       .  ايجاد شـود   2   

nو 1ي عموميِ سريِ  جملهn

n

n(n )x





 21


  :ي صفر خواهيم داشت پس با كنار گذاشتن اين دو جمله.  برابر با صفر است

n

n

n(n )x
( x)





   


 2

3
2

21
1

   

  :حالا با استفاده از لغزاندن حدود داريم
n

n

(n )(n )x
( x)




  


 3

22 1
1

  

x در طرفينxجاي حالا به 
1
  :دهيم  قرار مي2

n
n

(n )(n ) A
( )




         


 3

1 2 122 1 16 2 3 161 42 1 2


  

1اي كه كوچكتر از ملهجملات اين سري را تا رسيدن به ج:  روش رد گزينه
  : توجه كنيدAبه شكل توليد جملات. دهيم باشد ادامه مي2

A / / / / /
        

                
1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 1 2 3 3 2 5 2 1 3 9 6 351 2 4 8 16 32 64 128 256

      
/  :طبق فرمول داريم.  است65/15ي اين جملات برابر با مجموع همه  /  15 65 2 35 مقدار سري/ 15 65  

  .جواب است) 3(بنابراين گزينه 
 

dگيري از طرفين رابطه ابتدا با انتگرال »3«ـ گزينه 5
f (x)

dx x

 



1

2
1

1
f ضابطه (x)1را به دست آورده و سپس مقدار f (x)dx

1 1


  .يابيم  را مي
d

f (x) f (x) Arctgx c
dx x

      


1 1
2

1
1

  

fطبق صورت سؤال ( ) 1گيريم  پس نتيجه ميf ( ) 1 1 عبارتي  بهc


  4 پس c


 f  . است4 (x)dx ( Arctgx )dx 
   

1 11
4 

  

Arcبراي حل انتگرال tgxdx
1


Arctgxجزء با انتخاب با استفاده از روش جزء به  u و dx dvداريم : du
x

 
 2
1

1
V و xدر نتيجه :  

x
f (x)dx [ xArctgx] dx [ x] [ Ln( x )] Ln

x

   
         

 
11 11 1 2 1

2
1 11 24 4 2 4 21 


  

 

mضريب زاويه خط قائم از رابطة  »4«گزينه ـ 6
m

  
x است و در حالت  ضمني برابرx نسبت بهy مشتقmد كه در آنآي  به دست مي1

y

f
m

f


 


   .باشد  مي

x

y

f x x
m

f y y


     



2 2
2 2

3
3

  

xبا جايگذاري 1ي منحني،     در معادلهy  m  : آيد در نتيجه  به دست مي3 m     2
1 1 993

  

 
  :متن درس، براي تابع سه متغيره بايد ماتريس زير را تشكيل دهيم مطابق  »1«ـ گزينه 7

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

f f f

H f f f

f f f

 
 

  
 
  
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H  :در اين مثال داريم (y z) (y z)

(y z) (y z)

 
     
    

2
6 12 6

12 6 6

 



  

)Pي در نقطه , , )  داريم :  

H

 
   
  

2
12

12

 
 
 

  

زيرا دترمينانِ. اين ماتريس، معين مثبت يا معين منفي نيست 
 
 

2 
 

  .ي زيني است  نقطهPي پس نقطه. شود  برابر با صفر مي

)Qي در نقطه , , )1 1داريم:  

H

 
   
  

2
12

12

 
 
 

  

هاي اين ماتريس به وضوح معين مثبت است زيرا دترمينان خودش و ماتريس 2و  
 
 

2
12



نيمم نسبي  ي مي  نقطهQي بنابراين نقطه. شود  مثبت مي

  . استfتابع
 

  :كنيم  پس از قضيه ديورژانس استفاده مي. سطح داده شده بسته است »2«ـ گزينه 8
x y zdivF P Q R z z z       2


  

S V V
F.nds divFdV zdxdydz cos . sin d d d




             
2 12 22 2
  

   

cos .sin [ ] d d sin d d ( cos ) d d

 
   

 
                    

2 2 2 22 214
21 1 1 12 2 24 4 4 2 4 2      

  

 
  .آيد  با محاسبه مستقيم به سادگي انتگرال موردنظر به دست مي »3«ـ گزينه 9

.y x dxdy [ y x ] dy y dy [ y ]      
1 1 1 11 1

1 1 1 3 1 3
2 2 2 2 2 22 2 2 2 4

3 3 3 3 9    
  

 
Fمقدار كار انجام شده توسط نيروي      »3«ـ گزينه   10

   برابر است با 
c
F.dr
     يعني برابر است با انتگرال

c
x ydx Arc tgy dy  2  بـسته   Cحالا چون مـرز   . 2

  :يابيم  كار انجام شده را مياست، با استفاده از قضيه گرين مقدار

C D

Q P x
( x ydx Arctgy dy) ( ) dxdy x dxdy [ ] dy dy

x y    

 
        

      
1 1 1 11

11 1 1 1

32 2 2 2 4
3 3    كار3

 

uطبق فرض داريم    »3« ـ گزينه 11 u

x t

 
 

 

2
 ضـرب شـده    است كـه در tگيري نسبت به  بار مشتق2 مانند xگيري نسبت به  يعني يك بار مشتق2

 ضـرب   بـار در k كـه tگيري نسبت به     بار مشتق  k2 معادل است با   xگيري نسبت به     بار مشتق  kتوان از همين تساوي نتيجه گرفت كه        پس مي . باشد
  :مثلاً. شده باشد

u u u
( )( ) ( )

x x t

  
     

  

2 4 42 2
2 4 21  

  :و به همين ترتيب
k k

k
k k

u u
( )

x t

 
 

 

2
2  

uكه در تساوي طوري  است بهuي كلي كار برد، يافتن ضابطه توان به روش ديگري كه مي u

x t

 
 

 

2
  . صدق كند2

xمثلاً تابع tu(x , t) e است  داراي اين ويژگي  :  
x t

x t

u
e

x u u

xu te
t

 

 

           

2
2 2
2
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  : مشتق بگيريم داريمx بار نسبت بهkحالا اگر از اين تابع،
k

k x t
k

u
( ) e

x

 
 


  

كه با
k

k

u

t





2
  .  برابر است2

cاگر تابع[ x ctu e  شود مشخص مي) 4(ي   را در نظر بگيريد، نادرستي گزينه.[ 

f  با توجه به اين كه»4«ـ گزينه 12 div( f )  2 و اين كه تابع fحقيقي دو متغيره است :  
xx yy xxx yyx xxy yyydiv( f ) ( f ) (f f ) (f f ,f f )          2     

  :  دهيم اكنون عبارت موردنظر را تشكيل مي

xxx yyy xxx yyx xxy yyy xxx yyy yyx xxy y x
f

div( f ) (f i f j) (f f ,f f ) (f ,f ) (f ,f ) (f i f j)
x y


          

 

2      

 

r)هاي قطبي از رابطه شعاع انحناء در منحني  »4«ـ گزينه 13 r )

| r r rr |


 

  

3
2 2 2

2 22
  .شود  محاسبه مي

r a( cos ) r a sin r a cos         1    
r r a ( cos ) a sin a (cos sin ) a a cos a a cos a ( cos ) a sin

                  2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 2 1 4 2  

r r rr a a cos a ( cos ) a sin
         2 2 2 2 2 2 22 3 3 3 1 6 2  

a sin( a .sin )
a | sin |

a sin a sin




    
 

3
3 32 2 2

2 2 2 2

84 422
3 26 62 2

  

 
  :توانيم حد فوق را محاسبه كنيم علاوه بر فرمولي كه در متن درس آمده است، با استفاده از قاعده هوپيتال هم مي »1«ـ گزينه 14

h h

f (x mh) f (x nh) HOP
lim lim (mf (x mh) nf (x nh)) (m n)f (x )

h 

          
  

 
    

 

  92رشته آمار ـ سراسري 
  

 1مقدارـ 
e e

cosh xdx cosh xdx



 

1
1 2 1
 

  :ر است با براب
1(cosh1  2(cosh2 1  3(cosh sinh 2 2 1 1  4(cosh cosh2 1  

 2اگر تابعـ f (x)فرد باشد آگاه تابع 
f (x)

f (x)

e
g(x)

e






1
1

:  

  .هم فرد است و هم زوج) 4  . و نه زوجنه فرد است) 3  .زوج است) 2  .فرد است) 1
 3فرض كنيدـ na يك دنباله حقيقي باشد به طوري كه براي دو عدد حقيقي b و cداريم :  

n
n| a | bc n , , ,  1 2   

n سريxبراي كدام مقادير 
n

n

a

x







   همگرا است؟

bبراي) 1
| x |

c
  2 (برايb

| x |
c

  3 (براي| x | c  4 (براي| x | c  

 4مقدارـ n
n

n
lim (( )( ) ( ))

n n n
  

11 21 1 1كدام است؟   

1(
e

2  2(
e

4  3(
e

1  4(
e

3  
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 5مشتق تابعـ sin x x
f (x) Ln( ) Ln( tan )   212 x در نقطه2

x     كدام است؟2
1(Ln   Ln2)4  1) 3  صفر) 2  2

 6حجم ناحيه  ـ R كه بالاي صفحه xyچه است و از اطراف به هذلولي گون يك پارz
x y  

22 2 z و از بـالا بـه رويـه   14 x y  2  محـدود  24
  باشد، كدام است؟ مي

1( 


3 2 3
2 3  2( 5 3  3( 1 4 3  4(14

3  

 7مقدار ـ
xx

cost
lim x dt

t


1

2
   كدام است؟

1(1  2(  3 (1  4(  

 8براي تابعـ  

  

x y
; (x,y) ( , )

f (x,y) x y

; (x,y) ( , )




  
 

2
2    كدام گزينه صحيح است؟2

1 ( f2  .پيوسته است در مبدا نا(yfدر مبدا پيوسته است .  
3(xfاي  مشتقات پاره) 4  .پيوسته است  در مبدا ناfدر مبدا موجود نيست .  

 9انتگرالـ 
y y

f ( x y )dxdy


 
244

1
2 2


  : برابر است با

1(
sin

sin

f (r) rdrd







 
42

1
6

  2(
sin

sin

f (r) rdrd







 
5

46

1
6

  3(
cos

cos

f (r) rdrd







 
5

42

1
6

  4(
cos

cos

f (r) rdrd







 
42

1
6

  

 10هاي  معادله خط مماس بر محل تلاقي رويهـx z  4 و x y  2 2 2 در نقطه p( , , )2 4عبارت است از :  
1(x t , y ,z  2 2 2 4  2(x t , y ,z t   2 2 2 4 2 2  
3(x t, y ,z t   2 4  4(x , y t ,z   2 2 2 4  
 11بيشترين ميزان تغييرات تابعـ f (x,y,z) zLn(x y )  2 2 )p در نقطه1 , , )1 1   : برابر است با1

1(2
2  2(2  3 (2  4(2 2  

 12حاصلـ 
x

x

ye
dydx

y y y 
1

2
   كدام است؟

1(e 1  2((e )2 1  3 (e 4(e2  
 13فرض كنيد ـn{a   ؟منفي باشد، در اين صورت كدام گزينه درست است اي نزولي از اعداد نا  دنباله{

nاگر) 1 n
n

(a b )





1
n همگرا باشد، آن گاه

n

b





1
  . همگرا است

nاگر) 2
n

na



 21

n همگرا باشد، آن گاه
n

a





1
  . همگرا است

nاگر) 3
n

n

( ) a





1
n همگرا باشد، آن گاه1

n

a



 2

1
  . همگرا است

nاگر) 4
n

n

( ) a





1
n همگرا باشد، آن گاه1

n
n

( ) a





1
  . همگرا است1
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  92رشته آمار ـ سراسري پاسخنامه   
  

f تابعي صودي باشد، كه fطبق متن درس، اگر   »1«ـ گزينه 1 (a)  و f (b)  نگاه داريم ، آ:  b

a
f (x)dx f (x)dx b a

 


      1  

fدر اين مثال تابع (x) cosh xي  را داريم كه در بازه[ , ]1صعودي است و f ( ) 1و e e
f ( )




1
1   : پس داريم2

  
e e

e e e e
cosh xdx cosh xdx cosh

  
  

       
1 1 11 12

1 1 1 12 2
  

  .ايم  اين تابع را براي فهم بهتر مسأله، رسم كردهدر پايان، نمودار
 

f (x) coshx1e e

2



y

x


1

1  
  

fبا توجه به اين كه تابع  »1«ـ گزينه 2 (x)فرد است داريم :  f ( x) f (x)    

)g كافيست  g(x)رسي زوج يا فرد بودن تابع بربراي  x)را مورد بررسي قرار دهيم :  
f ( x)

f ( x)

e
g( x)

e






 


1
1

  

fاز آن جايي كه ( x) f (x)  است داريم :  
f (x)f (x) f (x) f (x)

e
f (x) f (x) f (x)

e e e
g( x) g(x)

e e e




  

       
  

1 1 1
1 1 1

nj Zoh¶ » Rn¼‚ Jo†  

)gديديم كه x) g(x)  اين تابع باشد بنابر  ميg(x)فرد است .  
  

nطبق فرض داريم    »4« گزينه   ـ3
n| a | bc      از همين نامساوي كه براي هر n          شـود كـه      برقـرار اسـت، معلـوم مـيb و c      در .  اعـداد نـامنفي هـستند

nضمن
n

n
lim | a | c


) شته باشيد كه براي عدد ثابتخاطر دا بهbداريم n

n
lim b


1.(  

nپس در مورد سري تابعي
n

n

a

x







nn  : با استفاده از آزمون ريشه داريم
nn

| a | c
L lim c | x |

| x || x |
    1 

cكه  هاييxاين سري براي | x | ي ي دنباله در ضمن از آنجا كه اطلاع دقيقي در مورد ضابطه. (صحيح است) 4( باشد همگراست و گزينهna نداريم 
xتوانيم نمي c را جداگانه مورد بررسي قرار دهيم (.  

  

nn  : گيريم صورت در نظر مي  ي داده شده را به اين  دنباله  »2«ـ گزينه 4
A (( )( ) ( ))

n n n
   

11 21 1 1  

n  : گيريم مي Lnاز طرفين عبارت فوق  n
LnA Ln[( )( ) ( )] [Ln( ) Ln( ) Ln( )]

n n n n n n n n
          

1 1 2 1 1 21 1 1 1 1 1   

  : توانيم حد اين دنباله را به صورت حد مجموع بنويسيم بنابراين مي
n

n n i

i
lim LnA lim Ln( )

n n  
 

1

1 1  

iيك حد مجموع ريماني داريم كه در آن i
f ( ) Ln( )

n n
 1پس f (x) Ln( x) 1:  

n
lim LnA Ln( x)dx


 
1

1


  

  :كنيم   براي حل اين انتگرال از روش جز به جز استفاده مي
dx

u Ln( x) du
x

dv dx
v x

       

1
1  

x
Ln( x)dx uv vdu [xLn( x)] dx Ln ( )dx

x x
        

    
1 1 11 11 1 2 11 1  

  

Ln (x Ln( x)) Ln Ln Ln Ln          
12 1 2 1 2 2 2 1 4 1


  

Ln)  :اين حاصل عبارت مورد نظر برابر است با بنابر ) LnLnA Ln A e e e e
e

         4 1 4 1 1 44 1 4  
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xي مثلثاتي با استفاده از رابطه. كنيم تر مي  را سادهfي ابتدا ضابطه  »3«ـ گزينه 5 x
tan sec 2 21 2   :توان نوشت مي 2

x
f (x) Ln(sin x) Ln Ln(sec )   22 2  

xدانيم كه   مي
sec

x
cos


1

2
2

x پس  x
sec cos2 2

2 x: در نتيجه  2 x x
Ln(sec ) Ln(cos ) Ln(cos )  2 2 22 2 fي   و ضابطه  2 (x)      به اين صورت سـاده 

  :شود مي
x

f (x) Ln(sin x) Ln Ln(cos )  2 2 2  

  :اين مشتق عبارت داده شده برابر است با  بنابر
x

sincos x x
f (x) f (x) cot gx tg

xsin x cos
     

1
2 22 2

2

  

xبا جايگذاري


 f  : داريم در اين عبارت2 ( ) cot g tg
       1 12 2 4   

  
  :كنيم برخورد سهمي گون و هذلولي گون را تعيين مي  »4«ـ گزينه 6

z
x y z

z z z z x y

z x y


               

   

22 2 2 2 2 2

2 2

1 4 1 4 12 2 24 4
4

  

zپس اين دو رويه در ارتفاع  xي ها دايره كنند و تقاطع آن  با هم برخورد مي2 y 2 2   . است2
z يعني xoyي  از طرفي، با توجه به صورت سؤال، صفحه             هـاي  هـاي ديگـر، دايـره    از برخورد، اين صـفحه بارويـه     . ها است    هم يكي از رويهx y 2 2 4 

xو y 2 2 ــه دســت مــي1 ــاط   ب ــه ترتيــب تق ــد كــه ب ــا صــفحه  ع ســهميآين zي گــون و هــذلولي گــون ب  ــه طبــق صــورت ســؤال،  .  هــستند البت
zگونِ  سهمي x y  2 zي هد پس برخورد دادن آن بـا صـفحه          د  ، سقف اين شكل را تشكيل مي      24   ي بـه عبـارتي دايـره   .  لازم نيـستx y 2 2 4 

  .نقشي در اين مثال ندارد
  .ي مورد نظر را هم رسم كنيم توانيم شكل ناحيه با اين اطلاعات مي

  .اي استفاده كنيم  دايره است، بهتر است از مختصات استوانهxoyي كه تصوير اين شكل بر صفحه با توجه به اين

zگون به صورت    ي سهمي   معادله r  z يعني 24 r  zگون به صورت    ي هذلولي    و معادله  24
r  

22  نوشته  14

zاز اين معادله داريم. شود مي (r ) 2 24 zكه  و با توجه به آن1  است داريم z r 22 1 .  
  .اي حساب كنيم نون آماده هستيم كه حجم مورد نظر را در مختصات استوانهاك

xي ي كــه تــصوير آن درون دايــره   ناحيــه y 2 2 اي كــه تــصوير آن بــين دو     و ناحيــهR1 قــرار دارد را1
xي  دايره y 2 2 x و 1 y 2 2  داريـم  R1ي  در ناحيـه  . نـاميم    مـي  R2 قرار دارد را   2   2،r 1  و 
z ازzحدود  گون يعني  تا سهميz r    . ادامه دارند24

، داريمR2ي اما در ناحيه   2،r 1 zگون يعني  از سطح هذلوليz و حدود2 r 22 zگون يعني  تا سطح سهمي1 r    .دامه دارند ا24
  : برابر است باRاين حجم ناحيه  بنابر

z r z r

z
z r

V rdzdrd rdzdrd
     


 

        
2 22 1 4 2 2 4

1 22 1   
  

( r r )drd ( r r r r )drd
 

        
2 1 2 2

1
3 3 24 4 2 1

  

r r

r
V [rz] drd [rz] drd

  


       

2 22 1 2 24 4

21 2 1  
  

r r
V [ r ] d [ r (r ) ] d

 
        

2 21 2

1

34 42 2 2 222 2 14 4 3 
  

V ( )


      
2 7 142 3 23 2 3V [( ) ( ) ( ) ( ) ( )]          

1 1 2 22 2 4 1 2 2 14 4 3 3   
zها بين بخش تقسيم كنيم كه يكي از آني داده شده را به دو  توانيم ناحيه مي: تذكر  و z  z قرار دارد و ديگري در بالاي 2    . قرار گرفته است2

  .كار، چيزي از حجم محاسبات مورد نياز كاسته نخواهد شد البته با اين

y

z

x



  

 141

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    94 ـ 91ارشد رياضي عمومي ؤالات س

xكه وقتي ابتدا دقت كنيد      »3«ـ گزينه   7    كند انتگرال    ميل ميcos t
dt

t


1
2

tدر. آيد كه ناسره است     وجود مي    به    داريم cos t

t t2 2
1     پـس ايـن 

pانتگرال واگراست چون  :يادآوري( است 2
p

dt

t


1


p با شرط 1همگرا و با شرط p 1واگراست .(  

 به صورتxبا نوشتن.  داردبنابراين حد داده شده فرم مبهم
x

 در مخرج كسر، فرم مبهم1


ي هوپيتال استفاده  سپس از قاعده. كنيم  را ايجاد مي
  .كنيم مي

x x

cos x

xlim lim cos x

x

  


 



2

2

11 

x

xx x

cos t
dt

cos t tlim x dt lim
t

x

  
 




1
1 2

2 1 
  

  :داريمي لايب نيتز   با استفاده از قاعده:يادآوري
(x)

(x)

dG
G f (t)dt (x) f ( (x)) (x)f ( (x))

dx




         

  
  

   »3«ـ گزينه 8
f حد تابع:1گزينه بررسي  (x, y)يابيم ميأ را  در مبد:  

(x, y) ( , ) (x, y) ( , )

x y
lim f (x, y) lim

x y 




2
2 2   

  

  :كنيم براي يافتن حد فوق از مختصات قطبي استفاده مي

(x, y) ( , ) r r

x r cos x y r cos sin
lim lim lim r cos sin

y rsin x y r  

   
          

2 3 2 2
2 2 2   

 nHj·Ho¨  

با توجه به اين كه
(x, y) ( , )

lim f (x, y)
  

f با مقدار ( , ) اين  برابر است بنابرf (x , y)در نقطه ( , ) باشد  پيوسته مي.  

)در. يابيم   را مي  yfي تابع   رسي اين گزينه ابتدا ضابطه       براي بر  :2بررسي گزينه    , )        ه گيـري اسـتفاد    از تعريـف مـشتق و در سـاير نقـاط از قواعـد مـشتق
  .كنيم مي

x)در نقاط , y) ( , )  داريم :  

y
f x (x y ) y(x y) x x y x y x x y

f (x , y) (x , y)
y (x y ) (x y ) (x y )

      
   
   

2 2 2 2 4 2 2 2 2 4 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2  

)ي  در نقطه , ) از تعريف مشتق داريم  :  y
h h

f ( ,h) f ( , )
f ( , ) lim lim

h h 

 
  

 

        
  . را در مبدأ بررسي كنيمyfتوانيم پيوسته بودن تابع حالا مي

y

x x y
; (x , y) ( , )

f (x , y) (x y )

; ( , )

 


  



4 2 2
2 2 2  

  

  

y
(x , y) ( , ) (x , y) ( , )

x x y
lim f (x , y) lim

(x y ) 






4 2 2
2 2 2   

  

  .دانيم كه اين حد وجود ندارد طبق متن درس، به دليل هم درجه بودن صورت و مخرج مي
yتوانيم روي مسيرهاي    البته براي اثبات اين مطلب مي       و x  ولي مقدار حد برابر با يك و روي دومي مقـدار حـد صـفر     جداگانه حد بگيريم كه روي ا

  .كند پس حد وجود ندارد  بستگي پيدا مي از صورت و مخرج، جواب حد بهr4كنيم و با حذف است يا حتي از نمايش قطبي استفاده مي
  .در مبدأ پيوسته نيستyfبا اين توضيحات متوجه شديم كه

f به طور مشابه ابتدا مشتق تابع:3گزينه بررسي  (x, y) را نسبت به xدر نقاطي به جز ( , ) كنيم  محاسبه مي:  

x
f xy (x y ) x x y x y xy x y xy

f (x , y) (x , y)
x (x y ) (x y ) (x y )

      
   
   

2 2 2 3 3 3 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2  

xfو با استفاده از تعريف مشتق داريم ( , )      
xبا توجه به هم درجه بودن صورت و مخرج باز هم

(x , y) ( , )
lim f (x , y)
  

  . در مبدأ ناپيوسته استxf وجود ندارد پس

ي هوپيتال قاعده
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fطور كه ديديد مشتقات جزئي تابع  همان:4بررسي گزينه  (x, y)آيند دست مي به اين صورت بهأ  در مبد:  

y
x x x

f ( , h) f ( , ) f ( ,h)
f ( , ) lim lim lim

h h h  

  
   3  

          

x
x x x

f ( h, ) f ( , ) f (h, )
f ( , ) lim lim lim

h h h  

  
   3  

          

  .باشد وجود ميأ م در مبدfاي  اين مشتقات پاره بنابر
  

  :در دستگاه قطبي داريم.  را در مختصات قطبي بنويسيم براي يافتن گزينه درست كافيست انتگرال  »1«ـ گزينه 9
x r cos

x y r , dxdy rdrd
y rsin

 
      

2 2 2  

  :كنيم صورت زير رسم مي  در مختصات دكارتي را بهDتگرال در مختصات قطبي را بيابيم، لذا ابتدا ناحيه حالا بايد حدود ان
x

x y y x y y x y y




         
2 2 2 2 24 4 4




  

x y y x (y )      2 2 2 24 4 4 2  
)اي به مركز دايره , )2 البته شرط . دست آمد  به2 و شعاعx  و y 1محل برخورد .  را هم داريم
yخط 1كنيم  با دايره را در ربع اول حساب مي:  

yx (y )
x tg ( ) tg ( )

xy
           



2 2 1 1
1

12 4 3 631
  

  
 برابر است باي تغييرات محدوده 

  6   :ي مرزها را در مختصات قطبي بنويسيم  بايد معادلهr براي يافتن حدود2

y rsin r
sin

     


11 1  

x y y r r sin r sin         2 2 24 4 4   
  : به اين صورت استrاين بازه تغييرات  بنابر

r sin
sin

  


1 4  
  :باشد پس انتگرال داده شده در مختصات قطبي به اين صورت مي

y y r sin

r

sin

f ( x y )dxdy f (r, )rdrd f (r)rdrd


  

 


          
244 42 2 3

1 11 1
6

2 2


  

  
  :بردار هادي خط مماس بر دو رويه برابر با حاصلضرب خارجي بردارهاي گراديان دو رويه در نقطه داده شده است، پس داريم  »2«ـ گزينه 10

z , y ، x

F :x z F ( , , )

G :x y G ( x, y, ) G ( , , )  

     


       
4 22 2

4 1 1

2 2 2 2 2


 

 
   

  

  :كنيم حاصلضرب خارجي بردارهاي گراديان را محاسبه مي
i j k

n F G ( , , )     1 1 2 2 2 2
2 2

  
   

 

  

nته هر برداري كه مضرب    الب
   هـا بـردار     پس با توجه به گزينه    . تواند بردار هادي خاط مورد نظر باشد         باشد نيز مي( , , ) 2 2 2 2     گيـريم    را درنظـر مـي .

)معادله پارامتري خط مماس بر دو رويه داده شده در نقطه اين بنابر , , )2 4برابر است با :  
x t t

y t

z t t

   
    
     

2 2 2 2
2 2

2 2 4 4 2 2



  

  

 
4

1
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  :باشد، لذا ي بردار گراديان تابع در آن نقطه مي  برابر با اندازهPبيشترين ميزان تغييرات يك تابع چند متغيره در نقطه   »4«ـ گزينه 11
xz yz

f (x, y,z) ( , ,Ln(x y ))
x y x y

   
   

2 2
2 2 2 2

2 2 1
1 1

  

)pبردار گراديان در نقطه , , f  :بر است با برا111( ( , , ) ( , ,Ln( )) ( , , )   
2 2111 1 2 21 1


   

)pاين بيشترين ميزان تغييرات تابع داده شده در نقطه   بنابر , , max  : برابر است با111( f | f ( , , ) |     111 4 4 8 2 2
  

  
fتابع زيـر انتگـرال يـك متغيـره و بـه صـورت               »2«ـ گزينه   12 (y)   ،اسـت 
توجه . شود تر حل مي  انتگرال خيلي ساده  را به انتگرال مياني بياوريم،  dxاگر

xكنيــد كــه yهمــان y x x اســت البتــه بــا شــرط2  و y    .
صـورت    گيري را به    كنيم، ابتدا ناحيه انتگرال     وض مي گيري را ع    ترتيب انتگرال 
  :كنيم زير رسم مي

 

  
y

y

yey x y
D : I dxdy

y y yy

    
 

 
1

1 
  

ye
I dy

y
  

1


ye
dy

y
 

1



y

y

y ye e
I [ x] dy ( y y)dy

y y y y y y
    

  
1 1

 
  

uبراي حل اين انتگرال از تغيير متغير yكنيم، لذا  استفاده مي:  
y u

y u y u dy udu ,
y u

  
        

2 2 1 1
   

  :داريمIبا جايگذاري عبارات فوق در 
u

u ue
I udu e du e (e )

u
     

1 1 12 2 2 2 1
  

  

  
nحـالا اگـر   . اي نزولي و نـامنفي اسـت         هم دنباله  naبنابراين. اي نزولي و نامنفي است       دنباله naطبق صورت سؤال    »4«ـ گزينه   13

n
n

( ) a





1
 همگـرا   1

nباشد، خواهيم داشت  
n

n
lim ( ) a


 1  پس n
n
lim a


  بنابراين n
n
lim a


  .  به اين ترتيبna نفي، نزولي و همگرا به صـفر اسـت،         اي نام    دنباله

nپس سري
n

n

( ) a





1
  . همگراست1

  :ها بررسي ساير گزينه

naبراي مثال فرض كنيد   . نادرست است ) 1(ي    گزينه
n


b و 1

n
 

nصـورت سـريِ     باشـد در ايـن     1 n
n n

a b ( )
 

 
  

1 1
  ريِ همگراسـت امـا س ـn

n

b





1
 

  .واگراست

nاگر به جاي سري   . ي تراكم كوشي است     شكل ناقص قضيه  ) 2(ي    گزينه
n

a





1
n از سري  

n

n

a



 21

ي فعلـي     كرد، درسـت بـود امـا بـراي جملـه             صحبت مي  2

naمثلاً. توان مثال نقض پيدا كرد      مي
n


n:در اين صورت داريـم    .  را در نظر بگيريد    1 n

a 2
1

2
nدانـيم كـه سـري        و مـي    n

n n

n
na

 

 
 21 12

 همگراسـت در    

nكه سري حالي
n n

a
n

 

 
 

1 1

  . واگراست1

naهم با درنظر گرفتن   ) 3(ي    گزينه
n


ريدانـيم كـه س ـ   مـي . شـود   رد مـي 1

n
n

n
n n

( )
( ) a

n

 

 


  

1 1

n همگراسـت امـا سـريِ مثبـتِ    11
n n

a
n

 

 
 2

1 1

1 

  .واگراست
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  93رشته آمار ـ سراسري   
  

  .مشترك بودندرياضي  و رشته آمار سؤالات رياضي عمومي رشته 93دانشجويان گرامي در آزمون سراسري سال : توضيح

 1 در كدام بازه سريـ
n n

n
n

(x )

(n )








 2 1

1 3
   همگراست؟

1 ([ , )
3 3
2 2  2 ([ , )

1 5
2 2  3 ([ , ]

1 5
2 2  4 (( , )

1 5
2 2  

 2 با فرض پيوستگي تابعـgمقدار ،
x

x

(x t)g(t)dt
lim

sin x


2




   كدام است؟

1 (g( )2   2 (1  3 (g( )
1
2   4 (g( )  

 3 مقدارـx x dx
1 2


   كدام است؟

1 (2 2  2 (


1
4 2  3 (2  4 (

8  

 4 اگرـd
(f (x)) g(x)

dx
و d

(g(x)) f (x )
dx

 d، مقدار2
(f (x ))

dx

2 3
   كدام است؟2

1 (x f (x ) xg(x )4 6 39 6  2 (f (x ) g(x )6 3  3 (x f (x ) xg(x )4 3 69 6  4 (f (x ) g(x )3 6  
 5 مساحت ناحيه محدود به نمودار معادلهـ(x y ) x y  2 2 2 2    كدام است؟2

1 (2  2 (1  3 (3
2  4 (1

2  

 6  اگرـ   ار نرمال بر رويه    زاويه بين بردz (x y ) (x y )   
1 3

2 2 2 22 x)ي   در نقطه  2 ,y ,z) ( , , )     و محور z  ها باشد و
(x , y , z) ( , , )
L lim | cos |


 

  
، گزينـه   

  صحيح كدام است؟

1 (L 
3

2  2 (L    3 (L  
2

2  4 (L 
2

2  

 7 اگرـD {(x,y) : x xy y }    2 2 2 2مقدار انتگرال دوگانه ،
D

(x xy y )dA  2    كدام است؟2

1 (8
3

  2 (4
3

  3 (8
3  4 (4

3  

 8 براي ثابتـk  اگر ،x
g(x,t)

kt
 g(x,t) و2 uf (x ,t) e du 

2


  گاه گزينه صحيح كدام است؟ ، آن

1 (f f
k x

x t

 


 

22
2  2 (f f

k
tx

 



2

2  3 (f f
k

x t

 


 

2

2  4 (f f
k x

tx

 




2

2  

 9 ترين انحناي منحني بيشـxy eافتد؟  در كدام نقطه اتفاق مي  

1 (( Ln , )
1 222 2  2 (( Ln , ) 2 2  3 (( Ln , )

1 222 2  4 ((Ln , )2 2  
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  93رشته آمار ـ سراسري پاسخنامه   
  

 كهبراي همگرايي لازم است. كنيم   با استفاده از آزمون ريشه همگرايي سري را بررسي مي»2«ه ـ گزين1
n n

n
nn

| x |
lim

(n )






2 1 1
1 3

  . باشد

n داريمP(n)اي مانند دقت كنيد كه براي هر چندجمله
n
lim P(n)


1 .به همين علتn

n
lim n


 1   :بنابراين داريم. 1

  
n n

n
nn

| x | | x |
lim

(n )

 




2 1 2 1
31 3

  

| x | | x | x x             
2 3 3 3 1 51 1 1 13 2 2 2 2 2  

xنقاط 
5
x و2  

1
xبه ازاي. صورت جداگانه بررسي كنيم  را بايد به2 

5
 داريم2

n n n n

n n n
n n n

(x )
( )

n(n ) (n )

  

  


 

 
  

1 1 1

2 1 2 3 1
11 3 1 3 2

  .ت كه يك سري واگراس

xاما به ازاي    
1
 داريم 2

n n
n n n n

n n n
n n n

( ) ( ) ( )

n(n ) (n )

  

  

   
 

 
  

1 1 1

12 1 2 1 3 12
11 3 1 3 2

سري متناوب همگراست، زيرا دنباله       كه يك  
n 

1
 نزولـي بـه صـفر       1

xبنابراين جواب برابر با. كند ميل مي  
1 5
2   . است2

  

  حد داده شده فرم مبهم»3«ـ گزينه 2


  :گيري از انتگرال، هوپيتال را انجام دهيم با استفاده از قانون مشتق.  دارد
x x x

x x x x

(x t)g(t)dt (x x)g(x) g(t)dt g(t)dt g(x) g( )
lim lim lim lim

sin x cos x sin( x) cos( x)sin x   

    
 

  
2

 هوپيتــــال  هوپيتــــال 
2 2 2 2 2

  

   

  
 

  

x  :   عبارت زير راديكال را مربع كامل كنيم»4«ـ گزينه 3 x (x x) ((x ) ) (x )          2 2 2 21 1 1 1
2 4 4 2 

1هاي انتگرال نبا استفاده از ويژگيِ انتقالِ انتگرال معين از كرا
x؛xجاي  كم كنيم و در انتگرالده به2 

1
  : قرار دهيم2

x
I (x ) dx x d(x ) dx x dx

  


           

1 1 121 2 2 22 2 2
1 1 1
2 2 2

1 1 1 1 1 4 1 1 44 2 4 2 4 2
 

xبا تغيير متغير  sin(t)2دهيم  ادامه مي :  dx cos t dt dx cos t dt  
12 2 

x t
 

      
1 1
2 2 2 2  

I sin (t) cos(t)dt cos (t)dt ( cos t)dt (t sin t)

  

  
  




       



  2 22 2 2

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 21 1 2 22 2 4 4 2 8 2 8
2

 

I  : توانستيم بلافاصله پس از مربع كامل كردن، تغيير متغير مثلثاتي را آغاز كنيم      مي:1توجه  (x ) dx  
1 21 1

4 2
  

x)با معرفي ) sin t 
1 1
2 dx، داريم2 cos t dt

1
xبه ازاي. 2 1داريم t


 x و به ازاي2  داريم t


    :لذا. 2

I sin t cos t dt cos (t)dt

 

 
 

   2 22 2

2 2

1 1 1 1
4 4 2 4  

طور كه ديديد جواب اين انتگرال و همان
  . است8

aبراي هر ) روش كوتاه  : (2توجه  , b  شود  تابع بتا به اين شكل معرفي مي :  a b (a ) (b )
x ( x) dx (a , b )

(a b )

   
     

  
1 1 11 1 1 2

 

  :در اين تست با استفاده از همين رابطه داريم
( ) ( )

x x dx x ( x) dx
( ) !

    
     

 
1 1

1 12 2 2
3 3 1 1
2 2 2 21 3 2 8 
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y  فرض كنيم  »1«ـ گزينه 4 f (x ) y  . خواهيم  را ميy، مقدار3 x f (x )  2 33  
y xf (x ) ( x )( x )f (x )   3 2 2 36 3 3  

dاكنـون بنــابر اطلاعـات داده شــده  
(f (x)) g(x)

dx
 بنـابراين ،g(x) f (x)پــس ،g(x ) f (x )3 d:همچنـين داريــم . 3

g(x) f (x )
dx

 ، بنــابراين 2

g (x) f (x )  f عبارتيبه. 2 (x) f (x )  fپس. 2 (x ) f (x ) 3 6.  
y  : داريمyبا جايگذاري اين معادلات در  xg(x ) x f (x )  3 4 66 9  

  

x)  منحني»2«ـ گزينه 5 y ) x y  2 2 2 2   :شود  در دستگاه قطبي به اين شكل بيان مي2
(r ) r cos r sin r (cos sin ) r cos( )       2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2  

r:به عبارتي  cos  2 2               با توجه به نامنفي بودن سمت چـپ معادلـه خـواهيم داشـت cos  2   پـس  
   22  يـا  2 

  
3 522 در واقـع   . 2

rمنحني cos 2 هـا    شده است كـه در يكـي از آن          از دو نيمه متقارن تشكيل     2 
   4  و در ديگـري    4 

  
3 5
4 مـساحت يكـي از نـواحي را      . 4

  .دست آورده و دو برابر كنيم به

r d cos( )d sin( )

 

 
 



       



 24 4

4 4

1 1 42 2 2 12 2
4

  مساحت

  

g(xصورت    معادله رويه داده شده را به       »4«ـ گزينه   6 , y , z) (x y ) (x y ) z     
1 3

2 2 2 22 2  بردار عمود بر رويه همان بردار گراديانِ      . نويسيم   ميg 

x  :است y zg (g ,g ,g ) (x(x y ) x(x y ) ، y(x y ) y(x y ) ، )
 

         
1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 23 3 1
  

x)هرگــاه , y , z) ( , , )   عبــارات x(x y )
1

2 2 y(xو23 y )
1

2 2 x بــه وضــوح بــه صــفر ميــل خواهنــد كــرد، امــا23
x(x y )

x y


 



1
2 2 2

2 2
 

y(xو y )



1

2 2 بنابراين.  داراي فرم مبهم هستند    2
(x , y) ( , )(x , y , z) ( , , )

x y
lim g lim ( , , )

x y x y
  

 2 2 2 2
1

   

 .بردارk ( , , ) 1


     موازي محـور 

zاگر. ها استزاويه بين g
و k

باشد، خواهيم داشت :  

(x , y , z) ( , , ) (x , y , z) ( , , )(x , y , z) ( , , )

| g.k |
lim cos( ) lim lim

| g || k | x y

x y x y

 


    


 

 

2 2
2 2 2 2

1 1 2
22

1
       

 
   

  

xگيري درون بيضي    ي انتگرال   طور كه در متن درس گفتيم، هرگاه ناحيه           همان  »2«ـ گزينه   7 xy y c  2 u باشد، با معرفـي    2 x y  و v x y  

xدر اين صورت. كنيم حل ميانتگرال را  (u v) 
1
y و2 (u v) 

1
x و معادله 2 xy y  2 2   :كند صورت زير در دستگاه جديد تغيير مي  به2

(u v) (u v)(u v) (u v) (u v ) u v            2 2 2 2 2 21 1 1 12 3 2 3 84 4 4 4  

,yي چون ضابطه x را برحسب v,u كنيم   صورت مستقيم حساب مي    داريم، ژاكوبين دستگاه را به :  uv
(x , y)

J
(u , v)


   
 

1 1
12 2

1 1 2
2 2

  

1قدرمطلق ژاكوبين برابر است با
  :بنابراين داريم.  و در انتگرالده ضرب خواهد شد 2

D D
I (x xy y )dydx (u v )( )dudv


     2 2 2 21 134 2 

y

x

2r cos 2 
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uك بيضي با معادله    درون ي  Dناحيه v 2 23 uصـورت   با تغيير متغيـر بيـضوي بـه       .  است 8 r cos  و r
v sin 

3
u خـواهيم داشـت     v r 2 2 23 .  

r  :كنيم حالا ژاكوبين را حساب مي

cos r sin
(u , v) r

J sin r cos
(r , )

  


   
  33 3

 

اشتدرون اين ناحيه خواهيم د   2و r  8.  

D

r r
I (u v )( )dudv (r )( )( )drd r drd ( ) d ( )

  




               
4 22 8 2 8 22 2 2 31 1 1 1 1 1 1 8 483 24 2 4 2 4 43 8 3 8 3 8 3 3     

 

  

x  :آوريم دست مي هاي جزئي آن را به   مشتقgي تابع   با توجه به ضابطه»2«ـ گزينه 8
g(x , t) xt

kt k


 

1
21

2 2
 

xg:بنابراين t
k




1
21

2
،xxg   و tg xt

k


 

3
21

4
ttg و  xt

k




5
23

8
 را fهـاي جزئـي   گيـري از انتگـرال، مـشتق    حال با رعايت قاعـده مـشتق   . 

g  : آوريم دست مي به uf e du   

g g g g
x t

f f
g e t e , g e xt e

x tk k

     
    

 

2 2 2 2
1 3
2 21 1

2 4
 

g g
x

f x
t ( g)g e t ( )( t )e

k k kt kx

    
  



2 2
1 1 12
2 2 2

2
1 1 2 12

2 2 2 2
 

gfبنابراين
xt e

k kx

 
 



2
32
2

2
1

4
fبا مقايسه مقدار. 

x





2

f و2

t




fبينيم  مي f

k tx

 




2

2
  .است) 2(، كه همان گزينه 1

  

y  انحناي منحني   »3«ـ گزينه   9 f (x)   برابر است با | y |

( (y ) )


 


3

2 21
xyدر مورد تابع   . e داريم xy y e     .   بنابراين انحنا در نقطهx   برابـر 

است با
x

x

e
(x)

( e )

 


3

2 21
maxبراي تعيين مقدار.  (x) يابيم آن را مي ابتدا نقطه بحراني:  

x x x x x
x x x x x x

x

e ( e ) e ( e ) e
(x) e ( e ) [( e ) e ] e e

( e )

              


3 1 12 2 22 2 2 2 2 2 22
2 3

1 3 1 11 1 3 1 2 21
    

Ln( )
x Ln( ) Ln( ) x      

1 22 22 2  

)Lnطول اي به انحنا در نقطه )
x  

2
  .رسد  به بيشترين مقدارش مي2

البته به سادگي مشخص است كه. درست است و نيازي به محاسبه عرض اين نقطه نداريم) 3(گزينه 
Lnxy e e

 
    

1 122 2 1 22 22
.  

  

  



  

 148

94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  94رشته آمار ـ سراسري   
  

  .مشترك بودندرياضي  و رشته آمار سؤالات رياضي عمومي رشته 94دانشجويان گرامي در آزمون سراسري سال : توضيح

 1 انحناي منحنيـr(t) ti coshtj 
 كدام است؟   

1 (
cosh t

1  2 (t

cosh t2  3 (
cosh t

1
2  4 (

cosh t2
1  

 2 اگرـT1 مكعبي در
) اول فضا باشد كه رئوس آن8 , , )  ،( , , )1  ،( , , )1 و ( , , )1 هستند، مقدار انتگرال x y z

T
e dv  كدام است؟   

1 ((e ) 31  2 (e 3 1  3 (e 3 1  4 ((e ) 31  

 3ـ مقدار مشتق پنجمx
f (x)

x


 21
x در   كدام است؟   

1 (12  2 (12  3 (1  4 (1  

 4ـ سري
n

n

n



 1

1 7
 . ....   

همگراست و مجموع آن) 2  . واگراست) 1
49   . است136

7وع آنهمگراست و مجم) 3
49همگراست و مجموع آن) 4  . است6

 . است36

 5ـ مجموعه نقاطzدر صفحه مختلط | z | | z |  2 3 2  كدام است؟   
1 ({x iy | x y }   2 22 4  2 ({x iy | x y }   2 21 4  
3 ({x iy | x y }   2 21 3  4 ({x iy | x y }   2 21 5 

 6ـ مقدار انتگرال معينLn x xe Ln(e )dx 
2 1


   كدام است؟ 

1 (Ln( )
4

27  2 (Ln( )
27
4  3 (Ln( )

27
16  4 (Ln( )

9
4  

 7ـfپذير بوده كه به ازاي  تابعي دو بار مشتقa  ،
a

(f (x) xf (x))dx a  


f، مقدار (a) كدام است؟   

1 (a
1
2  2 (  3 (1  4 (a  

 8ـ ماكسيمم مقدارf (x,y) x y  2 x روي خط29 y    ، كدام است؟ 3

1 (2
13  2 (13

2  3 (9
2  4 (2

9  

 9ـ مقدار انتگرالx y
A

xe dydx
2 y ناحيه محدود به خطوطA كه در آن2 x،y x  1،y  y و1   باشد، كدام است؟   

1 ( 31 1
2 4  2 (e e 31 1 1

4 4 2  3 (e e 31 1 1
2 2 4  4 ( 31 1

4 2  
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  94رشته آمار ـ سراسري پاسخنامه   
  

  : با استفاده از فرمول انحنا داريم »4« گزينه ـ1
r (t) i sinh t j , r (t) cosh tj| r r |

,
| r | | r (t) | sinh t cosh t cosh t

        
     

3 2 21

    
   

i j k
cosh t

r r sinh t i j cosh tk cosh tk | r r | cosh t
cosh t cosh tcosh t

               3 2
11

  
        

 
  

  
ها را به ايـن       توانيم انتگرال   در نتيجه مي  . ها اعداد ثابت صفر و يك هستند        هاي انتگرال   ب به ضلع واحد است، پس تمام كران        يك مكع  T چون  »1« گزينه   ـ2

x  :صورت از هم جدا كنيم  y z x y z x y z
T

e dv e e e dxdydz ( e dx)( e dy)( e dz) (e )(e )(e ) (e )               
1 1 1 1 1 1 31 1 1 1
     

  
  

|ي  براي ناحيه »1« گزينه ـ3 x |1داريم x x x
x
    


2 31 11  نتيجه داريم، در:  x x x

x
    


2 4 6

2
1 1

1
  

x
f (x) x( x x x ) x x x x

x
          


2 4 6 3 5 7

2 1
1

   

fلورن  دانيم كه اگر بسط مك  مي (x)صورت  بهn
n

n

a x






  : باشد، داريم
(n)

(n)
n n

f ( )
a f ( ) n! a

n!
   

   

a برابر است باx5 ضريبfلورن تابع در بسط مك 5 )  :پس داريم. 1 )f ( ) ! a !    5
55 5 1 12   

  

|دانيم كه براي  مي »4« گزينه ـ4 x |1داريم :  n

n

x
x






 1
1

  

n  : در سري ايجاد شودnكنيم كه ضريب گيري از طرفين كاري مي با مشتق

n

nx
( x)








 1

2
1

1
    

nبه ازاي  توان نوشت پس با كنار گذاشتن آن مي. شود ي اين سري صفر مي ، اولين جمله:n

n

nx
( x)








 1

2
1

1
1

xحالا به ازاي.  
1
  : داريم7

n
n

n n

n
n( )

( )

 



 

  


 1
121 1

1 1 49
17 3671 7

  

  :نويسيم ي اول سري را مي ابتدا چند جمله: روش تستي
9
7)عددي مثبت و البته كوچك(  

21 )عددي مثبت و البته بسيار كوچك(7
n

n

n

  


   1 1 1 2 1
1

1 2
7 7 7

  

9ها دنبال عددي باشد كه حدود       حالا در گزينه  
9كـه از  ) 3(ي    گزينـه . چنين شـرايطي دارد   ) 4(ي    فقط گزينه . است) و كمي بيشتر از آن     (7

 كمتـر اسـت و      7

2تواند جواب باشد كه در رشد نهايي مخرج بقيه جملات بعد از به اين دليل نمي) 2(ي  گزينه
2كوچكتر از برسند و 1 امكان ندارد به 7

ي  گزينه.  خواهند بود7
  .به وضوح نادرست است؛ زيرا مقدار سري يك عدد حقيقي است و سري واگرا نيست) 1(

  

|ي دو را برحسب  ي درجه  ابتدا معادله »2« گزينه ـ5 z |  : كنيم   حل كرده و تعيين علامت مي | z | | z |  2 3 2   

( ) ( )( ) | z | ,
| z | | z |

 
        

    
2

2
1 23 13 4 1 2 1 2 12 3 2  

|  : ي بين دو ريشه است ي جواب، ناحيه  مجموعه z | x y x y          2 2 2 21 2 1 2 1 4  
  

xt از تغيير متغير »3« گزينه ـ6 eپس. كنيم  استفاده ميxdt e dxو چون x Ln  2پس ،t 1   : است2
t

Ln( )dt Ln( )dt [Ln(t ) Lnt]dt Ln(t )dt Lntdt
t t


            

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

1 11 1   جواب1
در واقع مثل آن است كـه  (  يك واحد كم كنيم اما به حدود انتگرال يك واحد اضافه كنيم t انتگرال معين؛ از توانيم با استفاده از ويژگي در اولين انتگرال مي   

xتغيير متغير t 1دانيم از طرفي مي).  را انجام داده باشيمuLnu du uLnu u c  لذا داريم ،:  

Lntdt Lntdt [t(Lnt )] [t(Lnt )] Ln Ln Ln Ln Ln Ln                
3 2 3 2

2 12 1
271 1 3 3 3 2 2 2 2 2 2 1 3 3 4 2   جواب16
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  :ضرب داريم ي مشتق حاصل  با استفاده از قاعده »3« گزينه ـ7
a a(xf (x)) f (x) xf (x) (f (x) xf (x))dx [xf (x)] af (a) a f (a)                  1

  
  

    »3« گزينه ـ8

fلاگرانژ براي تابعبا استفاده از ضرايب  : روش اول (x, y) x y  2 g با قيد29 : x y  yx  : داريم3

x y

ff x y
y x

g g

 
    

2 2
1 1  

x  : داريمgي قيد  با جايگذاري اين نتيجه در معادله y x x x y        
3 33 3 2 2  

f  :پس جواب برابر است با ( , ) ( ) ( )    2 23 3 3 3 992 2 2 2 2  
xي قيد  از معادله:روش دوم y  y داريم3 x 3 .پس با جايگذاري در ضابطهfكنيم  آن را يك متغيره مي:  

f (x) x ( x) x x      2 2 29 3 2 6  
f  : مكني   را پيدا ميfحالا نقاط بحراني (x) x x      

34 6 2  

xو با جايگذاري 
3
f  : داريمf در تابع2 ( ) ( ) ( )   23 3 3 92 62 2 2 2   

  
  .كنيم شود، ترتيب متغيرها را عوض مي  انتگرال با اين ترتيب حل نمي »2« گزينه ـ9

yبه وضوح داريـم    1                و اگـر از چـپ بـه راسـت حركـت كنـيم، مـرز x y    مـرز ورودي 
xو y 1در نتيجه.  مرز خروجي استy x y  1است .  

  yx y y x y x
A y y

y
xe dydx e xe dxdy e ( e ) dy

   
    

2 2 2 2 2 21 1 1 11
2 

  

  y (y ) y ye (e e )dy (e )dy      
2 2 21 11 2 11 1 12 2 

  

  y( e y) ( e ) ( e ) e e        2 1 3 311 1 1 1 1 1 1 1 112 2 2 2 2 2 4 4 2


  
  

  

y

x

x y

y 1

y 

x y 1 

1

21

A
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  91ـ سراسري سنجش از دور و سيستم اطلاعات جغرافيايي رشته 
  

 1 دامنه تابع با ضابطهـf (x) log (x )  22    كدام است؟ 1
1 (( , ]1 3 2 (( , )1  3 (( , ]1 5  4 ([ , ]3 5  

 2 عدر تابـ
x ; x

f (x)
x x ; x

  
 

2
2 1 2

2 2
f مقدار ( )


1
   كدام است؟ 24

1 (3
2  2 (1

2  3 (
3
  صفر) 4  4

 3 در تابعـxf (x) abاگر f ( ) , f ( ) 3 24 f باشد3 (    كدام است؟ 6(
1 (96  2 (144  3 (192  4 (156  

 4 در بسط عبارتـ(x )
x

2    كدام است؟ x جمله فاقد62
1 (24   2 (6   3 (8   4 (16   
 5 با ارقامـ, , , ,3 4 5   توان نوشت؟  ها، مي  چند عدد سه رقمي فرد بدون تكرار رقم7

1 (32  2 (24  3 (36  4 (27  

 6 بيشترين مقدار تابعـf (x) x x x  3 21 ] در بازه33 , ]2    كدام است؟ 2

1 (5
3  2 (8

3  3 (11
3  4 (7

3  

 7 سطح محدود به منحنيـxy e xها و دو خطx و محور2  1و x     كدام است؟ 1

1 (e
e

2
2
1  2 ((e )

e
 21  3 ((e )

e
 21  4 ((e )

e
2

2
1 1
2  

 8 اگرـA
 

   

2 1
3 B و2

 
   

5 1
2   ام است؟  كدA.Bهاي ماتريس  مجموع درايه1

1 (28  2 (29  3 (27  4 (26  
 9 معادله صفحه مماس بر رويهـz x y 2 ) در نقطه2 , , )2 1    كدام است؟ 2

1 (x y z  2 2  2 (x y z  4 2 4  3 (x y z  4 2 8  4 (x y z  2 4  

  91ـ سراسري سنجش از دور و سيستم اطلاعات جغرافيايي رشته 
  

  .همچنين عبارت جلوي لگاريتم بايد مثبت باشد. عبارت زير راديكال بايد نامنفي باشد  »3«ـ گزينه 1
 f (x) log (x ) log (x ) , x        2 22 1 2 1 1  

 log (x ) , x x , x       2
22 1 1 2 1 1 

 x , x x     5 1 5 1 

f ،fDبنابراين دامنه ( , ] 1   .  است5
 

x  .كنيم  را محاسبه ميxابتدا مقدار  »4«ـ گزينه 2


  
1
2 1 14 24

 

f  . كنيم ي بالايي استفاده مي پس از ضابطه.  است2 كمتر از xمقدار ( ) ( )  
1 12 12 2   

 
xfشرايط داده شده را در تابع  »3«ـ گزينه 3 (x) abدهيم  قرار مي :  

  f ( ) ab a

f ( ) ab b

    

    3 3
3 3 3

3 24 24 3 24


 

bبنابراين 3 b و 8  xf  .  است2 (x) f ( )       63 2 6 3 2 3 64 192  
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k    »1«ـ گزينه 4 k k k
k k

k k

(x ) ( ) (x ) ( ) ( ) ( ) x
x x

  

 
     

6 62 6 6 2 6 6 6 3 62 2 2
 

 

k بايد صفر باشد؛ بنابراين به ازايx، توانxدر جمله فاقد  !  . رسيم   به اين جمله مي2
( )( ) x ( ) ( )( )

! !
    6 4

2
62 16 15 16 242 4

 جمله فاقدx  

 
  »4«ـ گزينه 5

·I¬k‚ ·I¬Àj ·I Ä̈
  

حال براي رقم .  خواهد بود7 يا 5 يا 3 انتخاب داريم كه يكي از ارقام 3براي رقم يكان، . رقم صدگان بايد مخالف صفر باشد و رقم يكان بايد فرد باشد
  . توانند در دهگان قرار بگيرند ماند كه مي ي رقم باقي م3اكنون . تواند باشد  انتخاب داريم كه هر رقمي به جز صفر و رقم يكان مي3صدگان 

     3 3 3   تعداد كل حالات27
 

  . كنيم نقاط بحراني را در بازه شناسايي مي  »1«ـ گزينه 6

 f (x) x x (x )(x )       2 2 3 1 3               f (x) x x x  3 21 33 

x  1و x  x هستند كه فقطf طول نقاط بحراني3  1ي  در بازه[ , ]2   : كنيم  را در اين نقطه بحراني و در دو سر بازه محاسبه ميfمقدار.  قرار دارد2

  

f ( )

f ( )

f ( )

      

     

    

8 22 4 63 3
1 51 1 33 3

8 222 4 63 3

  

maxبنابراين در بازه مورد نظر f 
5
  .  است3

 
xyناحيه مورد نظر بين منحني  »4«ـ گزينه 7 e y)ها x و محور2 )  قرار 

xتند از  نيز عبارxهاي دارد و كران , x  1 1 .  

  x xe dx e | (e e )


   
1 2 2 1 2 2

11
1 1
2  مساحت2

 
    »2«ـ گزينه 8

  AB
     

            

2 1 5 1 12 1
3 2 2 1 11 5 

     12 1 11 5   جواب29
 

fي بردار گراديان رويه  »2«ـ گزينه 9 z x y    2 ) را در نقطه2 , , )2 1   . آوريم  دست مي به2
  x y zf (f ,f ,f ) ( x, , ) ( , , )     2 2 1 4 2 1 

  : معادله صفحه مماس بر رويه چنين است
  x y zf (x x ) f (y y ) f (z z )         

 x y z    4 2 4(x ) (y ) (z )       4 2 2 1 2 
  

  . شود حاصل مي) 2(توجه كنيد كه با قرينه كردن طرفين همان گزينه 
 

  
  

2xy e

11
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  92ـ سراسري يستم اطلاعات جغرافيايي سنجش از دور و سرشته   
  

 1 تابعـx
f (x)

x





2
xمقدار تابع زوج به ازاي. ايم  را به صورت مجموع يك تابع فرد و يك تابع زوج نوشته2     كدام است؟ 3

1 (2  2 (4  3 (5  4 (7  

 2ـ برد تابع با ضابطهf (x) ( x x )


     

1
نماد( كدام است؟ 21  به مفهوم جزء صحيح است(.  

1 (( , ) 2 ([ , )   3 (( , )1  4 ([ , )1  
 3 اگرـf (x) ln (x x )  2 f مقدار1 (ln )1   ، برابر كدام است؟ 3

1 (3
2  2 (2

3  3 (4
3  4 (3

4  

 4 عبارتـ حدx | x |

x [x]




  ، كدام است؟ x وقتي 

  حد ندارد) 4  2) 3  1) 2  صفر) 1

 5ـ تابع با ضابطه



x x

x x
, x

f (x)

b , x





 
  

 

2 3
4 xدر b به ازاي كدام مقدار9  پيوسته است؟   

1 (1  2 (1
  bهيچ مقدار) 4  2) 3  2

 6 مشتق تابعـf (x) (| x | | x |)      در كدام بازه مثبت است؟ 21

1 (( , ) 
11 2  2 (( , )

1
2   3 (( , )1   4 (( , )  

 7 اگرـ
x

f (x) f ( )
lim

x




2
2 2

2 f باشد، مشتق3 ( x )3 x در نقطه 1     كدام است؟1

1 (1
2  2 (1

3  3 (2
3  4 (1

4  

 8ـ اگر خطy x 2 y بر منحني به معادله3 x x a  3 22 3
3    كدام است؟ aشود، عدد در ناحيه اول مماس 2

1 (1
3  2 (2

3  3 (4
3  4 (5

3  

 9نيمم نمودار تابع ـ فاصله نقطه ميxy (x x )e   2 13   ست؟  از خط مجانب آن كدام ا1
1 (1  2 (2  3 (2  4 (3  

 10ـ حاصل انتگرالxdx

x x 
4

22 2 1
   كدام است؟ 

1 (ln
2 33  2 (ln

2 23  3 (ln2 3  4 (ln
4 33  

 11يـ در تابع دو متغيرx y
z xy

x


 3مقدار z

x




) در نقطه , )2    كدام است؟ 4

1 (
2
3  2 (

1
3  3 (1

3  4 (2
3  

 12ـ اگرz x y xy 2 x و 2 r s 2 و y r s  z، مقدار22

r




r به ازاي  s و 2  1 كدام است؟   

1 (15  2 (14  3 (12-  4 (22-  
 13ـ بيشترين مقدار تابعz x xy 2با شرط x y 3 2 1    كدام است؟ 2

1 (15  2 (18  3 (21  4 (24  
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 14ـ در دنباله اعداد, , , ,
1 1 1 1
2 8 1 8    جمله هشتم كدام است؟ 32

1 (1
96  2 (1

112  3 (1
124  4 (1

128  

 15 حاصل دترمينانـa

a






1 2 1
1 2

2 3
  ، كدام است؟ 

1 (a 2 2  2 (a a2 3  3 (a a22 2  4 (a a22 2  

  92 سراسري ـسنجش از دور و سيستم اطلاعات جغرافيايي پاسخنامه رشته 
  

fهرگاه فرض كنيم » 4«ـ گزينه 1 (x) f ( x) f (x) f ( x)
h(x) ,g(x)

   
 2 f فرد وh زوج است وg آنگاه2 g h ؛ بنابراين خواهيم داشت :  

  f ( ) f ( ) ( ) ( )
g( ) ( )

( )( )

           
      

   

2 23 3 1 2 3 2 3 1 2 3 2 3 1 4 4 3 3 4 4 3 33 72 2 2 2 4 32 3 2 3 2 3 2 3
 جواب

 
yدانيم كه مي  »4«ـ گزينه 2 x [x]  بخش اعشاري عددxاست و x [x]  1 .بنابراين با قرينه كردن طرفين داريم :  

  x [x]   1  
  : توان چنين نوشت حال با افزودن يك واحد به طرفين نامساوي مي

  x [x]   1 1   

  
x [x]

 
 

11 1  

  
x [x]

 
 

11
1

  

fبه عبارتي (x) 1.  
 

    »3«ـ گزينه 3
fهرگاه: روش اول (ln ) b 1 f باشد، آنگاه3 (b) ln   : پس داريم3

  ln (b b ) ln b b b b b b b b b                     2 2 2 2 2 8 41 3 1 3 1 3 1 9 6 6 8 6 3 

f  : بينيم كه  ميfي ها در ضابطه  گزينهبا جايگذاري: روش دوم ( ) ln ( ) ln ( )   
4 4 16 1 33 3 9 

  . درست است) 3(پس گزينه 
 

|به علت وجود  »1«ـ گزينه 4 x   .  لازم است حدود چپ و راست را جداگانه حساب كنيم[x] و |

  
x x x x

x | x | x x x | x | x x
lim lim lim lim

x [x] x x [x] x      

   
   

   1   
 


 

  . بنابراين حد موجود و برابر صفر است
 

  :كنيم ي هوپيتال استفاده مي از قاعده  »2«ـ گزينه 5

  
x x x x

x x x xx x x

ln ln ln ln ln
lim f (x) lim lim log

ln ln lnln ln

 

   

  
     

 
6
36

2 3 2 2 3 3 2 3 6 1
4 9 36 24 9 4 4 9 9  

 

x در fبراي پيوستگي  لازم است b 
1
  .  باشد2
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f   »2«ـ گزينه 6 (x) (| x | | x |)   21 

xدر   و x  1كه ريشه عبارات داخل قدر مطلق هستند، ضابطه fشود  عوض مي .  

  
x

f (x) ( x ) x

x


    
 

2
1 1
2 1 1

1



 

xبنابراين در نواحي 1 و xداريم f (x)  ي  و در بازهx  1 داريم  :  f (x) ( x )  2 2 1  

)پس فقط در بازه , )
1
2 مقدار f (x) ( x )  2 2   . مثبت است1

 

دانيم كه  مي  »1«ـ گزينه 7
x

f (x) f ( )
lim f ( )

x

 
2

2 f بنابراين 22 ( ) 
22 3.  

yحال مشتق f ( x ) 3 x را در 1 1كنيم  حساب مي :  

  y f ( x )
x

  


3 3 1
2 3 1

 

 y ( ) f ( )   
3 3 2 11 4 4 3 22 4

 

 

fكه خط  شرط آن»  4«ـ گزينه 8 (x) x 2 g(x) بر منحني 3 x x a  3 22 3
3   :  مماس شود، آن است كه در نقطه تماس داشته باشيم2

  
x x a xf (x) g(x)

f (x) g (x)
x x

          

3 2

2

2 3 2 33 2
2 3 2

 

xاز معادله دوم داريم x  22 3 2 با حل اين معادله خواهيم داشت ، :  x ,


  
3 5 124 2 

xدارد پسنقطه تماس در ربع اول قرار   a  : با جايگذاري در معادله اول داريم.  است2  
16 6 13  

aپس  
5
  .  است3

 
yها بيشتر است، خط  اي نمايي از چند جمله از آنجا كه سرعت رشد توابع   »1«ـ گزينه 9  تر داريم براي توضيح كامل. فقي اين منحني است مجانب ا :  

  
x x xx x x x

x x x
lim y lim lim lim

e e e        

  
   

2
1 1 1
3 1 2 3 2  

yپس خط  كنيم نيمم را پيدا مي حال مختصات نقطه مي.  مجانب افقي است .  
  x x xy ( x )e (x x )e ( x x )e x x x ,                   1 2 1 2 1 22 3 3 1 5 4 5 4 1 4  

  . دهد نيمم تابع را مي ببينيم كدام يك از اين نقاط، مي
  x x xy ( x )e ( x x ) e (x x )e            1 2 1 2 12 5 5 4 7 9 

xبه ازاي  1 داريم y  3  پس x 1در اين نقطه داريم. نيمم است  طول نقطه مي :  y  1 

)فاصله نقطه , )1 y از خط 1   است1 برابر  .    
 

x    »1«ـ گزينه 10 x (x )
I dx dx dx [ ]dx

(x )x x (x ) (x ) (x )

 
    

       
4 4 4 4

2 2 2 22 2 2 2
1 1 1 1

12 1 1 1 1
 

uبا فرض x 1داريم du dx .با اين تغيير متغير داريم :  [ ] dx [ ] du ln| u | c
(x ) u u(x ) u

     
  2 2
1 1 1 1 1

1 1
 

I   : داريمIبه اين ترتيب، در انتگرال معين (ln | x | )| ln ( ) ln ( ) ln ( )
x

        


4
2

1 1 21 3 1 1 31 3 3  
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x  :كنيم  را متغير فرض ميx را ثابت وyمقدار  »1«ـ گزينه 11 y
z xy

x


 3 

 
z y x (x y)

x x(xy)

  
 

 2233
 

,x)ي  در نقطه y) ( , ) 2 z  :  داريم4

x

 
   


4 4 2

12 4 3  

 

z  : كنيم اي استفاده مي از قاعده زنجيره  »4«ـ گزينه 12 z x z y
( xy y )( r) (x xy)( )

r x r y r

    
     

    
2 22 2 2 2 

sبه ازاي , r  1 x:  خواهيم داشت2  y و3  z  : توان نوشت بنابراين مي .5
( )( ) ( )( )

r


    


5 4 21 2 22  

 
zتابع هدف  »2«ـ گزينه 13 x xy 2 داده شده ) شرط( و قيدg x y  3 2   : كنيم هاي مقيد را تعيين مي  اكسترممبا استفاده از ضريب لاگرانژ.  است12

  yx

x y

zz x y x x
x y x y

g g


          

2 4 2 33 2 2  

x  : دهيم  قرار ميgرابطه به دست آمده را در قيد y x x x      3 2 12 3 12 6 

xبنابراين در نقطه بحراني  y و6  3است  .  max z   36 18 18  
 

naي داده شده جمله عمومي دنباله  »4«ـ گزينه 14
n

 2
1

2
a  :ي هشتم آن برابر است با بنابراين جمله.  است

( )
 8

1 1
2 64 128  

 
  : كنيم از روش ساروس استفاده مي  »3«ـ گزينه 15

  a a a a a a

a


        



2 2
1 2 1

1 2 8 3 2 2 6 2 2
2 3

  

 
  

  93ـ سراسري سنجش از دور و سيستم اطلاعات جغرافيايي رشته 
  

 1 نمودارهاي دو تابعـxf (x)  g(x) و2 log x 21
  اند؟   در چند نقطه متقاطع2

  غيرمتقاطع) 4  3) 3  2) 2  1) 1

 2 ضابطه معكوس تابعـx xf (x) (e e ) ; x  
1
2 به صورت f (x) ln U(x) 1تابع.  استU(x) كدام است؟  

1 (x x ; x  2 1 1 2 (x x ; x  2 1 1  3 (x x ; x  21 1  4 (x x ; x  21 1  

 3 حد عبارتـx( xln )
3

1    كدام است؟x وقتي 2
1 (6  2 (8  3 (ln 6  4 (ln 8  

 4 اگرـnS ( n )     1 3 5 2 n، آنگاه 1

n

S
lim

( n )  22 1
   كدام است؟ 

1 (1
4  2 (3

4  3 (1
2  4 (1  

 5 اگرـf (x) x | x | 3و g(x) x | x | 
3 1
4    برابر كدام است؟ (x)(fog) باشد، ضابطه4

1 (x
3
2  2 (x

5
2  3 (x2  4 (x3  
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 6 دو خط به معادلاتـx ay  3 x و2 y b  5 a. منطبق برهم هستند2

b
   كدام است؟ 

1 (/16  2 (/24  3 (/ 36  4 (/ 45  

 7 تابع با ضابطهـf (x)
| x | x


   

(؟ نشده استريف  تعR در چند نقطه روي1  نماد جزء صحيح است (.  

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
 8 عرض از مبدأ خط مماس بر منحني به معادلهـy ln x x 23    واقع بر آن كدام است؟ 1اي به طول  ، در نقطه2

1 (4-  2 (2-  3 (2  4 (4  
 9 ضابطهعرض نقطه ماكسيمم نسبي تابع با ـxf (x) ( x )e 2    كدام است؟ 1

1 (
e

2  2 (
e e

4  3 (
e

3  4 (1  

 10 مساحت ناحيه محدود به منحنيـy x x  2 3 y و خط به معادله4 x      كدام است؟ 4

1 (2
3  2 (4

3  3 (5
3  4 (8

3  

 11 در تابع دو متغيري با ضابطهـx y
z

x y






2 2
z مقدار  z

x y
x y

 


 
x در نقطه  y و 3     كدام است؟ 1

1 (3
2  2 (5

2  3 (3  4 (5  

 12 به ازاي كدام مقدارـa دستگاه معادلات زير سازگار است؟   
1 (3-  
2 (2-  
3 (2  
4 (3  





x y

x ay

x y

  
   
   

2 3 4
5

3 1
  

  93 ـ سراسري سنجش از دور و سيستم اطلاعات جغرافيايي رشته پاسخنامه
  

xfنمودارهاي  »1«ـ گزينه 1 (x)  g(x) و2 log x 21
xf تعريف شده است و برfتابع. كنيم  را رسم مي2 (x) ln 2 .  همواره مثبت است2

  .  همواره صعودي استfبنابراين
  

x x
lim f (x) , lim f (x) 

 
    2 2 

fهمچنين ( )1با اين اطلاعات نمودار.  استfكنيم  را رسم مي .  

g(x) دقت كنيد كهg(x)در مورد log ( x ) log (| x |) 2تابعي زوج است و بنابراين نمودار آن نسبت به محور yبراي .  متقارن استx    
g(x)داريم  log x .دامنهg(x)شامل صفر نيست  .  

  
xx

lim g(x) log ( ) , lim g(x)








      

  
  

  . توجه كنيد كه سرعت رشد توابع لگاريتمي بسيار كمتر از توابع نمايي است
  
  
  
  

  .  در يك دستگاه، واضح است كه تنها يك نقطه برخورد دارندg وfاكنون با رسم نمودارهاي
  
 

 

xy 2

1

y log| x |

g

f

g
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xدر تابع  »2«ـ گزينه 2 xy (e e ) 
1
x با شرط2  ،xرا برحسب yآوريم  به دست مي .  

  
x x

x x x x x xe e
y e e y e ye e ye 




          2 22 1 2 2 12 

yپس  24 y و 4  22 xتوجه كنيد كه . 1
x

e
e

 
1   .  است بوده و y1بنابراين.  است2

  x y y
e y y

 
   

2
22 2 1 12 

xبا توجه به شرط داريم xe  xe؛ بنابراين جواب قابل قبول1 y y  2 xتيببه اين تر.  است1 ln (y y )  2 با عوض كردن نام . 1
y,xضابطه معكوس fآيد  به دست مي :  

  f (x) ln (x x )   1 2 1 

y داشتيمfدر تابع  f پس در 1 1داريم x  1 .  
 

g(x)از قاعده حدي.  دارد1حد داده شده فرم  »2«ـ گزينه 3 g(x)(f (x) )f (x) e 1كنيم  استفاده مي :  

  
(x ln ) lnx x

x x
L lim ( x ln ) lim e e

  
     

3 3 2 3 2 31 2 2 8  

 
  : بنابر فرمول مجموع تصاعد حسابي داريم  »1«ـ گزينه 4

  n
( n)( n)

S ( n ) n        22 21 3 5 2 1 4 

  : توان نوشت بنابراين مي

  n

n n n

S n n
L lim lim lim

( n ) ( n ) n  
  

 

2 2
2 2 2

1
42 1 2 1 4

  

 
  »3«ـ گزينه 5

f:  روش اول (x) x | x | 3 و g(x) x | x | 
3 1
4   :  بنابراين خواهيم داشت4

  (fog)(x) f (g(x)) g(x) | g(x) | x | x | | x | x ||      
9 3 3 13 4 4 4 4 

xهرگاه باشد داريم | x | xپس  :  

  (fog)(x) x x | x x | x | x | x x x x         
9 3 3 1 6 2 6 2 8 24 4 4 4 4 4 4 4 4 

xي اما براي تكميل جواب ناحيه. درست است) 3(بنابراين گزينه  اگر. كنيم  را هم بررسي ميx باشد | x | x توان نوشت در نتيجه مي.  است :  

  (fog)(x) x x | x x | x | x | x x x        
9 3 3 1 12 3 24 4 4 4 4 

)(fog)كافي است: روش دوم   .  را حساب كنيم1(

  (fog)( ) f (g( )) f ( ) f ( )      
3 1 1 3 11 1 24 4 2 2 2 

  . درست است) 3(بنابراين گزينه 
 

    »3«ـ گزينه 6
  . وقتي دو خط بر هم منطبق هستند، بايد شيب و عرض از مبدأ يكسان داشته باشند: روش اول

  
x ay y x

a a
b

x y b y x

      

      

3 23 2

55 2 2 2




 

 بزرگترين درجه
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بنابراين
a


3 5
b و 2

a


2
aپس. 2 5 ab و6 aدر نتيجه. 4 

6
b و5




2
6 .  a

/
b

  
  

6
365 362 1

6

 

xشرط منطبق بودن دو خط : روش دوم ay   3 x و 2 y b   5 a آن است كه 2

b
 

3 2
5   .  باشد2

aبنابراين  5 b و 6 3 1 .  a
/

b
  

   

6
18 365 361 5 1

3

 

 

fتابع  »2«ـ گزينه 7 (x)
| x | [x]




|از آنجا كه.  در نقاطي تعريف نشده است كه عبارت زير راديكال منفي شود يا مخرج كسر صفر شود1 x  نامنفي |

|  . هاي مخرج را تعيين كنيم است، پس فقط بايد ريشه x | [x] | x | [x]   2 

[x]پس.  همواره عددي صحيح استx n  است  .  
  | n | [n] | n | n n n n n n( n) n ,              2 2 2 2 1 1  

  . تعريف نشده است1 و  در دو عددfتابع
 

xبه ازاي  »2«ـ گزينه 8 1داريم  :y ln ( )  1،نقطه پس نقطه تماس ( , )1كنيم مشتق را در اين نقطه حساب مي.  است .  

  xx
y ln ( x x) y y

x x
      


12

2
1 1 6 23 2 22 2 3 2

 

mشيب خط مماس برابر است با  y  : نويسيم معادله خط مماس را مي. 2 y m(x x ) y (x ) y x           2 1 2 2 

  .  است2عرض از مبدأ خط مماس برابر با
 

  . كنيم را شناسايي مي) بحراني(نقاط اكسترمم   »1«ـ گزينه 9
  x x xf (x) e ( x )e ( x)e       2 2 1 1 2                            xf (x) ( x )e 2 1 

 f (x) x x       
11 2 2 

xتنها نقطه بحراني، 
1
y  : ريمدر اين نقطه دا.  است2 e

e


 

1
2 22  

 
  : كنيم ابتدا نقاط برخورد دو منحني را تعيين مي  »2«ـ گزينه 10

  f (x) g(x) x x x x x x( x) x ,             2 24 3 4 2 2 2  

xپس در ناحيه مورد نظر  2است  .  x
[( x ) (x x )]dx ( x x )dx (x )|           

32 22 2 2 1 44 3 4 2 3 3 
  مساحت

 

xتابع  »4«ـ گزينه 11 y
z

x y






2 2
  : ي اويلر داريم طبق قاعده.  همگن از مرتبه يك است؛ زيرا درجه جملات صورت يك درجه بيشتر از مخرج است

  z z x y
x y z

x y x y

  
  

  

2 2
  

,x)ي در نقطه y) ( , ) 3 z: داريم1  5.  
 

  : ينان ماتريس زير صفر باشدبراي سازگار بودن دستگاه بايد دترم  »2«گزينه ـ 12

  det a a a a a 
 

              
  

2 3 4
1 5 2 45 4 12 3 1 14 28 2
3 1 1
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  91 ـ سراسري فلسفهرشته   
  

 1 ـ اگر| (x ) ( x ) | | x | | x |      2 22 2 5 2 2    كدام است؟ xباشد، مقادير  5

1 (x 
5
2 2 (x 

5
2  3 (x  3  4 (x 1  

 2 در تابع با ضابطه ـ
x

x

e
f (x)

e




2 f مقدار1 (log ) f (log )
12    كدام است؟ 2

  e  3 (elog4  4 (elog2) 2  صفر) 1
 3 به ازاي يك مقدار ـaدو منحني به معادلات y x x a  2 3 y و 2 x x a   2معادله خط مماس كدام است؟ . س بر هم هستند مما  

1 (x y 2 4  2 (x y 2   3 (x y 1  4 (x y  3  

 4 برد تابع با ضابطهـx
f (x) ln

x






2
2

1
1

  كدام بازه است؟ 

1 (( , ]   2 ([ , )  3 (( , )11  4 (( , ) 1  

 5 حد عبارتـnn n
( )

n n

 

 

22
2

3 1
2

nوقتي  كدام است؟  

1 (1  2 (e   3 (4  صفر (e2  

 6 اگر ـx
af (x) Arcsin(log )


  f، آنگاه ضابطه 2 (x)1 كدام است؟  

1 (cos xa  2 (cos xa  3 (sin xa  4 (sin xa  
 7 دو خط راست موازي نيمساز ناحيه دوم بر منحني به معادله ـx y xy  2 2   فاصله اين دو خط موازي كدام است؟ . اند مماس شده3

1 (2 3  2 (6  3 (2 2  4 (2 6  

 8 نمودار تابع ـf (x) x cos( x)


  2ع را دارد؟ در نقاط بحراني كدام وض  
  نيمم نسبي ماكزيمم يا مي) 4  ماكزيمم نسبي ) 3  نيمم نسبي مي) 2  عطف ) 1

 9 ـ اگرz
z

 
1 z1باشد، حاصل 3   كدام است؟ 8

1 (2-  2 (1-  3 (1  4 (2  
 10 ـ با حروف كلمهFALSAFEHتوان ساخت؟   چند رمز عبور چهار حرفي مي   

1 (546  2 (584  3 (6    4 (6 6  

 11ـ مساحت ناحيه محدود به منحنيy sin x و محورxها از مبدأ مختصات تا خطx



2

   كدام است؟ 9

1 (


32 4  2 (


2 1
3 2  3 (

3 3  4 (
1 6  

 12  سطح محدود به نمودار تابع    ـy
x x


2

1
1

]در بازه    , t]2     را حول محـورx    انـدازه حجـم حاصـل وقتـي         . دهـيم   هـا دوران مـيt  چنـد

  است؟ برابر

1 (Ln2 3  2 (Ln 3 1  3 ((Ln )
1 3 12  4 (( Ln )

1 2 32  

 13 حاصل ـxsin xdx

cos x



 3 3
  كدام است؟ 

1 (


2 3
3 2  2 (


1

3 2  3 (
3 3  4 (


2 33  
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 14  الاضلاع به ضلع  هاي متساوي در داخل مثلث متساوي      دايرهـaهـا در   اند كـه تعـداد ايـن دايـره      طوري محاط شدهn     سـطر متـوالي بـه ترتيـب 
, , , ...........,n1 2 nها باشد، مساحت كل اين دايرهnSاگر . باشد  مي3

n
lim S


  چند برابر مساحت مثلث است؟ 

1 (
3  2 (

2 3
  3 (2

3 3
  4 (2

3 6
  

 15 ـ حاصل
n

n

n!






1

2   كدام است؟ 1

1 (e  2 (e2  3 (e 1 4 (e 1  
 16ـ طول نقاط عطف منحني به معادله پارامتري(x cos t , y sin t) 3   كدام است؟ 3

1 (, ,1 1 2 (,11  3 (,1  4 (فاقد نقطه عطف  
 17 ـ نقطهA ( , , )1 2 xاي به معادله      محل تلاقي قطرهاي يك مكعب است كه يك وجه آن بر صفحه           3 y z  2 2 حجـم ايـن مكعـب      . قرار دارد 5

  كدام است؟ 

1 (8  2 (125
8  3 (27  4 (64  

 18ـ اگر A

 
   
  

2 1 3
2

1 3 1
  كدام است؟ A1هاي سطر اول ماتريس  درايه

1 ( 2 4 3  2 ( 1 2 3  3 ( 1 4 3  4 (  1 4 3  

 19 ـ مقدار تقريبي عدد( / ) ( / ) 2 47 6 98 3 7   كمك ديفرانسيل كدام است؟  با 2
1 (/2 125  2 (/2 175  3 (/2 225  4 (/2 275  

 20 ـ اگرz تابع دو متغير مستقل x و y باشد، از رابطه x y y
z xz e

x y
   



22 22 z مقدار52

x




)در نقطه  , , )1 2   كدام است؟ 1

1 (5
8  2 (3

4  3 (7
8  4 (5

4  

  91پاسخنامه رشته فلسفه ـ سراسري 
  

vفرض كنيم   »2«ـ گزينه 1 x , u x   22 5 |در حالت كلي طبق نامساوي مثلث . 2 u v | | u | | v |  دهد  تساوي فقط زماني رخ مي. است

uاز طرفي عبارت . علامت باشند  همv و uكه  x 2 v  . باشدvبنابراين بايد . همواره مثبت است2 x x    
52 5 2 

 

  .   فرد استfدهيم كه تابع  ابتدا نشان مي »1«ـ گزينه 2
x x x x

x x x x

e e e e
f ( x) . f (x)

e e e e

 

 
  

     
2 2 2 2

2
1 1 1

 

fبنابراين  (x) وf ( x)ها صفر است قرينه يكديگر هستند و مجموع آن :  f (x) f ( x)    

logحال دقت كنيد كه  log log  11 2 f  : ؛ پس خواهيم داشت22 (log ) f ( log )   2 2  جواب 

 
fهاي  وقتي منحني  »4«ـ گزينه 3 (x) x x a  2 3 g(x) و 2 x x a   2اي به طول   در نقطهx بر هم مماس هستند، در آن نقطه داريم 

f (x) g(x) وf (x) g (x)  .  

  f (x) g(x) x x a x x a x x a
f (x) g (x) x x x

                       

2 2 23 2 2 4
2 1 2 3 4 4


 

xاز معادله دوم 1با جايگذاري در معادله اول،.  استa  fحال معادله خط مماس بر منحني. خواهد بود2 (x) x x  2 3 xرا در4 1نويسيم  مي :  
  y f ( ) 1 2 

 y x    2 3 1  

mشيب خط مماس   1در نتيجه معادله اين خط برابر است با. است :  y y m(x x ) y (x ) y x          2 1 3  
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xابتدا دامنه تابع   »1«ـ گزينه 4
f (x) ln

x






2
2

1
1

x  . كنيم را تعيين مي
x x

x


       



2 2
2

1 1 1 1
1

  

  . كنيم اش پيدا مي  را در دامنهfنقطه بحراني 
  f (x) ln ( x ) ln ( x )   2 21 1 

 
x x x

f (x) x
x x x

       
  2 2 4
2 2 4

1 1 1
  

  . كنيم  را در نقطه بحراني و دو سرِ دامنه بررسي ميfحال مقدار 

  
f ( ) ln ( )

f ( ) ln ( )

f ( ) ln ( )

 

 

 

  

   

1
1

1

 





 

) برابر با fبنابراين برد  , ] است .  
 

)vبا تقسيم صورت بر مخرج آن را به شكل .  دارد1حد مورد نظر فرم  »3«ـ گزينه 5 u)1درآورده، سپس از قاعده v uv( u) e1 كنيم استفاده مي .  

  n n n

n n n

n n (n n ) n n
L lim ( ) lim ( ) lim ( )

n n n n n n  

       
   

     

2 2 22 2
2 2 2

3 1 2 4 3 4 31
2 2 2

 

  : درجه خواهيم داشتترين ي بزرگ با استفاده از قاعده
n

n
n nn

n n n

n
L lim ( ) lim e lim e e

n


 

  
     

2
2 2

4
4

2
41   

 
      »2«ـ گزينه 6

  x x
a ay Arcsin (log ) Arcsin (log ) y

 
     2 2 

 
sin( y)x

alog sin ( y) x a


 

    2
2 

sinحال با توجه به آن كه  (y ) cos(y)


  2 خواهيم داشت :  cos yx a 

cos  : آيد ي به دست مf، تابع معكوس y و xبا تعويض نام  xf (x) a 1  
 

yخط نيمساز ربع دوم خط   »4«ـ گزينه 7 x  ها  اند؛ پس شيب آن خطوط مماس بر منحني با اين خط موازي. استm  1از طرفي شيب .  است

dy  : گيري ضمني داريم  مشتقبا. خط مماس بر منحني برابر است با مشتق در نقطه تماس x y
m

dx y x


  


2
2 

xبنابراين در نقاط تماس داريم y

y x


  


2 yپس12 x x y  2 y به عبارتي2 x .  

  : با جايگذاري در معادله منحني داريم
  y xx y xy x x     2 2 2 23 2 3 

 x x    2 3 3 

)A:نقاط تماس عبارتند از , )3 )Bو 3 , ) 3 3 .  

  | AB | ( ) ( )    2 22 3 2 3 24 2  فاصله خطوط مماس6

 

)cosابتدا توجه كنيد كه  »1«ـ گزينه 8 x) sin x

  2  بنابراينf (x) x sin x  .كنيم ا پيدا ميطول نقاط بحراني ر .  

  f (x) cos x cos x x k        1 1 2 

f  . كنيم نوع اين نقاط را مشخص ميyبا توجه به علامت (x) sin x f ( k ) sin( k )      2 2  

  .ها مشتق دوم صفر است همه نقاط بحراني، نقطه عطف هستند؛ زيرا در همه آن
 

A


B
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i    »2«ـ گزينه 9
z z z z z z

z
 

          12 21 33 1 3 3 1 2 

i مختلط،در دستگاه اعداد
z




3
xداريم.  است2 

3
yو2  

1
rبنابراين . 2   

1 3 14 Arg و4 z tan ( ) 
   1 1

63
 .  

 به صورتzپس نمايش قطبي 
i

z e




   .  است6
i iz e e cos( ) isin( )


         

18
18 36 3 3 1 

 
  . اند  هر كدام تا دو بار قابل استفادهA و F حرف متمايز داريم و H,E,L,S,AA,FF. 6: كنيم بندي مي حروف داده شده را دسته  »4«ـ گزينه 10

)  : دسته اول رمزهاي بدون حرف تكراري. شدتر با كنيم تا شمارش هر دسته ساده بندي مي  حرفي را دسته4رمزهاي  ) !6
4 4 

!  : ها برابر است با تعداد آن. اند  و دو حرف متمايز ديگر تشكيل شدهF و Fهايي كه از  دسته دوم آن
( )

!
5
2

4
2  

!  : ي قبل است ادشان مانند دستهاند كه تعد  و دو حرف متمايز ديگر تشكيل شدهA و Aهايي كه از  دسته سوم آن
( )

!
5
2

4
2  

!  : حرف برابر است با4هاي اين  تعداد جايگشت. شوند  ساخته ميA و A و F و Fدسته چهارم رمزهايي كه از 

! !

4
2 2  

!  :ها داريم بنابراين با جمع كردن تعداد آن ! !
( ) ! ( ) ( )

! ! ! !
        6 5 5

4 2 2
4 4 44 36 12 12 6 6 62 2 2 2    جواب  

 

yناحيه داده شده بين نمودارهاي   »3«ـ گزينه 11 sin x  و محورx ها(y ) هاي  كران. قرار داردx نيز به صورتx


 
2

9اند  داده شده.  

 sin x dx



2

9


  مساحت 

tبا تغيير متغير  x  داريمx t dxبنابراين . 2 t dt xو چون 2


 
2

9 پسt


  3.  t sin (t)dt


 3 2


 مساحت

  : كنيم حال با استفاده از جدول جزء به جزء انتگرال را حل مي

  
t sin (t)

cos(t)

sin (t)




2
2


 

 ( t cos(t) sin(t))



     2 2 33 3

  مساحت

 

fحجم حاصل از دوران منحني   »3«ـ گزينه 12 (x)
x x


2

1
1

] در فاصله  , t]2  حول محورxها برابر است با :  

  t t dx
V f (x) dx

x (x )
   


 2

2 22 2 1
 

A  : توان نوشت با استفاده از تجزيه كسرها مي B C D (A B C) x (A B D) x Cx D

x x xx (x )(x ) x x (x )(x )

      
    

    

3 2
2 2 2

1
1 11 1 1 1

 

A: با مقايسه صورت كسرها داريم B D , C , D     1 و A B C    .بنابراين :(A,B,C,D) ( , , , ) 
1 1 12 2 . 

  t x t
V ( ) dx ( ln ( ) ) ( ln( ) ln( ) )

x x x x t tx

 
           

    22
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1322 1 2 1 2 1 2 1 2 2 

tهرگاه  خواهيم داشت  :  
t
lim V ( ln ( ) ln( ) ) (ln ( ) )



      

1 1 11 3 3 12 2 2 2 
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  : كنيم از روش جزء به جزء استفاده مي. كنيم ابتدا انتگرال نامعين را حل مي  »1«گزينه ـ 13

  
u x du dx

sin x
dv dx v cos (x) sin(x)dx

cos x cos (x)



  

    3
3 2

1
2

 

  x sin xdx x
dx xsec (x) sec (x)dx x sec (x) tan (x) c

cos x cos (x) cos (x)
        2 2 2

3 2 2
1 1 1 1 1

2 2 2 22 2
  

]  : هاي بالا و پايين داريم با جايگذاري كران x sec (x) tan (x)]



   21 1 2 332 2 3 2

  جواب

 
بنابراين مثلث متساوي .  استaالاضلاع،  ضلع مثلث متساوي.  ها صحيح نيست هيچكدام از گزينهـ 14

aشود به ضلع  الاضلاع كوچكي كه در رأس بالاتر ايجاد مي

n
با كمك قضيه فيثاغورث ارتفاع اين . است 

  .دهيم  نشان ميhارتفاع آن را با. كنيم مثلث را حساب مي
a a

( ) h ( )
n n

 2 2 2
a پس2

h
n


22
2

3
a يعني4

h
n


3

2 . 

aمركز ثقل اين مثلث در ارتفاع 
h

n


1 3
3 aپس شعاع دايره كوچك.  از قاعده قرار دارد6

r
n


3

  . است6

aها  مساحت هر كدام از دايره
r

n


 

22
2

3
n  : ها برابر است با تعداد دايره. است36 (n )

n 
    

11 2 3 2 

n  : ها چنين است بنابراين مجموع مساحت دايره
n (n ) n (n ) a (n n)a

S r
n n

    
   

2 2 22
2 2

1 1 3
2 2 36 24

 

n  : ترين درجه خواهيم داشت ي بزرگ  با توجه به قاعدهnهرگاه
n n

a n a
lim S lim

n 

 
 

2 2 2
2 2424

 

a: بنابر قضيه فيثاغورث. كنيم  را نيز حساب ميaالاضلاع بزرگ به ضلع  ثلث متساويمساحت م
H ( ) a 2 2 2

H پس  2 a2 23
H و  4 a

3
2.  

Ha
a  23

2 ) قاعده) (ارتفاع (4
1
   مساحت مثلث2

nحال نسبت
n
lim S


  : شود  به مساحت مثلث بزرگ معلوم مي

n
n

a
lim S

a




 

   

2

2

424
3 24 3 6 3

4
W±X¶SeIv¶

  جواب

 
  : كنيم را يادآوري مي xeبسط مك لورن   »4«ـ گزينه 15

  
n

x

n

x x
e x

n! !




    

2
1 2

 

xبه ازاي  1داريم :  
n

e
n! ! !




      1 1 11 1 2 3

 

  : آوريم حال سري داده شده را با استفاده از اين تساوي به دست مي

n n n n n

n n
( ) ( ) e (e ) e e e

n! n! n! (n )! n! ! ! ! !
 

    

    


                    

    
1 1 1 1 1

2 1 1 1 1 1 1 1 12 2 2 1 1 1 2 1 2 1 11 2 3 2 3   

 
  

a aH

a

2
a

2



a

2n

a

nh
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sin  : از معادلات پارامتري داده شده داريم. بهتر است مسأله را از حالت پارامتري به دكارتي تبديل كنيم  »2«ـ گزينه 16 t y , cos t x 
1 1
3 3 

sinدانيم كه  مي t cos t 2 2 x بنابراين 1 y 
2 2
3 3 y  :توان نوشت پس مي. 1 ( x ) 

2 3
3 21 

 y ( )( ) x ( x )


   
1 2 1
3 3 23 2 12 3 

 
x

y x ( x ) x x ( x )
x

x x

          



24 2 1 1 1 2 1 33 3 2 3 3 3 2
3 4 2

3 2 3

1 1 1 11 13 3 3
3 1

 

xبينيم كه در مي   وx  1مقدار yدر همسايگي.  تعريف نشده استx   چه از چپ و چه از راست y پس در اين نقطه.  استy تغيير 
xاما در . دهد، يعني اين نقطه، نقطه عطف نيست علامت نمي 1 و x  1علامت yپس اين دو، طول نقاط عطف هستند. شود  عوض مي .  

 

)Aفاصله نقطه  »4«ـ گزينه 17 , , )1 2 xرا از صفحه 3 y z  2 2 |  : آوريم به دست مي 5 |
d

  
  

 
1 4 6 5 6 231 4 4

 

34بنابراين حجم آن .  واحد طول دارد4هر ضلع اين مكعب .  است2بنابراين نصف طول هر ضلع از مكعب برابر    .  است64

  
det  . كنيم از روش ساروس استفاده مي. آوريم  را به دست ميAابتدا دترمينان   »3«ـ گزينه 18 A ( )( ) ( ) ( )( )( )        2 2 1 3 2 1 2    

با ضرب اين ماتريس در. آوريم ها ماتريس كهاد را به دست مي نويسيم و با حذف هر سطر و ستون و محاسبه دترمينان  را ميAترانهاده اكنون 
det A

1 

  . آيد به دست مي A1ماتريس

  A

 
    
  

2 1
1 2 3
3 1




  

  . نويسيم  را به طور كامل ميA1اما ما.  كافي استA1براي حل اين تست يافتن سطر اول

  A
 
   
   

1
2 8 6

1 12 2 5 4
   

1با ضرب
هاي سطر اول عبارتند از  در ماتريس، درايه 2 1 4 3 .  

 

fدر تابع .  ها صحيح نيست كدام از گزينه هيچـ 19 (x, y) x y  2 47 ,x)كنيم  فرض مي 2 y) ( / , / ) 6 98 3 7 و (x , y ) ( , ) 7 3  . در
  : اين صورت خواهيم داشت

  (dx ,dy) (x x , y y ) ( / , / )     2 7      

 f (x , y )     7 2 4 77 3 2 128 2  

x)ي طه را در نقfهاي جزئي مشتق , y ) آوريم و ديفرانسيل كل  به دست ميfكنيم  را حساب مي :  

  x
x

f
( )( )(x y ) ( )

   
 2 4 6 677
2 14 14 1

7 64 327 2 7 128
 

 y
y ( ) ( ) ( )( )

f
( ) ( ) ( )( )(x y ) ( )

   
 

3

2 4 6 677
4 4 27 4 27 27

7 64 7 167 2 7 128
 

 x y
/ ( ) ( / ) / / / /

df f dx f dy
( )( )

         
2 27 7 1 27 26 13

32 7 16 16 16 16 8
          

/
f ( / , / ) f ( , ) df /   

136 98 3 7 7 3 2 2 1628
    
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zتوجه داريم كه. گيريم  مشتق ميxبت به از طرفين معادله نس  »3«ـ گزينه 20 z (x, y)تابعي از x و yاست :  

 x y x yy z z y
z xz e z z x e

x y x x ( x y)

  
         

   

2 22 2 2
2

22 5 2 2 2 22 2
  

)در نقطه  , , )1 2   :  خواهيم داشت1

  z z z z

x x x x

   
           

   
8 7 72 2 2 2 416 2 8   

 
  

  92رشته فلسفه ـ سراسري 
  

 1 ـ دامنه تابع با ضابطهx
f (x) cos(sin x) Arcsin

x


 

21
  كدام است؟  2

1 ([ , ]11  2 ({ , }11  3 (( , ]1  4 ({ , }
 
4 2  

 2 اگر ـx
x

 
3 x باشد، حاصل 2

x
4

4
   كدام است؟ 81

1 (16  2 (14  3 (14-  4 (16-  
 3ي  ـ با استفاده از حروف كلمه»DELAVARAN «توان ساخت؟  چند رمز عبور چهار حرفي مي  

1 (876  2 (916  3 (945  4 (1 44  

 4 ـ در تابع با ضابطه
x x ; x

f (x) x ; x

x x ;x

  


  


 

2

3

2 2
3 2 3

6 3
f، مقدار  ( log )  21    كدام است؟ 512

1 (3  2 (6  3 (7  4 (24  
 5 ـ حاصل

n
lim (n n n )


 3 2   كدام است؟ 3

1 (
1
1) 3  صفر) 2  3

3  4 (  

 6 عبارت ـ حدsin x x

x x2 3
xوقتي   كدام است؟   

2) 2  صفر) 1
3  3 (1  4 (  

 7    ـ نمودار تابعf (x) x x 2 g(x) با يك انتقال به نمودار تابع        2 x x 2 به f واقع بر نمودار 5اي به طول   اين انتقال نقطهدر. شود  منطبق مي  6
  شود؟ اي با كدام مختصات منطبق مي نقطه

1 (( , )2 16  2 (( , )1 7  3 (( , )   4 (( , ) 1 5  

 8 دلات دو منحني به معاـy ax b ln x 2 و y ( x )
x

 21 x در نقطه 153     كدام است؟ bمقدار . اند مماس برهم 1
1 (2-  2 (1-  3 (1  4 (2  

 9 ـ اگرxy x e  باشد، مقدار d x

dy

2
) در نقطه 2 ,    كدام است؟ 1(

1 (
1
8  2 (

1
4  3 (1

8  4 (1
4  

 10 نسبت تغييرات ـx

x



2

2 x به تغيير 1 x2 در حوالي نقطه x     كدام است؟ 1

1 (
1
3  2 (

2
3  3 (

1
6  4 (

2
9  

 11نيمم تابع با ضابطه  ـ ميf (x) x x  3 3    كدام است؟ 1
1 (3 4  2 (1  3 (3 2  4 (3 3  
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 12 تابع با ضابطه ـf (x) x x x   6 4 23 3    چند نقطه بحراني دارد؟ 4
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 13 ـ مقدار تقريبي عددArctan( / )


 3 97   كدام است؟ 4
1 (/ 3    2 (/ 3    3 (/ 4    4 (/ 5    
 14 مساحت ناحيه محدود به منحني ـy a x a :a    ل كدام است؟و نيمساز ناحيه او   

1 (1
3  2 (1

6  3 (a
1
3  4 (a

1
2  

 15 طول قوس منحني به معادله ـx t sin t , y cos t   از نقطه نظير t   تا t   كدام است؟   
1 (2  2 (3  3 (4  4 (8  
 16 ـ كمترين مقدار تابع با ضابطهf (x) max{| x |,| x |} 2    كدام است؟ 1

1 (1
3  2 (1

2  3 (2
3  4 (3

2  

 17 ـ اگر

x

f (x) sin t. ln ( t)dt  ، آنگاه 1
x

f (x)
lim

x    كدام است؟ 3

1 (1
2  2 (1

3  3 (
1
2  4 (

1
3  

 18 ـ به ازاي كدام مقدارa ماتريس A a

a

 
   
  

1 2 1
1 4

4 3
  نيست؟پذير   معكوس

1 (,4 3  2 (,3 4  3 (,2 3  4 (,4 1  
 19 ترين و دورترين نقاط رويه  نزديكـx y z x  2 2 2 A از نقطه 1 ( , , )8 4    كدام است؟ 12

1 (,6 15  2 (,6 16  3 (,7 16  4 (,8 18  

 20 اگرـ x yx
z y e

y
 

2 2 x و2 s r  y و 22 (r )s 1 مقدار ،z

r




s به ازاي   r و 1     كدام است؟2

1 (12  2 (1  3 (9  4 (8  

  92پاسخنامه رشته فلسفه ـ سراسري 
  

x،sinازابتدا به اين مطلب توجه كنيد كه براي هر مقدار   »2«ـ گزينه 1 (x)  1 sinبنابراين.  است1 (x)
 

  2 cos(sinو در نتيجه 2 x) 

xي تابع پس كافي است دامنه. است
Arcsin ( )

x

 21
xدر اين تابع بايد كسر.  را تعيين كنيم2

x

 21
با جدا كردن . داشته باشد+ 1 تا -1 مقاديري بين 2

  . كنيم هاي مثبت و منفي حوزه تعريف تابع را مشخص مي بخش

xباشد، از xاگر 

x


 

21 12 داريم:x x 21 2 .  

 x x (x ) x        2 21 2 1 1   

xپس  1ي   تنها عضو دامنه در ناحيهx   به همين ترتيب اگر . استx   باشد، داريم:x

x


  

211 2 توان نوشت  پس مي :  

  x x x x (x ) x             2 2 22 1 1 2 1 1   

xپس   1 ي تنها عضو دامنه در ناحيه x   بنابراين . استfD { , } 11. 

xبا امتحان كردن اعدادي مانند : روش كوتاه 1 وx    وx  1  در تابعf شود كه  مشخص مي1 در دامنه  f  قرار دارند؛ اما صفر در دامنه
  . شوند رد مي) 2(ها به جز گزينه  به اين ترتيب همه گزينه. نيست
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  : كنيم اي استفاده مي از اتحاد مربع دو جمله  »3«ـ گزينه 2

  x (x ) x x
x x x x

            2 2 2
2 2

3 3 9 92 4 6 4 2 

x)  : ه از همان اتحاد خواهيم داشتبا استفاده دوبار ) x x
x x x

         2 2 4 4
2 4 4

9 81 814 18 4 14  

 
  : كنيم بندي مي حروف داده شده را دسته  »4«ـ گزينه 3

  D , E , L , V , R , N , AAA 
هايي كه حرف تكراري ندارند و يك  ه اول آندست. اند  حرفي سه دسته4رمزهاي . توان سه بار استفاده كرد  ميAهفت حرف متمايز داريم و از حرف

!  : ها برابر است با تعداد آن.  حرف متمايز داده شده هستند7 حرفي از بين 4جايگشت 
( ) !

!
7

4
74 3 

ها  تعداد آن. اند شوند، ساخته شده  حرف انتخاب مي6ز ديگر كه از بين در كنار دو حرف متمايA وAدسته دوم رمزهايي هستند كه از دو حرف
  : برابر است با

  ! !
( )

! ! !
6

2
4 6
2 2 2    

!  : تعداد اين دسته برابر است با. شوند  و يك حرف ديگر ساخته ميA حرف3و دسته سوم از 
( )

!
6

1
4 243  

!  :  دسته3واب برابر است با مجموع اين در نتيجه، ج !

! ! !
     

7 624 24 84 18 1 443 2 2     

 
با توجه به آن كه   »4«ـ گزينه 4 9512 log  :  است داريم2 ( )2 512 9 

xبنابراين  log ( )  21 512 1 .دانيم كه  حال ميx3 است پسf (x) x x 3 fو 6 (x) x  23 xو با جايگذاري 6  1داريم :  
  f ( )   1 3 6 24   

 

B  : ها داريم  بنا بر قانون هم ارزي راديكالnوقتي   »3«ـ گزينه 5
An Bn Cn D A (n )

A
   3 3 2 3

3 

n: ينبنابرا n (n )   3 23 1
3و با استفاده از اين هم ارزي خواهيم داشت  :  

n
L lim n (n )


   

1 1
3 3  

 

sin خواهيم داشت uهرگاه   »3«ـ گزينه 6 (u) u .بنابراينsin( x x ) x x x
3
4 .ه از قانون كمترين در مخرج كسر نيز با استفاد

  : درجه داريم

  x x x x x x   
3 3 3

2 3 2 2 2 4 

  : كنيم با توجه به موارد فوق حد را حساب مي
x

x
lim

x


 

3
4
3
4

1


  جواب 

 
yدر اين صورت نمودار.  واحد در جهت عمودي انتقال داده باشيمb واحد در جهت افقي وa راfفرض كنيم نمودار تابع  »2«ـ گزينه 7 f (x a) b   به 

fطبق فرض. آيد دست مي (x a) b g (x)  توان نوشت بنابراين مي.  است :  
  (x a) (x a) b x x     2 22 6 

 x (a ) x a a b x x      2 2 22 1 2 6 
  : واهيم داشتاز تساوي طرفين خ

  
(a )

a a b

  


  
2
2 1 6

2 
 

aپس   4وb  8هر نقطه از نمودار.  استf ،4 اي به طول در نقطه.  واحد به پايين منتقل شده است8 واحد به چپ وx   fواقع بر منحني5
yداريم    25 1 15 .ي نقطه( , )5 )ي  به نقطه15 , )1   .  منتقل شده است7
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fهاي وقتي منحني  »2«ـ گزينه 8 (x) ax bln x 2 وg(x) ( x )
x

 21 xي  در نقطه153 1بر هم مماس باشند، خواهيم داشت  :  

f ( ) g ( )1 f و 1 ( ) g ( ) 1 1 .  

  b
f (x) a x , g (x) ( x )

x x
     2

1 12 13  

  f ( ) g ( ) a

f ( ) g ( ) a b

  
     

1 1 2
1 1 2 3 

(a,b):بنابراين ( , ) 2 1. 

  
xا فرض آن كه بريم و ب همه عبارات را به يك سمت مي  »1«ـ گزينه 9 x (y)تابعي برحسب yباشد، از طرفين نسبت به yگيريم مشتق مي.  

  yx x
x

y x e x x e x
e

          


11
1

   

  : گيريم  مشتق ميyحال يك بار ديگر نسبت به 
x

x

x e
x

( e )

 
 21

 

xي  در نقطه  داريم  :x , x   
1 1
8 d:.به عبارتي. 2 x

dy
 

2
2

1
8.    

 

xنسبت تغييرات  »4«ـ گزينه 10
f (x)

x





2

2 g(x) به تغييرات1 x x 2برابر است با  :  df f (x)dx f (x)

dg g (x)dx g (x)

 
 

 
 

df  : ها داريم مشتقي  با محاسبه ( x )

dg x
x






2
3

2 1
12

2

 

xدر  1 خواهيم داشت :  df

dg
 

2
9  

 
  : آوريم ابتدا نقاط بحراني را به دست مي  »1«ـ گزينه 11

 f (x) x (x ) x (x )
x (x )

         


3 2 2 2 23
3 2 23
1 1 1 1

3 3 1
 

 x x x x x         2 2 12 1 2 1 2 

xي بحراني  نها نقطهت  
1
f  . كنيم  را در اين نقطه حساب ميfمقدار.  است2 ( )          

2
333 3 31 1 1 12 2 42 2 2 2 

 همان fبنابراين كمترين مقدار. فر است برابر با صx وقتي fترين درجه، حد توجه كنيد كه بنابر قانون بزرگ 3   .  است4
 

  . كنيم هاي آن را تعيين مي  را گرفته و ريشهfمشتق   »3«ـ گزينه 12
  f (x) x x x x (x x ) x (x )         5 3 4 2 2 26 12 6 6 2 1 6 1  

fهاي ريشه ارتند از عبx   .  نقطه بحراني است3 داراي fپس. x و 1
 

fفرض كنيم  »4«ـ گزينه 13 (x) Arc tan ( x )


 3
xي  در نقطه.  باشد4  1 داريم :  f ( )

 
   1 4 4  

dx را در اين نقطه و به ازايfمقدار ديفرانسيل  / 3 آوريم  به دست مي :  /x
dx f (x) dx dx ( / ) /

x
    



3 2

3 2

1
1 13 3 56 21

      

f  : بنابراين خواهيم داشت ( / ) f ( ) df /   97 1 5      

 مشتق نسبت به
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yي اول خط  نيمساز ناحيه  »2«ـ گزينه 14 x نقاط برخورد آن را با منحني . استy a x a  كنيم  حساب مي :  
  a x a x x a x a       

xبنابراين يا  a   است يا x a 1پس .  استx a يا x a 1 .يه مورد نظر داريمدر ناح :  
  a x a  1 

yو ناحيه داده شده بين خط  x و منحني y a x a  قرار دارد  .  

  a

a

ax (a ) a
(a x a x) dx (ax (x a) ) a (a ) a

a

  
               

3 2 2 21 22 12 2 1 113 2 3 2 2 6 مساحت  

 

bهاي پارامتري از فرمول  طول قوس منحني  »4«ـ گزينه 15

a
L x y dt   2   . آيد  به دست مي2

  L ( cos t) sin t dt cos t sin t cos t dt
 

 
       2 2 2 21 1 2 

 
t t t

cos t dt ( cos t) dt cos ( ) dt cos( )dt sin ( )
   

   


         

    22 2 2 1 4 2 4 4 4 82 2 2 

  : كنيم كه يادآوري مي: توجه

  t
cos (t) cos ( )  21 2 2 

 
t

cos(t) sin ( )  21 2 2  

 
fكمترين مقدار تابع   »3«ـ گزينه 16 (x) max{| x |,| x |} 2 پس نقاط برخورد .  اين دو تابع با هم برخورد كننددهد كه اي رخ مي  در نقطه1

y | x | y و 2 | x | 1آوريم  را به دست مي :  
  | x | | x | x (x )     2 1 2 1 

xاگر  x 2 x باشد، داريم 1 1 . اگرx x  2 xباشد، داريم1  
1
  . كنيم را در اين دو نقطه تعيين ميfمقدار . 3

  f ( ) max{ , } 1 2 2 2 

 f ( ) max{ , }  
1 2 2 2
3 3 3 3 

2 برابر باfبنابراين كمترين مقدار
  .  است3

 

fبا توجه به آن كه   »2«ـ گزينه 17 ( ) sin t .ln ( t)dt   1


  است، پس حد داده شده فرم مبهم


  : كنيم از قاعده هوپيتال استفاده مي. دارد

  
x x x

f (x) f (x) sin x ln ( x)
lim lim lim

x x x  

 
 3 2 2

1
3 3  

 

sinهاي  حال از هم ارزي x x و ln ( x ) x1  كنيم استفاده مي :  
x

x.x
lim

x
 2

1
33

    جواب حد

 
  : كنيم از روش ساروس دترمينان را حساب مي.  صفر باشدAپذير نباشد، لازم است دترمينان   معكوسAبراي آن كه   »1«ـ گزينه 18

  det A a a a a a (a a )              2 2 232 3 4 2 12 2 2 24 2 12  

 a a (a )(a )       2 12 4 3  

aبه ازاي  a و3  4دترمينان صفر است  .  
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f  :  برابر است باAتابع فاصله از نقطه  »4«ـ گزينه 19 (x ) (y ) (z )     2 2 28 4 12 

Fتوانيم فرض كنيم  مي f (x ) (y ) (z )      2 2 2 28 4   . تعيين كنيمg را با قيدF است و نقاط بحراني12

  yx z

x y z

FF F (x ) (y ) (z ) x y z

g g g x y z x y z

     
         

 
2 8 2 4 2 12 8 4 12
2 1 2 2 5

 

 
x

y(x ) (x )(y ) , z (x ) (x )(z ) y , z x


            
4 28 5 4 8 5 12 4 23

  

x  : داريمgبا جايگذاري اين روابط در شرط 
x ( ) ( x ) x


    2 2 24 2 4 2 13

     

x  : رسيم  ي درجه دوي مقابل مي  با انجام محاسبات به معادله x  2169 169 4     
x  :نويسيم تر باشد، ضرايب را به صورت تجزيه شده مي  سادهي  كه محاسبه   براي آن x    2 2 2 313 13 1 4 1    

( )            4 2 2 3 2 2 2 2 2 2 213 1 4 1 13 13 1 13 4 1 13 1 9      

بنــابراين    13 1 3 39 ي درجــه دو عبارتنــد از هــاي معادلــه  و ريــشه:x ,
( )


 

169 39 5 8
2 169 13 13
    . بــا توجــه بــه آن كــه پــيش از ايــن

xديديم
y




4 2
3
و z x 4 2ي بحراني زير را براي توان دو نقطه  ميFد پيدا كر:C( , , )

8 2 6
13 13 13
  وB( , , ) 

5 2 6
13 13 13
  .  

F(C).كنيم  حساب ميB وCي  را در دو نقطهFمقدار  F(B) و64  324.  
f  : برابر است باAي  دام از اين نقاط از نقطهي هر ك  بنابراين فاصله (C) F(C)  64 8              f (B) F(B)  324 18  

 
  : كنيم اي استفاده مي ي زنجيره از قاعده  »1«ـ گزينه 20

  x y x y x yz z x z y x x
( y e )( r) ( ye y e )(s)

r x r y r y y

      
        

    

22 2 2 2 2
2

2 2 2 2 

(r,s)به ازاي  ( , ) 2 y: داريم1 , x  1 z  : توان نوشت بنابراين مي. 2
( )( ) ( ) ( )

r


        


4 1 4 4 2 2 1 12  

 
  93رشته فلسفه ـ سراسري 

  

 1 ـ خلاصه شدهtan x(x ) sin (x x )    1 1 21   برابر كدام است؟  1

1 (
3  2 (

2  3 (2
3  4 (3

4  

 2 حاصل ـ
n

n
lim ( x)( x )( x ) ( x )


   2 4 21 1 1 x به ازاي 1 
1
   كدام است؟2

1 (3  2 (2  3 (9
4  4 (5

2  

 3 ـ اگرg (x) log ( x) , f (x) x [ x]    2 1   كدام است؟ gof برد تابع 3
1 ([ , )2  2 (( , ]2  3 ([ , )1  4 (( , ]1  
 4 اگر ـf (x) x x  6 باشد، نمودار تابع f 1 محور yكند؟  ها را با كدام عرض قطع مي  

1 (2 3  2 (3  3 (3  4 (2  

 5 عبارت ـ حدx x ln( )
x

 2    كدام است؟ x وقتي 11

1 (  2 (1) 3  صفر
2  4 (2  

 6 ـ نمودار تابع با ضابطهx [x] ; [x]
f (x)

[x] x ; [x]


 

 1
Z»p
jo 

   چگونه است؟ 

  2پيوسته با دوره تناوب ) 4  1پيوسته با دوره تناوب ) 3  2ناپيوسته با دوره تناوب ) 2  1ناپيوسته با دوره تناوب ) 1
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 7 ـ اگرf (x) x( x )


 
1

2 g(x) و  21 x( x )


 
1

2 f باشند، آنگاه 21 (x) .g (f (x))  برابر كدام است؟   
1 (1  2 (x  3 (x 21  4 (x 21  
 8 اگر ـ x y 2 225 y باشد، حاصل 1 y   است؟   برابر كدام 3

1 (/ 12  2 (/ 16  3 (/ 18  4 (/ 24  

 9 تعداد نقاط تلاقي نمودارهاي دو تابع ـx
y

x





3

y و 4 | x |  2    كدام است؟ 3
  1) 4  2 )3  3) 2  صفر ) 1

 10 ـ اگرz
z

 
1 z1 باشد، آنگاه z و 3    كدام است؟ 2

1 (2  2 (1  3 (1  4 (2  

 11 عبارت ـ حدx(tan )
x


1

   كدام است؟ x4 وقتي 4

1 (
e8
1  2 (

e4
1  3 (

e


8  4 (

e


4  

 12 اي كه تقعر منحني به معادله در بازهـy x x x  4 3 28 1   آن چگونه است؟  رو به پايين باشد، جهت تغييرات 8
  نزولي) 4  صعودي) 3  ابتدا نزولي بعد صعودي ) 2  ابتدا صعودي بعد نزولي) 1
 13 ـ مجموعه نقاطS {(x,y) z :| x y | , | x y | }     2 2    داراي چند عضو است؟ 2

1 (12  2 (13  3 (14  4 (15  

 14ـ اگر


x dx
A

x



21

41
dx باشد، آنگاه حاصل

x



 41 1
   كدام است؟ 

1 (A 1  2 (A1  3 (
A

1  4 (A  

 15 مساحت ناحيه محدود به نمودار تابعـf (x) ln x
x

 2
xها و خطx و محور1 e كدام است؟   

1 (e

e

2  2 (e

e

1  3 (
e

2  4 (
e

1  

 16 طول قوسي از منحنيـy ln xبين دو نقطه نظير x  x و3  2   ، كدام است؟ 2

1 (ln
1 3
2 2  2 (ln

1 2
2 3  3 (ln

21 3  4 (ln
1 31 2 2  

 17 در تابع دو متغيريـy
u ln(x y ) Arc tan

x
  2 u مقدار 2 u

x y

 


 

2 2
2 ) در نقطه 2 , )1   كدام است؟ 2

1) 2  صفر ) 1
5  3 (2

25  4 (4
25  

 18 مقدار تقريبي عددـ ( / ) ( / ) ( / ) 3 2 23 1 95 2 3 4 1    با كمك ديفرانسيل كدام است؟ 3

1 (
43 27    2 (

43 27    3 (
23 9   4 (

23 9   

 19 صفحه قائم بر منحنيـ(c) به معادله z x y

x y z

  


  

2 3

2 3 1
) در نقطه  , , )3 2   كند؟  قطع ميها را با كدام طول x محور 1

1 (9
5  2 (11

5  3 (8
3  4 (11

3  

 20 ـ اگرA

 
   
  

2 3 1
1 4

5 2



AXطه  در رابX و ماتريس و عدد ثابت X صدق كنند، آنگاه مقادير شود؟   از كدام معادله تعيين مي  

1 (    3 22 41  2 (    3 21 51  3 (    3 15 32  4 (    3 22 19  
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  93 ـ سراسري پاسخنامه رشته فلسفه  
  

    »2«ـ گزينه 1
xدر عبارت . موضوع اصلي در اين سؤال دقت كردن به دامنه است: روش اول (x )1 بايد x (x ) 1 باشد پس x x 2 از طرفي در .  است

sinتابع  (x x )  1 2 x بايد 1 x    21 1 xبنابراين لازم است.  باشد1 x   22 بينيم  با كنار هم گذاشتن اين دو شرط مي.  باشد
xكه در اين عبارت  x 2 به اين ترتيب داريم.  خواهد بود:  

  tan ( x x ) sin (x x ) tan ( ) sin ( )     
        1 2 1 2 1 11 1 2 2  

xپس مسأله را در حالت خاص . است xجواب مستقل از : روش دوم   به ازاي . كنيم حل ميx   داريم :  

  tan ( x x ) sin (x x ) tan ( ) sin ( )    
      1 2 1 2 1 11 1 2  

  . درست است) 2(بنابراين گزينه 
xتوانيد همين جواب را به ازاي  همچنين مي  1 ريدبه دست آو .  

 
)با ضرب صورت و مخرج در   »2«ـ گزينه 2 x)1 آيد اي از اتحادهاي مزدوج به وجود مي  زنجيره :  

  
n

n

n n

( x)( x)( x )( x ) ( x )
L lim ( x)( x )( x ) ( x ) lim

( x) 

    
     



2 4 22 4 2 1 1 1 1 11 1 1 1 1
 

 

n

n

( x )( x )( x ) ( x )
lim

( x)

   




2 2 4 21 1 1 1
1


 

  : رسيم زير ميبنديم تا در نهايت به كسر  به همين ترتيب در صورت كسر اتحادهاي مزدوج را به كار مي

  
n n n

n n

( x )( x ) x
L lim lim

( x) x



 

  
 

 

12 2 21 1 1
1 1 

xحال از آنجا كه  
1
 است،  2

n

n
lim x x ( ) 


  2 1

2  .پس جواب حد برابر است با :  L


 


1 211 2

  

 
uدانيم كه  مي  »1«ـ گزينه 3 [u] u  1 بنابراين. استx [ x] x     1 .با افزودنxبه طرفين داريم x [ x]   1 به عبارتي 

f (x)  1با محاسبه تركيب دو تابع داريم.  است :  gof (x) g (f (x)) log ( f (x))  2 1 3   

f (x) 1 بنابراين f (x)  3 3 و از اينجاf (x)  1 1 3   :  بگيريم، خواهيم داشت2 و اگر از طرفين لگاريتم در مبناي 4
  log ( ) log ( f (x)) log ( )  2 2 21 1 3 4 

gof  : به عبارتي (x) 2  
 

fخواهيم محل برخورد نمودار مي  »3«ـ گزينه 4 1با محور yروي محور . ها را پيدا كنيمy هاx   فرض كنيم نقطه مورد نظر نقطه . است( ,b) 
fاگر. باشد 1از نقطه( ,b)بگذرد، نمودار fاز نقطه (b, )گذرد، يعني  ميf (b)  است .  

  f (b) b b b b b b b b             6 6 6 2 6 3  
) از نقطهfنمودار  , )3 گذرد و نمودار  ميf 1 از نقطه ( , )3 .  

 

uتوانيم از هم ارزي   ميuوقتي   »3«ـ گزينه 5
ln ( u) u 

2
1 2در اين سؤال وقتي.  استفاده كنيمxداريم  :

x


1 بنابراين  :  

  ln ( )
x x x

  2
1 1 11

2
 

  
x x

L lim x x ( ) lim x x
x x 

      2
2

1 1 1 1
2 22

 

lnبسط مك لورن : توجه ( u)1چنين است  :  
n

n

n

u u u
ln ( u) ( ) u

n




      


1 2 3

1 1 1 2 3
  



  

 174

94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

x]زوج باشد، در اين صورت  [x]فرض كنيم   »4«ـ گزينه 6 ]1فرد است  .  
  f (x) x [x]  

 f (x ) [x ] (x ) [x] x [x] x             1 1 1 1 1 1 1 1 

fبينيم كه  مي (x ) f (x) 1 .بنابراين دوره تناوبfشوند رد مي) 3(و ) 1(هاي  گزينه.  برابر با يك نيست .  
x در   fپيوسـتگي .  به وضوح پيوسته اسـت     fدر اعداد غيرصحيح،  . كنيم   را بررسي مي   fحال پيوستگي    1     دقـت كنيـد كـه اگـر        . كنـيم    را بررسـي مـي

[x] , x  1 [x] عددي فرد است و اگر 1 , x   1عددي زوج است  .  
  f ( ) [ ]   1 1 1 1 1 

 f ( ) [ ]    1 1 1 1 1 

 f ( ) [ ]   1 1 1 1 

x درfحال پيوستگي    .كنيم  را بررسي مي2
  f ( ) [ ]  2 2 2   

  f ( ) [ ]   2 2 2   
  f ( ) [ ]    2 1 2 2   

  .  پيوسته است برfگيريم  نيز هست، نتيجه مي2 پيوسته و داراي دوره تناوب 2 و 1 در اعداد صحيح fبا توجه به آن كه 
  : ايم  را نيز رسم كردهfبراي فهم بهتر موضوع نمودار

 
fعبارت  »1«ـ گزينه 7 (x).g (f (x))  برابر است با مشتق تابع y g(f (x)) .گيريم آوريم و بعد از آن مشتق مي ابتدا اين تركيب را به دست مي .  

  x x
y g(f (x)) f (x)( f (x)) x ( x ) ( x ( x ) ) x

x x x
xx

            
 




1 1 1
2 2 2 2 12 2 2

2 2 2
22

1 11 1 1 1
11 11 11

 

  
y: بنابراين جواب برابر است با 1.  

 

xداريم   »2«ـ گزينه 8 y   2 225 xگيري ضمني  با مشتق. 1 x
y

y y
    

2
5   . گيريم يك بار ديگر از طرفين مشتق مي. 25

  y y x
y

y

   2 2
25 25

25
 

  :  و ساده كردن عبارات داريمyبا جايگذاري 
x

y x
y xy

y
y y


    

2 2
2 2 2 3

25 25
25 25

 

y :به اين ترتيب x
y y

  
2 23

2
25

25
y  :  كه با توجه به صورت سؤال برابر است با y /

        3
2

1 4 162525
  

 

xدامنه تابع   »4«ـ گزينه 9
f (x)

x





3

]ي  بازه4 , )3 x باشد يا x4اگر .  است4 x.  باشد، عبارت زير راديكال منفي است3   هم ريشه 4

xي به دست آمده داريم  در دامنه). توانيد از جدول تعيين علامت هم استفاده كنيد مي(مخرج است   3توان نوشت  بنابراين مي :  
  g(x) | x | (x ) x       2 3 2 3 5 

y g (x) يك خط راست است با شيب منفي و كسر هموگرافيكx
y

x





3

] در بازه gو fبنابراين رسم نمودارهاي.  نيز تابعي يكنوا است4 , )3 4 
  . آسان است

f ( ) f ( )

g ( ) g ( )

 



  

 

3 4
3 2 4 1

 

 
  . بينم كه فقط يك نقطه برخورد وجود دارد مي

 

1

1 201

2

1

3 4



f

g
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i    »3«ـ گزينه 10
z z z z z z

z
  

          12 21 33 1 3 3 1 2 

zاعداد مختلط  i 
3 1

2 rي   داراي اندازه2   
3 1 14 y و آرگومان 4

tan ( ) tan ( )
x

   
   1 1 1

63
 به zنمايش قطبي.  هستند

صورت 
i

z e




   : بنابراين خواهيم داشت.  است6

  
i iz e e cos( ) isin ( )


          

12
12 26 2 2 1  

 

tanدانيم كه مي  »1«ـ گزينه 11 ( )


14، بنابراين حد داده شده فرم1 پس از قاعده حدي. داردg(x) g (x)(f (x) )f (x) e 1 كنيم ستفاده ميا .  

 
(tan ( ) )

x x
x

L lim e








1 14

4
 

  : آوريم ابتدا حد نما را به دست مي
x x

( tan ( ))tan ( )
xHOPx xlim lim ( )

x 

     
    



2
2

4 4

11
1 14 1 16 8 

L  : بنابراين جواب حد برابر است با e
e





 8

8
1  

 
yهرگاه   »3«ـ گزينه 12  باشد، جهت تقعر رو به پايين است  .  y x x x  4 3 28 18 

 y x x x x (x x )      3 2 24 24 36 4 6 9 

 y x x (x x )      2 212 48 36 12 4 3 

yبا تجزيه به عوامل اول  (x )(x )   12 1 )ي  پس در بازه.  منفي استyي بين دو ريشه علامت در فاصله . 3 و 1هاي آن عبارتند از  ريشه. 3 , )1 3 
yداريم yي با دقت به ضابطه.  دقت كنيمyدر اين بازه بايد به علامتyبراي بررسي تغييرات. تقعر منحني رو به پايين است x (x )   24 در . 3

)ي  بازه , )1 x همواره 3  است؛ بنابراين y يعني در اين فاصله منحني.  استyصعودي است .  
 

,x)توجه كنيد كه   »2«ـ گزينه 13 y) 2يعني xوyاعداد صحيح باشند  .  
| x y | x y

| x y | x y

      
      

2 2 2
2 2 2 

xخطوط  y  xو 2 y  2 و x y  x و 2 y  2كنيم  را رسم مي . 

,x)نقاطي مانند y)ي بين  يم كه مختصات صحيح داشته باشند و در ناحيهخواه  را مي
  .اين چهار خط قرار بگيرند

  
  

 
 

  .  نقطه با مختصات صحيح وجود دارد13گيرد و روي مرزهاي آن؛ در مجموع  در ناحيه لوزي شكلي كه بين اين خطوط قرار مي
 

x:طبق فرض  »4«ـ گزينه 14 dx
A

x





21
41

dxم خواهي حال مي.  است
I

x





 41 1

احتياج به تغيير متغيري داريم كه .  پيدا كنيمA را برحسب

tاين كار توسط متغير.  تبديل كند و1هاي   را به كران و1هاي  كران
x


x وقتي. شود م مي انجا1 1،باشد t 1است و وقتي x داريم :

t  .همچنينt
x


x پس1

t


dt و1
dx

t
    :  تغييرات داريمبا انجام اين. 2

  
dt

dx t dt t dttI A
x t t

t




    
  

   
2 22 1

4 4 41 1 1
4

1

11 1 11
 


 


























x y 2  

x y 2 

x y 2 

x y 2  
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b  : شود جا شوند، حاصل قرينه مي هاي انتگرال جابه هرگاه كران: يادآوري a

a b
f (x)dx f (x)dx  

 

yها، خطِ xمحور  »1«ـ گزينه 15  ين دو تابعبنابراين ناحيه مورد نظر ب.  استy   وy ln x
x

 2
xخط.  قرار دارد1 eهاي  يكي از كرانx را 

  . آيد  از محل برخورد دو منحني به دست ميxكران ديگر. كند مشخص مي

ln x ln x x
x

    2
1 1  

x: بنابراين e 1. 

e
ln xdx

x
 21

  مساحت1

tبا فرض  ln x داريم tx e و tdx e dt . همچنين درx e داريم t 1 و به ازاي x 1 داريم t  .  

  t t
t

t e dt t e dt
e

  
1 1

2
1

 
 مساحت 

  . كنيم از روش جزء به جزء با كمك جدول، انتگرال را حل مي

t t e
( te e )|

e e
  

      1 2 مساحت                                               21

t

t

t

t e

e

e







1  

 

yطول قوس منحني  »4«ـ گزينه 16 f (x)در بازه [a,b]برابر است با b

a
L y dx  xدر اين سؤال. 21 3 2 yو2 ln xاست  .  

  x
L ( ) dx dx

x x


   

22 2 2 22
23 3

1 11 

uبا تغيير متغير x  xبه ازاي. دهيم  ادامه مي21  2 u داريم2  9 x و به ازاي3  uداريم 3  uهمچنين از رابطه  . 2 x  21 

xداريم u 2 2 x، پس 1 u 2 u و از اينجا 1
dx du

u


2
2

2 1
 .  

  : به اين ترتيب خواهيم داشت

  x u u u (u )
L dx du du du ( ) du

x u u uu u

  
     

   
    

2 2 22 2 3 3 3 3
2 2 2 23 2 2 2 22 2

1 2 1 1 11
1 1 11 2 1

 

  :با تجزيه كسرها داريم
(u )(u ) u uu

  
   2

1 1
1 1 2 2

1 1 1 11
 

 
u

L ( )du (u ln ( )) ln ( )
u u u


      

  
3
2

31 1 1 1 1 1 1 31 122 1 2 1 2 1 2 2  

 
  : آوريم مرتبه اول را به دست ميمشتقات جزئي   »1«ـ گزينه 17

  
y

y

u x x y x yx
x x y x y x y x y

x


  

    
    


2

2
2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2

1
 

 
y

u y y x y xx
y x y x y x y x y

x

 
    

    


22 2 2 2 2 2 2 2

2

1
2 2 2

1
 

2
1

y ln x
x



e1



  

 177

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    94 ـ 91ارشد رياضي عمومي سؤالات 

  : گيري دوباره خواهيم داشت با مشتق

  u (x y ) y( y x)

y (x y )

   


 

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2                           u (x y ) x ( x y)

x (x y )

   


 

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2
 

u  : توان نوشت با جمع كردن اين دو عبارت مي u (x y ) x y

x y (x y )

    
  

  

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

4 4 4  

,x)در هر نقطه y)جواب صفر است  .  
 

fكنيم فرض مي  »3«ـ گزينه 18 (x, y,z) x y z  3 2 23 ,x)ي داده شده داريم در نقطه.  باشد2 y,z) ( / , / , / ) 1 95 3 4 1 3  .ي  نقطه
(x , y ,z ) ( , , ) 2 3 1  نيمك  را به عنوان نقطه شروع انتخاب مي .  

  (dx,dy,dz) (x x , y y ,z z ) ( / , / , / )      5 4 3         

x  : كنيم  را حساب ميfديفرانسيل كل y zdf f dx f dy f dz   

  : آوريم   شروع به دست مي  را در نقطهfهاي جزئي ابتدا مشتق

  y
y

f
(x y z )

  
 3 2 2 23

4 12 4
27 93 2

                  x
x

f
(x y z )

   
 

2

33 2 2 2 23
3 12 12 4

27 93 2 3 27
 

  z
z

f
(x y z )

 
 3 2 2 23

2 2
273 2

 

  : به اين ترتيب خواهيم داشت

  / / / /
df ( / ) ( / ) ( / )          

4 4 2 2 16 2 25 4 39 9 27 9 9 9 9
           ديفرانسيل كلf  

 
/

f (x, y,z) f (x , y ,z ) df    3 2 227 39 9  
 

 
  

 
fهاي  ، فصل مشترك رويهcمنحني  »4«ـ گزينه 19 z x y   2 3  و g x y z   2 3    را در نقطهg وfبردارهاي گراديان.  است1

( , , )3 2   : آوريم  به دست مي1
  x y zf (f ,f , f ) ( x, y , ) ( , , )     22 3 1 6 12 1 

 x y zg (g ,g ,g ) ( , , )   2 3 1 

f برابر است با cفحه قائم بر منحنيبردار نرمال ص g . 

  
i j k

f g i j k ( , , )        


6 12 1 15 8 6 15 8 6
2 3 1

   

) در نقطهcي صفحه قائم بر منحني معادله , , )3 2   : چنين است1
  (x ) (y ) (z )     15 3 8 2 6 1  

 x y z  15 8 6 55 

yخواهيم، پس ها را ميxي برخورد با محور نقطه z  دهيم  قرار مي .  x x   
55 1115 55 15 3 

 
AXي از رابطه  »2«ـ گزينه 20 X شود كه  مشخص ميك مقدار ويژه براي يAبنابراين.  استي اي مشخصه  ريشه چند جملهAاست  .  

  f ( ) ( ) det (A I) det

  
          
    

3
2 3 1

1 1 4
5 2

 

 [( ) ( )( ) ( ) ( )]                 32 2 5 3 2 2 2 21 51   
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  91رشته پژوهش علوم اجتماعي ـ سراسري   
  

 1 عبارت در بسطـ (x )
x

 2 61    كدام است؟x مجموع جملات فاقد 1
1 (64  2 (68  3 (72  4 (76  

 2 ـ حد عبارتx( sin xcos x)
2

x وقتي 1 كدام است؟   
  e2  4 (e2) 3  صفر) 2  1) 1

 3ـ تابع با ضابطهy | x | | x |   1    در كدام بازه اكيداً صعودي است؟ 1
1 (( , )1  2 (( , ) 1  3 (( , )1  4 (( , ) 1  

 4 ـ حاصل
x

x
lim

x

 1 1


   كدام است؟

1 (1  2 (2  3 (2  4 (2
2  

 5 واقع بر منحني 1ـ در نقاطي به طول y x xy  3 2   هاي اين سه خط مماس كدام است؟ مجموع شيب.  سه خط مماس بر اين منحني قابل رسم است1

1 (1  2 (1) 3  صفر
2  4 (1  

 6 ـ اگر
t

t

x (t )e

y ( t )e

  


 
2

2
2 1

dگاه  ، آن y

dx

2
t به ازاي2     كدام است؟1

1 (9
16  2 (5

8  3 (3
8  4 (7

16  

 7 ـ مجموع دنباله اعداد...   
   
1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 4    كدام است؟5

1 (1  2 (5
4  3 (3

2  4 (2  

 8 ـ مساحت ناحيه محدود به دو خط مجانب مايل منحني به معادلهy | x |
x

 
  نيمم اين منحني كدام است؟  و خط گذرا بر دو نقطه مي1

1 (3  2 (6  3 (4  4 (8  

 9 ـ حاصل


x x dx
2    كدام است؟22

1 (3
2  2 (

2  3 (  4 (2  

 10 ـ مقدار تقريبي( / ) ( / ) 3 22 1 2 96 1با كمك ديفرانسيل كدام است؟   
1 (/3 925  2 (/3 965  3 (/3 985  4 (/ 4 8  

 11 ـ اگرz تابعي از دو متغير مستقل x و y با رابطه z xe zy x   2 2 z داده شود، مقدار 6

x




)در نقطه  , , )1 3    كدام است؟2

1 (1  2 (
3
2  3 (3

2  4 (1  

 12 اگر ـz x y xy  2 x و 2 r cos  و y r sin  باشند، حاصل z


r به ازاي    و 2
     كدام است؟6

1 (2  2 (1  3 (1  4 (2  
 13 ـ فاصله مبدأ مختصات از صفحه به معادلهx y z  3 6    كدام است؟4

1 (1
2  2 (1  3 (3

2  4 (2  
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 14 ـ به ازاي كدام مقدارa ماتريس 
a

A

 
   
  

1 1
2 1

3 2



  ؟نيستپذير   معكوس

1 (
9
4  2 (

3
4  3 (3

4  4 (9
4  

 15 ـ حد تابعxy
f (x,y)

x y


2 22
) در نقطه  , )  و در امتداد خط y x 2 3 كدام است؟   

1 (6
17  2 (9

11  3 (3
  .حد ندارد) 4  11

  91پاسخنامه رشته پژوهش علوم اجتماعي ـ سراسري 
  

nهمه جملات اين بسط به فرم  »4«ـ گزينه 1 m k!
(x ) ( ) ( )

n!m!k! x
26 1 nه در آن  هستند ك1 m k   n,m,k است و 6  . براي آن كه

m باشد، بايد xجمله به وجود آمده فاقد  n   . كنيم همه اين جملات را نوشته و با هم جمع مي.  باشد2
! ! !

(x ) ( ) ( ) (x )( ) ( ) (x ) ( )
! ! ! x ! ! ! x ! ! ! x

        2 6 2 2 3 2 2 46 1 6 1 6 11 1 1 6 15 766 1 2 3 2 4
  

  
  

 

sinدانيم كه  مي »3«ـ گزينه 2 x cos x sin x
1 x و وقتي 22  داريم sin( x) x2 x  : توان نوشت ، بنابراين مي2

x

x
L lim ( )


 

221 2  

g(x) كمكي از قاعده.  است1حد داراي فرم g(x)(f (x) )f (x) e 1كنيم  استفاده مي.  
x

( )
x

x
L lim e e


 

2 2
22  

 
xدر   »1«ـ گزينه   3    و x  1       در اين نقاط ضابطه     . شود   مقدار عبارات داخل قدر مطلق صفر ميf  شود؛ بنـابراين بـا جـدا كـردن نـواحي              عوض مي

  :داريم
x x x

x x x x
f (x)

x x x x

x x x







      
                 
     

1 1 1
1 1 2 2 1

1 1 2 2 1
1 1 1

  

)هاي  در بازه  , ) 1 و ( , )1 تابع fدر بازه .  مقدار ثابتي دارد( , ) y خط 1 x  2 ) نزولـي اسـت و نقطـه در بـازه     2 , )1  تـابع f   بـا خـط 
y x 2   . برابر است كه صعودي است2

 

nارزي  با استفاده از هم »4«ـ گزينه 4 u
u

n
 1 x  . كنيم تر مي  صورت كسر را ساده1 x

x ( )    1 1 1 1 2 2  

  : بنابراين خواهيم داشت
x

x

lim
x

  
1 22

22
  اب جو

 

dyشيب خط مماس بر منحني در هر نقطه از آن برابر است با  »2«ـ گزينه 5

dx
  :گيري ضمني داريم با استفاده از مشتق. 

dy x y
m

dx y x


  

2
2
3

  

  : در نقاطي با طول يك روي اين منحني خواهيم داشت
xy x xy y y      13 2 31  

y(y ) y ,     2 1 1  

)A نقطه با مختصات 3 , )1 و B( , )1 )C و 1 , mشيب خط مماس در اين نقطه به ترتيب .  داريم11( 1 m و 2  2
3
m و 2  3

1
  .  است2
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xبراي منحني پارامتري    »4«زينه ـ گ6 x(t)

y y(t)


 

d مقدار  y

dx

2
t  :  به اين صورت قابل محاسبه است2 t t t

t

y x x yd y

dx (x )

   




2
2 3  

  : ها داريم با محاسبه و جايگذاري مشتق
t t t t

t

d y ( t )e (t )e (t )e ( t)e

dx (t ) e

   




2 2 2
2 3 3

8 4 3 4 4
3

  

tبه ازاي  1داريم :   d y e

dx e
 

2 3
2 3

7 7
1616

  

 

مجموع داده شده برابر است با سري  »1«ـ گزينه 7
n n(n )



 
1

1
  :با جداسازي كسرها داريم.  كه يك سري تلسكوپي است1

nn

lim
n n n




    

 
1

1 1 11 11 1n(n ) n n
 

 
1 1 1

1 1  

 

xهر گاه  »3«ـ گزينه   8    داريم 
x


y و به اين ترتيب    1 | x | | x |

x
 

yپس خطوط . 1 x و y x   هـاي مايـل ايـن منحنـي           مجانـب
  .هستند

xنيمم اين منحني توجه كنيد كه براي        براي يافتن نقاط مي     اريم دy x
x

 
y و   1

x
   2

11 .

yمعادله    داراي جواب x 1 در ناحيه .  استx       نيز به همـين شـكل x  1     نقطـه بحرانـي 
  .است
) تابعي زوج است كه در دو نقطه      yتابع , )1 ) و2 , )1 خط گذرنده از اين نقـاط،  . نيمم است  داراي مي2
yخط    . است2

yناحيه محدود شده به خطوط xو y x و y  مساحت آن برابر است با.  متر2 متر و ارتفاع 4ي   مثلثي است با قاعده2


4 2 42.  

 

I   »2«ـ گزينه 9 x x dx (x ) dx
 

     
2 22 22 1 1  

xبا تغيير متغير  sin  1 داريم dx cos d   . به ازايx  داريم 
   x و به ازاي 2   داريم 2

  2.  

I sin cos d cos d ( cos )d ( sin )

  

 
 




                  
2 2 2

2 2

2 2 21 11 2 1 2 22 2 2


  

 

fبراي تـابع   »3«ـ گزينه   10 (x, y) x y  3 2 ,x) فـرض كنـيم    1 y) ( , ) 2 (dx,dy) و   3 ( / , / )    1  در ايـن نقطـه را     fديفرانـسيل . 4
  : كنيم حساب مي

x y
x dx ydy ( / ) ( / ) / /

df f dx f dy /
x y x y

           
   

2

3 2 3 2
3 2 12 1 6 4 12 3 158 8 8 22 1 2 1

          

f  :آيد  به اين صورت به دست ميfمقدار تقريبي  ( / , / ) f ( , ) df / /      2 1 2 96 2 3 4 15 3 985  
 

zكه با فرض آن  »4«ـ گزينه 11 z(x, y)تابعي از xو yباشد، از طرفين نسبت به xگيريم  مشتق مي.  
z xz z

( )e y x
x x

 
   

 
22 2  

)در نقطه , , )1 3 z  :  داريم2 z

x x
 

   
 

2 3 2  

z: بنابراين

x





1  

 

2

2

2


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z  :اي داريم ي زنجيره با استفاده از قاعده »1«ـ گزينه 12 z x z y

x y

    
 

    
  

( x y)( r sin ) ( y x)(r cos )     2 2  

rبه ازاي    و 2
  x داريم 6  y و 3 1بنابراين ، :  z

( )( ) ( )( )


      


2 3 1 1 2 3 3 2  

 
A(xي نقطه فاصله »2«ـ گزينه 13 , y ,z )  ي  از صفحهax by cz d    برابر است با :  

 | ax by cz d |

a b c

    

 2 2 2
  

| | 
  

 
4 4 149 1 6

   جواب

 
det بايدAبودنپذير ن براي معكوس »1«ـ گزينه 14 A باشد  .  det A a a            6 4 3 4 9  

aبنابراين به ازاي  
9
  .، دترمينان صفر است4

 

yدر امتداد خط »3«ـ گزينه 15 x  2 y داريم3 x
3
  : براين روي اين مسير مقدار حد برابر است بابنا. 2

x x

x( x) x
lim lim

x ( x) x  
 



2

2 2 2

3 3
32 2

3 11 112 2 2

  

 
  

  92رشته پژوهش علوم اجتماعي ـ سراسري 
  

 1ـ با استفاده از حروف كلمهSHAHAMAT توان نوشت؟  چند رمز عبور سه حرفي مي  
1 (72  2 (75  3 (82  4 (85  

 2عمومي  اي با جمله ـ در دنباله 
n

n
n

U
n!

 حاصل ،n

n n

U
lim

U




   كدام است؟ 1

1 (
e

1
 2 (e  3 (1  4 (صفر  

 3 ـ در بسط عبارت( x )
x

2 1 21 1
 ضريب جمله شامل 2

x

   كدام است؟ 1

1 (22  2 (33  3 (33
2  4 (55

6  

 4 ـ دامنه تابع با ضابطهx
f (x) log

x





2 5
   كدام بازه است؟ 2

1 (( , )2 1  2 (( , )
5 22  3 (( , )1 2  4 (( , )2  

 5 اگر ـf (x) ; x
x

 

4 f باشد آنگاه ضابطه22 (x)1 كدام است؟   

1 (x
;x

x




4 2   2 (x
;x

x




4 2   3 (x
;x

x
 


24 2  4 (x

;x
x




24 2  

 6 حاصل ـ
x

lim | x |
x

 
  

نماد( كدام است؟ 1  به مفهوم جزء صحيح است  (.  

  حد ندارد) 4  1) 3  صفر) 2  -1) 1
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 7ـ دو منحني به معادلاتy x ax b  22 و y ln x
x

 
x در نقطه 1    كدام است؟b.اند  مماس برهم1

1 (6-  2 (4-  3 (3  4 (5  

 8ـ اگرx
f (x)

x


 21
xو

g(x)
x


 21

f باشند، آنگاه (x).g (f (x)) كدام است؟   

1 (1  2 (x  3 (x 21  4 (x 21  

 9 تابع با ضابطهـax b
f (x)

x x




 2 4 5
) در نقطه , )1   كدام است؟b. ماكسيمم نسبي است2

1 (6  2 (8  3 (9  4 (12  
 10ـ فاصله نقطه مينيمم نسبي منحني به معادلهxy x e   ست؟  از خط مجانب آن كدام ا2

) 3  صفر ) 2  1) 1
e

1  4 (e  

 11 ـ اگر باشد، مقدار

(x x )dx 

   كدام است؟ 11

1 (1  2 ( 


1  3 (
 1  4 ( 



2 1  

 12 كمترين مقدار تابعـf (x,y) x y y x    2 23 1 2 2    كدام است؟ 22
1 (4  2 (3  3 (2 2  4 (3 2  

 13 اگرـzتابعي از دو متغير مستقل با رابطه z ln(z y) xy x    2 2 4 zار  بيان شود، مقد1

y




) در نقطه , , )2 2    كدام است؟3

1 (1-  2 (
3
7  3 (1  4 (6

7  

 14ـ صفحه مماس بر رويهx
z x y

y
 2در نقطه ( , , )2 1   كند؟  ها را با كدام ارتفاع قطع ميz محور6

1 (6-  2 (4-  3 (3  4 (4  

 15ـ اگرA
 

  
 

2 2
1 A)هاي سطر اول معكوس ماتريس ، مجموع درايه3 A)2 كدام است؟   

1 (3
4  2 (

3
8  3 (3

8  4( 
3
4   
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 AAA,HH,S,T,M  : كنيم بندي مي حروف داده شده را دسته  »4«ـ گزينه 1

  . كنيم بندي مي  حرفي را دسته3رمزهاي . اند  قابل استفادهH و دو حرف تكراريA حرف تكراري3.  حرف متمايز داريم5
)  : اند  حرف متمايز تشكيل شده3رمزهايي كه از : دسته اول ) !5

3 3 

!  : اند تشكيل شده و يك حرف ديگر H وHرمزهايي كه از: دسته دوم
( )

!
4
1

3
2  

!  : اند و يك حرف ديگر تشكيل شدهA وAرمزهايي كه از: دسته سوم
( )

!
4
1

3
2  

!  . دارد باشد كه فقط يك حالت AAAرمزي كه به صورت: دسته چهارم !
( ) ! ( ) ( )

! !
        5 4 4

3 1 1
3 33 1 6 12 12 1 852 2 جواب  

 

nهاي مثبت، حد نسبت براي دنباله  »2«ـ گزينه 2

n n

U
lim

U



n با حد ريشه1

n
n
lim U


nكنيم كه يادآوري مي.  برابر است n
n!

e
است  .  

  
n

n nn
n n n

n n
lim U lim lim e

nn!
e

  
    
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kهمه جملات اين بسط به فرم  »3«ـ گزينه 3 k
k

k

x
( )( ) ( )

x





212 12 121
2

هستند، 
kk k

k k k

x
( )( ) ( ) ( ) x

x

 
52 612 12 12 21 1

2 2
براي آن كه. 

x

1  

kبه وجود آيد، لازم است   
5 6 kيعني.  باشد12  2. 

 
!

( ) x
! ! x x

  12 1
2 2

1 12 1 1 33 1
2 1 4 22 

جمله شامل
x

1  

 
    »3«ـ گزينه 4

  x x x
f (x) log log ( ) ,

x x x

  
   

  
2 5 2 5 2 5
2 2 2  

 
x x x

x x x

  
      

  
2 5 2 5 3 31 12 2 2  

  . كنيم جدول تعيين علامت را رسم مي

  
x

x

x

x


   
   


  


1 2
3 3
2

3 3
2

  

)در بازه , )1 f تابع2 (x)تعريف شده است  . 

 

y  : آوريم  به دست ميyرا برحسب f،xي از ضابطه  »2«ه ـ گزين5
y yx y xy y x

x y


        


4 4 22 4 4 22 

xبنابراين
f (x)

x
 

1 4   . شود معلوم مي) 2(از همين جا درستي گزينه .  است2

 

داريم xرگاهه  »4«ـ گزينه 6
x


] بنابراين1 ]
x x

1 1 .در مورد| x x نيز اگر| ،باشد | x | x است و اگرx ،باشد | x | x  است .  

  
x x

| x | x
lim lim

x x  
  1

 
 حد راست

 
x x

| x | x
lim lim

x x  


   1

 
  حد چپ

  .بنابراين حد وجود ندارد
 

fفرض كنيم   »4«ـ گزينه 7 (x) x ax b  22 و g(x) ln x
x

 
xاين دو منحني در.  باشد1 1پس.  هستند مماسf ( ) g ( )1 و 1

f ( ) g ( ) 1 fگيري با مشتق. 1 (x) x a  4 وg (x)
xx

   2
1   .  است1

  f ( ) g ( ) a b

f ( ) g ( ) a

    
      

1 1 2 1
1 1 4 2 

aپس   6 و b    .  است5
 

fعبارت  »1«ـ گزينه 8 (x)g (f (x)) ِبرابر است با مشتق gof (x) .ي ابتدا ضابطهgof (x)آوريم  و سپس مشتق آن را به دست مي.  

  

x x

x xgof (x) g (f (x)) x
x

xx

    




2 2

2
22

1 1
1

1 11

 

 (gof (x)) 1 جواب  



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    »2«ـ گزينه 9

  ax b a (x x ) ( x )(ax b)
f (x) f (x)

x x (x x )

       
   

2
2 2 2

4 5 2 4
4 5 4 5

 

) درfتابع , )1 f) 1: گيريم از اين جا دو نتيجه مي.  داراي ماكسيمم نسبي است2 ( ) 1 2 ،2(f ( )  1  .  

  

b a
f ( ) b a

b , a
a ( a b)f ( ) b a

                    
 2

21 2 21 8 121 61 6 4
1


 



 

 

yخط  »2«ـ گزينه 10  زيرا.  مجانب افقي اين تابع است :  x
x x xx x x x

x xHOP HOPlim x e lim lim lim
e e e



   
 

22 2 2  

x  . كنيم نيمم نسبي را پيدا مي حال نقطه مي x xy xe x e xe ( x)       22 2  

x:طول نقاط بحراني عبارتند از  و x    . كنيم  نوع اين نقاط را تعيين ميyبا استفاده از محك. 2
  x x x xy e ( x) xe ( x) xe e ( x x )            22 2 2 4 

xدر  ،yاست و در x  2،y  پس.  استx  ي مينيمم است  طول نقطه .
)صات نقطه مينيممپس مخت , ) و خط مجانب، خط y  ها از هم صفر  فاصله آن.  است

  . ايم  را رسم كردهfبراي درك بهتر موضوع نمودار. است
  

 

x    »1«ـ گزينه 11 x
(x x ) dx ( )|

     
        

          
 



1 11 11 1 1 1 1 1 11 11 1 1 1 11 1


  

 
  . كنيم هاي نسبي آن را پيدا مي بتدا عبارت زير راديكال را در نظر گرفته، اكسترمما  »2«ـ گزينه 12

  g(x, y) x y y x    2 23 12 2 22 

 
x

y

g x
(x, y) ( , )

g y

        

2 2
1 26 12




 

) تنها نقطه اكسترمم , )1 min  : توان نوشت بنابراين مي.  است2 g g( , ) min f f ( , )       1 2 9 1 2 9 3  
 

z است يعنيyوx تابعي ازzدقت كنيد كه. گيريم  مشتق ميyاز طرفين معادله نسبت به  »1«ـ گزينه 13 z(x, y) .  

  y

z
z y

z ln (z y) xy x z xy
y z y

 
 

        
 

2 2 4
1

1 2 2 ¾MSLvº¢Tz¶ 

)ي بنابراين در نقطه , , )2 2 z  :  خواهيم داشت3 z z z

y y y y

   
         

   
6 1 8 7 7 1  

 

xي داده شده   رويه معادله »1«ـ گزينه 14
f (x, y,z) x y z

y
   2 بردار نرمال صفحه مماس، برابر است با بردار گراديان.  است .  

  x y z
x

f (f ,f , f ) ( xy , x , )
y y

     2
2

12 1


 

x)در نقطه , y ,z ) ( , , ) 2 1 6  داريم :f ( , , )  5 2 1


  : پس معادله صفحه مماس بر رويه در اين نقطه چنين است. 
  (x ) (y ) (z )     5 2 2 1 6  

 x y z  5 2 6  
xخواهيم، پس  را ميzجايي كه محل برخورد صفحه با محور از آن y   قرار دهيم :  z z    6 6  
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  »3«ـ گزينه 15

  A AA
       

       
     

2 2 2 2 2 2 1
1 3 1 3 5 7

                            A
 

  
 

2 2
1 3 

  

 B A A
       

         
     

2 2 1 2 2 8
5 7 1 3 4 4

 
 

 B
det B

    
        

1 4 8 4 81 1
4 432 

 

    
4 8 12 3
32 32 32   هاي سطر اول مجموع درايه8

 
  

  93ته پژوهش علوم اجتماعي ـ سراسري رش
  

 1 با حروف كلمهـFERASSAT توان ساخت؟ چند رمز عبور چهار حرفي مي  
1 (576  2 (592  3 (6 6  4 (612  

 2 در تابعـx x
f (x)

x x

 


 

2
2

2 3 1
4 3

 اگر
x a
lim f (x)


قادير باشد، مجموعه مa در كدام بازه است؟   

1 (( , )
1 12  2 (( , )

1 32  3 (( , )1 3  4 (( , )
1 32  

 3 خطـy x xهاي منحني به معادله  مجانب2 x
y

xx x


 

 2
9 2 2

26
  فاصله اين دو نقطه، كدام است؟ . كند  قطع ميB وA را در دو نقطه

1 (2 2  2 (2  3 (5  4 (2 5  
 4 نقاط انفصال تابعتعدادـ y x x    

2 ) در بازه2 , )2 ( كدام است؟ 2  نماد جزء صحيح است (.  
1 (7  2 (6  3 (5  4 (4  

 5 جهت تغييرات و برد تابع با ضابطهـx
f (x)

| x |


1 چگونه است؟   

)صعودي با برد) 1 , )11  2 (نزولي با برد( , )11  3 (غيريكنوا با برد( , )   4 (نيمم با برد داراي مي( , )1   

 6 اگرـ
x

f (x) f ( )
lim

x




2
2 2

2 f باشد، مشتق3 ( x )3 2 x در نقطه2     كدام است؟ 3

1 (1
3  2 (1

6  3 (1
9  4 (2

9  

 7 در تابعـcos x
f (x)

sin x




2
21

f مقدار ( ) f ( )
  34    برابر كدام است؟ 4

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 8 شيب خط مماس بر منحني پارامتريـx t t

y t t

   


  

2

2
3 8

2 2 5
Mدر نقطه ( , )2    واقع بر آن كدام است؟ 1

1 (6  2 (6
7  3 (22

7  4 (5
2  

 9 تقعر منحني به معادلهـy ( x) x     در كدام بازه رو به بالا است؟ 36
1 (( , )3  2 (( , )1  3 (( , )11  4 (( , )3   

 10 حاصلـdt

t t




    كدام است؟ 21

1 (ln2  2 (ln 2  3 (
2  4 (

4  
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 11 كمترين مقدار تابع دو متغيريـz x xy y  2 x با شرط2 y 2    كدام است؟ 6
1 (6  2 (8  3 (9  4 (12  
 12 يمساحت ناحيه محدود به منحنـy x x  2 3 y و خط2 x 1 كدام است؟   

1 (14
3  2 (16

3  3 (32
3  4 (19

3  

 13 اگرـzل تابعي از دو متغير مستقxوyبا رابطه x y y
z ze

x
 

  2 2 z بيان شود، مقدار4

x




) در نقطه , , )1 2    كدام است؟ 1

1 (
2
3  2 (

1
3  3 (3

4  4 (4
3  

 14 معادله صفحه قائم بر منحنيـCفصل مشترك دو رويه به معادلات z x y 2 x و 2 y z  3 2 ) در نقطه3 , , )1 1   كدام است؟ 2

1 (y z 2   2 (y z  2 5   3 (x z  2 3   4 (x y  2 1   
 15 به ازاي كدام مقدارـaهاي غيرصفر دارد؟   دستگاه معادلات زير جواب  

1 (3  2 (2  

3 (2-  4 (3-  





x y az

ax y z

x y z

  
   
   

2
2

2 5
  

  93پاسخنامه رشته پژوهش علوم اجتماعي ـ سراسري 
  

  : هاي زير قرار دارند  حرفي در دسته4رمزهاي   »3«ـ گزينه 1

!  : ها تعداد آن.  حرف متمايز4رمزهاي تشكيل شده از : دسته اول
( ) !

!
6

4
64 2 

!  . اند  و دو حرف متمايز ديگر تشكيل شدهSوSرمزهايي كه از: دسته دوم
( )

!
5
2

4
2  

!  . اند  و دو حرف متمايز ديگر تشكيل شدهAوAرمزهايي كه از: دسته سوم
( )

!
5
2

4
2  

!  . اند  تشكيل شدهSوS و AوAرمزهايي كه از: دسته چهارم

! !

4
2 2  

  ! ! ! !
( ) ( )

! ! ! ! !
        5 5

2 2
6 4 4 4 36 12 12 6 6 62 2 2 2 2    جواب  

 

x    »2«ـ گزينه 2 x (x )( x )
f (x)

(x )(x )x x

   
 

  

2
2

2 3 1 1 2 1
1 34 3

   

x داريمx1براي هر
f (x)

x





2 1

xريشه صورت. 3 
1
x و ريشه مخرج،2  )ي شويم كه در بازه با تعيين علامت اين كسر متوجه مي.  است3 , )

1 32 

fعلامت (x)اگر. منفي استa 
1   :  باشد، داريم32

)ي بنابراين جواب مورد نظر بازه , )
1   . است32

x a

a
lim f (x)

a


 


2 1

3   

 

xعتاب  »4«ـ گزينه 3 x
f (x)

xx x


 

 2
9 2 2

26
  :  داراي يك مجانب افقي است كه معادله آن چنين است

  
x

y lim f (x)


  2 

xيد كه وقتيدقت كن  خط. آيد ترين درجه، مقدار حد به دست مي ، با استفاده از قانون بزرگy  xاز طرفي خط. است f مجانب افقي2  2 
ي مخرج است و ا ريشه است؛ زيرfمجانب قائم

x
lim f (x)


 
2

xهاي مخرج از حل معادله ساير ريشه.  x  2 6 آيند  به دست مي .   و   25

x ,


  
1 5 3 xپس خط.  است22    .  استf نيز مجانب قائم3
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yخط  x x كه عبارتند از fهاي قائم و افقي  با مجانب2  2 و x  y و 3    : كند كه عبارتند از  در سه نقطه برخورد مي2
A( , )3 )B و 6 , )1 )C و 2 , ) 2 4. 

  
  
  

    2 25 1 125 5   CوAفاصله 5

     2 22 4 2 2  BوAفاصله 5

    2 23 6 45 3   CوBفاصله 5
  . تواند درست باشد مي) 4(بنابراين فقط گزينه 

 
x]تابع  »2«ـ گزينه 4 x عددي صحيح باشد به استثنايx2 در نقاطي كه مقدار2[ هاي تابع بنابراين ناپيوستگي. ، ناپيوسته استy x [x ] 2  در 2

xهر نقطه به فرم n است كه nهايي كه در بازه ناپيوستگي.  عددي طبيعي باشد( , )2   : عبارتند از قرار دارند، 2
  { , , }  1 2 3 

  .ها شش تا است كه تعداد آن
 

xدامنه تابع  »1«ـ گزينه 5
f (x)

| x |


1براي هر.  شامل همه اعداد حقيقي است؛ زيرا مخرج صفر نخواهد شدx،| x |

| x |



 بنابراين 11

x

| x |
  


1 از طرفي.  است11

x x

x
lim f (x) lim

x 
 


 و 11

x x

x
lim f (x) lim

x 
  


fR برابر است باfپس برد. 11 ( , ) 11 .  

  :  به مشتق آن دقت كنيدfي تغييرات براي تعيين نحوه
x

x f (x) f (x)
x ( x)

x
x f (x) f (x)

x ( x)

 

 

     
 

     
 

2

2

1
1 1

1
1 1

 

  . ايم  را رسم كردهfبراي درك بهتر نمودار.  همواره صعودي استfپس
 

:با استفاده از تعريف مشتق داريم  »3«ـ گزينه 6
x

f (x) f ( )
lim f ( )

x

 
2

2 fبنابراين.  22 ( ) 
22   .  است3

 xy f ( x ) y f ( x ) y f ( ) f ( ) ( )
( x )

             


33 3 3
32 23

2 2 1 1 2 12 2 2 2 8 26 6 3 93 2 2 3 8
  

 

fي مشتق كسرها با استفاده از قاعده  »3«ـ گزينه 7 (x)كنيم  را محاسبه مي:  cos x
f (x)

sin x




2
21

 

 
cos x sin x ( sin x) sin x cos x cos x

f (x)
( sin x)

   


2 2
2 2

2 1 2
1

 

cosحال با توجه به اين كه sin
 
 

2
4 4 f  :  است، داريم2 ( ) , f ( )

      


1 3 1
1 82 2 2

1 94 3 4 91 2 4

 

  f ( ) f ( )
     

1 83 34 4 3    جواب3

 
  







A

B

C
x 2 

x 3

y 2

y 2x

1

1
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    »2«ـ گزينه 8

  dy y (t) t

dx x (t) t

 
  

 
4 2
2 x              شيب خط مماس3 t t

y t t

   


  

2

2
3 8

2 2 5
   

Mدر نقطه ( , )2 ,x) داريم1 y) ( , ) 2   : بنابراين. 1

  t t

t t

   


   

2

2
3 8 2

2 2 5 1
 

t  . كنيم ي اول كم مي ي دوم را از دو برابر معادله لهمعاد t     8 11 5 2 

 
t

t


 


4 2 6
2 3   شيب خط مماس7

 
yهرگاه.  بستگي داردyتقعر منحني به علامت  »4«ـ گزينه 9 ت باشد، تقعر منحني به سمت بالاس .  

  y ( x) x x x   
1 4

3 3 36 6 

 y x x


  
2 1
3 342 3 

 y x x x (x ) ( )
xx

           
5 2 2

13 3 3
3 2

4 4 4 1 4 1 1
3 9 3 3 33

 

 y x
x

          
1 1 33  

)ي جواب برابر است با بازه , )3 .  
 

  : كنيم يتر تبديل م ابتدا با تجزيه كسرها، انتگرالده را به مجموع دو كسر ساده »1«ـ گزينه 10

  A B

t (t ) t tt t
  

 2
1 1

1 1 

 t tA | , B |
(t ) t     
 1
1 11 11 

 
dt t

( )dt ln (t) ln(t ) c ln ( ) c
t t tt t

       
 

 2
1 1 11 1 

b  : ها داريم بنابراين با در نظر گرفتن كران

b b

dt t b
lim (ln ( )| ) lim ln ( ) ln( ) ln ( ) ln ( ) ln ( )

t bt t



 
     

 
 121

1 11 21 1 2 2  

 
fهاي مقيد تابع اكسترمم  »3«ـ گزينه 11 x xy y  2 g را با قيد2 x y  2   :  ضريب لاگرانژ باشد، داريماگر. كنيم  تعيين مي6

  y gx

x y

ff x y x y
x y x y x y

g g
 

            
2 2 4 2 2 31 2 

)نقطه , )   .  تنها نقطه اكسترمم است3
  f ( , ) 3   جواب9

 
yسهمي  »3«ـ گزينه 12 x x  2 3 y خط و2 x 1دهيم  را برخورد مي .  

x x x x x (x )(x )           2 23 2 1 2 3 1 3 

x 1 و x  3هاي  كرانxكنند  را تعيين مي . 

x
(x x x )dx ( x x )dx ( x x )| 

            
31 1 12 2 2

33 3
321 3 2 3 2 3 3    مساحت3

 
  

3
1





x

y
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z اين نكته كهبا توجه به  »4«ـ گزينه 13 z(x, y)تابعي از xو yاست، از طرفين نسبت به xگيريم  مشتق مي .  

  x y y
z ze

x
 

  2 2 4
  

 x y x yz z y
z e e z

x x x
   

   
 

2 2
2
42 2 

)حال در نقطه , , )1 2 z  :  داريم1 z z z

x x x x

   
          

   
42 2 2 3 4 3  

 
fهاي داده شده را با رويه  »2«ـ گزينه 14 z x y    2 g و 2 x y z   3 2 بردارهاي گراديان هر كدام را در نقطه . كنيم گذاري مي  نام3

  . آوريم داده شده به دست مي
  g ( , , )  3 2 1 

 f ( x , y, ) ( , , )     2 2 1 2 2 1 

  . برابر است با حاصل ضرب خارجي اين دو بردارCي قائم بر منحني بردار نرمال صفحه

  
i j k

f g j k     2 2 1 5 1
3 2 1

 

)اي كه بردار نرمال آن  معادله صفحه , , ) 5 ) است و از نقطه1 , , )1 1   . نويسيم گذرد را مي  مي2
  (y ) (z )    5 1 1 2 

 y z y z       5 1 25 2 5  
 

  . هاي غيرصفر داشته باشد، لازم است دترمينان ماتريس ضرايب صفر باشد براي آن كه دستگاه همگن جواب  »1«ـ گزينه 15

  
a

det a a a a a a a (a )  
 

              
  

2 2
2 1

1 2 1 2 2 5 8 2 6 2 3
1 2 5

 

aبه ازاي  و a    . شود  دترمينان صفر مي3
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