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كارشناسي ارشد و  )2(و  )1(تست منتخب رياضي عمومي  832اين فايل شامل حدود 

كارشناسي ارشد  )2(و  )1(باشد (غير از سؤالات رياضي عمومي مي 96تا  91دكتري از سال 

وجود  )2(و رياضي كه در پايان كتاب رياضي  MBAهاي مكانيك، عمران، سراسري رشته

  .)دارد

عدد بود به دليل بالا بردن كيفيت و جبران  1800اد اين سؤالات حدود با توجه به اين كه تعد

ن ضمناً اي .حذف شدند و مفهوم) ذاتكيفيت و تكراري (از لحاظ هاي بيكمبود زمان تست

  تر از  بقيه هستند تست اول آن در واقع مهم 536بندي شدند و تست نيز اولويت 832

 .ها را)تست اول را پاسخ دهيد و اگر زمان داريد تمام آن 536اگر فرصت كم داريد فقط (

 به هر تست ن سرعت، كاهش زمان پاسخگوييزني، بالا بردتست مواردي نظير سعي كنيد

هايي كه هاي فايل را هم حتماً ببينيد حتي در مورد تستتمرين كنيد و پاسخ يخوب را به

  ايد.درست جواب داده
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كارشناسي ارشد يكرسان شريف رتبه مد  96ـ  91) ـ ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي (

  96ـ  91)  ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي ( 
  

 1 91(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام انتگرال ناسره، همگراست؟ـ(  

1(dx
Lnx



2 2(dx
x sin x



1 2 3
  3(cos x dx



1  4(x dx
x



1 1  

 2 تگرال معينمقدار انـdx

sin x cos x




6

2 23
  )91(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟

1(
12 2( 3

12 3( 3
4 4( 3 

 3 كنيد فرض ـT ناحيه مثلثي شكل با رئوس( , ) ،( , ) و( , )است. مقدار
T

cos(x y)dA91(علوم كامپيوتر ـ سراسري   :برابر است با(  

1 (4- 2 (2- 3 (2 4 (4  

 4 يدفرض كنـاي به مركز مبدأ و شعاع مرز دايرهR هاي ساعت (جهت مثبت) است. اگردر جهت خلاف عقربهF (F ,F ) 1 ميـدان بـرداري باشـد    2

xyكه
F y e

x y


  



2
1 2 2 xو2

F x tgy
x y

  


2
2 2 F.dr، در اين صورت2



 91(علوم كامپيوتر ـ سراسري   ؟كدام است(  

1(2 2((R ) 2 1 3(( R ) 23 2 4(( R ) 22 2 

 5 اگر ـS يبخشي از كرهx y (z )   2 2 21 Nقـرار دارد و   xyي باشـد كـه بـالاي صـفحه     5
        بـردار قـائم يـك رو بـه خـارج بـرS   باشـد و

F (sin(x z) y, x cos(z y),sin(x y xy ) z)    2 2 2 23 6
 ،مقدار

S

curlF.Nds
  91(علوم كامپيوتر ـ سراسري   ؟كدام است(  

1(8 2(12 3(16 4(2 

 6 كدام گزينه در رابطه با دنبالهـn{a جمله عمومي با {
n

n
n n

( )
na

[( ) ( ) ]
n n








  

2 1

1

12 1
1 11 1

  )92(علوم كامپيوتر ـ سراسري   درست است؟ 

  ) همگرا است ولي يكنوا نيست.4  ) واگرا است.3  ) همگرا و صعودي اكيد است.2  ) همگرا و نزولي اكيد است.1

 7مقدار  ـ 
(x ,y , z )

(x ,y , z )

xdx ydy zdz

x y z

 

 


2 2 2

1 1 1 2 2 2
x)به طوري كه  ,y ,z )1 1 xكره روي 1 y z a  2 2 2 x)و 2 ,y ,z )2 2 xروي كـره  2 y z b  2 2 2 قـرار دارد   2

aو b 92(علوم كامپيوتر ـ سراسري   ، كدام است؟(  

1 (b a  2 (a
b

  3 (b a  4 (b a  

 8 صفحه مماس بر رويهـS : x y z   2 2 2 )يدر نقطه 1 , , )1 1   )92(علوم كامپيوتر ـ سراسري   در چند خط راست با رويه اشتراك دارد؟ 1
1 (4  2 (2  3 (1  4 (  

 9 در مورد نقاط بحراني تابع كدام گزينهـf :R R

f(x,y ,z) x y z xyz

 


   

3

2 2   )92(علوم كامپيوتر ـ سراسري   صحيح است؟ 2

  ي بحراني دارد كه مينيمم موضعي است.) يك نقطه1
  ي زيني و يك نقطه مينيمم موضعي دارد.) پنج نقطه بحراني دارد كه چهار نقطه2
  ) چهار نقطه بحراني دارد كه همگي زيني هستند.3
  كدام) هيچ4

 10ي بوسان (انحناء) منحنيي دايرهـ كدام گزينه معادلهy x   )93(علوم كامپيوتر ـ سراسري   در مبدأ است؟ 2

1 (x (y )  2 21 1
2 4  2 (x (y )  2 21 1

2 4  3 (x (y )  2 21 42  4( x y 2 2 1
4   
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 11 ـ براي دو عدد حقيقيa  وb با شرطa b  حد دنباله n n
x


1 94(علوم كامپيوتر ـ سراسري   با ضابطه زير كدام است؟(  

1 (b 2 ((a b)
1 23  

n n
n

x a

x b

x x
x (n ) 






 

1
2

1 2 32

  
3 ((a b)

1
2  4 (( a b)

1 3 58  

 12ـ برد تابعxf (x) x
1

  )94(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟ 
1 (e( ,e ]  2 (( , ]1  3 (( ,e ]1  4 (e( ,e ]

1
  

 13صل از دوران منحنيـ مساحت رويه حاx (t sint) 
1
yو 8 ( cost) 

1 18،t  2  حول محورx 94(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (
3  2 (

2  3 (2  4 (5
3  

 14 ــ ســيالي در درون يــك مخــزن اســتوانه ــه شــعاع ـ ــه حــركتش توســط ميــدان ســرعتي    2اي ب ــه طــوري ك در حــال چــرخش اســت، ب
F(x,y,z) y x y i x x y j    2 2 2 2  گيرد. اگر صورت ميS سطح فوقاني وN

 مقـدار انتگـرال   اي باشدرو به خارج مخزن استوانهيكه  بردار قائم ،

S

(curlF).Nds
  94(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (6  2 (4  3 (1  4 (16  
 15 فرض كنيدـA يس مربعي حقيقي باشد به طوري كهيك ماترA 2  وA 3  و(I A) I A A     1   ؟كدام هستند و  مقادير  22

    )94(علوم كامپيوتر ـ علوم تصميم و مهندسي دانش ـ سراسري   
1 (,    2 4  2 (,    2 4  3 (,     2 4  4 (,   2 4   

 16 اگرـz  zهاي پنجم عدد يك باشد، آنگاه مقداريكي از ريشه 1 z z z

zz z z
  

  

2 3 4
2 4 311 1 1

  ، كدام است؟ 
  )95(علوم تصميم و مهندسي دانش) ـ سراسري  (علوم كامپيوتر

1 (1  2 (2  3 (3  4 (5  
 17 چند تابعـf بر بازه[ , وجود دارد كه 1[ f ( ) f ( ) 1 ازاي يك تابع پيوستهو بهgتساوي ،f f g f   بر[ ,   برقرار باشد؟  1[

  )95(علوم كامپيوتر (علوم تصميم و مهندسي دانش) ـ سراسري 
  نهايت تابع وجود دارد.) بي4  وجود ندارد. f) هيچ تابع 3  2) 2  1) 1

 18 مقدارـcosx
dx

( cosx)







 2

7
3 2

1

1
 )95ي دانش) ـ سراسري (علوم كامپيوتر (علوم تصميم و مهندس  ، كدام است؟

1(7
5  2(7

2  3(7
3  4(1  

 19 حجم جسمي صلب كه از بالا به كرهـx y z  2 2 2 xو از پايين به مخروط 4 y
z




2 2

  ست، كدام است؟محصور ا 3
  )95(علوم كامپيوتر (علوم تصميم و مهندسي دانش) ـ سراسري 

1 (
6  2 (4

3  3 (5
6  4 (8

3  

 20 ي همگرايي سري توانيبازهـn

n

x
( )n

n



   


1

1
1 11 2 

  )95ـ سراسري  )علوم تصميم و مهندسي دانش( علوم كامپيوتر(  ؟است كدام 

1 (,
e e

   

1 1   2 (( , )
e e


1 1   3 ( ,1 1   4 (( , )1 1   

 21 رتبه ماتريسـ
a a

b a M ( )

b b b

 
  
 
 

3


   95(علوم كامپيوتر ـ سراسري     ؟باشد تواندنمياعداد زير يك از برابر با كدام(  

1 (    2 (1   3 (2   4 (3  
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 22ـ مقدار
n

(n )
lim cos cos cos cos

n n n n

    
   

2 4 6 2 1
 96(علوم كامپيوتر ـ سراسري  كدام است؟(  

1 (1  2 (  3 (1  4 (  

 23ـ كدام گزينه سري تواني تابعx
f (x)

( x )




3
2 21 4

  )96(علوم كامپيوتر ـ سراسري   است؟ 

1 (n n

n
x





 2 2 34


  2 (n n n

n
( ) x





 2 11 4


  3 (n n n

n
( ) nx


  


 1 1 2 11 4


  4 (n n n

n
( ) n x


  


 1 1 2 2 11 4


  

 24ـ مقدار
xe

lim dx
x



 
2


  )96(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟  

1 (  2 (
e
1  3 (Ln2  4 (e  

 25 اگرـy
x dt

t





2
2

1
1 5

dآنگاه نسبت،  y

dx

2
  )96(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟ yبه  2

1 (1
5  2 (1  3 (5  4 (1  

 26ـ اگر   مقدارxx e dx
 

22


  )96(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟  

1 (
 
1

4  2 (
 
1

2  3 (


1
4  4 (


1
2  

 27 ـ هرگاهp  وq اعداد حقيقي و مثبت وp q آنگاه
p q

dx

x x



 ... 96(علوم كامپيوتر ـ سراسري   همگرا است اگر و تنها اگر(  
1 (p ,q 1 1  2 (p q 1  3 (p ,q 1 1  4 (p q 1  
 28ـ مساحت رويه حاصل از دوران منحني قطبيr cos  1  حول محورx96(علوم كامپيوتر ـ سراسري   ها كدام است؟(  

1 (64
5  2 (32

5  3 (16
5  4 (8

5  

 29ـ حجم ناحيه محصور به درون كرهx y z  2 2 2 xگونو سهمي 4 y ( z)  2 2 4   كه شامل مبدأ نيست، كدام است؟  1
  )96(علوم كامپيوتر ـ سراسري 

1 (5
3  2 (1

3
  3 (5  4 (1  

 30ـ اگرF (z x)i xyj zk   2 3
    يك ميدان برداري و سطحS  ،قسمتي از رويهz y  24،z  بين صفحات ،x   وx  قـائم يكـه    nو  3

ها) باشد، مقدار انتگرال سطحz(در جهت مثبت محور  Sبالاي روبه
S

F.nd
  96(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (144  2 (143  3 (145  4 (146  
 31 دنبالهـn{a aبه صورت { 1 aو 1 2 nو 4 n na a a , n    1 22 2   تعريف شده است، كدام گزاره صحيح است؟ 3

  )91فلسفه علم ـ سراسري  (تاريخ و  
1 (n{a n{a) 2  نوساني است. { n{aواگرا ولي 2{ }2   همگراست. 1
3 (n{a n{a) 4  صعودي و واگراست. {  نزولي و همگراست. {

 32 اگرـx
f (x) sint dt  3

2
]يدر بازه x، آنگاه به ازاي چه مقدار , ]2 تابعf (x) 91(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   ماكزيمم است؟(  

1 (  2 (
2  3 (  4 (2  

 33 اگرـF 91(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   معني است؟هاي زير بييك از عبارتيك ميدان برداري باشد، كدام(  
1 ([div( F)] 

    2 ([ (div(F)] 
    3 (( [div( F)])  

     4 ((div[ (divF)]) 
    

 34 فرض كنيدـu وv پذير باشند، آنگاههايي دو متغيره و دو بار به طور پيوسته مشتقتابع.( (uv))  :91اسري (تاريخ و فلسفه علم ـ سربرابر است با(  
1 (v u u v u. v    2 2  2 (u u v v u. v    2 2  3 (v u u v u. v     2 2 2  4 (u u v v u. v     2 2 2  
 35 مساحت منحني بستةـx xy y  2 23 2 3   )91(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   برابر است با: 4

1 ( 3  2 ( 2  3 ( 5  4 (2 2  
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 36 مقدارـx y
R

e cos(x y)dxdy  روي ناحيهR {(x,y) | x , y }
 

    2 2  :91(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   برابر است با(  

1 (e1
2  2 (e



 21
2  3 (e



 21
2  4 (e1

2  

 37 شعاع انحناي منحنيـx y x y x y y      4 4 3 3 2 2  91(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   در مبدأ كدام است؟(  
1 ( 

1
3  2 ( 

1
4  3 ( 

1
2  4 ( 

1
5  

 38 فرض كنيدـC ي همواري باشد كه مبدأ را احاطه كرده است. كدام گزينه در مورد مقدارمنحني بسته
C

xdy ydx

x y



 2 2 صحيح است؟  

  )91(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   
  است. 2) مضرب صحيحي از4  است. 2) برابر3  ) صفر است.2  د نيست.) موجو1
 39 مكان اعداد مختلطـz x iy  در صفحه اعداد مختلط كه در نامساويRe( )

z
 

1 1     صدق كنند، كدام است؟ 2
  )91ه علم ـ سراسري (تاريخ و فلسف

)اي به مركز) محيط و خارج دايره1 , )1
2  1و شعاع

)اي به مركز) محيط و داخل دايره2  2 , )1
2 1و شعاع

2  

)اي به مركز) محيط و داخل دايره3 , )1  اي به مركز) محيط و داخل دايره4  و شعاع يك( , )1
2 1و شعاع

2 

 40 عرض از مبدأ خط مجانب منحنيـx y xy 3 3   )91(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 6
1 (3  2 (2    3 (2  4 (3  
 41 مقدار انتگرال معينـdx

( x )
1

2 21
  )91(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 

1 ( 2
8  2 (  2

4  3 (
4  4 (

12  

 42 الساقيني به مساحت ثابت هاي متساويذوزنقهـK و زاويه بين ساق و قاعده اي كه محيط آن كمينه باشـد  را در نظر بگيريد. طول ساق ذوزنقه
  )92(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟

1 (K
cos

  2 (K
sin

  3 (K
sin

  4 (K
cos

  

 43 متحركي در فضا بر روي صفحهـx y z  2 5   كند، تاب متحرك در يك نقطه دلخواه برابر است با:حركت مي 11
  )92ري (تاريخ و فلسفه علم ـ سراس  

1 (  2 (1
3 

  3 (14  4 (3   

 44 يخطي از نقطهـA( , )2 نيمم باشد، مي OCDحت مثلث قطع كند. هرگاه مسا Dها را در  yو محور  Cها را در  xدهيم كه محور چنان مرور مي 1
  )92(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري     معادله خط كدام است؟

1 (x y
 12 4  2 (x y

 14 2  3 (x y
 12 4  4 (x y

 14 2  

 45 خطوطـ
x

L : y t

z t


  
   

1

1
1

1
xو  z

L :
y

 
 

2
2 2
  اي كه از دو خط به يك فاصله باشد كدام است؟را در نظر بگيريد. معادله صفحه 2

  )92(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   

1 (x y z  
132 9  2 (x y z   

132 9  3 (x y z  
632 2 9  4 (x y z  

632 2 18  

 46 ـcos( sinhLn )   )92(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   برابر است با: 3

1 (1-  2 (
1
2  3 (2

2  4 (3
2  

 47 يفاصله نقطهـA( , , )4 1 xاز فصل مشترك صفحات 2 y z   2 4 16  وx y z   2 3 2   92ـ سراسري  (تاريخ و فلسفه علم  كدام است؟(  

1 (2
3  2 (1

3  3 (2
3

  4 (1
3
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 48ـ سري
n

n(n )
Ln

(n )








 2

1

2
1

  )93لم ـ سراسري (تاريخ و فلسفه ع  ،

1) همگرا به3  است. 2) همگرا به 2  ) واگرا است.1
Ln) همگرا به4  است. 2 1

  است. 2

 49يهاي حقيقي معادلهـ تعداد ريشهx x  13 37 5  93ـ سراسري (تاريخ و فلسفه علم   كدام است؟(  
  ) دو ريشه دارد.2  ) يك ريشه دارد كه مثبت نيز هست.1
 ) ريشه ندارد.4  ) يك ريشه دارد كه منفي نيز است.3

 50ـ اگر زاويه بين دو بردار( , , , )1 1 1 و( , , ,n)1 2  درn اشد، آنگاهب
n
lim


 :93(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   برابر است با(  

1 (
6  2 (

4  3 (
3  4 (

2  

 51ـ براي چه مقاديري ازK نمودار تابعf (x) x x K  3   )93(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كند؟ها را قطع ميx، در سه نقطه متمايز محور23
1 (K    2 (K , 4  3 (K  4  4تمام مقادير (K  

 52ـ انتگرال معادل عبارت
x

x x
f (x ,y)dydx f (x,y)dydx   

32 8 8

1 2
  )93(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (
y

y
f (x , y)dxdy 

8

1 3
  2 (

y

y

f (x , y)dxdy 
4

1 1
3

  3 (
y

y

f (x , y)dxdy 
8

1 1
3

  4 (
y

y
f (x , y)dxdy 

8

1 2
  

 53يحات مماس بر دو رويهـ اگر صفx (y ) z   2 2 21 x)و 1 c) y z   2 2 2   در هر نقطه برخورد دو رويه بر هم عمود باشند آنگاه: 3
  )93(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   

1 (C   3  2 (C  
3

3  3 (C    4( C  1  

 54ـ مشتق سوئي تابعxyf (x ,y) e يدر نقطه( , )1 و در امتداد 1
 

2
  )93(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   ، كدام است؟3

1 (e
 

  
 

1 2
2  2 (e1 2

2  3 (e
 

  
 

1 3
2  4 (e1 3

2  

 55 يهاي معادلهريشهـ(z ) z  5 51  كه در آنz x iy  94(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   روي كدام خط قرار دارند؟(  

1 (x 
1
5  2 (x 

1
2  3 (x  

1
5  4 (x  

1
2  

 56 ي مماس بر سطحصفحهـz x y 3 x)در كدام نقاط 2 ,y)   بر خط
x t

y t

z t

 
  
  

2 3
3 4
2

  )94(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   عمود است؟ 

1 (( , ) , ( , ) 2 2 2 2  2 (( , ) , ( , ) 
2 2 2 2

2 2 2 2  

3 (( , ) , ( , )


2 22 22 2  4 (( , ) , ( , ) 
2 22 22 2 

 57ـf پذير است كهتابعي دوبار مشتقf ( ) 1 .و 1 (f (x) xf (x))dx  
1 1


fمقدار  ( ) f ( )1  94(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (1  2 (2  3 (1
2  4 (  

 58 مقدار انتگرالـsin x
dx

cos x




3

4 7
  )94(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (1
4  2 (1

12  3 (5
12  4 (7

12  

 59 اگرـ
i

z e



2
z، حاصل5 z z z z z z z z        2 3 4 5 6 7 8 91 5 4 4 4 4   )94(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 5

1 (
i

e
3
54  2 (

i

e



3
55  3 (

i

e



2
54  4 (

i

e
4
55  
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 60ـ مقدار
s
F.nd
 كدام است كه در آنF(x,y,z) x i yj z k  2 22 4

   وS سطح كل استوانهx y 2 2 zو 4  2 وn  بردار قائم يكه رو
 )94(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   باشد.به خارج سطح مي

1 (8    2 (4    3 (32   4 (8   

 61ـ مقدار
n

n

nx

n
lim

(n )



 

1

2
  )95(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (e2  2 (e 2  3 (e2  4 (e 2  
 62ـ مقدار

n
lim

n n n
  


1 1 1

1 2 95(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟(  

1(   2 (1
2  3 (  4 (Ln2  

 63ـ اگر
x

sin x ax bx
lim

x

  3
3

3


  )95(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   موجود و برابر صفر باشد، كدام گزينه درست است؟ 

1 (b ,a  9 3  2 (b ,a  
9 32  3 (b ,a 

9 32  4 (b ,a 9 3  

 64ـ صفحه بوسان خمC به معادله برداريt tr(t) e i e j tk   در نقطهP ( , , ) 1 1  موازي كدام صفحه است؟  
  )95اريخ و فلسفه علم ـ سراسري (ت  

1 (x y z   1  2 (x y z     3 (x y z  2 1  4 (x y z  2 2  
 65ـ اگر nx كه اي از اعداد حقيقي باشددنبالهx 2 وx1 ي هربه ازاn،n n nx x x  2 1

1
  آنگاه كدام گزينه درست است؟ 2

  )96ـ سراسري  تاريخ و فلسفه علم(
1 (n

x
lim x


     2 ( nxدار و واگراست.كران  
3 ( nxدر .4  همگراست ( nxكران است ولي بهبي كند.ميل نمي  

 66هايي سريـ كدام گزينه دربارهn

n

A ( )



 

1
2 و 1

n

n sin
nB

n






 

1

11
  )96سراسري ـ  تاريخ و فلسفه علم(  درست است؟ 

  ) هردو واگرا هستند.4  همگرا است. Bواگرا و A) 3  واگرا است. Bهمگرا وA) 2  ) هردو همگرا هستند.1

 67ـ مقدار
x
lim x ...

x

         
2 11 2 3


  )96ـ سراسري  تاريخ و فلسفه علم(  كدام است؟ 

1 (   2 (1
  ) اين حد وجود ندارد.4  1) 3   2

 68هاي قائم و افقي تابعـ تعداد مجانبx x
y

x x x

 


  

6
3 2

3 1
4 4

  )96ـ سراسري  تاريخ و فلسفه علم(  كدام است؟ 
  افقي 2قائم  2) 4  افقي 2قائم  3) 3  افقي 1ئم قا 2) 2  افقي 1قائم  3) 1

 69ـ تابعx x
f (x) x ...

! !
    

2 6
1 2   )96ـ سراسري  تاريخ و فلسفه علم(  ي حقيقي است؟داراي چند ريشه 6

1 (   2 (2  3 (4  4 (6  

 70ـ اگر شعاع همگرايي سريn
n

n

a x






nباشد، شعاع همگرايي سري Rبرابر 
nn

n

n!
a x

n




 2


  )96ـ سراسري  تاريخ و فلسفه علم(  كدام است؟  

1 (R
e

21   2 (R2   3 (eR2   4 (e R2   

 71اي شكل با حجم ماكزيمم در حالتي كه مساحت كل آن مقدار ثابتعاع به ارتفاع يك مخزن استوانهـ نسبت شA  است، كدام است؟  
  )96ـ سراسري  تاريخ و فلسفه علم(

1 (1
4   2 (1

2   3 (2  4 (4  

 72ـ مقدار(x )
y

ye dxdy
 

2
2

2 5 1
1

  )96ـ سراسري  تاريخ و فلسفه علم(  كدام است؟  

1 ((e )161 14   2 ((e )161 14   3 ((e )41 116  4 ((e )41 116  
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 73 91برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  حاصل عبارت زير كدام است؟ـ(  

x
lim x (sinh x Lnx Ln )


 2 1 2  

1 (1
8  2 (1

4  3 (1
2  4 (1  

 74 فرض كنيدـf (x) sinhxمقدار .d
f ( )

dx
1   )91برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  كدام است؟ 3

1 (  2 (1
2  3 (1  4 (3

2  

 75 حاصل انتگرالـ(x )
(x )e dx e dx





  
2

25 32

4 1
3

295   )91برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  كدام است؟ 33

1 (  2 (1  3 (  4 (e  

 76 هايهمگرايي يا واگرايي سريـn(n )

n

n
S ( )

n









 1
1

1

1
و 1

n

n

e
S

n

 


 2

1
  )91برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  كدام است؟ 

  همگرا است. S2واگرا و S1) 4  واگرا است. S2همگرا و S1) 3  ) هر دو واگرا هستند.2  ) هر دو همگرا هستند.1

 77 طول منحنيـLn( )
x 2

1
1

xاز     تاx 
1
  )91برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  كدام است؟ 2

1 (Ln 
13 2  2 (Ln 

12 3 2  3 (Ln 
3 1
2 2  4 (Ln 

3 12 2 2  

 78ـ مساحت عرقچيني كه صفحهz 
2

xاز بالاي كره 2 y z  2 2 2   )91ـ سراسري برداري (عمران ـ نقشه  كند برابر است با:جدا مي 1

1 ( 2
2  2 (2 2  3 (( ) 2 2  4 (( ) 2 2  

 79 براي آن كهـF.dr
  بين هر دو نقطهA وB قل از مسير باشد؛ مست(z).91برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  را به دست آوريد(  

y
y e

F(x,y,z) (xy sin z) i x e (z) j ( Lnz xcosz)k
z

        
 

21
2

    

1 (Lnz c  2 (Lnz c
z

  3 ((Lnz) c21
2  4 (z(Lnz ) c 1  

 80 دارمقـ
n

! ! ... n n!
lim

(n )!

     


1 1 2 2
  )92برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  ، برابر كدام است؟1

1 (  2 (1  3 (e 4 (  
 81 انتگرال حاصلـdx

I
tgh x


   )92برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  ،كدام است؟ 1

1 (( x sinh x sinh x) c   21 1 1 22 2 4  2 (x sinh x sinh x c   21 1 1 22 2 4  

3 (x sinh x sinh x c   21 1 1 22 2 4  4 (( x sinh x sinh x) c  21 1 1 22 2 4 

 82 طول قوس خمـy Ln( x )  |كدام است؟ 21 x |
1
  )92برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  2

1 (1  2 (Ln 2 3 1  3 (Ln 5
2  4 (Ln 3 2 1  

 83 مقدارـi
Arg ( i)

i

   
  

13922 15   )92برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  ، برابر كدام است؟3

1 (
 4  2 (

4  3 (3
4  4 (


3
4  

 84 سوئي تابع مشتقـf (x,y,z) xLn(z y ) 2 zدر امتداد مماس بر منحني 2 t  yو 42 t xو 22 t در نقطة،M( , , )1 2     كدام است؟ 2
  )92اري ـ سراسري برد(عمران ـ نقشه

1 ((Ln )
1 8 69  2 (Ln 

1 8 64  3 (Ln 
1 8 62  4 (Ln 8 6  
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 85 مقدار انتگرالـ
D

x y
dV

x y z

 

  
2 2

2 2 2

1 1
2 2

1
xيناحيه  Dاست؟ كدام   y z  2 2 2   )92برداري ـ سراسري قشه(عمران ـ ن  باشد.مي 1

1 (5
6  2 (4

3  3 (2
3  4 (  

 86 كنيد  فرضـc دلگونr cos  1 92برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشهابر كدام است؟و در جهت مثلثاتي باشد. در اين صورت مقدار انتگرال زير، بر(  

c
(x y)dx ( x y )dy   3 23 2  

1 ( 6  2 ( 3  3 (3  4 (6  
 87 يحجم محدود به كرهـx y z  2 2 2 xبالا و سهمي گوناز  5 y z 2 2   )92برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  از پايين، برابر كدام است؟ 4

1 (( )


2 3 5 23  2 (( )


2 5 5 43  3 (( )


2 5 13  4 (( )


2 3 5 43  

 88ـ فرض كنيدf پذير باشد و مشتق تابعيf (x y) f (x) f (y) xy    و 5
h

f (h)
lim

h
 3


f'، در اين صورت  (x)كدام است؟ ،  

  )93برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  
1 (x3  2 (x5  3 (x 3 5  4 (x 5 3  
 89 ماكزيمم مقدار تابعـxf (x,y,z) e

xيروي كره 2 y z  2 2 2   )93برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  كدام است؟ 2
1 (e  2 (e 2  3 (e2  4 (e4  

 90 مقدار ـ
n

nnx

x
lim lim

x 

 
   1

1
1

  )94برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  كدام است؟ 

1 (1  2 (  3 (1  4 (  
 91 اگر ـ nnI x Lnx dx    )94برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  باشد، كدام رابطه زير صحيح است؟ 2

1 (   nn nI n I x Lnx    3
1 1  2 ( nn nI nI x Lnx 

   13
13  

3 (   nn nI n I x Lnx    3
13 1  4 (   nn nI n I x Lnx 

    13
13 1 

 92 ـ مساحت ناحيه درون دايرهr sin 3  و بيرونr sin  2 94برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  واقع در ربع اول، كدام است؟(  

1 (2
3  2 (3 3

2  3 (2 2  4 (3 3  

 93ـــ اگــرC مــرز ذوزنقــه بــا رئــوس ,1 و 1 ,1 و 2 ,2 و 3 ,2 شــود و هــاي ســاعت پيمــوده مــيباشــد كــه يــك بــار در جهــت عقربــه 1
  xF x,y (e y ,xy sin(Lny))  

4 2  ،باشد
C

F.dr
  94برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  كدام است؟(  

1 (4
3  2 (5

3  3 (5
6  4 (8

3  

 94ـــ اگــرD ناحيــه داده شــده بــاx y a ,x y z a    2 2 2 2 2 2 باشــد، انتگــرال Dســطح ناحيــه S و 24
S

F.nd
  بــراي ميــدان بــرداري

    xF x yz i y xz j (z e sin y)k     
   روي رويهS 94برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  كدام است؟(  

1 (a 34 3  2 (a 38 3  3 (a 312 3  4 (a 316 3  
 59 هايمساحت ناحيه محدود به منحنيـy cos x،y cos(x c) ،x   يهابرابر مساحت ناحيه محدود به منحنيy cos(x c) ،x  ،y   

)كدام است؟ cاست. مقدار c )


  2  95برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه(  

1 (
5  2 (

3  3 (
4  4 (

6  

 96 هايكدام مورد براي انتگرالـx y
Q

B e dA   و
Q

dA
C

( x )( y )


  2 21 1
 )Qيربع اول صفحهxyدرست است؟ (  

  )95سراسري  برداري ـ(عمران ـ نقشه  

1 (B 1 وC 


2

4  2 (B واگرا وC 


2

4  3 (B 1 وC 4  واگرا (B وC واگرا  
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 97ـ مقدار انتگرال
x y

xy
D

e dxdy




3 3

yناحيه محصور به Dكدام است كه در آن  x xو 2 y   )96برداري ـ سراسري نقشهعمران ـ (  باشد؟مي 2

1 ((e ) 21
3   2( (e ) 21

5  3 ((e ) 23 1   4 ((e ) 25 1   

 98 دحـ
n
lim ( )

n n n n
  

  2 2 2
1 1 1

1 2
:91(مواد ـ سراسري   در صورت وجود، برابر است با(  

1(Ln 2   2 (1
  ) وجود ندارد.4  1) 3  2

 99 فــرض كنيــد ـــS ي محــدود بــه مخــروطمــرز ناحيــهx y z 2 xيو صــفحه 2  ــردار2 n، ب
 قــائم يكــاني بــر ،S  ــه ســمت خــارج ب

xyF(x,y,z)و ( x tanyz)i (y xz) j ( z e )k     3 2
  در اين صورت كدام گزينه مقدار ،

S

F.nd
  91(مواد ـ سراسري   دهد؟را نشان مي(  

1 (16
3  2 (32

3  3 (16  4 (32  

 100 حاصل انتگرالـdx

sin x cos x 4   )92(مواد ـ سراسري   كدام است؟4

1(tgxarc tg ( ) C2
2

  2(tgxarc tg ( ) C2
2 2

  3(tg xarc tg ( ) C22
2

  4(tg xarc tg ( ) C2 2
2 2

  

 101 سري تواني تابعـ
x Ln( t)

f (x) dt
t


 

1


،(| t | )   )92(مواد ـ سراسري   ي همگرايي آن كدام است؟و بازه 1

1(
n n

n

( ) x
n






1

2
1

1،x  1 1  2(
n n

n

( ) x
n






1

1

1،x  1 1  

3(
n n

n

( ) x
n






1

2
1

1،x  1 1  4(
n n

n

( ) x
n






1

2
1

1،x  1 1 

 102 گوني توپر محصور بين سهميحجم ناحيهـz x y 2 zو مخروط2 x y 2   )92(مواد ـ سراسري   ؟، كدام است2

1(
2  2(

3  3(
4  4(

6  

 103 ي برداري خم فضايي معادلهـC به صورتr(t) (acost) i (asint) j btk  
  ،t  2  است. به ازاي كدامb  خميدگي (انحناء) خـم برابـر ، 

a

1
aشود؟ (مي 2  ،b  (مواد ـ سراسري   ثابت)92(  

1(ab  2  2(b a  3(b a   پذير نيست.) امكان4  2

 104 ينقاطي از رويهـ(y z) (z x)   2 2   )92ـ سراسري  (مواد   باشد، كدام است؟مي yzي كه خط عمود بر رويه در آن نقاط موازي صفحه 16

x) نقاط دو خط1 y z  4وx y z   4  2نقاط فصل مشترك (x y z
x y z
  

    

4
4  

x) نقاط صفحه3 z    4نقاط فصل مشترك (x z   با رويه 

 051واحد است. اگر هر مقطع عرضي عمود بـر يكـي از ايـن     12الساقين است كه طول هر ساق آنالزاويه متساويي جسمي يك مثلث قائمـ قاعده
  )93(مواد ـ سراسري   قرص باشد، آنگاه حجم جسم برابر كدام است؟ ها يك نيمساق

1 (73  2 (144  3 (146  4 (72  

 061ر انتگرالـ مقدا
R

y
arctan( )dxdy

x كه در آنR قطاع طوقيx
y x  xو33 y  2 21   )93(مواد ـ سراسري   برابر كدام است؟ 4

1 (2

8  2 (
16  3 (2

16  4 (
8  

 071ـ مقدار انتگرال
D

xydA yناحيه محصور به دو منحني Dكه در آن 2 x yو 2 x    )93(مواد ـ سراسري   باشد، كدام است؟مي 22

1 (1  2 (3  3 (  4 (2  
 081ـ فرض كنيد

xf (x) e p(x),p(x) c c x c x    2
1 (n)f. در اين صورت2 (   )94(مواد ـ سراسري   كدام است؟ (

1 (c c c 1 22  2 (c c c 1 2  3 (c nc n(n )c  1 22 1  4 (c nc n(n )c  1 21  
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 091 ـ اگرn توانيم داشته باشيمعدد صحيح و مثبتي باشد، آيا مي


n n nsin t.cos tdt a cos tdt

 

 
2 2

  كدام است؟ aاگر پاسخ مثبت است، ثابت 
  )94(مواد ـ سراسري   

na) بلي، 1  na) بلي، 2  2  na) بلي، 3  12     ) خير4  12
        

 101ـ حاصل جمع سري


n n

n

( ) x

n








21
  )94(مواد ـ سراسري   ، كدام است؟1

1 (x , Ln( x )  21 1  2 (x , Ln( x )  21 1  

3 (Ln( x )x , x ,
x


 
2

2
11   4 (Ln( x )x , ,

x



2

2
11  به ازاي  1وx   

 111  ـ فـرض كنـيمw f(x,y)     داراي مشـتقات جزئـي مرتبـه دوم پيوسـته وx u v

y u v

 
  

w. در ايـن صـورت عبـارت   2 w w

x yx y

  
 

  

2 2 2
2 25 2 2   

  )94(مواد ـ سراسري   برابر با كدام مورد زير است؟

1 (w w
u v

 


 

2 2

2 2  2 (w w
u v
 


 

2 2

2 2
2  3 (w w

u v
 


 

2 2

2 22  4 (w w w
u vu v

  
 
  

2 2 2

2 2  

 121 از مخروطـ مساحت بخشيz x y 2 2 zكه بين صفحات 2   وx z 2   )94(مواد ـ سراسري   واقع شده، كدام است؟ 3
1 ( 3  2 ( 6  3 (2 3  4 (2 6  
 131 اگر مثلثـc با رئوس( , , )1   و( , , )1  و( , , )1 از نقطه ،( , , )1 1 هاي ساعت ديده شود، آنگاه مقدار انتگرال در جهت عقربه 1

e
xydx yzdy zxdz  

  )94(مواد ـ سراسري   ؟كدام است

1 (
1
2   2 (1

2   3 (1
3

   4 (
1
3

  

 141ـ جسمي تحت اثر نيرويF yzi xzj xyk   
   روي مارپيچr cost i sint j tk

t

   


   2

  


نمايد. كار انجام شـده توسـط   به سمت بالا حركت مي 

Fنيروي
95(مواد ـ سراسري   ، كدام است؟(  
1 (  2 (2  3 (2  4 (22  

 151ـ انتگرالx x
x y dydx x y dydx


     

22 2 2 82 2 2 2
2  

  گانه در مختصات قطبي كدام است؟ صورت يك انتگرال دوبه 
  )95(مواد ـ سراسري   

1 (r drd


 
2 2 22

 
  2 (r drd


 

2 2 24
 

  3 (r dr d





 

2 24
2 2  4 (r dr d

 


 

2 24  

 161گيري معادل انتگرالم مورد با تعويض ترتيب انتگرالـ كداy

x
f (x,y,z)dzdy dx



  2
1 1 1
1 

  )95(مواد ـ سراسري   است؟ 

1 (z y
f (x, y,z)dx dydz

  


  
1 1   2 (z

y
f (x, y,z)dx dydz


 



  
1 1  

3 (z y
y

f (x, y,z)dx dydz



   
1 1
1  4 (z y

y
f (x, y,z)dx dydz

 


  
1 1  

 171يليـ در بين تمام نواحي مستطx a  وy b مقدار مينيمم شار برونسوي كل ميدان ،F (x xy)i yj  2 4 6
     گذرنده از چهـار ضـلع

  )95(مواد ـ سراسري   مستطيل كدام است؟
1 (4  2 (2  3 (  4 (2  
 181ـ شار برونسوي ميدان برداريF x i xzj zk  2 3

   ي ناحيهگذرنده از كرانهx y z  2 2 2   )95(مواد ـ سراسري   كدام است؟ 4
1 (8  2 (16  3 (32  4 (64  

 1911ـ مختصات مركز ثقل
xاز بيضي 4 y

a b
 

2 2
2 2   )93(هوافضا ـ سراسري   واقع در ربع اول با چگالي ثابت يك برابر است با: 1

1 (C C
b aX , Y 
 

2 2
3 3  2 (C C

a bX , Y 
 

2 2
3 3  3 (C C

b aX , Y 
 

4 4
3 3  4 (C C

a bX , Y 
 

4 4
3 3  
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 201ـ مقدار انتگرالa xe dx
2


  )93(هوافضا ـ سراسري   برابر است با: 

1 (a a aa
! ! !

   
3 5 7

1 2 3   2 (a a aa
! ! !

   
  

3 5 7

1 3 2 5 3 7   

3 (a a aa
! ! !

   
  

3 5 7

1 3 2 5 3 7   4 (باشد.انتگرال وجود دارد وليكن قابل محاسبه نمي 

 211ـ حد
m n

P(x,y) ( , )

x y
m) lim

(x y ) 2 2 
  )93(هوافضا ـ سراسري   اعداد صحيح و نامنفي) موجود است هرگاه: pو nو 

1 (m n p  2  2 (m n p  2  3 (m n p  2  4 (m n p  2  
 221ـ اگر

x
lim f (x) B





، در اين صورت،

x
lim f (x x )


5 2


  )93(هوافضا ـ سراسري   كدام است؟ 

B  3 (B) 2  ) صفر1 B3 5  4 (B B5 3  
 231 سطح محصور بين منحنيـy x yو خط 2  yتوسط خط 2 c به دو قسمت مساوي تقسيم شده است. در آن صورتc كدام است؟  

  )91(معماري كشتي ـ سراسري   
1 (3

2  2 (2
3  3 (3 2  4 (2  

 241 هرگاه براي تابعيـf ( )   و براي هرx داشته باشيمf (x)
x

 
 2

1
1

fدام گزينه برايآنگاه ك  (   )91(معماري كشتي ـ سراسري   صحيح است؟ 2(

1 (f ( ) 1 2 2  2 (f ( ) 
1 125 2  3 (f ( ) 

1 322 2  4 (f ( ) 
2 2 25  

 251 يمنحنـc ني معادلات ضم باx y

xy t

 
 

  )91ـ سراسري  (معماري كشتي  داده شده است، انحناء منحني همواره برابر است با: 1

1 ( پس منحنيc .پس منحني 1) 2  يك خط استc .يك دايره است  
 يك سهمي است. cپس منحني 1) 4  يك بيضي است. cمنحني دارد و شكل) بستگي به نقطه 3

 261 مساحت محصور به منحنيـx y (x y )  2 2 2 2   )92(معماري كشتي ـ سراسري   برابر كدام است؟ 22

1 (1
2  2 (1  3 (2  4 (2  

 271ـ  سري
n

cosn

n





 
  


2

1 2   )93(معماري كشتي ـ سراسري   چه وضعيتي را دارد؟ 1

  ) واگراست.2  ) همگراست.1
 مله سري دارد.توان نظر خاصي داد و بستگي به توان ج) نمي4  بستگي دارد. n) همگرايي و واگرايي به زوج يا فرد بودن3

 281ـ حد دنباله با جمله عموميnx a a a a     93(معماري كشتي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (a 1 1 4
2  2 (a a 1 4

2  3 (a a 1 4
2  4 (a 1 1 4

2  

 291ـ مشتق nام تابعaxf (x) e x   )93(معماري كشتي ـ سراسري   كدام است؟ 2
1 (ax n n ne [a x na n(n )a ]   1 2 22 1  2 (ax n ne [a x na x n(n )a]  2 12 1  
3 (ax n n ne [a x na x n(n )a ]   2 1 22 1  4 (ax n n ne [a x na x n(n )a ]   1 2 12 1 

 301ـ اگرnf (x) x ,x ,n ,n N    1 2 وx
g(x)

n
 1 93(معماري كشتي ـ سراسري   كدام رابطه صحيح است؟(  

1 (f (x) g(x)  2 (f (x) g (x)   3 (f (x) g(x)  4 (f (x) g (x)   

 311ـ سري تواني تابعx
(| x | )f (x)

( x )
 



2
3 21

1
    )95(معماري كشتي ـ سراسري   ؟ ، كدام است

1(n

n
nx





 3 1

1
   2(n n

n
( ) x


 


 1 3 11


   3(n n

n
( ) x





 3 11


   4(n n

n
( ) nx





 3 1

1
1   

 321 اياي كه در درون استوانه دايرهحجم ناحيهـx y y 2 2 zو استوانه سهموي 2 y2 95(معماري كشتي ـ سراسري   قرار دارد، كدام است؟(  

1(32 2
5   2(64 2

5   3(32 2
15   4(64 2

15  
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 331ـ در صفحه مختلط مكان هندسيzازاي آن، هايي كه بهIm(z z)
Re( i)

z | z |


  2

1  )91(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   برابر است با:  2

1 (z bi كهb R وb   2 (z a كهa R وa   
3 (z a bi  كهa, b R وa b و(a, b) ( , )   4 (z a bi  كهa, b R وa b ,a)و 2 b) ( , )   

 341 گزينه بسط تيلور تابعكدام ـx

( x)



 3
1

1
  )91(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   در همسايگي صفر است؟ 

1 (n

n
(n )( n )x




  1 2 1


 2 (n

n
n x





 2 1

1
 3 (n

n

(n )(n ) x




  1 2
2

 4 (n

n

(n )( n ) x






  1

1

1 2 1
6 

 135 فرض كنيدـf (x) اي برتابع پيوسته[ , ]2 باشد وf ( )   وf ( ) 2 x. به عـلاوه بـه ازاي هـر   2 [ , ] 2  داريـمf (x)   وf (x)dx 
2 1

3
 ،

fمقدار (y)dy
2 1


  )91(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (2
3 2 (1

3 3 (7
3 4 (11

3 

 136 فرض كنيدـ
n

n
n

sin x
I dx

x



 
1

nبراي  Nدر اين صورت ،n
n
lim I


  )91(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   برابر است با: 
1 ( 2 (1- 3 (1 4.وجود ندارد ( 

 137 اگرـ(r,s,t)   وr x y z  2 3،s x y z   4 وt x y z  7   ي زير صحيح است؟كدام رابطه گاهآن 2
  )91(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   

1 (x y z   5  2 (x y z    5  3 (x y z    5  4 (x y z    5  

 138 فرض كنيدـ
x sin td

f (x) u dudt
dx

  1

2 4
2 1


fمقدار  ( ) 91(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   كدام است؟(  

1 ( 2 (1- 3 (1 4 (2 

 139 حجم ناحيه محصور به رويهـ( x y z) (y z ) ( z )       2 2 25 2 5 5 3     )91(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   برابر است با:25

1 (1
3
  2 (2

3
 3 (125

3 4 (5
3
  

 140ـ فرض كنيدf (x) باشد كه داراي سه ريشه حقيقي است. اگر 3اي از درجه يك چند جملهf ( i) 2   ، آنگاه داريم:8
  )94(صنايع ـ سيستم ـ سراسري 

fهاي) تمام ريشه1 (x) .2  با يكديگر برابرند (f (x)  دارد. 1يك ريشه مثبت با درجه تكرار  
fهاي) تمام ريشه3 (x) .4  اعدادي مثبت هستند (f (x)  ارد.د 2يك ريشه مثبت با درجه تكرار 

 141ـ اگرna وnb دو دنباله مثبت باشند و به ازاي هرn داشته باشيمn

n

a n

a n
 


1

nو 1

n

b n

b n
 


1

بـه   nbو na، در اين صـورت 1

  )94(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   ترتيب از راست به چپ كدام است؟ 
  همگرا ) واگرا ـ2  ) واگرا ـ واگرا1
 ) همگرا ـ واگرا4  توانند همگرا يا واگرا باشند.) هر دو سري مي3

 142ـ فرض كنيد   f : , ,2 2  زينه در مورد معادلهتابعي پيوسته باشد. در اين صورت كدام گ 
x

x f t dt  
2

1 9


  ، صحيح است؟ 
  )94(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   

  ) دقيقاً دو جواب دارد.2  ) دقيقاً يك جواب دارد.1
]) دو جواب در4  ) جواب ندارد.3 , ]1 و يك جواب در[ , ]1  دارد. 2

 143اي ناسرههـ انتگرالsin x
dx

x



1
sinxو 

dx
x

 


1 3

1
1

  )94(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   به ترتيب از راست به چپ كدام است؟ 

  ) همگرا ـ واگرا4  همگرا ) واگرا ـ3  ) همگرا ـ همگرا2  ) واگرا ـ واگرا1

 144ـ مقدار
n

n

n





2
1

2 7
  )94ايع ـ سيستم ـ سراسري (صن  ، برابر كدام است؟

1 (1
27  2 (7

27  3 (

11

27 49  4 (

22

27 49  
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 145ـ فرض كنيدn n

dx
I

(x )



1

2 4
  )94اسري (صنايع ـ سيستم ـ سر  يك از روابط زير صحيح است؟، در اين صورت كدام

1 (I I 5 4
132 7 625  2 (I I 5 4

132 8 625  3 (I I 5 4
132 16 625  4 (I I 5 4

132 15 625  

 146ـ مقدار انتگرال
x

( x) x

e dx

e e 


21

2 21
  )94(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   ، كدام است؟

1 (  2 (1
2  3 (1  4 (2

3  

 147 هرگاهـC مثلثي با رئوس( , )  و( , )1  و( , )1 در جهت مثلثاتي باشد، مقدار انتگرال
C

xydx (x y )dy  2 2كدام است؟ ،  
  )94(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   

1 (1
6  2 (1

2  3 (5
6  4 (2

3  

 148ـ مقدار
D

(x y )dV 2 1ناحيه محدود به Dرا بيابيد كه در آن  2
zاول و مخروط 8 x y 2 rو استوانه 2 sin  باشد. مي  

  )94(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   
1 (6

75  2 (7
75  3 (9

75  4 (8
75  

 149ـ فرض كنيد F x,y,z (xy ,yz ,x z) 2 2 حول مبدأ باشد، مقدار 3اي به شعاع كره S، اگر2
S

F.ds كدام است؟n
  بردار عمود بر سطح به

  )94(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   مت بالا است. س

1 (962
5  2 (968

5  3 (972
5  4 (97

5
  

 150ـ فرض كنيدS اي باشد كه بين صفحهرويهxy وx y z  2 2 zواقع است كه در آن 4   باشد. شار برونسوي عبـوري از ميS   بـه وسـيله
F(x,y,z) xi xzj z k   23

  94(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   ، كدام است؟(  

1 (132
3  2 (134

3  3 (138
3  4 (136

3  

 151ـ فرض كنيدS اي باشد كهسطح ناحيهx y z  2 3 fكند واز ربع اول جدا مي 6 (x,y, z) x y  باشد. مقدارمي
S

fdsكدام است؟ ،    
  )94(صنايع ـ سيستم ـ سراسري 

1 (2 14  2 (3 14  3 (5 14  4 (4 14  
 15294(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   ـ معادله زير، در مختصات كروي، معرف چه شكلي است؟(  

sin sin( ) cos


     

123 54  

  ) يك كره4  ) يك استوانه3  ) يك صفحه2  ) يك خط1

 153ـ فرض كنيدz1،z2،z3 وz4 هاي چهارمريشه
i

e
4
zي مختلط قرار دارد. در اين صـورت مقـدار  ام صفحهiدر ربع izباشند، كه هر 34 z

z z




3 4
1 2

 ،
  )95(مهندسي صنايع ـ سراسري  م است؟كدا

1 (1-  2 (1  3 (i 1 3  4 (i  3  
 154ـ اگرn

n n
A tg ( ) tg ( ) tg ( )

n n nn n n
     1 1 1

2 2 2
1 1 2 2

مقدار ،n
n
lim A


  )95(مهندسي صنايع ـ سراسري  ، كدام است؟

1 (


1
4 2  2 (


1

4 2  3 (


1
4 3  4 (


1

4 3  

 155هاينتگرالـ در مورد همگرايي و واگرايي اcosx
A

x x x x





1

2 3
1


و 

x

sin x
B

e x

 


  1
2

1
  ي صحيح كدام است؟گزينه 

  )95(مهندسي صنايع ـ سراسري   
1 (A وB 2  هر دو واگرا (A وB  3  همگراهر دو (A همگرا وB 4  واگرا (A واگرا وB همگرا  

 156ـ شعاع همگرايي
n

n

n

n
( x )

(n )!

 





1

2
2   )95(مهندسي صنايع ـ سراسري  ، كدام است؟11

1 (
e
1  2 (e  3 (

e
1
2  4 (e2  
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 157ـ فرض كنيدx
nS e sin(nx)dx 

22
1،n

n
lim S


  )95(مهندسي صنايع ـ سراسري  ، كدام است؟
1 (  2 (1  3 (e e4  4حد ندارد (  

  158هايـ در مورد همگرايي و واگرايي سري
n

n

( )

n

 
   




3

1

nو 1

n

ne







1
، به ترتيب كدام مورد صحيح است؟ (   (نماد جزء صحيح است  

  )95(مهندسي صنايع ـ سراسري  
  ) همگرا ـ واگرا4  ) همگرا ـ همگرا3  ) واگرا ـ واگرا2  را) واگرا ـ همگ1

 159ـ فرض كنيد
(x,y) ( , )

x y
lim A

sinx siny




 
و همچنين 

(x,y) ( , )

sin(x ) x
lim B

x y






2 2
2 

  صحيح است؟ Bو A، كدام گزينه در مورد
  )95(مهندسي صنايع ـ سراسري  

1 (A وجود ندارد وB    2 (A 1 وB .3  وجود ندارد (A وB .4  وجود ندارند (A 1 وB    

 160ـ فرض كنيدR ي محدود به چهارضلعي با رئوسناحيه( , ) ،( , )1 2،( , )2 )و 1 , )3 باشد. مقدار انتگرالمي3
x y

R

e
dA

x y



 
2

1 2   ر كدام است؟، براب4

  )95(مهندسي صنايع ـ سراسري 
1 ((Ln )(e )31 7 13  2 ((Ln )(e )37 1  3 ((Ln )(e )31 7 13  4 ((Ln )(e )37 1  

 161يـ از تقاطع صفحهx y z  2 zو مخروط 2 x y 2 تـرين و دورتـرين   ترتيب نزديكبه Bو Aشود. اگري بيضي شكل حاصل مياناحيه 2
  )95(مهندسي صنايع ـ سراسري  كدام است؟ Bاز Aيي اين بيضي از مبدأ باشد، فاصلهنقطه

1 (2 2
3  2 (3 2

2  3 (3 3
2  4 (2 3

3  

 162ـ مقدار
C

F.dr


   كـدام اسـت؟ اگـر ،xF (e y ,siny z ,z x)   
2 2 5 xي، منحنـي فصـل مشـترك اسـتوانه    Cو 2 y 2 2 ي و صـفحه  2

x y z  3 3   )95(مهندسي صنايع ـ سراسري   باشد، كه در جهت مثلثاتي طي شده است. 4
1 (2  2 (4  3 (8  4 (16  
 163يفرض كنيد كره ـS به شعاعa يبالاي صفحهxy يقرار دارد و در مبدأ مختصات بر صفحهxy هاي زير حجم يك از انتگرالمماس است. كدام

zيقسمتي از كره را كه بالاي صفحه a 95(مهندسي صنايع ـ سراسري  دهد؟قرار دارد، نشان مي(  

1 (a cos
a sec

sin d d d


 


      

2 2 24
 

  2 (a cos
a sin

sin d d d


 


      

2 2 24
 

   

3 (a sec
a cos

sin d d d


 


      

2 2 24
 

  4 (a sec
a sin

sin d d d


 


      

2 2 24
 

  

 164ـ فرض كنيدF (cosx (y z) ,y xz , xz)    3 2 4 1
 وS يبخشي از كرهx y (z )   2 2 21 zبراي 5     باشد. شار رو بـه خـارجF

  روي
  )95(مهندسي صنايع ـ سراسري  كدام است؟ Sسطح

1 (3   2 (4  3 (5  4 (6  
 165 ــد ــرض كني ــ ف ــيم Sـ ــطح ن ــرهس xيك y z  2 2 2 ــراي 9 zب   وN

  ــه ــائم يك ــردار ق ــارج ب ــه خ ــهي رو ب ــر  Sيروي ــد. اگ باش
F ( x yz ,y xz , z)   2 2
گاه مقدار، آن

S

F.Nds
 95(مهندسي صنايع ـ سراسري  ، كدام است؟(  

1 (162  2 (164  3 (92  4 (9  

 166ـ مقدار
C

x x y y yx y x
dx dy

x y x y

   


 
5 3 2 2 3

2 2 2 2
3 xمنحني C، كدام است؟ هرگاه3 y 4 4   در جهت مثلثاتي باشد. 1

  )95(مهندسي صنايع ـ سراسري  
1 (  2 (2  3 (4  4 (6  
 167 مقدارـn

x
lim [ sin cosn]

n


1 12   )96(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   كدام است؟ 3

 )2  ) صفر1
e
1   3 (e   4 (   

 168 هايانتگرالـsin x
A dx

x x

 


 331
1 4 sinو 2 x

B dx
x


    )96(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   مفروضند، كدام مورد صحيح است؟ 1

1(A وB 2  هر دو همگراي مشروط(AوB مگراي مطلقهر دو ه  
3( A همگراي مطلق وB 4  همگراي مشروط(A همگراي مشروط وB همگراي مطلق  
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 169 با فرضـ
n n




  2

1

مقدار 1
n

n

( )

( n)





 2
1

1
2

  )96(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (
 8  2 (

16  3 (


3
8  4 (


3
16  

 170 ـ
(x,y) ( , )

x y
lim

x y 

2
2 4 

    )96(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (  2 (1 3 (  4.وجود ندارد ( 

 171 فرض كنيدـy y
h(x,y) f ( ) xg( )

x x
   كه در آنf  وg پذير تا مرتبه دوم هستند. در اين صورت مقدارتوابع مشتقh h

x y
x y

 


 

2 22 2
2 برابر كدام  2

  )96(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   است؟

1 (hxy
x y

 

2
  2 (hxy

x y



 

2
  3 (hxy

x y

 

2
2  4 (hxy

x y



 

2
2  

 172 ابرها چند براي قائمه قطع كنند، حجم ناحيه مشترك واقع در يك هشتم اول آنيكديگر را در زاويه 3اگر دو استوانه دوار، هر يك به شعاع ـr3 ؟است  
  )91(مهندسي نفت ـ سراسري    

1 (2
3  2 (1  3( 3

4  4 (1  

 173 مقدار انتگرال معينـ


sec xdx



   )91ـ سراسري  (مهندسي نفت  كدام است؟ 44

1 (1
4  2 (3

4  3 (1  4 (4
3  

 174 مقدار انتگرال ـ
x

d
dx

dx

 
 
 
   


1

11
1

1 2
  )92(مهندسي نفت ـ سراسري   برابر كدام است؟  

1 (
2
3  2 (

1
3  3 (1

3 4 (2
3  

 175 فاصله همگرايي سري ـa b (a b)(a b)
x x x

! !

  
  2 32

2 3 ؟ (كدام استa  وb 92(مهندسي نفت ـ سراسري   اند). هاي مثبتثابت(  

1 ([ b , b)  2(( b ,b]  3 ([ , )
b b


1 1 4 (( , ]

b b


1 1  

 176 ي ويهفرض كنيد رـS از صفحه بخشيx y z  3 4 12 xياست كه داخل استوانه 1 y 2 2   قرار دارد. مساحت رويه برابر كدام است؟1
  )92(مهندسي نفت ـ سراسري   

1 (4
5  2 (4

3  3 (13
5  4 (13

3  

 177ـ مساحت سطح حاصل از دوران منحنيr( ) sin    حول محورx93(مهندسي نفت ـ سراسري   ها كدام است؟(  
1 (216   2 (28  3 (24  4 (232  

 178ـ مقدار
x y

sin x y
I

x y    





 2 2 2 2

2 2

4 2 2
  )93(مهندسي نفت ـ سراسري   ، كدام است؟

1 (2  2 ( 2  3 ( 4  4 (4  

 179ـ حاصل انتگرال
y

y

xI e dxdy  
2 2 2


  )93(مهندسي نفت ـ سراسري   ، كدام است؟

1 (e 2 1
2  2 (e 2 1  3 (e 2 1

2  4 (e 2 1  

 180 ــ ــيم  ـ ــرض كن ــره   Dف ــين ك ــدود ب ــه مح xناحي y z a  2 2 2 ــتوانه 24 xو اس y a 2 2 ــد و  2 ــه   Sباش ــطح ناحي ــر Dس ، اگ
F ( x ysinz)i ( y xsin z) j ( z xycosxy)k     3 3 3

     يك ميدان برداري باشد. در آن صورت شار رو به بيـرون از سـطحS  توسـطF
   كـدام

  )94(مهندسي نفت ـ سراسري   است؟
1 (a 336 3  2 (a 336  3 (a 312 3  4 (a 312 
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 18196(نفت ـ سراسري   ـ مقدار دترمينان ماتريس زير كدام است؟(  

  1 (
2 25

4
  

2 (
2 25

16
  

3 (2 25
4
  

4 (2 25
16
  

  

 182 مقدار ـn
n
lim ...

n
  

1 11   )91(آمار ـ سراسري   كدام است؟ 2
   e   4 () 3   1) 2  ) صفر 1
 183 مقدار ـA        

12 2 3 42 562 3 4 8 16 32 64
 

91(آمار ـ سراسري   كدام است؟(  
1 (2  2 (18  3 (16  4 (12  

 184 اگر مشتق تابع ـf :    همه جا منفي باشد وf ( )  1  وd
(f (x))

dx x
  


1

2
1

1
fآنگاه مقدار   (x)dx

1 1


  )91(آمار ـ سراسري كدام است؟  

1 (1  2 (1  3 (Ln1 22  4 (  

 185 هاينقطهـP( , , )   ،Q( , , )1 1 ابعنقاط بحراني تf (x,y,z) x yz (y z)   2   )91(آمار ـ سراسري   هستند. نوع اين نقاط كدام است؟  312
1 (P  نقطه زيني وQ 2  نيمم نقطه مي (P  وQ هر دو نقطه زيني  
3 (P  وQ   4  هر دو نقطه ماكسيمم (P  وQ   هر دو نقطه ماكسيمم  

 186 فرض كه با اين ـu  تابعي هموار از دو متغيرt  وx  و استu u

x t

 
 

 

2
عبارت 2

k

k

u

x




  )91(آمار ـ سراسري   برابر است با: 

1 (
k

k k
k
u( ) ga

t x
 
 

1  2 (
k

k k
k
u( )

x


 


1  3 (
k

k
k k u( )

t


 



2

2
1  4 (

k
k k

k
u( )

t


 


2
21  

 187 دنبالهـn{x nصورتبه { n nx , x , x x x , n     1 2 1 11 1 nشود. مقدارتعريف مي 2

n nn

x

x .x



 


1 12
  )91(آمار ـ سراسري   كدام است؟  

1 (2  2 (1  3 (1
2   4 (   

 188مقدار ـ
e e

coshxdx cosh xdx



 

1
1 2 1
 

  )92راسري (آمار ـ س  برابر است با: 
1(cosh1  2(cosh2 1  3(cosh sinh 2 2 1 1  4(cosh cosh2 1  
 189مشتق تابع ـsin x x

f (x) Ln( ) Ln( tg )   212 xدر نقطه 2
x    )92(آمار ـ سراسري   كدام است؟ 2

1(Ln   Ln2)4  1) 3  ) صفر2  2

 190حجم ناحيه  ـR  كه بالاي صفحهxy است و از اطراف به هذلولي گون يك پارچهz
x y  

22 2 zو از بـالا بـه رويـه    14 x y  2 محـدود   24
  )92(آمار ـ سراسري   باشد، كدام است؟مي

1( 


3 2 3
2 3  2( 5 3  3( 1 4 3  4(14

3  

 191براي تابع ـ
x y

; (x,y) ( , )
f (x,y) x y

; (x,y) ( , )




  
 

2
2 2  

  

  )92(آمار ـ سراسري   كدام گزينه صحيح است؟ 

1 ( f2  پيوسته است.در مبدا نا(yf  مبدا پيوسته است.در  
3(xf اي ) مشتقات پاره4  پيوسته است.در مبدا ناf .در مبدا موجود نيست  

 
 
  
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 

2 2 2 2 4
1 1 2 2 22 2
1 1 4 4 24 4
1 1 8 8 28 8
1 1 16 16 216 16
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 192انتگرال ـ
y y

f ( x y )dxdy


 
244

1
2 2


  )92(آمار ـ سراسري   برابر است با: 

1(
sin

sin

f (r) rdrd







 
42

1
6

  2(
sin

sin

f (r) rdrd







 
5

46

1
6

  3(
cos

cos

f (r) rdrd







 
5

42

1
6

  4(
cos

cos

f (r) rdrd







 
42

1
6

  

 193هايمعادله خط مماس بر محل تلاقي رويه ـx z  4  وx y  2 2 2  در نقطهp( , , )2 4 :92(آمار ـ سراسري   عبارت است از(  
1(x t , y , z  2 2 2 4  2(x t , y ,z t   2 2 2 4 2 2  
3(x t, y ,z t   2 4  4(x , y t ,z   2 2 2 4  

 194حاصل ـ
x

x

ye
dydx

y y y 
1

2
  )92(آمار ـ سراسري   كدام است؟ 

1(e 1  2((e )2 1  3 (e 4(e2  
 195فرض كنيد ـn{a   )92(آمار ـ سراسري   ؟منفي باشد، در اين صورت كدام گزينه درست استاي نزولي از اعداد نادنباله {

n) اگر1 n
n

(a b )





1
nهمگرا باشد، آن گاه 

n
b






1
n) اگر2  همگرا است. 

n
na




 21

nرا باشد، آن گاههمگ 
n

a





1
  همگرا است. 

n) اگر3
n

n
( ) a






1
nهمگرا باشد، آن گاه 1

n
a




 2

1
n) اگر4  همگرا است. 

n
n

( ) a





1
nهمگرا باشد، آن گاه 1

n
n

( ) a





1
  همگرا است. 1

 196 ضابطه برد تابع باـx
f (x) Ln

x






2
2

1
1

  )91(فلسفه ـ سراسري   كدام بازه است؟  

1 (( , ]   2 ([ , )  3 (( , )1 1  4 (( , ) 1  
 197 ـ با حروف كلمهFALSAFEH 91(فلسفه ـ سراسري     اخت؟ توان سچند رمز عبور چهار حرفي مي(  

1 (546  2 (584  3 (6    4 (6 6  
 198 سطح محدود به نمودار تابعـy

x x


2
1

1
]در بازه ,t]2 را حول محورxدهيم. اندازه حجم حاصل وقتيها دوران ميtچند برابر است؟    

  )91(فلسفه ـ سراسري 
1 (Ln2 3  2 (Ln 3 1  3 ((Ln )

1 3 12  4 (( Ln )
1 2 32  

 199 ع به ضلع الاضلاهاي متساوي در داخل مثلث متساويدايرهـa هـا در  اند كه تعداد ايـن دايـره  طوري محاط شدهn      سـطر متـوالي بـه ترتيـب
, , , ...........,n1 2 nها باشد،مساحت كل اين دايرهnSباشد. اگرمي 3

n
lim S


  )91(فلسفه ـ سراسري   چند برابر مساحت مثلث است؟ 

1 (
3  2 (

2 3
  3 (2

3 3
  4 (2

3 6
  

 200ـ طول نقاط عطف منحني به معادله پارامتري(x cos t , y sin t) 3   )91(فلسفه ـ سراسري   كدام است؟ 3
1 (, ,1 1 2 (,11  3 (,1  4فاقد نقطه عطف (  

 201 ـ دامنه تابع با ضابطهx
f (x) cos(sinx) Arcsin

x


 

21
  )92(فلسفه ـ سراسري   كدام است؟  2

1 ([ , ]1 1  2 ({ , }1 1  3 (( , ]1  4 ({ , } 
4 2  

 202 ـ اگرg(x) log ( x) , f (x) x [ x]    2 1   )93(فلسفه ـ سراسري   كدام است؟ gofبرد تابع  3
1 ([ , )2  2 (( , ]2  3 ([ , )1  4 (( , ]1  

 032ـ نمودار تابع با ضابطهx [x] ; [x]
f (x)

[x] x ; [x]




 1
Z»p
jo 

  )93(فلسفه ـ سراسري   چگونه است؟  

  2) پيوسته با دوره تناوب 4  1) پيوسته با دوره تناوب 3  2) ناپيوسته با دوره تناوب 2  1) ناپيوسته با دوره تناوب 1

 042 تعداد نقاط تلاقي نمودارهاي دو تابعـx
y

x





3

yو 4 | x |  2   )93(فلسفه ـ سراسري   كدام است؟  3

  1) 4  2) 3  3) 2  ) صفر 1
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96ـ  91) ـ ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي ( كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 205ـ مجموعه نقاطS {(x,y) z :| x y | , | x y | }     2 2   )93(فلسفه ـ سراسري   داراي چند عضو است؟  2
1 (12  2 (13  3 (14  4 (15  

 206ـ اگرx dx
A

x



21

41
dxصلباشد، آنگاه حا 

x



 41 1
  )93(فلسفه ـ سراسري   كدام است؟  

1 (A 1  2 (A1  3 (
A
1  4 (A  

 207 خط مماس بر منحني پارامتريـ(x t t , y t t )    2 22 2 3 )در نقطه 1 , )8   )94(فلسفه ـ سراسري   كند؟ها را با كدام عرض قطع ميyمحور 3
1 (

11
3  2 (

7
3  3 (5

3  4 (1
3
  

 208ـ مشتق پانزدهم تابعxy (x )e 2 )در نقطه 1 , )1   چند برابرe 94(فلسفه ـ سراسري   است؟(  
1 (16   2 (18   3 (21  4 (24  

 209ـ اكسترمم نسبي تابعx x
f (x) ( x)cosx sinx


   

21
2 ]، در بازه4 , ]


2 94(فلسفه ـ سراسري   چگونه است؟(  

1 (x 
1
xمينيمم، 2 

 x) 2  ماكزيمم 3 
1
xمينيمم، 2 

   كزيممما 6

3 (x 
1
xماكزيمم، 2 

 x) 4  مينيمم 3 
1
xماكزيمم، 2 

  مينيمم 6

 210 نقطهـM روي منحني به معادلهx y Lny  4 yدهد. در حوالي نقطهتغيير مكان مي 3  dyاگر مقدار 1

dt
1برابر 

dxباشد، آنگاه مقـدار  2

dt
 

  )95(فلسفه ـ سراسري   كدام است؟
1 (3

4  2 (3
8  3 (5

4  4 (5
8  

 211ـ اگرf (x) log (x x )  2
g(x)و 2 x    )96ـ سراسري  فلسفه(  ، كدام بازه است؟gofي تابعباشد، دامنه 3

1 (,
  
 
 

1 2 1 2
2 2   2 (,

  
 
 

2 2 2 2
2 2   3 (,

  
 
 

1 2 1 2
4 4   4 (,

  
 
 

2 2 2 2
4 4   

 221ي محدود به نمودار تابعـ مساحت ناحيهy x 2 )ها و خط قائم بر منحني در نقطهxو محور 6 , )5   )96ـ سراسري  سفهفل(  ، كدام است؟ 4
1 (62

3   2 (64
3   3 (68

3   4 (7
3
   

 132ـ حجم حاصل از دوران سطح محدود به دايرهx y 2 2 yو سهمي 1 x22   )96ـ سراسري  فلسفه(ها كدام است؟ xخل سهمي، حول محوردر دا 3
1 (11

24   2 (19
48   3 (17

48   4 (7
24   

 421ـ طول قوس منحنيy Ln(cosx) 1 قتيوx
 

  6   )96ـ سراسري  فلسفه(  تغيير كند، كدام است؟  6

1 (Ln3   2 (Ln2   3 (Ln 3   4 (Ln 3
2   

 521ـ برد تابع با ضابطهf (x) ( x x )


     

1
ام است؟ (نمادكد 21  (.جغرافي ـ سراسري   به مفهوم جزء صحيح است)92(  

1 (( , ) 2 ([ , )  3 (( , )1  4 ([ , )1  
 621ـ نمودارهاي دو تابعxf (x)  g(x)و 2 log x 21

  )93(جغرافي ـ سراسري   اند؟ در چند نقطه متقاطع 2
  ) غيرمتقاطع4  3) 3  2) 2  1) 1
 721 در بسط عبارتـ(x )

x
 2 61   )91(پژوهش علوم اجتماعي ـ سراسري   كدام است؟ xمجموع جملات فاقد 1

1 (64  2 (68  3 (72  4 (76  
 821ـ تابع با ضابطهy | x | | x |   1   )91(پژوهش علوم اجتماعي ـ سراسري   در كدام بازه اكيداً صعودي است؟  1

1 (( , )1   2 (( , )1  3 (( , )1  4 (( , ) 1  
 921 خطـy x xهاي منحني به معادلهمجانب 2 x

y
xx x


 

 2
9 2 2

26
  كند. فاصله اين دو نقطه، كدام است؟ قطع مي Bو Aرا در دو نقطه 

  )93(پژوهش علوم اجتماعي ـ سراسري   
1 (2 2  2 (2  3 (5  4 (2 5  
 202 تعداد نقاط بحراني تابع با ضابطهـf (x) (| x | | x |)     )94(پژوهش علوم اجتماعي ـ سراسري   ، كدام است؟21

1 (4  2 (3  3 (2  4 (1  
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 122ط به معادلاتـ حد نقطه تلاقي دو خcy (c )x  2 2 yو  2 x c  3   )96ـ سراسري  علوم اجتماعي(  ، كدام است؟ c1وقتي 1
1 (( , )3 7  2 (( , )2 4  3 (( , )2  4 (( , )1 1  
 222 ـ نقطهM ضمني بر روي منحني به معادلهLn(x ) y x y     2 3 3 2 2   در حـوالي  .در حركت اسـتx  dxاگـر  2

/
dt

 5    ،باشـد

dyمقدار

dt
  )96ـ سراسري  علوم اجتماعي(  كدام است؟ 

1 (/1  2 (/ 2  3 (/ 3  4 (/ 4  
 322ـ نقطهA( , , )2 3 xاي به معادلههاي آن در صفحهيك رأس مكعب است كه يكي از وجه 4 y z   4 4 7 2   قرار دارد، حجم اين مكعب كـدام 
  )96ـ سراسري  علوم اجتماعي(  است؟

1 (8
27  2 (27

64  3 (64
27  4 (27

8  

 422 فرض كنيدـx
kI e sinkxdx


 

2


k. در اين صورت 
k
lim I


    برابر است با: 
  )91(مهندسي نساجي (تكنولوژي نساجي، شيمي نساجي و علوم الياف) ـ سراسري 

1 (  2 (1  3 (  4 (e
2  

 522 حاصل انتگرالـx

x
f (x ,y)dydx


 

2 6
2

  )91(مهندسي نساجي (تكنولوژي نساجي، شيمي نساجي و علوم الياف) ـ سراسري   برابر است؟با كدام گزينه  

1 (
y

f (x , y)dxdy 
6 2
 

  
  

2 (y
y f (x , y)dxdy


 
6 6

2


  

3 (
y y

f (x , y)dxdy f (x , y)dxdy


   
4 6 62

4  
  4 (

y y
f (x , y)dxdy f (x , y)dxdy


   

2 6 62
2  

  

 622 اگرـC مرز ناحيه(x ) (y )   2 22 2 باشد كه در جهت مثبت در نظر گرفته شده است، مقدار 1
C

ydx xdy

x y

 

 2 2 كدام است؟  
  )91(مهندسي نساجي (تكنولوژي نساجي، شيمي نساجي و علوم الياف) ـ سراسري 

1 (2  2 (  3 (
2  4 (  

 722 فرض كنيمـz1 وz2 وz3 بردارهايي با طول واحد باشند وz z z  1 2 3  ؟ باشدنمي، در اين صورت كدام گزينه صحيح  
  )91ـ سراسري  ساجي (تكنولوژي نساجي، شيمي نساجي و علوم الياف)(مهندسي ن

1 (z z z  3 3 3
1 2 3   2 (z z z  2 2 2

1 2 3   3 (z z z z z z  1 2 1 3 2 3   4 (
z z z
  

1 2 3

1 1 1   

 822 اگرـW چهاروجهي با رئوس( , , ) ,( , , ) ,( , , ) ,( , , )
1 11 2 3         باشد، در اين صورت حجمW كدام است؟ ،  

  )92(مهندسي نساجي (تكنولوژي نساجي، شيمي نساجي و علوم الياف) ـ سراسري 
1 (1

36  2 (1
18  3 (1

9  4 (1
6 

 922 فرض كنيدـf (x ,y) پذير باشد. مقدارتابعي انتگرالx

x x
f (x ,y)dydx

  2
2 2

4
  ، كدام است؟

  )92(مهندسي نساجي (تكنولوژي نساجي، شيمي نساجي و علوم الياف) ـ سراسري 

1 (y

y y
f (x , y)dxdy f (x , y)dxdy

 
   

2
2 2

2 2 4 2 2 2
2

4 4


  2 (y

y y
f (x , y)dxdy f (x , y)dxdy

 
   

2
2 2

2 2 4 2 2 2
2

4 4


  

3( y

y y
f (x , y)dxdy f (x , y)dxdy

 
   

2
2 2

2 2 4 4 2
2

4 4


  4 (
y

f (x , y)dxdy  2
2 2 2

4


 

 302 ايچند جملهـf (z) (z )(z )(z )   2 4 31 1     در دستگاه اعداد مختلط، چند جواب متمايز دارد؟ 1
  )92ـ سراسري  (مهندسي نساجي (تكنولوژي نساجي، شيمي نساجي و علوم الياف)

1 (6  2 (7  3 (8  4 (9 

 123 تابعـ(x y xy y x)f (x ,y) e    
2 2 )در نقطه 2 , ) 

4 5
3   . ………داراي  3

  )93(مهندسي نساجي (تكنولوژي نساجي، شيمي نساجي و علوم الياف) ـ سراسري 
  باشد.) نقطه بحراني نمي4  باشد.) نقطه زيني مي3  باشد.) ماكزيمم موضعي مي2  باشد.) مينيمم موضعي مي1
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96ـ  91) ـ ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي ( كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 232هايل از دوران ناحيه محصور به منحنيحجم حاص  ـy x x  x)و 22 ) y  2 21   ها، كدام است؟xحول محور 1
  )94(مهندسي نساجي (تكنولوژي نساجي، شيمي نساجي و علوم الياف) ـ سراسري 

1(4
15  2(

2  3(14
3  4(3

5  

 323اگر ـDناحيه محدود به خم ،y
x


yو خط 1  ها باشد، حاصلyو محور 1

D

dA

x y


كدام است؟ ،  

  )94(مهندسي نساجي (تكنولوژي نساجي، شيمي نساجي و علوم الياف) ـ سراسري 
1(Ln

 22  2(Ln
  22  3(Ln 2  4(Ln 2  

 423اگر  ـF xz , xy , xz 3
 وc مرز بخشي از صفحةx y z  2 هاي ساعت وقتي از بالا در يك هشتم اول و در جهت عكس حركت عقربه 2

شود پيموده شده باشد، مقدار انتگرالمشاهده مي
C

F.dr
  94م الياف) ـ سراسري (مهندسي نساجي (تكنولوژي نساجي، شيمي نساجي و علو  كدام است؟(  

1 (3-  2 (2  3 (1-  4 (3  

 523ـ مقدار سري
n

n

n




2

2 5
  )95(مهندسي نساجي، تكنولوژي نساجي و شيمي نساجي و علوم الياف ـ سراسري   ، كدام است؟

1 (13
32  2 (15

32  3 (41
16   4 (43

16   

 623ـ فرض كنيدF (x, y , z) 2 Nو Dسطح روي Sحول مبدأ مختصات باشد. اگر رويه Vاي به حجمكره Dو 3
    بردار قائم رو بـه خـارج بـرS 

باشد، چنانچه
S

I F .Nds 95(مهندسي نساجي، تكنولوژي نساجي و شيمي نساجي و علوم الياف ـ سراسري   ، كدام رابطه صحيح است؟(  

1 (I V  2 (I V 2  3 (I V 6  4 (I V 3  

 723 اگرـx ;
f (x)

x ;


 



x عددي گويا 
xعددي غير گويا  

در اين صورت 
x

f (x)
lim

x  21 2
  )91(مديريت نساجي ـ سراسري   برابر است با: 

1 (
1
2  2 (  3 (1

  ) وجود ندارد.4  2

  823حجم جسمي به ارتفاع ـh ي افقي به ارتفاعمتر كه مقطع عرضي آن با هر صفحهسانتيy  اي بـه شـعاع  ي آن، قطـاع دايـره  بالاي قاعـدهa 
yويةمتر و زاسانتي

( )
h

 2   )94(مديريت نساجي ـ سراسري   راديان است، كدام است؟ 1

1(ah
2  2(a h 2

2  3(ah  4(a h 2  

 923 فرض كنيدـR هاير بين منحنيي محصوناحيهy x 2 xو 1 | x |
y




3 3

xكه 2  1   كدام است؟ Rباشد، مساحت 1
  )95(مديريت نساجي ـ سراسري   

1(27
14   2(29

12   3(27
12   4(29

14   

 402 اگرـ  كدام مورد براي سري ،
n

n
n

cos( )




1

3
3

  )95(مديريت نساجي ـ سراسري   ، صحيح است؟

) براي1 1 همگرا و براي  1  .براي2  واگراست ( 1 واگرا و براي  1 .همگراست  
 ) همواره واگراست. 4  ) همواره همگراست. 3

 124 فرض كنيدـC منحني(t) (( t)cost,t , t )    21 1 2 tكه 1  1  باشد. اگـرf (x,y,z) ( x z,z,y x)  2   باشـد، مقـدار
C

F.dr
  كـدام

  )95(مديريت نساجي ـ سراسري   است؟
1(1   2(   3(1   4(3   
 224 فرض كنيدـf (x,y) xy xy x y  3 xطوري كهبه ،3   وy  صورت مقدار تابع، در اينf بحراني آن كدام است و اين نقطه از چه  در نقطه

  )95(مديريت نساجي ـ سراسري   نوع نقاطي است؟
1(1

1)2  ، ماكزيمم 4
1)3  ، زيني4

1)4  ، ماكزيمم8
  ، مينيمم8

 324 هايحجم محصور به رويهـr z( sin )  1 وz    )95(مديريت نساجي ـ سراسري   ، كدام است؟1
1(

6   2(
2   3(

3   4(   
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 424 فرض كنيدـx y UV U

xy U V

    


  

2 3

3
4

3
V، با توجه به اينكه U» عنوان توابعي ازتوان بهرا ميy x» ـ  (x,x,U,V)هدر نقاط نزديك ب ( , , , ) 1 1 1 1 

xدست آورد، در اين صورت مقداربه xU V حول نقطهx

y




1
  )95(مديريت نساجي ـ سراسري   ، كدام است؟1

1(5   2(3   3(3   4(5   
 524اگر ـxعددي گنگ باشدm

n m
lim ( lim (cos(n! x)) )
 

 :91زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  برابر است با(  
1 (1  2(    3 (1  4(  

 624 يهحد دنبالـn{x با تعريف {
n

n
n

x

x
x n

x





  


1

1

1
2 12

  )91زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  كدام است؟ 

1 (2 1)3  ) موجود نيست.2  1 2   4 (


2
2 1

  

 724 مجموع سريـ
n n(n )(n )



  
1

1
1   )91زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  برابر است با: 2

1 (1
6  2 (1

5  3 (1
4  4 (1

2  

 824 وسيلهمحصور بهمساحت ـx y (x y )  2 2 2 2 21
  )91زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  كدام است؟ 4

1 (4  2(   3 (4  4 (2  
 924 انحناي منحنيـr sin  2 اي كهدر نقطه

    )91زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  كدام است؟2

1 (3
27  2 (3

27  3 (12
27  4( 24

27   

 502 در منحني با نمايشـ( t )    ؛t t tr(t) (e cost) i (e sint) j e k  
   عنوان پارامتر انتخاب كنيم رابطـه بـين طـول    اگر طول قوس را به

  )91زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  يك از روابط است؟كدامtو sقوس
1 (ts (e ) 3 1  2 (ts (e ) 2 1  3 (ts (e ) 3 1  4 (ts (e ) 2 1  
 152ياي از فضا كه از پايين به رويهحجم ناحيه ـz r zيو از بالا به رويه 2 r آيد؟ (دست ميمحدود است توسط كدام انتگرال بهي شعاع زاويه

  )91زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  هاست.)zحامل با جهت مثبت محور

1 (
cos
sin sin d d d




       
22 24

  
  

3 (
sin

cos sin d d d
 


 

       
22 22

4
  

2( 
cos
sin sin d d d


 

       
22 22

4
 

   

4 (
sin

cos sin d d d




       
22 24

  
  

 252 -  حاصل
sin(n )x

dx
x

sin

 


1
2

2


  )91(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (   2 (
2  3 (  4 (2  

 352 تابعـz x x y  4     )91ـ سراسري  (ژئوفيزيك و هواشناسي  طه بحراني روي دايره يكه دارد؟چند نق 2
1 (2   2 (3   3 (6   4 (4   

 425 اگر ـD  درون ناحيهx y 2 2 باشد آنگاه  1
D

x xy
dxdy

(x y)

 

 
2

2
1
2

    )91ـ سراسري  (ژئوفيزيك و هواشناسي  كدام است؟ 

1 (
2   2 (

4   3 (   4 (2   

 525 يهاي معادلهتعداد جوابـ
x

x t cos(t )dt  4 73 2


]در بازه  , ]1  92زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  كدام است؟(  
1 (  2 (1  3 (2  4 (3  
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96ـ  91) ـ ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي ( كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 625 ناحيه مصور بهـy cosx وy   را به ازايx


  2 حول خطy  1 دهيم. حجم ناحيه حاصل از دوران كدام است؟دوران مي  
  )92زيست دريا ـ سراسري واشناسي، محيط(ژئوفيزيك و ه  

1 (( ) 1 4  2 (( ) 1 8  3 (( ) 2 1 8  4 (( ) 2 1 4  

 725 مقدارـ(x y )e sin(x y )dxdy
 

 

   
2 2 2   )92راسري زيست دريا ـ س(ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  برابر است با: 2

1 (2  2 (  3 (  4 (
2  

 825 فــرض كنيــدـــS يبخشــي از رويــهz y x  2 zيباشــد كــه بــالاي صــفحه 25  قــرار دارد و جهــت آن رو بــه بــالا اســت. فــرض  1
F(x,y,z)كنيد (z , xy ,x y ) 2 3 مقدار 33

S
curl.Fds  92زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  كدام است؟(  

1 (3
5  2 (3

5  3 (4
  ) صفر4  5

 925 فرض كنيدـf (x) پذير است وتابعي مشتقf (x) sinh x  fو 2 ( ) 1  در اين صورتf (x)dx
1


  برابر است با:  

  )92ـ سراسري زيست دريا ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط(

1 (e
e


1

2 2  2 (e
e


1

2 2  3 (e( )
e

 
1 112 2 2  4 (e( )

e
 

1 112 2 2  

 602 مقدار ـn ni i
( ) ( )
   

3 31 3 1 3
2   )92ـ سراسري ژئوفيزيك و هواشناسي (  طبيعي است، كدام است؟ يك عدد nآن كه در  2

1 (2  2 (1  3 (1-  4 (2-  

 126ـ جواب انتگرال نامعينdx

asinx bcosx ،a b 2 2  93زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  كدام است؟(  

a
(A a b , arccot )

b
   2 2  

1 (xlog | cot( ) | C
A




1
2  2 (xlog | cot( ) | C

A
 


1

2  3 (xlog | tg( ) | C
A




1
2  4 (xlog | tg ( ) | C

A
 


1

2  

 226ـ حجم جسمي كه از دوران قرصي به شعاعa شود برابر است با:هايش حاصل ميحول يكي از مماس  
  )93زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  

1 (a2 2  2 (a2 3  3 (a2 22  4 (a2 32  

 326ـ سري تواني تابعf (x)
( x)


 2
1

2
  )93زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  ي ...................... برابر است با ..................... .روي بازه 

1 (( , )2 2 ،n
n

n

n x




 1
2

  2 (( , )2 2 ،n
n

n

n x





 2
1

2
  3 ([ , )2 2 ،n

n
n

n x





 3
1

2
  4 ([ , )2 2 ،n

n
n

n x





 1
1

2
  

 426ـ با فرض آنكهa b مضربي صحيح از نباشد، انتگرال نامعينdx

sin(a x)sin(b x)  كدام است؟  

  )93زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  

1 (sin(a x)log | | C
sin(a b) sin(b x)




 
1  

3 (cos(a x)log | | C
cos(a b) cos(b x)




 
1  

2 (sin(b x)log | | C
sin(a b) sin(a x)




 
1  

4 (cos(b x)log | | C
cos(a b) cos(a x)




 
1  

 526ـ مقدار سري
n

n

log(cos )





1

1
2

  )93زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  كدام است؟ 

1 (log(sin )1  2 (log(sin )1
2  3 (log(cos )1  4 (log(cos )1

2  
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 626ي واقع در داخل نمودارـ مساحت ناحيهr cos 3 و خارج نمودارr cos  1 كدام است؟  
  )93زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط

1 ([( cos ) ( cos ) ]d





     2 23

3
3 1  2 ([( cos ) ( cos ) ]d






     2 23

3

1 3 12  

3 ([( cos ) ( cos ) ]d


     2 231 3 12 
  4 ([( cos ) ( cos ) ]d



     
2

2 23

3
3 1  

 726ـ با فرض اينكهxe dx
 


 
x، مقدار2 y ze dzdydx

     
    

2 2 22     كدام است؟ 3
  )93زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط

1 (
3  2 ( 

6
  3 ( 

6  4 (   

 826ـ اگرD {(x,y) | x ,y ,x y }     2 2 93زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  ي زير كدام است؟، مقدار انتگرال دوگانه(  

D
xy[cos(x y ) sin(x y )]dxdy   2 2 2 2  

1 (
1
4  2 (

1
2  3 (1

2  4 (1
4  

 926ـ حجم محصور بين سهميگون(x ) y z  2 xيو صفحه 21 z 2   )93زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  برابر است با: 2

1 (
2  2 (

4  3 (  4 (2  

 702 مساحت بيضيـ(x y) (x y)   2 22 4   )94زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  كدام است؟ 4

1 (

1

4  2 (2
3  3 (3

2  4 (4  

 172 اگرـdx

(sin x cos x)




 2 4

2
3

xdxآنگاه مقدار 

(sin x cosx)



 2 4
  )94زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  كدام است؟ 

1 (
6  2 (

3  3 (2
3  4 (3

2  

 272 بسط مك لورن تابعـf (x)
x x


 2

1
3 2

  )94زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  كدام است؟ 

1 (n n

n
[ ( ) ]x




  11 2

  2 (n
n

n
( )x




 11

2
  3 (n n

n
[ ( ) ]x





  111 2

  4 (n
n

n
( )x






 1
11

2
  

 372 ميدان نيرويـf (x ,y) cxyi x y j  6 )اي را از نقطهذره 2 , )  به نقطه( ,a)1 روي مسيرb(a )y ax  كند.جابجا ميa    ،برابر چنـد باشـد  
  )94زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  باشد؟ bتا كار انجام شده مستقل از

1 (a c
2
3  2 (a c

3
2  3 (ca  3

2  4 (ca 
22

3  

 472ـ  مقدار
n

n ( n )




 
 2 1

1
2 1 2

  )94زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  كدام است؟  

1 (Ln 2
3   2 (Ln 3

2   3 (Ln 3   4 (Ln 3
2   

 527ـ  فرض كنيدc مثلثي به رئوس( , ) ،( , )  و( , )

2  در جهت مثلثاتي  باشد. مقدار انتگرال زير كدام است؟  

x x(e cosy xy)dx (e sin y y )dy    2


  
  )94زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط

1 (


3

12   2 (e3

6   3 (e 2 2

4   4 ((e ) 1   

 627ـ نيم كره S (x,y,z) : x y z ,y     3 2 2 2 1   و ميدان نيرويF (y, x, x) 2
 اند. مقدار داده شده

S
curlf .NdS آن  كه درN 

  )94زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  قائم يكه رو به خارج كره باشد، كدام است؟

1 (
2   2 (   3 (

3   4 (   
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 727 تابعـf با معادلهF(x,y,z) (x y z )  2 2 xxياي كه شامل مبدأ نيست، در معادلهبر ناحيه به ازاي كدام مقدار 2 yy zzf f f    ؟كندصدق مي  
  )94زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  

1 (   ا ي  
1
) فقط 2   2     3 (    يا 

1
2   4 (    يا  2   

 827 انتگرال ـsinx
x

sin
f (x,y)dydx



 
2

  )94زيست دريا ـ سراسري ئوفيزيك و هواشناسي، محيط(ژ   ؟معادل كدام است 

1 (Arcsin y
Arcsin y

f (x, y)dxdy
  
1

1 2  2 (Arcsin y
Arcsin y Arcsin y

f (x, y)dxdy f (x, y)dxdy


  
   

1
1 2



  

3 (Arcsin y
Arcsin y Arcsin y

f (x, y)dxdy f (x, y)dxdy
 

 
   

1
1 2



  4 (Arcsin y

Arcsin y
f (x, y)dxdy

  
1 2
1  

 927ـ مقدار( cos i sin )
 

  122 21 3 3
 95دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي و محيط زيست   كدام است؟( 

1 (1  2 (1  3 (i  4 (i  
 802ـ مقدارn

n
lim ( , , , , )


4 282 2 2 2 95(ژئوفيزيك و هواشناسي و محيط زيست دريا ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (2  2 (Ln 2  3 (Ln2  4 (2  

 182ـ كدام گزينه در مورد تابعy | x | coth(x )   1  )95(ژئوفيزيك و هواشناسي و محيط زيست دريا ـ سراسري   درست است؟ 1

  ) فقط داراي يك مجانب است.1
  ) داراي سه مجانب است.3

  د.) ماكزيمم نسبي و مينيمم نسبي ندار2
  ) هم ماكزيمم نسبي و هم مينيمم نسبي دارد.4

 282ـ اگرf پذير و نزولي بريك تابع مشتق[a ,b] باشد كهf (a) f (b)  b، مقدار1

a
| f (x) | f (x)dx كدام است؟   

  )95سراسري  (ژئوفيزيك و هواشناسي و محيط زيست دريا ـ  
1 (f (a)  1

2  2 (1  3 (f (b)
1
2  4 (f (a) f (b)  

 382ـ فاصله دو خط
x t

y t

z t

 
  
 

1
1 6
2

و 
x s

y s

z s

 
  
   

1 2
5 15

2 6
 )95(ژئوفيزيك و هواشناسي و محيط زيست دريا ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (2  2 (3 154  3 (7 315   4 (24 25  

 428    ـ يك بالون هواشناسي بـر مسـيري بـه معادلـهx t وy t zو 2 t t  از معادلـه   tيدر حركـت اسـت. اگـر دمـاي بـالون در لحظـه       2
xy

T(x,y,z,t) ( t)
z

 


tيدست آيد، آنگاه آهنگ تغيير دما در لحظهبه 11   )95(ژئوفيزيك و هواشناسي و محيط زيست دريا ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (1  2 (12  3 (14  4 (15  
 528 جدا شده توسط صفحهـ حجم ناحيه بزرگترz  xاز كره 1 y z  2 2 2   )95(ژئوفيزيك و هواشناسي و محيط زيست دريا ـ سراسري   كدام است؟ 4

1 (9  2 (8
3  3 (6  4 (5

3  

 628ـ اگرF(x,y,z) xi x j (x z)k   2    وS بخشي از صفحهx y z  
1 1در 32

nاول فضا و 8
  قائم يكه رو به بالاي سـطحS    باشـد، مقـدار

S
F.nds
  95(ژئوفيزيك و هواشناسي و محيط زيست دريا ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (9
2  2 (9

4  3 (4
9  4 (9  

 728 ـ مجموعه تمامي مقاديرx  كه به ازاي آن سري
n

n
n

x

x



 


1 1
  )95(ژئوفيزيك و هواشناسي و محيط زيست دريا ـ سراسري   همگرا است، كدام است؟ 

1 (( , )1 1   2 ( ,1   3 (    4 (   

 828 ـ  مقدار
x(sin x cos x)e

dx
x




1
1
4     )95(ژئوفيزيك و هواشناسي و محيط زيست دريا ـ سراسري   است؟ كدام  2

1 ((cos cos )
e


1 1 12   2 ((cos cos )

e


1 1 12   3 (
cos cos

ee


1
12   4 ((cos cos )

e


1 1 12   
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  928 ـ مقدار ماكزيمم و مينيمم مطلق تابعf (x,y) x xy x y   3 2 22 روي قرص  2 D (x,y) : x y  2 2   كدام است؟  1
 )95(ژئوفيزيك و هواشناسي و محيط زيست دريا ـ سراسري 

1 (,
5 14   2 (,

1 2 13 3   3 (,
5 1 2
4 3 3   4 (, 

1 2 1 2
3 3 3 3   

 902اگر ـn
[ ] [ ] [n ]

a (n )
n

  
 2

2 2 2 2
گاه، آنn

x
lim a


  )96(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (   2 (1
2   3 (2

2   4 (   

 192مجموعه تمام مقادير ـx ها سريكه به ازاي آنLnx

n

n





1
  )96(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   همگرا است، كدام است؟ 

1 ( (مجموعه تهي)  2 (( ,e )1   3 (( ,e)   4 (c( ,e )   
 292نسبي نمودار تابع مفاصله نقطه ماكسيم ـf (x) Ln( x x )    )96(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   از خط مجانب آن كدام است؟ 28

1 (2   2 (2  3 (3  4 (4  

 392يهاي ناسرهدرباره انتگرال ـ
x x

dx
I

xe e




 1 4

و 
e

dx
J

xLn(Lnx)


    )96(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   ، كدام گزينه درست است؟2

1 (J وI .2  واگرا هستند (I همگرا وJ .3  واگراست (J همگرا وI .4  واگرا است (J وI .همگرا هستند  
 492انحناء خم قطبي ـr (tg )


 21 116 در نقطه متناظر با 2

 
2
  )96(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 3

1 (1
16   2 (1  3 (2  4 (16  

 529اي كه خممساحت ناحيه ـr ( sin cos )   
1
24   )96(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كند كدام است؟از ربع اول جدا مي 4

1 (1   2 (   3 (1   4 ( 2   
 629اگر تابع سه متغيره حقيقي مقدار ـf  داراي مشتقات جزئي مرتبه اول باشـد وu v w) 2 2 zو 4 f ( u v w , v w    3 گـاه مقـدار   ، آن2

z z z

u v w

  
 

  
  )96هواشناسي ـ سراسري  (ژئوفيزيك و  كدام است؟ 

1 (    2 (uvw   3 (1  4 (uvw   
 729هايحجم محدود به رويه ـz x y  2 zو 21 x y  2 24 2   )96(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 11

1 (3
4   2 (

4   3 (
2   4 (3

2   

 829 در بسط عبارتـ( ) 233 2  91ـ سراسري  (آماد  چند جمله گويا وجود دارد؟(  
1 (3  2 (6  3 (5  4 (4  
 929 اگر خطـy k نمودار تابعf (x) x x  32 6   )92(آماد ـ سراسري   كدام است؟  kرا در سه نقطه قطع كند، حدود  1

1 ([ , )3 5   2 (( , )3 5  3 (( , ]3 5  4 ([ , ]3 5  
 300ـ اضلاع مثلثي منطبق بر خطوط به معادلاتy x , y x , x y      3 2 2 1 2 7  است. شعاع دايره محيطي اين مثلث كدام است؟  

  )93(آماد ـ سراسري   
1 (5  2 (2 5  3 (1  4 (13  
 130 دامنه تابع با ضابطهـZ x y y   2 24 16   )93(آماد ـ سراسري   مجموعه نقاطي از كدام ناحيه است؟  12

  ) درون و روي دايره4  ) بيرون و روي دايره3  ) بيرون و روي بيضي2  ) درون و روي بيضي1
 230 با حروف كلمهـ''DANESHMAND'' 95سراسري  (آماد ـ  توان ساخت؟حرفي ميچند رمز عبور سه(  

1 (186  2 (168  3 (264  4 (246  
 330 مساحت ناحيه محدود به نمودارهاي دو تابعـy | x |  yو1 | x | 3 95سراسري  (آماد ـ  كدام است؟(  

1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  
 403عبارتكمترين مقدار  ـ| x x | | x x |    2 33 1 3   )96(آماد ـ سراسري   كدام است؟ 4

1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  
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 530با حروف كلمه ـTARAVAT 96(آماد ـ سراسري   توان ساخت؟چند رمز عبور چهارحرفي مي(  
1 (96  2 (1 8  3 (12  4 (132  

 630در شكل زير نقطه  ـB 3با سرعت ثابت
xواحد در ثانيه از رأس سهمي 2

y  
2

1 شود. در پايان ها شروع به حركت و از آن دور ميyروي محور  2
  )96(آماد ـ سراسري   است؟ كدام OABالزاويه سرعت افزايش مساحت مثلث قائم 12ثانيه 

1 (49
8  

2 (53
8  

3 (55
8  

4 (47
8  

 730ـ مقدار حد عبارت
n

n
lim sin( )( )

n n

  139 139
139

1 1 2  


  91(مهندسي معدن ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (  2 (sin( )1
1391  3 (sin( )1

139  4 (1
1391  

 083 فرض كنيـد  ـF(x)   پـذير اسـت كـه   تـابعي مشـتقsin x
F (x)

x
  )Fو 2 )   وF( ) A 2 كـه ،A      عـددي حقيقـي اسـت. مقـدار

I xF(x)dx



 

2
  )92(مهندسي معدن ـ سراسري   كدام گزينه است؟ 

1 (A 2 1  2 (A 2 2  3 (A 22 2  4 (A 22 1  

 930 ي بيروني ميدانشار گذرندهـ


y xF (e sin y z ,e sin x z ,sin(x y )) 
2 22 2 2 2 2 xاز سطح بالايي رويه  2 y z

  
2 2 2

14 4   چقدر است؟ 5

  )92(مهندسي معدن ـ سراسري   
1 (( cos ) 1 4  2 (( sin ) 1 4  3 (( cos ) 1 4  4 (( sin ) 1 4  

 103 فرض كنيدـna اي باشد كهدنبالهn

n n

a
lim | |

a



1 1آنگاه شعاع همگرايي ،

n
n
n

n

na x




1 2
  )93(مهندسي معدن ـ سراسري   برابر است با: 

1 (1
1  2 (1

5   3 (2
5  4 (3

5  

 113 فرض كنيدـ


Ln(cos x)dx A
n، چنانچه1

n
n

a cos( )cos( ) cos( )
n n n


1 n، آنگاه2

n
lim a


  )93(مهندسي معدن ـ سراسري   چقدر است؟ 

1 (A  2 (A2  3 (Ae  4 (Ae2  

 213 مقدار مينيمم تابعـf (x , y , z) x y z  2 بر رويه فصل مشترك دو رويهx y z   xو 1 y z  2 2 2   كدام است؟ 3
  )93(مهندسي معدن ـ سراسري   

1 (3  2 (
3
4  3 (3

4  4 (3  

 313 گيري در عبارتبا تغيير ترتيب انتگرالـ
  

x x x
f (x , y)dydx f (x , y)dydx

  
   

2
231 2 1 4 3

  آيد؟دست ميكدام گزينه به1
 )93(مهندسي معدن ـ سراسري   

1 (y y

y

f (x , y)dxdy
 

 
2

3
2

2 2 2


  2 (y y

y

f (x , y)dxdy
 

 
2

3
2

1 2 2


  

3 (y y

y

f (x , y)dxdy


 
2

3
2

2 2


  4 (y y

y

f (x , y)dxdy
 

 
2

3
2

1 2 2


 

B A

O

y

x
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 413 در صورتي كهـxe


 


2

2
باشد، حاصل 

x m
( )

s
m

e dx
 




2
  )94(مهندسي معدن ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (
s


2  2 (s 
2  3 (s

m
  4 (s

m


2 

 315 مقدار سري ـ
n

n

( )

n








1

1
2   )94(مهندسي معدن ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (
4  2 (

14  3 (
14  4 (

1 4 

 316 حاصل عبارت ـx y zxU yU ZU  94(مهندسي معدن ـ سراسري   براي تابع چند متغير زير كدام است؟(  
xyz

U(x, y, z) sinh(cosh( ) )
x y z


 

5 3 3 32 7
  

1 (  2 (xyzcosh (sinh ( ) )
x y z 

5 3 3 32 7
  

3 (xyzcosh (sinh ( ) )
x y z 

5 3 3 3
1
5 2 7

  4 (xyzcosh (sinh ( ) )
x y z 

5 3 3 3
3
5 2 7

  

 731 اگرـnA
n n n n

   
  2 2 2 2

1 1 1
4 1 4 4 4

مقدار ،n
n
lim A


    )95(مهندسي معدن ـ سراسري   ، كدام است؟

1 (
6   2 (

3   3 (
12   4 (   

 831ـ مجموع سري
n

n
n

Ln( )

e






1

  )95(مهندسي معدن ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (e
(e ) 21

   2 (e
e 

2

1   3 (eLn
e 

2
1   4 (eLn

(e ) 2
2

1
   

 931ياي معادلههـ تعداد جوابtg x sin x  )، در1 , )
 

 2   )95(مهندسي معدن ـ سراسري   برابر كدام است؟ 2
1 (   2 (1   3 (2   4نامتناهي (  

 203 يكرهـ اگر بخشي از درونx y z  2 2 2 zيرا كه بالاي صفحه 2  bقرار دارد در مختصات كروي به شكل 1

A B

   
   
   

2
     توصـيف كنـيم، در

  )95(مهندسي معدن ـ سراسري   كدام است؟ Bو Aصورتاين

1 (B ,A sec  
2

2   2 (B ,A cos  
2

2   3 (B ,A sec  2   4 (B ,A cos  2   

 213اگر ـw ,w ,w3 2 wهاي غيرحقيقي پنجم واحد باشند، در اين صورت مقدارريشهw4و 1 w w w  3 3 3 3
1 2 3   برابر كدام است؟  4

  )96(معدن ـ سراسري 
1( i   2 (i   3 (1-  4 (1  

 223وضعيت تابع  ـ 

  

sin(xy )
, (x,y) ( , )

f (x,y) x y

, (x, y) ( , )




  
 

2
2 در نقطه  2 ( ,   )96(معدن ـ سراسري   كدام است؟ (

  ته نيست.) پيوس2  پذير است.) مشتق1
  ) در هيچ جهتي داراي مشتق سويي نيست.4  پذير نيست ولي پيوسته است.) مشتق3
 323فرض كنيد منحني  ـC  مستطيلي است كه با شروع از  ( , , به  ( ( , , )و سپس به ترتيب به  1( , , )1 1 )و  1 , , )1 رسم شده اسـت. مقـدار    1

C
(sin(x ) x )dx (xy y )dy (xz cos(z ))dz     2 4 2 4 2   )96(معدن ـ سراسري   كدام است؟ 2

1( 1
4   2(1

3   3 (3
4  4(2

3   
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 324 مقدار انتگرالـe
(xLnx) dx 2

  )91ـ سراسري  (مديريت در سوانح طبيعي  كدام است؟1

1 ((e )31 29  2 (( e )31 5 227  3 ((e )31 25  4 ((e )31 129  

 532 از دوران خطـx y z
 1 2     )91ـ سراسري  (مديريت در سوانح طبيعي  شود؟اي ايجاد ميها چه رويهxحول محور 3

1 (x y z 2 2 211  2 (x y z 2 2 213  3 (y z x 2 2 213  4 (y z x 2 2 211  

 632ـ حاصل


sin( x)
dx

sinx




  )92طبيعي ـ سراسري  (مديريت در سوانح  ، كدام است؟1392

1(  2(1
4  3(1

2  4 (1  

 732ـ مقدار سري
n

Arctg
n(n )



  
1

1
1   )92(مديريت در سوانح طبيعي ـ سراسري   ، كدام است؟1

1(
6  2(

4  3(
3  4(

2  

 832ـ اگر
r

n tt e


 

2
r)چقدر باشد تا تساوي nباشد، مقدار  4 )

r r tr

  


  
2

2
  )92(مديريت در سوانح طبيعي ـ سراسري   برقرار باشد؟ 1

1(n  
3
2  2(n  

1
2  3(n 

1
2  4(n 

3
2  

 932ـ فرض كنيدF y(x y ) i x(x y ) j ( z )k     
3 3

2 2 2 22 2 2 zگونباشد كه از بالا به سهمي R3ي توپر درناحيه Dو  1 x y  2 و از  29
zيپايين به صفحه  باشـد، مقـدار انتگـرال    Dي و رو به خارج ناحيه Sبردار قائم يكه بر  nباشد. اگر  Dي مرز ناحيه Sي محصور و رويه 5

S
F.nds 

  )92ـ سراسري  (مديريت در سوانح طبيعي  كدام است؟
1(8  2(12  3(16  4(18  
 303شار برونسوي ميدان ـF xyi yzj xzk  

   گذرنده از مكعب محدود به صفحات مختصات و صفحاتx  yو 1  zو1    كدام است؟ 1
  )93(مديريت در سوانح طبيعي ـ سراسري   

1(2
3   2(3

4   3(3
2   4(4

3   

 331فرض كنيم به ازاي هر ـx وy،x y f (x) f (y)
f ( )

 
2 f، اگر2 ( )  1 وf ( )  1 باشد، مقدارf (   پذير است) مشتقfكدام است؟ ( 2(

  )94(مديريت در سوانح طبيعي ـ سراسري   
1(1  2(  3(1  4.موجود نيست (  
 332هاي حقيقي معادلهتعداد ريشه ـx x x   7 4 3 1  94(مديريت در سوانح طبيعي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
 333معادله خطي كه از نقطه ـ( , , )1 2   باشد، كدام است؟اي زواياي مساوي با جهت مثبت محورهاي مختصات ميگذرد و دارمي 1

  )94(مديريت در سوانح طبيعي ـ سراسري   
1(x t , y t , z t      1 2 2 1  2(x t , y t , z t      2 1 2 1  
3(x t , y t , z t     1 2 1  4(x t , y t , z t     2 1 2 1 

 334هاي منحنيدر خصوص مماس ـR(t) (t t , t t t )     2 3 24 2 6 11 )ي، در نقطه5 , )1   ، كدام مورد صحيح است؟ 1
  )94(مديريت در سوانح طبيعي ـ سراسري   

y) تنها يك خط مماس به معادله2  ) دو خط مماس دارد كه بر هم عمودند.1 x  2  .دارد  
y) تنها يك خط مماس به معادله3 x   .توان رسم نمود.) از اين نقطه، مماسي بر منحني نمي4  دارد 

 533 طول قوس منحني قطبيـr sinht
dt

t
   rدر فاصله 1 1   )95(مديريت در سوانح طبيعي ـ سراسري   كدام است؟ 2

1(sinh sinh2 1   2(cosh cosh2 1   3(sinh2   4(cosh2   
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   96ـ  91) ـ ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي (

 633 ــ ــعـ ــه Dمرب ــدود ب xمح  1 وy  1 در صــفحهxy ــع ــهمحــدو Sو مرب uد ب  1 وv  1 در صــفحهuv ــروض ــد. مف ان
xتبديل u u  24 yو 4 v مربعS را بهD كند. اگرتبديل مي

D
I dydx  وJ شدهانتگرال تبديلI در مختصاتv وu  :باشد، آنگاه  

  )95(مديريت در سوانح طبيعي ـ سراسري    
1(J  1

Iو 2 1    2(I J 1  3(J  3
Iو 2 1  4(J  Iو 2 1  

 733منحني همساحت ناحيه محصور ب ـy xy x  2 2 24  96ـ سراسري  در سوانح طبيعي مهندسي(  م كدام است؟و مجانب آن در ربع اول و چهار(  

1 (8
3  2 (16

3  3 (32
3  4 (64

3  

 833 هاي نقاط برخورد رويهـ  cosو  2  2 ):91(مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   در مختصات كروي) عبارتند از(  
)) فقط يك نقطه 1 , , )2   2نهايت نقطه روي خم حاصل از تقاطع دو رويه) بي  
) قسمتي از سطح كره3  zكه بالاي صفحه 2    كنند.) اين دو رويه اصلاً همديگر را قطع نمي4  .قرار دارد 2

 933 ماتريس مربعيـA

 
   
  

2 1
1 3 1

1 2




A)ها ماتريسكه به ازاء آن داده شده، كليه مقادير   I)   باشد عبارتند از: نداشتهوارون  

  )91سراسري ـ  (مهندسي ايمني و بازرسي فني  
1 (, ,   1 2 4  2 (, ,  2 3 4  3 (, , 1 2 4  4 (, ,  2 3 4  

 403 ـ اگرf (cosx)dx




2


yباشد، حجم حاصل از دوران خم Aبرابر   f (sin x)  حول محورyها وx   كدام است؟ ،  

  )92(مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   
1 (A22 2 (A 22 3 (A3  4 (A32  

 143ـ اگرn n
a ...

1 1 1
2 4 2

nباشد، مقدار   
n
lim a


  )92(مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (1
4 2 (1

2 3 (2 4 (4 

 243 ـ بسط تيلور تابعf (x) cos xطه ، حول نقx


    )92(مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   ، كدام است؟4

1(
[n / ]

n

n

( ) (x )
( n)!





 


2 22 1
2 2 4

 2 (
[n / ]

n

n

( ) (x )
n!





 


22 1
2 4

  3 (
[n / ]

n

n

( ) (x )
( n)!





 


2 212 2 4
  4 (

[n / ]
n

n

( ) (x )
n!





 


212 4
 

 343  ـ اگرA  ماتريس زير باشد، آنگاه| A   )92(مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   كدام است؟ |
1 (576  
2 (288  
3 (288  
4 (576  

A

 
   
 
 

  
  

16 16 1 1 81
2 2 1 1 3
4 4 1 1 9
8 8 1 1 27
2 2 2 2 2

 443 :ـ فرض كنيدr(t) ( tg t ) i ( tg t sec t) j ( sec t )k     2 2 2 23 1 2 3 5 2
    ي يك خم فضايي باشد، در آن صورت تاب مسير در نقطـه( , , )1 3 3 

  )92(مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   كدام است؟  

1 ( 
2

2 2 (  2 

3 (   4 در اين نقطه ( .تعريف نشده است 

 345 ـ اگرD اي از فضاي ناحيهxyz باشد، كه به شكلx 1 2،x y 2 2،z  1  تعريف شده است؛ و
D

I (x y x y z)dxdydz  4 6 23 

uباشد، آنگاه با تغيير متغير x vو 2 x y wو 2 z   )92(مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   كدام است؟ uvwدر دستگاه Iمقدار  3

1 (I (v v w) dudvdw
u

   
3 2 4

1
21 136  

 2 (I (v v w) dudvdw
u

   
3 2 4

1
21 1

6  
 

3 (I (u v w) dudvdw
u

   
3 2 4

1
2 16

 
 4 (I (u v w) dudvdw

u
   

3 2 4

1
2 16 3

 
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96ـ  91) ـ ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي ( كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 634ـ فرض كنيمx pf (p) e x dx
    dtيك تابع باشد در آن صورت مقدار 1

Lnt
1
1 93(مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (ef ( )1  2 (ef ( )  3 (ef ( )1  4 (ef ( )2  
 734 متر مطابق شكل زير از پهلو روي زمين قرار دارد. اگر ارتفاع مايع نفتي درون  1يك مخزن نفتي به شكل استوانه با سطح مقطع دايره به شعاع ـ
1/آن   )94(مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   مايع درون آن چند متر مكعب است؟متر باشد، حجم  5

1 (11 3 3  
2 ( 1 3  
3 (9 3  
4 (8 3 3    

 834 حاصل عبارتـ
x xe e

dx dx
x x

 


 2 2 4
  )95هندسي نفت و مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري (م  ، كدام است؟6

1 (xx e
x

 

2 3
2  2 (xx e

x
 

2 3
2  3 (xx e

x
 

2 3
1  4 (xx e

x
 

2 3
1  

 934 مقدار انتگرالـ
nsinx

dx
x


95ايمني و بازرسي فني ـ سراسري (مهندسي نفت و مهندسي   ، كدام است؟(  

1 (n
2  2 (

n


2  3 (
n
  4 (n  

 503 به ازاي كدام مقاديرـxسري ،
n

n
n

nx

(n )( x )



  


1 1 2 1
  )95(مهندسي نفت و مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   است؟، همگراي مطلق 

1 (x  1  2 (x  
1
3  3 (x   

11 3  4 (x  1 وx  
1
3  

 153 اگرـ
ni( )

nz e



2
Pآنگاه حاصل عبارتباشد،   z z z z    1 2 3  95(مهندسي نفت و مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   ، كدام است؟(  

1 (1  2 (1  3 (i  4 (i  
 253 حاصل انتگرالـ

|x| |y|
I x y dxdy

 
    ، كدام است؟ (1    (.مهندسي نفت و مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   تابع جزء صحيح است)95(  

1 (2  2 (1  3 (1  4 ( 2  
 353يكرهـ مساحت قسمتي از نيم  كه داخل مخروط 2

    )95(مهندسي نفت و مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   قرار دارد، كدام است؟ 3

1 (
3  2 (

4  3 (4  4 (3  

 354 وارجرم مارپيچـf (r , ) rcos i rsin j k      
   كه در آن ،r  1،   2 و چگالي سطحي آن(x ,y ,z) x y  2 باشد، كـدام   22

  )95سي فني ـ سراسري (مهندسي نفت و مهندسي ايمني و بازر  است؟

1 (( )


4 2 2 13  2 (( )


2 2 2 13  3 (( )
2 2 13  4 (( )

2 2 16  

 535 فرض كنيد تابعـf :[ , ] [ , ] 1 1     يبـا ضـابطه
x y

; (x,y) ( , )
f (x ,y) (x y )

; (x ,y) ( , )

 


  
 

2 2
2 2 2  

  

Aتعريـف شـود. اگـر     f(x,y)dxdy  
1 1
 

 

Bو f(x,y)dydx  
1 1
 

  )91شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  گاه:آن 

1 (A 
 Bو 4 

 4  2 (A 
 Bو 4 

 4  3 (A B 
  4  4 (A B 

  4  

 653 نقطهـM(x, ) هايرا به نقطهA( , )1 )Bو1 , )2 هـا حركـت كنـد، ماكسـيمم مقـدار      xروي قسمت مثبـت محـور   Mكنيم. هرگاهوصل مي 2
  )91شناسي فيزيكي سراسري (اقيانوس  كدام است؟ AMBزاويه

1 (
6  2 (

4  3 (
3  4 (

2  

 735 تابعـ
x| x | x

f (x)
a x

  





xدر همسايگي نقطه aبه ازاي چه مقاديري از    91شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  پذير است؟مشتق(  

a) براي2  دلخواه a) به ازاي هر1    3براي (a 1  4مقدار ) به ازاي هيچa  
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 835 هرگاهـn

n

x x
lim

n

 1  موجود و برابر يك باشد، در موردn
n
lim x


  )91شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  توان گفت؟چه مي 
  ) موجود و برابر يك است.2  ) ممكن است موجود نباشد.1
 ) موجود نيست.4  يك نباشد. ) موجود است ولي ممكن است برابر3

 935 تابعـf هايروي قسمت مثبت محورها پيوسته است و براي تمام انتخابx   وy   انتگرالxy

x
f (t)dt مستقل ازx  است. اگـرf ( ) 2 2 

xصورت مقداردر اين
A(x) f (t)dt  1،x   91شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  ، كدام است؟(  

1 (Lnx1
2  2 (Lnx  3 (Lnx2  4 (Lnx4  

 603 مقدار سريـ
n

n

( )

n






  

1

1
1 2 

  )91شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟ 

1 (2  2 (Ln2 4 2  3 (2  4 (Ln2 4 2  

 163 مقدارـ
n(Lnx)

dx
x


   )91شناسي فيزيكي  ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟  nوقتي كه 21

1 (n!  2 (n( ) n!1  3 (
n( )

n!
1  4.انتگرال فوق واگراست (  

 263 كدام مورد برايـLnx
dx

x



 21
  )91شناسي فيزيكي  ـ سراسري (اقيانوس  درست است؟ 

  ) مقدار انتگرال برابر با صفر است.2  باشد.) انتگرال همگراست و ليكن مقدار آن قابل محاسبه نمي1

Lnx(x) چون4  ) انتگرال واگراست.3 )
x

 
 21

1
 تر از صفر است.لذا مقدار انتگرال بزرگ 

 363 فرض كنيدـa
 وb

 وc
  91شناسي فيزيكي  ـ سراسري (اقيانوس  است؟  نادرستسه بردار باشند، كدام گزينه(  

bو a) اگر1
 گاهموازي نباشند آن(a b) c (b.c)a (a .b).c    

         2 (|| a b || || a b || a b    
      

a)) در حالت كلي تساوي3 b) c a (b c)    
     .اين است كه1) شرط لازم براي صحت تساوي گزينه (4  همواره برقرار نيست (a b

 

 436 ي مماس بر رويةصفحهـxyz  x)در نقطه 1 ,y ,z )   1در
سازد. حجم اين چهـاروجهي كـدام   اول با صفحات مختصات يك چهاروجهي مي 8

  )91شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  است؟
1 (3

2  2 (27
4  3 (9

2  4 (27
2  

 536 هرگاهـF zi xj y zk   23
   وS قسمتي از رويةx y 2 2 1واقع در 16

zاول و محصور مابين صفحات 8   وz  nو5
 ي رو بـه  م يكهّقائ

خارج آن باشد، مقدار
S

F .nds
  91شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟(  

1 (9  2 (5   3 (4  4 (  
 636 اگرـF yi xj z k    43 3

   وS قسمتي از رويةx y z  2 2 22 2 zباشد كه بالاي صفحة 1 
1
قرار دارد، مقـدار  2

S
F.nds
    كـدام

nاست؟ (
 خارج قائم يكّه رو بهS  .(اقيانوس  است) 91شناسي فيزيكي ـ سراسري(  

1 (
2  2 (3

2  3 (5
2  4 (7

2  

 736 ي منحنيمساحت داخل حلقهـx y xy 3 3   )91فيزيكي ـ سراسري  شناسي(اقيانوس  كدام است؟  3
1 (1

2  2 (3
4  3 (3

2  4 (9
2  

 836 تابع غيرثابتـf (t) و منحني: r(t) costi sintj f (t)k   
   شرط لازم براي اينكـه  را در نظر بگيريد، كدام گزينه     يـك منحنـي مسـطح

  )91شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  ؟ نيستباشد، 
fبايد به صورت f) ضابطه1 (t) Acos t Bsin t C   .باشد  
  .يك از محورهاي مختصات نيستمنحني موازي هيچ ي دربرگيرندهمنحني مسطح تبديل كند، بردار نرمال صفحهكه منحني را به يك  f) به ازاي هر تابع2
fرا به يك منحني مسطح تبديل كند، اگر كه منحني f) به ازاي هر تابع3 ( )   كند.مل منحني از مبدأ عبور ميي شاگاه صفحهآن  
  كدام) هيچ4
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 936 گذرد و بر صفحاتاي كه از مبدأ مختصات ميي صفحهمعادلهـx y z  2 2  وx y z   2 2 5  شود، كدام است؟عمود مي  
  )91ـ سراسري  شناسي فيزيكي(اقيانوس  

1 (x y z  2   2 (x y z  2 2   3 (x y z  2 2   4 (x y z  2 2   

 703 حداكثر تفاضل بينـsin(x h) وsinx hcosx  92شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  چقدر است؟(  

1 (1  2 (h2

2  3( h2

4  4 (h  

 173 چگالي نيم كره توپرـz   وx y z ay  2 2 2   تا مبدأ است. جرم كل نيم كره برابر است با:pيمساوي با فاصله pيدر نقطه aبه شعاع  2
  )92شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  

1 (a 4

8  2( a 4

5  3( a 45
8  4( a 44

5  

 273 ي داخل دايره مساحت ناحيهـr sin 3 و بيرون دلوارr sin  2 :92شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  برابر است با(  
1 (2 2  2(2 3  3(3 2  4(3 3  
 373 گونحجم محدود به هذلوليـx y z  2 2 2 zو صفحات 1   وz    )92شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟ 2

1(4  2( 8
3  3( 14

3  4( 16
3  

 437 ي صفحهفاصلهـx y  xاز رويه 4 y 2 24   )92شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟ 4

1 (d 


4 5
2

  2( d 


4 5
2  3( d 


5 4
2  4( d 


5 4

2
  

 537 مقدار ماكسيمم و مينيمم تابعـf (x,y) xy( x y)  1 روي مثلثT هايبا رأس( , ),( , ),( , )1 1    :به ترتيب برابر است با  
  )92شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  

1 (, 1
3  2(,

1 1
3 3  3(,

1 1
27 27  4(, 1

27  

 637 خواهيم يك منبع آب به شكل زير بسازيم. اگر شعاع استوانه ميـa و حجم منبعv      هر دو ثابت باشند و هزينه هر متـر مربـع سـاخت بـراي
  شود.)نظر ميباشد، آنگاه ابعاد لازم چقدر باشند تا هزينه ساخت حداقل گردد؟ (از ضخامت منبع و ضايعات صرفمخروط دو برابر استوانه 

  )92شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  

1 (a v ah ,h
a

   
 2

2 2
4 12  

2( a va ah ,h   


22 2
2 12  

3( a v ah ,h
a

    
 2

2 2
4 12  

4( a va ah ,h     


22 2
2 12  

 737 يي گذرنده از نقطهصفحهـ( , , )1  و مماس بر سطحx y z  2 2 3  و موازي با خطx y z
 

2 1   برابر است با: 2
  )92شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  

1 (x z  4 4 4   2( x y z   4 3 3   3( x y z   3 2 4 4   4( x y z   4 2 3 3   

 837 براي تابعـx
(x )f (x) ( t ) dt


  

1
3 21


 عددc كه:وجود دارد به طوري(f ) (y) c(f (y))  1 1   برابر است با: c. در اين صورت2

  )92اسي فيزيكي ـ سراسري شن(اقيانوس  
1 (2

3  2 (3
2  3 (3

4  4 (4
3  

 937 حاصل انتگرالـ


dx

(x ) x 


1

21 1
  )92شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  برابر است با: 

1 (Ln( )2 1
2  2( Ln( )2 1

2  3( Ln( )2 1
2

  4( Ln( )2 1
2

  

h

h

a



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 803 فرض كنيد تابع حقيقيـf بر پذير باشد و هموارهمشتقf (x) f (y)
f (x y)

f (x)f (y)


 

1صورت . در اينf (x) :برابر است با  
  )92شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  

1 (tg(xf ( ))   2( f ( )tgx   3(tgx  4(f ( )   
 183 يمعادلات خط مماس بر منحني فصل مشترك صفحهـx  xگون دوراني دو پارچهبا هذلولي 1 y z   2 2 2 )يدر نقطه 1 , , )1 1   برابر است با: 3

  )92ـ سراسري  شناسي فيزيكي(اقيانوس  

1 (y z 


1 3
1 xو 3 1  2 (y z 


1 3

2 xو 1 1  
3 (x , y t ,z t    1 1 3 3  4( x , y t ,z t    1 1 3 3 

 382 انتگرالـ
S

zds يكه در آن رويهS يبخشي از صفحهz x 1 ياست و توسط استوانهx y 2 2   شود برابر است با:بريده مي 1
  )93شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  

1 (  2 (
2  3 (  4 (2  

 383 برايـx y
u xyf ( )

xy


 داريمu u

x y G(x,y)u
x y

 
 

 
2   درست است؟G(x,y)يك از موارد زير در موردكدام 2

  )93شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  
1 (G(x , y) x y   2 (G(x , y) x y   3 (x yG(x , y)

xy


  4 (x yG(x , y)
xy


  

 438 هاي تابعدار اكسترمممقـf (x,y ,z) x y z  2 xكه، به طوري3 y 2 2 yو 5 z    )93شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  باشد، برابر است با: 4
  3و 22) 4  2و 22) 3  3و 11) 2  2و 11) 1
 385 ياي تيلور درجه دوم تابع دو متغيرهچند جملهـx

f (x,y)
y




 2
1

1
)يدر همسايگي نقطه  , )  93شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟(  

1 (x y  21  2 (x y  21  3 (x y  21 2  4 (x y  21 2  

 638 ي محصور به نمودار منحني:مساحت ناحيهـx y
( ) ( )
a a

 
2 2
3 3   )93شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  برابر است با: 1

1 (a23
8  2 (a 23

8  3 (a 28
3  4 (a28

3  

 738 طول منحنيـye tghx 2 x، بين نقاط1  xو 1    )93شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  برابر است با: 2

1 (tgh coth4 2  2 (sinhLn
sinh

1 4
2 2  3 (e eLn 4 2

2  4 (sinh sinh4 2  

 838 هرگاهـy x (cosh x sinhx) 2 آنگاه(n)y مشتق)n :93شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  ام تابع) برابر است با(  
1 ((n)y x (cosh nx sinh nx) nx  2 2  2 ((n) n x n x n xy ( ) x e ( ) xe ( ) e         2 1 21 1 1  
3( (n)y x (cosh nx sinh nx) xsinh x  2 2 2  4 ((n) n x n x n xy ( ) x e ( ) nxe ( ) n(n )e          2 1 21 1 2 1 1  
 938 93شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  ؟باشدنميهاي زير صحيح يك از نامساويكدامـ(  

1 (xe x 1  2اگر (x  ،xx sin x x  
3

6  

y) اگر3 x  وn 1،
n n

nx y nx
x y





x) اگر4  1  ،x ln( x) x

x
  


11 

 903 اگرـf :[ , ]   93شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  پذير باشد، كدام گزينه درست است؟تابع نزولي و مشتق(  
1 (f (x)cos xdx




1
2

  2 (f (x)cos xdx


   3 (f (x)cos xdx



1
2

  4 (f (x)cos xdx


   

 193 فرض كنيدـ| x | fو 1 (x) x x x    2 31 4 7 1 در اين صورت .f (x) 94شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟(  
1 (x

( x)


 2
1 2
1

  2 (x
( x)


 2
1 2
1

  3 (x
( x)


 2
1 2
1

  4 (x
( x)


 2
1 2
1

  

 293 اگرـx يك عدد حقيقي دلخواه باشد و
n

k
n

k

x
a ( )

x







2
2

1

1
2

nn، آنگاه 
nlim a 1 94شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟(  

1(   2 (1  3 (x2  4 (x 21  
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 393 اگرـp,q  آنگاه تابع ،p qf (x) x ( x) ( x )   1 1  94يزيكي ـ سراسري شناسي ف(اقيانوس  كند. مطلق خود را اختيار مي ………در نقطه(  
1 (qx

p q



qx) 2  مينيمم 

p q



px) 3  ماكسيمم 

p q



px) 4  ماكسيمم 

p q



  مينيمم 

 439 حجم جسم محدود از بالا به كرةـx y z z  2 2 2 zو از پايين به مخروط 2 x y 2 2   )94شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  ، كدام است؟2
1 (  2 (5

6  3 (11
6  4 (7

6  

 539 مقدارـcosx
dx

cosx sin x

 
  2 5 6

2 3
  )94شناسي فيزيكي ـ سراسري س(اقيانو  كدام است؟ 

1 (Ln
5
4  2 (Ln 

4
5  3 (Ln


4

2 5  4 (Ln


5
2 4  

 639 مقدارـ
m

m k

k m
lim

m m 

 21
  )95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟ 

1 (( )
8 2 115  2 (( )

8 2 115  3 (( )
4 2 115  4 (( )

4 2 115  

 739 اگرـn
n

a





1
  )95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس   :به غير ازهاي زير همگرا هستند، يك سري همگرا با جملات مثبت باشد، آنگاه همه سري 

1 (n
n

a



 2

1
  2 (n

n
sin(a )






1
  3 (

nn
Arctg

a






1

1  4 (n
n

Ln( a )





1
1  

 839 كدام گزينه براي هرـx در بازه[ , ]
 

 2   )95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  ؟درست است 2

1 (sin x x x
!

  31
3  2 (sin x x x

!
  31

3  3 (cos x x  211 2  4 (cos x x  211 2  

 939 مقدارـ


dx

| x |


2
21

  )95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟ 

1 (Ln( )
 2 32  

2 (Ln( )
 2 32  

3 (  

f) تابع4 (x)
| x |


 2
1

1
xدر همسايگي  1 كران است لذا انتگرال بالا موجود نيست.بي  

 400 معادلهـsec sin ( tg ) cos sec        1 95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  دهد؟يش ميكدام رويه را نما(  

  هاzگون دو پارچه به موازات محور) هذلولي1

)) كره به مركز3 , , )1 1 1
2 2 3و شعاع 2

2  

  هاyگون دو پارچه به موازات محور) هذلولي2

)) كره به مركز4 , , )
1 1 1
2 2 3و شعاع 2

2  

 140 حجم جسم محدود به صفحاتـx y z

a b c
   1،x ،y  وz  95سري شناسي فيزيكي ـ سرا(اقيانوس  كدام است؟( 

1 (abc  2 (abc
2  3 (abc

3  4 (abc
6  

 240 سطح حاصل از دوران منحنيـy x( x) 2 29 يبر بازه 3 ,3 حول محورX  96ـ سراسري  شناسي فيزيكياقيانوس(  كدام است؟(  
1 (2   2 (3   3 (4   4 (6   
 340با انتخاب و جايگشت ارقام ـ, , , , ,3 4 4 5 7  92(صنايع غذايي ـ سراسري   نوشت؟ توانميقمي شامل رقم صفر چهار رچند عدد(  

1 (87  2 (92  3 (96  4 (99  
 440ـ نقطه بحراني تابعf (x ,y) x y x y x   3 2   )93(صنايع غذايي و مهندسي مكانيك بيوسيستم ـ سراسري   كدام است؟ 22

1 (( , )1 )) 2  زيني 1 , )1 )) 3  نيمممي 1 , )1 )) 4  ماكسيمم1 , )1   نيمممي1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   96ـ  91) ـ ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي (

 540ي محدود به منحنيمساحت ناحيه ـy x x   2 2 )يو خط مماس بر آن در نقطه 5 , )2   ها كدام است؟ yو محور  3
  )96ـ سراسري  آب غذايي ـ علوم و مهندسيصنايع(

1 (5
3  2 (7

3  3 (8
3  4 (11

3  

 640 اگرـ
n

P
n

P

S ( ) P


 

2 1
1

nو 1
n

S
x

n n


  2 21 4 1
nباشد،  

n
lim x


  كدام است؟ 

  )95ندسي مكانيك بيوسيستم و مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري (مه

1 (
1
4  2 (

1
3  3 (

1
2  4 (

2
3  

 740 حجم جسم حاصل از دوران منحني قطبيـr cos  قطبي كدام است؟، حول محور  
  )95(مهندسي مكانيك بيوسيستم و مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري 

1 (
3  2 (

4  3 (
6  4 (

12  

 840 مقدار تابعـz Ln(x y ) 2 در نقطه( / , / )1 97 1   كمتر است؟ Ln5چقدر از 4
  )95(مهندسي مكانيك بيوسيستم و مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري 

1 (/ 1   2 (/ 12   3 (/ 15   4 (/ 2   
 940يهاي معادلهعداد ريشهت ـxLnx    )96ـ سراسري  مكانيك بيوسيستم(مهندسي   ، كدام است؟ 1

  3) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1
 410حجم حاصل از دوران سطح محدود به هذلولي ـx y 2 2 yو دو خط 3  yو 2  2در حول محور ،yها چند برابر

  است؟ 3
  )96ـ سراسري  مكانيك بيوسيستم(مهندسي 

1 (44  2 (49  3 (52  4 (56  
 411 هايمساحت بين منحنيـy

x


yو 1 x x    )91اسري (دريانوردي ـ سر  كدام است؟ 22

1 (Ln 5 1
2  2 (Ln 


1 5 1
2 2  3 (Ln 


1 5 1
2 2  4 (Ln 


5 1 5 1
2 2  

 214 انتگرالـsin xdx
1 1


  )91(دريانوردي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (2  2 (  3 (
2  4 (

12  

 314 گشتاور ماند ناحيه مستطيلي محدود به خطوطـx  ،x a،y   وy bكدام است؟1ات (با چگالي ثابت ، نسبت به مبدأ مختص (  
  )91(دريانوردي ـ سراسري   

1 (ab(a b )2 2

2  2 (ab(a b )2 2

3  3 (a b (a b)2 2

2  4 (a b (a b)2 2

3  

 414ي ـ حجم واقعي بين رويهz x y  2   )92(دريانوردي ـ سراسري   ، كدام است؟xyي و صفحه 24
1 (2 2 (8 3 (12 4 (16 

 514 ـ حاصل انتگرالdx

x x


6
2 2 24

  )92 (دريانوردي ـ سراسري  ، كدام است؟

1 (
13 2 12
 2 (

1 5
42 2

 3 (( ) 
3 4
5 7 4 (( )

1 3 2 112  

 641 انتگرال سه گانهـ
E

dv

(x y z ) 

 5
2 2 2 2

xناحيه بـين دو كـره   Eكدام است؟ كه در آن 1 y z R  2 2 2 xو 2 y z r  2 2 2 2 ،r R 

  )93(دريانوردي ـ سراسري   .است

1 ([r R ]


2 21
4  2 ([r R ] 2 24  3 ([ ]

r R
 2 2

1 14  4 ([ ]
r R

 2 2
1 14  
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96ـ  91) ـ ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي ( كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 741 نمودار تابعـf (x) x x 2با يك انتقال به نمودار تابع ،g(x) x x 2 واقـع بـر نمـودار     3اي به طول شود. در اين انتقال نقطهمنطبق مي 5
  )91(ايمني صنعتي ـ سراسري   شود؟اي با كدام مختصات منطبق ميبه نقطه fتابع

1 (( , )1  2 (( , )   3 (( , )1 6  4 (( , ) 1 4  
 841 به ازاي يك مقدارـc ماكزيمم توابعf (x) | x c | 2 در بازه[ , ]1 fالتكمترين مقدار را دارد. در اين ح 1 (   كدام است؟ 2(

  )91(ايمني صنعتي ـ سراسري   

1 (3
4  2 (3

2  3 (5
4  4 (5

2  

 941 در چه نقاطي خط مماس بر منحنيـy cos x   )91(ايمني صنعتي ـ سراسري   اند؟ها است. اين نقاط چگونهyموازي محور 3

1 (k
k) 2  ، عطف2

k) 3  ، بازگشت2 
  k) 4  ، بازگشت2 

    ، عطف2

 204 مقدار تابعكمترين ـf (x) max{| x |,| x |} 2   )91(ايمني صنعتي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (1
3  2 (1

2  3 (2
3  4 (3

2  

 124 گشتاور ماند ناحيه محدود به منحنيـy x2 و خطx  yحول خط به معادله 1    )91(ايمني صنعتي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (8
5  2 (8

3  3 (12
5  4 (4

3  

 224يمماس بر منحني به معادله ـ خطy
x x


 2

1
1

xيدر نقطه 
5
  كند؟ها را با كدام طول قطع ميxواقع بر آن، محور  4

  )92(ايمني صنعتي ـ سراسري   
1 (1

2 2 (2
3 3 (1 4 (2 

 324 ـ حجم جسم حاصل از دوران منحني قطبيr cos  192(ايمني صنعتي ـ سراسري   ، حول محور قطبي، كدام است؟(  
1 (4

3 2 (5
3 3 (2 4 (8

3 

 424ي ي نقطهترين فاصلهـ دورترين و نزديكA( , , )3 4 xي از نقاط كره 12 y z  2 2 2   )92(ايمني صنعتي ـ سراسري   ، كدام است؟9
1 (14 ،8 2 (14 ،9 3 (16 ،1 4 (15 ،9 

 542متر و شعاع قاعده دو متر است. آب به طور ثابت در دقيقه 8ـ يك مخزن به صورت مخروط وارونه، با ارتفاع
1 شود. متر مكعب وارد مخزن مي

  )93عتي ـ سراسري (ايمني صن  متر باشد، سرعت افزايش ارتفاع آب كدام است؟ 3كه فاصله سطح آب تا سطح قاعده مخروطدر حالي
1 (/ 72   2 (/128  3 (/ 64   4 (/ 32   
 642ـ  فاصله دورترين نقاط كرهx y z z   2 2 2 6 )از نقطه ثابت 7 , , )3 4   )93صنعتي ـ سراسري  (ايمني  كدام است؟ 9

1 (13  2 (14  3 (15  4 (17  

 742ـ  فاصله مركز ثقل قوسx t sint
; t

y cost

 
     1  از محورx93تي ـ سراسري (ايمني صنع  ها كدام است؟(  

1 (1
2  2 (1

3  3 (3
4  4 (2

3  

 842  دو خط به معادلات ـx y , y x    5 12 2 3 4 5 نسبت به خط ،  خط قرينه هستند. شيب منفي 94(ايمني صنعتي ـ سراسري   كدام است؟(  
1 (

9
7  2 (

7
6  3 (

6
7  4 (

7
9  

 942ـ اگرx  در ساعت باشد، هزينه يك كاميون در حال كارسرعت كاميون برحسب كيلومترx
12 3   واحد پول در هر كيلومتر است. اگر حقـوق

  واحد پول در ساعت باشد، براي رسيدن به حداقل هزينه، سرعت متوسط كاميون چند كيلومتر در ساعت بايد باشد؟ 27راننده 
  )95(ايمني صنعتي و دريانوردي ـ سراسري 

1 (75  2 (8   3 (9  4 (96  
 304 حاصل عبارتـArctg x x Arcsin( x x )   2 22 2   )91(مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري   كدام است؟1

)2  ) صفر1
4  3(

2  4(  
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 134 عبارتدر بسط ـ(x x )
x

 8
2

  )91(مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري   است؟ كدامx5، ضريب جمله شامل3
1 (216  2 (234  3 (243  4 (252  
 234 ـ حاصلsin (x x ) tg x    1 2 12 2   )92(مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري   كدام است؟  2

1 (5
6 2 (2

3 3 (
3 4 (

2 

 334ـ تابع با ضابطه| x | | x |
f (x)

x

  


4   )93(مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري   پذير است؟در كدام بازه معكوس 4
1 (( , )   2 (( , )  3 (( , )4   4 (( , )  4  
 434ـ اگرf (x)

x



4

yآنگاه تابع 2 f (f (f (x)))93(مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري   در نقاطي با كدام طول ناپيوسته است؟(  
  2) 4  2و 4) 3  1و   2 (2و 2) 1
 534دامنه تابع با ضابطه ـf (x) log(x x)  22   )91سي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري (مهند  كدام است؟ 15

1 ([ , ]5 2  2 (( , )15  3 ([ , ) ( , ]5 15 2    4 (( , ) ( , ]5 15 2    
 643مشتق مرتبه ششم تابع ـf (x) x( x ) ( x )  3 21 1 2   )91راسري (مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ س  كدام است؟ 14

1 (4  2 (45  3 (6   4 (75  
 743تابع با ضابطه ـf (x) [x ] 2 ]روي بازه 1 , k)3   به مفهوم جزء صحيح است.) []كدام است؟ (نماد  kپيوسته است. بيشترين مقدار 3

  )93(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   
1 ( 2 1  2 ( 3 15  3(  3 1   4 (1  

 843خط ـy  با نمودار تابع 5
x

y
x






2 4
  )93(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   در چند نقطه مشترك است؟ 2

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
 943 مقدار تقريبيـ( / ) ( / ) / 4 23 1 98 3 2 1 98 94(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   با كمك ديفرانسيل كدام است؟(  

1 (/2 96  2 (/2 97  3 (/2 98  4 (/2 99  
 404 هاي حقيقي معادله حاصل از برخورد منحنيتعداد و علامت جوابـy x x 3 yبا خط به معادله 23 x    ه است؟چگون 1

  )95(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   
    ) يك ريشه مثبت2    ) يك ريشه منفي1
  ) دو ريشه منفي و يك ريشه مثبت4  ) دو ريشه مثبت و يك ريشه منفي3

 144 حجم محدود به استوانهـx y
 

2 2
14 zو صفحات 9  وz x y  2   )95(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 4

1 (6  2 (12  3 (18  4 (24  
 244- در نقطهM واقع بر منحني قطبيr cos 2 اين نقطه از قطب (مبدأ مختصـات)   ها) است. فاصلهx، خط مماس موازي محور قطبي (محور2

  )96ـ سراسري  مكانيزاسيون كشاورزي(  كدام است؟
1 (1   2 (3

2   3 (3   4 (2   

 344اي در نقطهدايره ـ( , )1 yبر سهمي 2 x 2 مماس است. اگر مقادير مشتق دوم دايره و سهمي در آن نقطه برابر باشند، شـعاع دايـره كـدام     1
  )96ـ سراسري  مكانيزاسيون كشاورزي(  است؟ 

1 (3 2
2   2( 4 5

3   3 (5 2
2   4 (5 5

2   

 444نقاط ـ( , ) ،( , )3  و( , )4 يافته اين مثلث تحت ماتريسهاي مثلثي هستند. مساحت تبديلرأسA
 

  
 

2 1
1   ، كدام است؟ 2

  )96ـ سراسري  مكانيزاسيون كشاورزي(
1 (12  2 (15  3 (18  4 (21  
 544يهاي معادلهيكي از ريشه ـz iz z i   3 2   به صورتr(cos isin )   است. دوتايي(r, )  كدام است؟  

  )96ـ سراسري  يمكانيزاسيون كشاورز(
1 (( , )2   2 (( , )2 2   3 (( , )1 2   4 (( , )31 2   
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 644 حاصلـx Arcsin(x )  2 4    )91(هواشناسي كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟1

1(
 2  2(

4  3(
2  4(3

2  

 744 محور تقارن منحني به معادلهـx x
y

x x

 


 

2
2

2 4 3
4 2

  ) 91(هواشناسي كشاورزي ـ سراسري     كند؟خود منحني را با كدام عرض قطع مي

1(
3
4  2 (1-  3(3

4  4 (1  

 844ـ دنباله با جمله عموميn
n

a
n





3 1

و تابع با ضابطه 2
[x]( )

f (x)
x

 


2
1 1

5
nfبـه مفهـوم جـزء صـحيح اسـت)، حـد       [ ]انـد (نمـاد   مفروض  (a ) 

nوقتي   92ناسي كشاورزي ـ سراسري (هواش  كدام است؟(   

1(1
2  2(1

2  3(2
  ) صفر4  3

 944 تابع ـf (x)
x x


 2

1
1

xنويسيم. مقدار تابع زوج را به صورت مجموع يك تابع فرد و يك تابع زوج مي     كدام است؟ 3
  )91ـ سراسري  هاي كشاورزي(مكانيك ماشين  

1 (7
65  2 (13

63   3 (5
42   4 (1

91
   

 504 در بسط عبارت ـnb
(a ) 2 aصورت يكي از جملات به 23 b2 256

3
 باشد، ميn 91ـ سراسري  هاي كشاورزي(مكانيك ماشين  كدام است؟(  

1 (5  2 (6   3 (7   4 (8   
 154 اگر ـz

z
 

4 zآنگاه 2 (z)5   )91ـ سراسري  هاي كشاورزي(مكانيك ماشين  كدام است؟ 5
1 (16  2 (32   3 (48   4 (64   
 254 نمودار تابع ـf (x) [x] x [x]    روي بازه[ , ]2     با نيمساز ناحيه اول و سوم در چند نقطه مشترك است؟ 2

  )92هاي كشاورزي ـ سراسري (مكانيك ماشين
1 (2   2 (3  3 (4  4 (5  
 453 ـ با حروف كلمهMAHDASHT 92هاي كشاورزي ـ سراسري (مكانيك ماشين  ساخت؟توان چند رمز عبور سه حرفي مي(  

1(12  2 (135  3(15   4(21  
 454 اي كه قاعده آن در صفحه حجم داخل يك سطح استوانهـxoy  محدود به محورx ها و خطx  yو سـهمي   1 x اسـت و در زيـر صـفحه     2

z x y    )92ـ سراسري  هاي كشاورزي(مكانيك ماشين  قرار گرفته است، كدام است؟ 2

1 (2
5   2 (3

5   3 (3
4   4 (9

2   

 455 كدام گزينه در مورد سريـ( ) ( ) ( )         
1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 12 2 3 2 3 4 2 3   )92(درس آناليز رياضي، رياضي ـ سراسري   درست است؟ 4

  ) سري همگراي مطلق است.2  ) شرط لازم همگرايي را ندارد.1
 راست.) سري واگ4  ) سري همگراي مشروط است، ولي همگراي مطلق نيست.3

 645 مقدار ـ
n k

n k

k
lim

n k 


1

1   )95(مباني آناليز رياضي ـ سراسري   برابر است با: !

1 (
e
1   2 (1  3 (e 1   4 (e  

 745 ـ اگر
n

n

A
...






   


1 2

1
1 1 11 2 2 2

و  
n

... n
B ( )

... ( n )





   


    
1
2

1

1 2 3
3 5 7 2   )95(رياضي و آمارـ سراسري   ؟است، كدام گزينه درست 1

  همگرا است. Bواگرا و سري  A) سري 2   واگرا است. Bهمگرا و سري  A) سري 1
  ) هر دو سري واگرا هستند.4  ) هر دو سري همگرا هستند.3

 



  

 39
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 845 فرض كنيدـf پذير بر تابعي مشتق ,1  باشد كهf ( ) 1 fو  1 (x)
x f (x)

 
2 2

  )95(رياضي و آمارـ سراسري   ؟. كدام گزينه درست  است1

دار است و كران f) تابع 1
x
lim f (x)


كران است و بي f) تابع 2  موجود نيست. 
x
lim f (x)


  موجود نيست. 

3 (
x
lim f (x)


   4 (
x
lim f (x)


  موجود و متناهي است. 

 459 هاي معادله كدام گزينه جزء ريشهـz z 3 32   )91ـ آزاد  ها(مهندسي عمران، كليه گرايش  ؟نيست 1

1 (3
1
3

   2 (( i )3
1 3 1

2 23
  3 (( i ) 3

1 3 1
2 23

  4 (( i )3
1 3 1

2 23
  

 604 كه صفحه با فرض اينـy c  حجم جسم دوار حاصل از دوران ناحيه محدود به منحنيy x  حول محور (در ربع اول)،  هاyها و xو محور  24
y  ،مقدار را به دو بخش مساوي تقسيم كندc 91ـ آزاد  ها(مهندسي عمران، كليه گرايش  است با: ابربر(  

1 (2   2 (4 2 2   3 (1 2   4 (
22 2   

 164 اگر ـsin x
dx

x

 
 2

sinآنگاه   x
( ) dx

x


 2


  )91ـ آزاد  ها(مهندسي مكانيك، كلية گريش  ابر است با:بر 

1 (
2   2 (

4  3 (2

4  4 (2

2  

 246 دنباله ـc n
nf (x) n x( x )  nاختيار نمايد تا تساوي  تواندمي cه كمفروض است. بزرگترين مجموعه مقاديري  21 n

n n
lim f (x)dx lim f (x)dx
 

 
1 1
 

 
    )91ـ آزاد  ها (رياضي، كلية گرايش  برقرار گردد، برابر است با:

1 (c 1   2 (c 1  3 (c 1  4 (c    
 346 در مختصات كروي ـtg  2     )91ـ آزاد  هاي اقتصادي و اجتماعي)وري و سيستم(مهندسي صنايع (سيستم و بهره  كند؟ اي را مشخص ميچه رويه 1

  وار) سهمي4  ) هذلولوي3  ) مخروط2  ) كره1
 464 معادله با مشتقات جزئي تابع ـf (x y z ,z xy)   2 2 2 2 2   كهf 91ـ آزاد  ها)(مهندسي مواد (كلية گرايش  برابر است با:  ابعي دلخواه است، ت(    

1 (z z y x
x y z
  

 
 

   2 (z z y x
x y z
  

 
 

  3 (z z y x
x y z
  

 
 

2  4 (z z y x
x y z
  

 
 

2  

 546 ناحيه مثلثي با رئوس ـ( , )1 و ( , )1   و( , )1  در صفحهxy  حول خطx  1 ؟شود. حجم جسم دوار حاصل كدام استدوران داده مي    
  )92ها ـ آزاد (مهندسي عمران، كلية گريش

1 (2
3   2 (4

3  3 (8
3   4 (14

3   

 466 92ـ آزاد  هاي اقتصادي و اجتماعي)وري و سيستم(مهندسي صنايع (سيستم و بهره  ؟هاي زير واگرا هستنديك از انتگرالكدامـ(  

1 (dx

(x ) x 


1
21 1

   2 (cos x dx
x

1
2

  3 (dx

Ln
x


1

1
   

4 (Ln(sin x)dx


 2


   

 467 ترين فاصله مبدأ از منحني كوتاهـx xy y  2 28 7 zو  225    كدام است؟  
  )92ـ آزاد  هاي اقتصادي و اجتماعي)وري و سيستم(مهندسي صنايع (سيستم و بهره  

1 (5   2 (5   3 (25   4 (1
5   

 864 ماتريس چنانچه ـA مشتق متغير با زمان باشد،  يك ماتريسA1  معكوس)A نسبت به (t كليه گر    است؟ كدام گزينه) 92ـ آزاد  ها)ايش(مهندسي برق(  

1 (dAA A
dt

 1 1   2 (dAA A
dt

 1  3 (dAA A
dt

  1 1   4 (dAA A
dt

1   

 469 تابع ـx ;x
f (x)

x ;x

  
 

2

2 1



)روي بازه   , )2 رت تعريف شده است، در اين صوf:  92ـ آزاد  ها)ياضي (كليه گرايش(ر(  

x) فقط در 1 1  مشتق دارد وf ( ) 1     2 فقط در (x 1  مشتق دارد وf ( ) 1     
  باشد.مي 2و در اعداد اصم  x2) مشتق آن در اعداد گويا 4  پذير نيست.اي مشتق) در هيچ نقطه3
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 704 ريشه معادله ـArctgx Arccot x


      )92ـ آزاد  (آمار  كدام است؟ 4

1) 2    ) صفر1 2   3 (2 1   4 (2
2   

 174 مساحت ناحيه محدود به ـx y 2 2 yو داخل  4 ( x) 2 4     )92ـ آزاد  ها)(ژئوفيزيك (كليه گرايش  را محاسبه كنيد. 1

1 (
8
3   2 (

82 3  3 (
2
3  4 (

1
3  

 247 انتگرال ـsin xcos xdx


 3 52


    )92ـ آزاد  ها)(ژئوفيزيك (كليه گرايش  برابر است با: 

1 (1
2   2 (1

24   3 (1
12   4 (1

16   

 473 مختصات به اندازه زاويه  دستگاهـ
)Mدوران كرده است. مختصات جديد نقطه  6 , )3   )92ـ آزاد  ها)(ژئوفيزيك (كلية گرايش  را بيابيد.  3

1 (( , )1 1   2 (( , )3 3  3 (( , )1 2   4 (( , )13 2   

 447 كدام  گزينه در مورد ـA sin(x ) sin xcos        برايx 95(هواشناسي ـ ژئوفيزيك ـ دكتري     ؟درست است(  

1 (| x |A  2   2 (| x |A  2  3 (xA 
2

2  4 (xA 
2

2  

 475 حاصل ـ
x
lim (sin x sin x)


  33     )92ـ آزاد  كشي(كشاورزي، آبياري و زه  كدام است؟ 1
1 (   2 (1   3نامشخص4   ) صفر (    

 476ـn
n

( n )!
lim

n n!

1 2     )92اد ـ آز كشي(كشاورزي، آبياري و زه  كدام است؟ 1

) 3   ) صفر2   1) 1
e
1   4 (

e
4   

 477 مقدار ـdx

cos x



 8 4 2
    )92ـ آزاد  (كشاورزي، مكانيزاسيون كشاورزي  كدام است؟ 

1 (3
2   2 (2

3   3 (3
4   4 (4

3   

 847 حداكثر و حداقل تابع ـf (x,y) (x x)cosy 2 xدر حوزه  4 1 yو  3
 

  4     )93(مهندسي عمران ـ آزاد    كدام است؟ 4

1 (min maxf , f  3    2 (min maxf , f   
3 24 2  

3( min maxf , f  
4 2

2   4 (min maxf , f   
4 2 3 2

2 2  

 479 ـ  حاصلxx cosxe dx
  2


    )93(مديريت اجرايي ـ آزاد   كدام است؟  

1 (2   2 (2-    3 (1
2   4 (

1
2   

  480 ـ حاصلd

sin







  21
    )93(مهندسي مواد ـ آزاد   برابر است با:  

1 (
2   2 (   3 (

2
   4 ( 2   

 184 مقدار انتگرال ـsin d


  6


    )93ومكانيك ـ آزاد (بي   ؟چقدر است 

1 (5
16   2 (3

16   3 (3
8   4 (5

8   

 482 ـ اگرf (x,y,z)  با(x,y,z)  ت؟ كدام اس نادرستموازي باشد، آنگاه مورد  
  )94ها) ـ دكتري ها)، محيط زيست (كليه گرايشها)، علوم و فناوري نانو (كليه گرايش(مهندسي پزشكي (كليه گرايش

1 (f ( , , ) f ( , , ) 1 1 2     2 (f ( , , ) f ( , , ) 1 1 1 1   
3( f ( , , ) f ( , , )   1 2 1 2 1 2  4 (f ( , , ) f ( , , )   2 1 1 1 1  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   96ـ  91) ـ ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي (

 384 تابع با ضابطه  بيشترين مقدارـf (x) x x x  3 3     ؟كدام است 2
  )94هاي آبي، آبياري و زهكشي، هواشناسي كشاورزي، مكانيزاسيون كشاورزي ـ دكتري (سازه

1 ( 1
2  2 ( 31 2  3 (3 2   ) صفر4   1

 448 محدود به نمودار تابع  مساحت ناحيهـsin xcosx
f (x) , x

sin x cosx


  



2

2 ر و محوx؟ها كدام است    
  )94هاي آبي، آبياري و زهكشي، هواشناسي كشاورزي، مكانيزاسيون كشاورزي ـ دكتري (سازه

1 (1
2  2 (1

4  3 (1
8  4 (3

16   

 485آيد. مساحت سطح واحد در حركت است به وجود مي 2اي به شعاع اي به شعاع واحد كه مركز آن بر روي دايرهاي به وسيله حركت كرهـ چنبره
    )94يون كشاورزي ـ دكتري هاي آبي، آبياري و زهكشي، هواشناسي كشاورزي، مكانيزاس(سازه  اين چنبره كدام است؟

1 (8   2 (16    3 (24   4 (28   
 648اي را در صفحهـ قاعده يك تپه شني ناحيهxoy پوشاند كه محدود است به سهميميx y 2 yو خط 6 x  ارتفاع شن در بالاي هر نقطـه .

M(x,y) برابرx2 است. حجم شن اين تپه كدام است؟    
  )94ن كشاورزي ـ دكتري هاي آبي، آبياري و زهكشي، مكانيك بيوسيستم، هواشناسي كشاورزي، مكانيزاسيو(سازه

1 (/3 75   2 (   3 (
3   4 (   

 487 جسم همگن نازك محدود به سهميـx y y  2 2   و خطx y 2  .؟طول مركز ثقل اين جسم كدام است مفروض است    
  )94هاي آبي، آبياري و زهكشي، مكانيك بيوسيستم، هواشناسي كشاورزي، مكانيزاسيون كشاورزي ـ دكتري (سازه

1 (/1 8   2 (/2 4   3 (/2 6   4 (/2 8   
 488 اگر ـ زاويه بين بردار قائم بر رويهz (x y ) x y   2 2 2 (x,y,z)وقتي  cosها باشد، حد  zو محور  M(x,y,z)در نقطه  21 ( , , )    

  )94هاي آبي، آبياري و زهكشي، مكانيك بيوسيستم، هواشناسي كشاورزي، مكانيزاسيون كشاورزي ـ دكتري زه(سا  ؟كدام است

1 (1
2   2 (1

3   3 (3
2   4 (2

2   

 948در مورد انتگرال ناسرههاي زير يك از گزينهـ كدام
x

x
dx

 
2

4 1
 94(آمار ـ دكتري   درست است؟(  

) همگرا به 1
Ln


) همگرا به 2   است. 4
) همگرا به 3    است. 4

Ln


4     ) واگراست.4    است. 2

 904 ر مجموعه تمامي مقاديـp  كه سريP

n

( n n)



  33

1
  )94(آمار ـ دكتري   ؟همگرا است، كدام است 1

1 (( , )1   2 (( , )
3
2   3 (( , )

2
   ) به ازاي هيچ مقدار4   3

 491 فرض كنيد ـ f : , 2   تابعي پيوسته باشد وf ( )   اگر .f (x)  بر بازه( , )2  موجود و صعودي باشد، آنگاه تابعf (x)
g(x)

x
  بر بازه( , )2:  

    )94(آمار ـ دكتري   
  ) مثبت است.4  ثابت است. )3  ) نزولي است.2   .) صعودي است1

 249 اگر ـf :   پذير باشد كه تابعي مشتقf ( )    وx
f (x)

x
 



2
21

  )95(آمار ـ دكتري     ؟، كدام نامساوي درست است

1 (f (x) 1   2 (f (x) x 4  3 (f (x) x  4 (x f (x)  

 394 ـ مقدارn n

n
lim (n )(sin x sin x)dx





  22 1


    )94(رياضي كاربردي ـ دكتري   كدام است؟ 

1 (
   ) 4   ) وجود ندارد.3   1) 2   4

 449 همعادلـx x x 3 4   دقيقاً چند جواب حقيقي دارد؟  5
  )95برداري، مهندسي دريا، مهندسي محيط زيست، فناوري نانوـ دكتري (مهندسي عمران، مهندسي نقشه

  ) سه4  ) چهار3  ) يك2  ) دو1
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 549 ـ تابعfپذير است، اگر جا مشتق، يك متغيره و همهx y
z f ( )

xy




2 2
xاشد، مقدار ب  y(x )z (y )z  1 (x,y)در  1 ( , ) 2   كدام است؟  1

    )95برداري، مهندسي محيط زيست، مهندسي دريا، فناوري نانو ـ دكتري (مهندسي عمران، مهندسي نقشه  

1(f ( )
3 5
4 2  2( f ( )

3 5
2 2  3( f ( )3 5

4 2  4( f ( )3 5
2 2  

 649 منحني ـC  از( , )   شروع شده بر محورx  به( , )2  رسد و سپس روي خطي موازي محور ميy ها به( , )2 ها به xرود و نهايتاً بر خطي موازي محور مي 4
( , )4 رسد. اگر ميF(x,y) (cosxsiny ,xy sin xcosy )       ؟كدام است Cبر منحني  Fباشد، مقدار انتگرال  1

  )95برداري، مهندسي محيط زيست، مهندسي دريا، فناوري نانو ـ دكتري (مهندسي عمران، مهندسي نقشه
1(  2(4  3(2  4(16  

 497 حجم ناحيه درون ـ(x y z) (y z)
z

  
  

2 2 2 14     ؟كدام است 9
  )95برداري، مهندسي محيط زيست، مهندسي دريا، فناوري نانو ـ دكتري (مهندسي عمران، مهندسي نقشه

1(15
2  2(17

2  3(8  4(9  

 849 ـ از رابطه بازگشتيa 1 1 ،n na a  12 a، مقدار 1 a1 9  برابر كدام است؟    
  )95ن كشاورزي ـ دكتري (مهندسي آب و هواشناسي، مهندسي مكانيك و مكانيزاسيو

1 (512   2 (524   3 (564   4 (576   
 499هاي حاده با سرعت الزاويه، زاويهـ در يك مثلث قائم

9 متر باشد، وقتي سانتي 18كنند، اگر طول وتر آن ثابت و برابر راديان برثانيه تغيير مي

اندازه زاويه جاده به 
  ؟ الزاويه كدام استبرسد، سرعت تغيير مساحت مثلث قائم 6

    )95(مهندسي آب و هواشناسي، مهندسي مكانيك و مكانيزاسيون كشاورزي ـ دكتري   

1 (5
4   2 (4

5  3 (1
9
  4 (9

1  

 500 نقاط تلاقي دو خط به معادلات ـy 
1
yو  3  

1
cosxبا نمودار تابع  3 x

f (x)
cos( x) x

  
      




هاي يك چهارضلعي است. مساحت اين راس 

    )95ـ دكتري  (مهندسي آب و هواشناسي، مهندسي مكانيك و مكانيزاسيون كشاورزي  ؟چهارضلعي كدام است

1 (   2 (
3   3 (2

3   4 (4
3   

 150 فاصله نقطه تلاقي منحني قطبي ـr sin 2  با خط
      )95(علوم و مهندسي صنايع غذايي ـ دكتري    ؟ام استاز محور قطبي كد ،3

1 (1   2 (3
2  3 (1

2  4 (3
4  

 250 جواب معادله ـtanh( Ln x) 
1 1
2     )95(علوم و مهندسي صنايع غذايي ـ دكتري    ؟، كدام است3

1 (2-    2 (1-  3 (1  4 (2  
 350 نقطه ـA( , , )1 2 xمركز مكعبي است كه يك وجه آن منطبق بر صفحه به معادله  5 y z  2 2   ؟باشد، حجم اين مكعب كدام استمي 2

    )95(علوم و مهندسي صنايع غذايي ـ دكتري   
1 (64   2 (125  3 (216  4 (512  

 450 ـ مقدار
nn

lim ...
cos cos cos

n


  
1 1 1

1 11
2

  )95(رياضي ـ دكتري   كدام است؟  

1 (    2 (1
2   3 (1   4 (   

 550 ـ  فرض كنيدa  و تابعf  بر بازه a,b  بر بازه پيوسته و(a,b) پذير باشد. در اين صورت عددي مانند مشتقc  در بازه(a,b) شود يافت مي
bfبه طوري كه مقدار  (a) af (b)

b a




  )95(رياضي ـ دكتري    برابر است با: 
1 (f (c)   2 (f (c)   3 (f (c) cf (c)   4 (cf (c) f (c)    
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   96ـ  91) ـ ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي (

 650 ـ فرض كنيدf  بر( , ) پذير باشد و مشتق
x
lim f (x)


    )95(رياضي ـ دكتري   در اين صورت:  1

1 (
x
lim f (x)


1   2 (
x
lim (f (x ) f (x))


  1 1  

3( 
x
lim f (x)


   4 به ازاي هر (
x

f (x h) f (x)lim , h ( , )
h h

 
 

1 1  

 750 برد تابع ـn

n

x
f (x) lim (sin )




   )95(علوم شناختي ـ دكتري    ؟چند عضو دارد 5

1 (1  2 (2   3 (3  4 (4   

 508 ـ ماتريسA

 
   
 
 

1 2
2 1
1 2





    )95(علوم اقتصادي ـ دكتري   ؟نيستد در مورد اين ماتريس صحيح مفروض است. كدام مور 

  ) ماتريس الحاقي اين ماتريس صفر است.2   ) اين ماتريس صفر است.Trace) اثر (1
  است. 3) مرتبه اين ماتريس 4  پذير است.) اين ماتريس وارون3

 950 ـ اگرz z(u, v)  وu x t

v x t

 
   xxباشد، آنگاه معادله  2 ttz z 2  شود؟اي تبديل ميبه چه معادله    

  )95هاي انرژي، هوافضا ـ دكتري (برق، مهندسي شيمي، مهندسي سيستم  
1 (uvz     2 (uu vvz z  3 (uu vvz z 2   4 (uu uv vvz z z  2   
 510 95ها و جبر خطي ـ دكتري (رياضي، درس مباني ماتريس   ؟دترمينان ماتريس زير كدام استـ(  

1 (3    
2 (   
3 (3   
4 (48  

 
  
 
   

1 2 1 1
2 1 2 1
1 1 1 2
2 1 2 1

  

 511ـ بيشترين مقدارx y كه در مجموعه {(x ,y) | x ,y , y x ,y x }     3 21 2   واقع باشد كدام است؟ 14
  )96(سنجش از دور و سامانه اطلاعات جغرافيايي ـ دكتري 

1 (7/8  2 (6/9  3 (8/9  4 (/1 2  

 251ـ اگرf (x) [x ] [x ]    
2 1 13 g(x)و 3 Ln( x )  24 gآنگاه دامنه تابع 9

f
  ، كدام است؟

  )96(سنجش از دور و سامانه اطلاعات جغرافيايي ـ دكتري 

1 (( , ]
2 1
3 3  2 (( , )

1 2
3 3  3 (( , )1 2

3 3  4 ([ , )1 2
3 3  

 351هاي حقيقي معادلهـ تعداد ريشهx x x   2 2   )96(سنجش از دور و سامانه اطلاعات جغرافيايي ـ دكتري   كدام است؟ 1
  3) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1
 51496(سنجش از دور و سامانه اطلاعات جغرافيايي ـ دكتري   ـ رتبه ماتريس مقابل كدام است؟(  

1 (1  
2 (2  
3 (3  
4 (4  


 
 
 
  

2 3 5 4
2 3 4

4 8 13 12
  

 551در تابع پارامتري ـx Ln(t )

y Ln(t )

 


 
2

1
1

d، مقدار  y

dx

2
xدر نقطه 2 Ln 2   )96(علوم اقتصادي ـ دكتري   ، كدام است؟2

1 (1  2 (2- 3 (2  4 (
1
2  

 651ـ اگرx ( , )


 و 4
n

n t

ix
F(x) lim x tg( )

n n 
 

22
1

F، آنگاه1 (x) 96(هواشناسي ـ دكتري   كدام است؟(  

1 (xtgx  2 (x tgx2  3 (x tgx2 2  4 (xtgx22  
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 751گرالـ مقدار انت
y x

y x
D

e dA


 كه در آنD مثلثي با رئوس  ( , )( , )و 1( ,   )96(هواشناسي ـ دكتري   است، كدام است؟ 1(

1 ((e e) 11
4  2 ((e e) 11

2  3 (e
e
2 1

2  4 (e
e
2 1

4  

 851ـ مقدار
n

n k

k k k
lim sin

nn 

 21

  )96(آمار ـ دكتري   كدام است؟ 1

1 (  2 (
4  3 (

2  4 (  

 951ـ سري
n n( )

n



    


1

1
1 1 11 2 3

  )96(آمار ـ دكتري     همگراست اگر و تنها اگر ... 

1 ( 1  2 (  2  3 ( 1  4 (    

 205ـ شعاع همگرايي سري


n!

n

n!x



 96ـ دكتري  (آمار  كدام است؟(  

1 (  2 (1  3 (2  4 (  
 125ـ كدام گزينه درباره تابعf (x) [x]sin ( x) 2 بر 96(آمار ـ دكتري   درست است؟(  

x،f) براي هر1 (x) [x]sin( x)   2.  
  پذير نيست.اي مشتق) اين تابع در هيچ نقطه3

  پذير است.) اين تابع فقط در نقاط صحيح مشتق2
  پذير نيست.) اين تابع فقط در نقاط صحيح مشتق4

 252ـ مساحت سطح حاصل از دوران منحني t


  2،r(t) (acos t,asin t) 3 3 (a )  حول خطx y  4 3   كدام است؟ 5
  )96(علوم و فناوري نانو، نانوشيمي ـ دكتري   

1 (a a 242 525  2 (a a 247 525  3 (a a 242 325  4 (a a 247 325  

 352ـ اگرx،y وz زواياي يك مثلث باشند، ماكزيمم مقدارw sin xsin y sin z 96(علوم و فناوري نانو، نانوشيمي ـ دكتري   كدام است؟(  

1 (1
8  2 (1  3 (3 3

8  4 (2
4  

 452ـ مقدار
n

(n ) n
lim [ ]

nn n n

 
   

2 2 2
3 3 3

1 2 1   )96(علوم شناختي ـ دكتري   كدام است؟ 1

1 (1  2 (5
4  3 (4

3  4 (  

 552ـ سري تيلور تابعx
f (x)

( x)




4
31

xحول نقطه   96(علوم شناختي ـ دكتري   كدام است؟(  

1 (n

n
n(n )x






4

1 12  2 (n

n
n(n )x






4
1  3 (n

n
(n )(n )x




 

4

1 3 22  4 (n

n
(n )(n )x




 

4
3 2  

 652 ـ فرض كنيدS يسطح نيمة بالايي كرهx y z  2 2 2 باشد. مقدار انتگرال  9
S

z x y d   3 2     كدام است؟ 2

  )96ها) ـ دكتري ها) و فناوري نانو (كليه گرايشزيست (كليه گرايش(مهندسي محيط

1 (972
5   2 (672

5   3 ( 2   4 ( 1  

 527ـ فرض كنيدD اي بالاي محور دايرهناحيه نيمxها با معادلهx y 2 2 باشد. حاصل انتگرال 4
D

y cos x y sin x y dxdy   2 2 2 2 
  )96ها) ـ دكتري و فناوري نانو (كليه گرايش ها)زيست (كليه گرايش(مهندسي محيط  كدام است؟

1 (cos sin  
7 14 44 4   2 (cos sin  

7 14 44 4   3 (cos sin  
9 14 44 4   4 (cos sin  

9 14 44 4  
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 852هاي ناسرهـ وضعيت انتگرال


(Lnx)
A dx

x
 

و 13951


(sin x)
B dx

x


 

1395
2   به ترتيب كدام است؟ 1397

  )96ها) ـ دكتري (مهندسي پزشكي (كليه گرايش
  ) واگرا ـ واگرا4  همگرا) واگرا ـ 3  ) همگرا ـ واگرا2  ) همگرا ـ همگرا1

 952ـ فرض كنيد 

  

x y
,(x ,y) ( , )

f (x ,y) x y

,(x ,y) ( , )

 


  
 

3 3
2   )96ها ـ دكتري (مهندسي پزشكي (كليه گرايش  هاي زير درست است؟يك از گزينه، كدام2

1(f در( , )  پيوسته است اماf
x



fو 
y



)در f) 2  .در اين نقطه پيوسته نيستند  , )  ناپيوسته است اماf
x



fو 
y



  اند.در اين نقطه پيوسته 

3 (f وf
x



fو 
y



)هر سه در  , )  4  اند.ناپيوسته (f وf
x



fو 
y



)هر سه در  , )  اند.پيوسته  

 305ـ قسمتي از سطح همگن محدود به منحنيy sin x 2 ]در بازه 3 , ]

  ها كدام است؟xاست. فاصله مركز ثقل آن تا محور 3

  )96كانيزاسيون كشاورزي ـ دكتري (م  

1 (
2  2 (

4  3 (
6  4 (

3  

 135ـ مساحت ناحيه محدود به منحنيy x2 xو خط قائم 4  yحول محور را 1  2 دهيم. حجم جسم حاصل كدام است؟دوران مي  
  )96ها) ـ دكتري (علوم و مهندسي آب (كليه گرايش

1 (14
3  2 (16

3  3 (28
3  4 (32

3  

 235ـ اگر
r xi yj zk   وR | r |آنگاه ديورژانس ،


r

R
  )96ها) ـ دكتري (علوم و مهندسي آب (كليه گرايش  كدام است؟ 

1 (R 12  2 (R1  34  ) صفر (R12  

 533ـ محل تلاقي دو رويه
  و3  منحنـي در  و تـاب دهـد. خميـدگي (انحنـاء)   در مختصات كروي تشكيل يك منحني در فضا را مي2

)نقطه , , )
 2 6   )87ـ سال  (آزمون دكتري دانشگاه اميركبير  به ترتيب برابرند با: در مختصات كروي4

1(,   
11 3  2(,   1 3  3(,   

1
3  4(,   

3
3  

 53487ـ سال  (آزمون دكتري دانشگاه اميركبير  :ـ مساحت قسمتي از كره كه داخل مخروطي مطابق شكل قرار دارد برابر است با(  
1(4  
2(4 3  
3( 4  

4(
3  

  
 535اي بر دو صفحه به معادلهكره ـx y z   xو3 y z   yتمماس است و دو صفحه به معادلا 9 x 2 وz x 3  از مركز كره
axاين كره بر صفحه به معادلهaگذرند. به ازاي كدام مقدارمي y z  2  87ـ سال  (آزمون دكتري دانشگاه صنعتي شريف  مماس است؟(  

1(2 2  2(3 5  3(
21 2  4(

3 22 2  

 653ـ اگر ماتريسA
 

  
 

1 
 

Aو تعريف كنيم A A A
e I

! ! !
       

2 3

1 2   كدام است؟Aeآنگاه3

  )87ال ـ س (آزمون دكتري دانشگاه صنعتي شريف   

1(e 
  
 

1

1



  2(e 

  
 

12
1



  3(e 

  
 

1 1
1



  4(e 

  
 

1 1
1



  

  

2 

3


 
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 753 هندسي ـ در صفحه مختلط مكانz هايي كهRez
Re( i)

z i | z |
 

 2
1   )91(علوم كامپيوتر ـ سراسري   ، كدام است؟2

1(z bi 
1
zيا2 bi  

1
bكه2 R 2(z bi ياz bi  

1
bهك2 Rوb   

3(z biياz a i 
1
bكه2 Rوaوb  وb  1  4(z biياz a i 

1
bكه2 Rوaوb  وb  1  

 853 ينبالهاگر براي دـn{a nداشته باشيم{
n

n
lim | a | a


،(a ) آنگاه شعاع همگرايي سري توانيn
n

n

a x



 2


  است؟ كدام
  )91(علوم كامپيوتر ـ سراسري 

1(a

a
 2(a 3(a a 4(a2 

 953 حاصل ـ
x

x

t

x t

( e dt)
lim

e dt






2

2

2

2




  )91(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟

1( 2 (1 3(e2 4(e2 

 540 نيـه آب  متـر مكعـب بـر ثا    5متر است با سرعت ثابـت   4متر و ارتفاع 3ي در داخل يك ظرف مخروطي (مطابق شكل) كه داراي شعاع قاعدهـ
  )91(علوم كامپيوتر ـ سراسري   متري قرار دارد، سرعت بالا آمدن آب در داخل ظرف چقدر است؟2ريزيم. زماني كه سطح آب در ارتفاع مي

1(

5

9      2(


15
3 

3(


2
9
      4(


2
3
  

 145 مقدار مساحت محصور در داخلـ( x y) ( x y)   2 24 3 2   )91(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟25

1(25
2 2(5

2 3(25  4(5  

 254 مقدارـsin x
dx

cos x




3

3 5
  )92(علوم كامپيوتر ـ سراسري   دام است؟ك 

1 (7
4  2 (13

4  3 (15
4  4 (9

4  

 354 انتگرالـ
 

f ( x y )dxdy 
1 1 2   )92(علوم كامپيوتر ـ سراسري   برابر است با: 2

1 (
sec

rf (r)drd




 
2

 
  2 (

cosec

rf (r)drd




 
2

 
  

3 (
sec cosec

rf (r)drd rf (r)drd

 
 


     

4 2

4
  

  4 (
cosec sec

rf (r)drd rf (r)drd

 
 


     

4 2

4
  

 

 454 امتداد نيمساز زاويه بينـu ( , , ) 1 2 2 وv ( , , ) 3 4
 92اسري (علوم كامپيوتر ـ سر  شود؟با امتداد كدام بردار مشخص مي(  

1 (i j k 
14 2 22
15 3 15  2 (i j k 

14 2 22
15 3 15  3 (i j k 

14 2 22
15 3 15  4 (i j k 

14 2 22
15 3 15  

 554 اگرـa يك عدد حقيقي وn هاي معادلهعددي طبيعي باشد، آنگاه ريشهniz ai
( )

iz ai

 


 
1 1
1   )92(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟ 1

  اند.) همگي موهومي2  اند.) همگي حقيقي1
 دارد. a) بستگي به 4  اند.) بعضي حقيقي و بعضي موهومي3

 654 هاي برداريميدانـF
 وG

 اند.مفروضdiv(F G)
 :92(علوم كامپيوتر ـ سراسري   برابر است با(  

1 (G.CurlF F.CurlG
    2 (F.CurlG G.CurlF

    3 (G.CurlF F.CurlG
    4 (F.CurlF G.CurlG

    
 754 ييك خط به معادلهـx y z  

 
1 2 3

2 3 xيصفحه 4 y z   x)يرا در نقطه 15 ,y ,z )   قطع كرده است. در اين صورتy :برابر است با    
  )92(علوم كامپيوتر ـ سراسري 

1 (1  2 (3  3 (5  4 (7  
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 548 ينبالهاگر براي دـn{a nداشته باشيم{
n

n
lim | a | a


،(a )  آنگاه شعاع همگرايي سري توانيn
n

n

a x



 2


  است؟ كدام
  )92(علوم كامپيوتر ـ سراسري   

1(a

a
 2(a 3(a a 4(a2 

 954 يرويهـx y z c   :مفروض است. مجموع طول و عرض و ارتفاع از مبدأ صفحه مماس بر رويه در هر نقطه آن برابر است با  
  )93(علوم كامپيوتر ـ سراسري   

1 (c3  2 (c  3 (c

3  4 (c  

 505ـ مقدار
D

xy(x y ) dxdy
3

2 2 كه در آن 2 D (x,y) x y ,x ,y     2 2 2 1   94(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (1
14  2 (1

12  3 (1
7  4 (1

6  

 155 كدام گزينه يك تابع اوليه (ضد مشتق) برايـf (x) sech x 94(علوم كامپيوتر ـ گرايش نظريه و مهندسي دانش ـ سراسري   ؟است(  
1(xF(x) tg (e ) 12   2(xF(x) tg h (e ) 12  

3( F(x) Ln sech x tg h x 
1
2  4 (F(x) Ln sech x tg h x 

1
2  

 255 بردار مكان يك ذره متحرك در لحظهـt برابر است باr(t) cos( t) i j sin( t)k  3 2 4 3 2
  انحناي مسير كدام است؟ .  

  )95(علوم كامپيوتر (علوم تصميم و مهندسي دانش) ـ سراسري 
1 (1

6  2 (1
5  3 (1

3  4 (3  

 355 حجم حاصل از دوران ناحيه بين منحنيـy x yو خط 2  yحول خط 1    كدام است؟ 2
 )95(علوم كامپيوتر (علوم تصميم و مهندسي دانش) ـ سراسري 

1 (56
15  2 (65

15  3 (68
15  4 (86

15  

 455 مقدار انتگرالـ
R

sin( y )dv )هرم به رئوس Rكه در آن 3 , , )  ،( , , )1 ،( , , )1 1 ،( , , )1 1 )و 1 , , )1 1 است، كدام است؟  
 )95(علوم كامپيوتر و علوم كامپيوتر (علوم تصميم و مهندسي دانش) ـ سراسري 

1(

2

3   2(

4

3   3(

3

4   4(

3

2   

 555 تحت چه شرايطي روي ـa  وb  دستگاهb b X b

a

   
      
   
   

1 1 1 3
3 3

2 2 7
  )95(علوم كامپيوتر ـ سراسري     ؟بينهايت جواب دارد 

1(a , b 2 3  2(a , b 2 3  3(a , b 2 3  4 (a , b 2 3  
 655 در امتداد منحنيـr r(s)

 كه در آن ،s پارامتر طول قوس است وdr
r

ds
 

عبارت ،r .(r r )  
   91(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   برابر كدام است؟(  

1 ( 2، انحنا و .2  تاب منحني است ( 2، 

1  

3 (2  4 (2 

 755 هرگاه منحني قطبيـr f ( )  در مبدأ بر محورx91(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   ها مماس باشد، شعاع انحنا در مبدأ كدام است؟(  
1 (d

r( )
dr

1
2  2 (dr

( )
d

1
2  3 (dr

( )
d

2  4 (dr
r( )

d
2  

 855 نيد منحنيفرض كـC نمودار معادلهf (x ,y)   كهطوريباشد بهxfوyf موجود و پيوسته هستند وx yf f 2 2     در اين صـورت خـط قـائم ،
pهدر نقط Cبر (x ,y )   :91(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   برابر است با(  

1 (y xf (x , y )(x x ) f (x , y )(y y )           2 (y xf (x , y )(x x ) f (x , y )(y y )           
3 (x yf (x , y )(x x ) f (x , y )(y y )           4 (x yf (x , y )(x x ) f (x , y )(y y )          

 955 مشتق جهتي مرتبه دوم تابعـf (x,y,z) xyz ) جهت) در 2و  3و  1، در نقطهi j k 
   92(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (2
3  2 (4

3  3 (2
3  4 (4

3  
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96ـ  91ري ) ـ ارشد و دكت2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي ( كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 605 فرض كنيدـf (x) f (x),f ( )   11 1  ضريب .x3  مك لورن تابعدر بسطf (x) :92(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   برابر است با(  

1 (14
3
  2 (19

3
  3 (28   4 (38   

 165 حد دنبالهـ, , , , , ...



2 3 4 51 2 4 8   )92(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   در صورت وجود كدام است؟ 16

1) 2  ) صفر1
2  3 (3

4  4 (
1
2  

 256 تابعـf :   92(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كند.ط زير صدق ميدر شراي(  
fـ ب پذير است.مشتق (a,b)پيوسته و روي [a,b]ـ رويالف (a)f (b)   ـ جf '(x)   به ازاي هر)x (a,b)(  ت:دراين صور  

f) معادله1 (x)   .ممكن است بيش از يك جواب داشته باشد  
f) همواره2 (x)  .  
f) معادله3 (x)   دقيقاً يك جواب روي[a, b] .دارد  
f) در مورد جواب معادله4 (x)   روي[a, b] توان كرد.هيچ قضاوتي نمي  
 356 اگر براي هرـa,b،f ( ) ,f (a b) f (a)f (b)    وf ( )  :92(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   موجود باشد آنگاه(  

1 (f ( ) f ( )f (x)    
f) براي هر2 (x) f ( )f (x), x     
f) تابع3 (x) فقط درx   .مشتق دارد  
f) چون از پيوستگي تابع4 (x) توان كرد.اطلاعي نداريم لذا در مورد مشتق آن قضاوتي نمي  
 456 انتگرالـ

x

x
f (x,y)dydx 

4 2

2
  )92(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   ت با:برابر اس 

1 (
y

f (x, y)dxdy 
8

2 2
  2 (

y

y
f (x, y)dxdy 

8

2
2

  

3 (
y

y
f (x, y)dxdy f (x, y)dxdy   

4 4 8

2 4 2
2

  4 (
y

y
f (x, y)dxdy f (x, y)dxdy   

4 8 4

2 2 4
2

 

 556 مقدار سريـn

n

n( )





 1

1

2
  )92(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 3

1 (1
9  2 (1

3  3 (3  4 (9  

 656 طول قوس منحني ـC با معادله( )


   2

sin t

sin t

x(t) sin d

y(t) cos d

   


 

 






2

2

2

2
2

2





  )92(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (
2  2 (1  3 (π  4 (2  

 756 مقدارـ
n

n k

k
lim sin

n n 

 2
1

  )92(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (2  2 (1  3 (1
2  4 (1

3  

 856 سريـn
n

n

(r )
r




 1


  )92م ـ سراسري (تاريخ و فلسفه عل  همگراست؟ r به ازاي چه مقاديري از 

1 (r    2 (r 1  3 (r  2  4هيچ مقداري (  
 956ـ مقدار

h
x h

h
lim e (x )dx

h





2 2 21 1


  )93(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (
e

1  2 (1
2  3 (1  4 (  

 705ـ بردارهاي متعامدM
 وN

 3با طول واحد در مفروضند. اگرA
  در شرطA N M A  

   يك از موارد زير درست است؟مصدق كند، كدا  
  )93(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   

1 (A M (M N)  
     2 (A M (M N)  

     3 (A M (M N)  
1 1
2 2

     4 (A M (M N)  
1 1
2 2

     
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 175ـ مقدارz

S

( xy ,xe ,z )ds 2 yيي محصور به استوانهرويه Sكه در آن  33 z 2 2 xو صفحات 1  1 وx  2 :است برابر است با  

  )93(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   
1 (9

4  2 (9
2  3 (3

2  4 (3  

 275يي مماس افقي بر رويهـ صفحهz x xy y x y     2 24 2 12 12   )93(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   برابر است با: 1
1 (z  36  2 (z  31  3 (z  28  4 (z  29  

 357 بازه همگرايي سريـn

n

x
( )

n x






1

1   )94(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (( , )
1
2  2 ([ , )

1
2  3 (( , )  4 ([ , )1  

 457 مقدار سريـ
n n(n )



 
2

1
3   )94(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (1  2 (2
3  3 (1

2  4 (1
3  

 557 انتگرالـ
x

f (x ,y)dydx 
4 2

  )94(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (y
f (x , y)dx dy 

21
 

  2 (
y

f (x , y)dx dy  2
2 4

1  

3 (
y

f (x , y)dx dy f (x , y)dx dy    2
1 4 2 4

1 1
  4 (y

f (x , y)dx dy 
22

1 1 

 657 اگرـx y
f (x ,y)

y x





2

xو 2 t s 2 yو 3 t s  fمقدار 2

s





2
tدر 2  sو 2    )94(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (112  2 (114  3 (116  4 (118  
 57795(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   ـ كدام سري همگراست؟(  

1 (n

n

n
( )

n






1

1  2 (n

n

n
( )

n






1

1  3 (n

n

n
( )

n






2

1

1  4 (n n

n

n
( )

n







2

1

1  

 857ـ مقدار سري
n

n

n(n )




 2
1

1
4

  )95(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (32
27  2 (64

27  3 (128
27  4 (256

27  

 957ـ فرض كنيدf :[ , ]
1
2  پذير باشد كه شيب خط قائم بر منحنيتابعي مشتقf در هر نقطهx برابر

xe

x



  از نقطـه  fباشد، اگر نمودار تـابع  1
( , )  بگذرد، ضابطهf 95(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (x xe xe  2 2  2 (x xe xe 2 2  3 (x xxe e 2 2  4 (x xxe e 2 2  
 805ـ انتگرال

me

dx

x(Lnx)


 . .... 95(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري     همگراست اگر و تنها اگر(  

1 (m 1  2 (m 1  3 (m 1  4 (m 1  
 185ه مكعبي به ضلعالسطوح توليدشده به وسيله قطرهاي سه وجـ حجم متوازيa كه در يك رأس مشترك هستند، كدام است؟  

  )95(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   
1 (a32 2  2 (a33 3  3 (a32  4 (a33  
 258پذيرتابع مشتق ـ اگر مشتق جهتيf (x ,y) در نقطهp ( , ) 1 2 در جهت بردارi j 2برابر باشـد، مشـتق    3برابر j2و در جهت بردار 2

iو در جهت pدر نقطه fجهتي تابع j    )95(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (
5
7

  2 (
7
5

  3 (5
7

  4 (7
5

  

 358ـ كدام گزينه در مورد تابعf (x,y) xy x y  4   )95(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   درست است؟ 44
1 (( , )  ماكزيمم نسبي و( , )1 )و 1 , ) 1 )) 2  نقاط زيني هستند. 1 , )  يني ونقطه ز( , )1 )و 1 , ) 1   مينيمم نسبي هستند. 1
3 (( , )  مينيمم نسبي و( , )1 )و 1 , ) 1 )) 4  نقاط زيني هستند. 1 , )  نقطه زيني و( , )1 )و 1 , ) 1   ماكزيمم نسبي هستند. 1
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96ـ  91ري ) ـ ارشد و دكت2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي ( كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 458ـ مقدار انتگرالx y
|x| |y| a

e dA
  95(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (a sinh a  2 (a sinh a2  3 (a cosh a  4 (a cosh a2  
 558ـ حجم جسم صلب داخل كرهx y z  2 2 2 xو خارج استوانه 16 y 2 2   )95(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 4

1 (16  2 (16 3  3 (32 3  4 (32  

 586ـ اگر منحنيC دايره به معادلاتنيمy sin ( )      وx cos  از نقطه( , )1  به نقطه( , )1     باشـد، مقـدارy y
C

e dx ex dy   كـدام
  )95(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   است؟

1 (2  2 (1  3 (1  4 (2  
 758ي محصور به نمودار تابعمساحت ناحيه ـy x x   2 2 )يها و مماس به نمودار تابع در نقطهyو محور 3 , )2   كدام است؟  5

  )96ـ سراسري  تاريخ و فلسفه علم(

1 (4
3   2 (6

3   3 (8
3   4 (1

3
   

 858اگر ـa
،b

 وc
  3سه بردار در باشند كهc (b a) b  

    وb  1
 وb a  2

 آنگاه ،c
  96ـ سراسري  تاريخ و فلسفه علم(  كدام است؟(  

1 (1  2 (2  3 (3  4 (5   
 958مساحت نصف يك بال پروانه  ـr cos 2 4   )96ـ سراسري  تاريخ و فلسفه علم(  كدام است؟  2

1 (1  2 (2  3 (
2   4 (

4   

 905 حاصل انتگرالـ(x y z )

D

e dxdydz 
2 2 2 xناحيه تعريف شده در Dكه در آن 3 y z   2 2 21 4 z   باشد؟است، كدام مي  

  )91برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  

1 ((e e)


6
3  2 ((e e)


62

3  3 ((e e)


8
3  4 ((e e)


82

3  

 591 شار برونسوي ميدان نيرويـF (x sin y )i (y sinx ) j zk    2 2   گذرنده از مرز ناحيهD كه در آنD ررويه توپx y z  2 2 24 4 باشـد،  مي 4
  )91ـ سراسري  رداريب(عمران، نقشه  كدام است؟

1 (4
3  2 (2  3 (4  4 (8  

 295 مقدار انتگرالـ
S

F.nds
  كه در آنF(x,y ,z) (x ,y ,z ) 3 3 xيهسطح كر Sو  3 y z  2 2 2   اسـت؛   Sرو بـه خـارج    يبردار قائم يكـه  nو  1

  )92برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  برابر كدام است؟

1 (
12
5  2 (4  3 (

6
5  4 (3  

 395 نيمعادلة خط مماس بر منحـx cos

y sin

  


 

2

در نقطه 2
    )92ـ سراسري  (عمران، نقشه برداري  ،كدام است؟ 4

1 (x

y
1  2 (x.y 1  3 (x y 1  4 (x y 1  

 495 طول قوس منحنيـy x x sin x  2   )93برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  عبارتست از:  1
1 (1

2  2 (1  3 (3
2  4 (2  

 559 يك از مقاديربه ازاي كدامـa انتگرال sinh(ax)
dx

sinh( x)



93برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  واگرا است؟(  

1 (
 2  2 (


3
2   3 (

4  4 (
3  

 659 شعاع همگرايي سريـ
n

n

n

n
( ) (x )

n





 
   


22

2
1

2 1
1

  )93برداري ـ سراسري شه(عمران ـ نق  ، كدام است؟

1 (
e

1  2 (e  3 (
e2
1  4 (e2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   96ـ  91) ـ ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي (

 759 محل تلاقي خطـx y

z

 
 

3
xيبا رويه 1 y z  2 2 2   )93ري ـ سراسري بردا(عمران ـ نقشه  چيست؟ 1

  ) هيچكدام4  ) خط بر رويه منطبق است.3  ) سه نقطه2  ) يك نقطه1
 598 اگرـA ( x yz)i ( y xz) j ( xyz )k     2 23 6 2 3 1 4

    باشد، مقدار انتگرال
C

A.dr
  روي مسيرC  كه خط واصل بين نقـاط( , , )   و( , , )1 1 1 

  )93برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  است، كدام است؟
1 (

6
5  2 (

5
6  3 (6

5  4 (5
6  

 959ـ اگرx dx
b

tgh x



1 4

41
  )94برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  صحيح است؟  bآنگاه كدام مورد در رابطه با 

1 (b 
1
5  2 (b 

1 12  3 (b 
1 1

1 5
  4 (b 

1 1
15 1  

 600ـ اگر1 و2 و3 94برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  رو كدام است؟زواياي يك مثلث باشند، حاصل عبارت روبه(  
    sin icos sin icos sin icos        1 1 2 2 3 3  

1 (i  2 (1  3 (i  4 (1  

 160ـ حاصل انتگرال
x

cos(y )
( )dydx

x 
1 1 2


  )94برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  كدام است؟ 

1 (sin1  2 (cos1  3 (tg1  4 (cot1  
 260ـ اگرR ناحيه محصور به صفحاتx ,y ,z ,z y


    1 2   وy x  باشد، حاصل 1

R

ycoszdvكدام است؟ ،  

  )94برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  
1 (2  2 (2  3 (  4 (3

2  

 360 اگرـxf (t) e dx A 
1


sinxeباشد، حاصل انتگرال  sin xdx


 2 2


  )95برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  ، كدام است؟

1 (A

2  2 (A  3 (A

2  4 (A  

 460 اگرـ
x x

dx
A

e e




 35 12
و 

xe dx
B

x


    )95برداري ـ سراسري (عمران ـ نقشه  باشد، كدام عبارت صحيح است؟ 1

1 (A واگرا وB .2  واگراست (A گرا وواB .3  همگراست (A همگرا وB .4  همگراست (A همگرا وB .واگراست  

 560 هايكدام مورد براي سريـ
n

n

n
A

Lnn




 

2 3
و 

n

B
Ln( n)




 

1

1
  )95برداري ـ سراسري قشه(عمران ـ ن  درست است؟ 3

1 (A واگرا وB 2  همگرا (A واگرا وB 3  واگرا (A همگرا وB 4  همگرا (A همگرا وB واگرا  
 660ـ حاصل

A

dA

xy كه در آنA هايناحيه محصور بين منحنيx y ,x y ,y x ,y x   2 2 2 22     باشد، كدام است؟مي 3
  )95برداري ـ سراسري نقشه (عمران ـ

1 (Ln 6  2 (Ln( )
3
2  3 (Ln6   4 ((Ln )(Ln )3 2  

 760ـ اگرF
 وC به صورت زير باشند، حاصل

C
F.dr
  95برداري ـ سراسري نقشه(عمران ـ   كدام است؟(  

1 (
 2  

2 (  
3 ( 2  
4 ( 4  

x zF (xe y)i (y z) j (ze x)k

x y
C :

x y z

     

  


  

2

2 2
2

1
1

  

  

 860 اگرـs  رويـهz x y  2 zبـراي  29   وc   منحنـي حاصـل از برخـوردs   بـا صـفحهxy وF(x,y,z) ( y,x,sin(x y z ))  7 8 باشـد، آنگـاه    9

s
curlF.ds :96برداري ـ سراسري (نقشه  برابر است با(  

1 (9   2( 18   3 (36   4 (72   
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96ـ  91ري ) ـ ارشد و دكت2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي ( كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 609 فرض كنيمـsinhc 
3
xو4 xLn(e e ) c  2   )91(مواد ـ سراسري   كدام است؟ Ln3وLn2برحسب x. در اين صورت مقدار 1

1 ((Ln Ln )
1 3 22  2 (Ln Ln

1 3 22  3 (Ln Ln3 2  4 (Ln Ln3 2 2  

 106 يدر مورد معادلهـx xxe e  2 1  91(مواد ـ سراسري   گزاره صحيح است؟ كدام(  
  ) حداقل داراي سه ريشه است.4  ) دقيقاً دو ريشه دارد.3  ) حداكثر داراي يك ريشه است.2  ) دقيقاً يك ريشه دارد.1
 116 اگر ـz يهاي معادلهعددي مختلط باشد، آنگاه جوابnz  2   )92(مواد ـ سراسري   كدام است؟1

1(
K

i
ne

 2
2،K , , , , ,(n ) 1 2 3 1   2(

K
i

ne

 2
2،K , , , , , ( n ) 1 2 3 2 1   

3(
K

i
ne

 2
،K , , , , ,(n ) 1 2 3 1   4( .جواب ندارد 

 261 مقدارـ
 

x

( x y ) dydx


   2 2   )92سراسري  (مواد ـ  در صورت وجود، كدام است؟21

1(
16  2(

8  3(
  ) وجود ندارد. (واگراست)4  4

 361 مقادير ماكزيمم ـM  و مينيممm تابعf (x,y) xy يدر ناحيهx y

a b
 

2 2
2 2   )92 (مواد ـ سراسري  است؟ كدام1

1(M abوm ab   2 (ab
M  abو2

m


 2  

3(ab
M  abو4

m


 4  4(M (max{a, b})وm (Max{a, b})  2 

 461د براي تابعـ كدام  مور(x y )f (x,y) (x y )e  
2 22   )94(مواد ـ سراسري   است؟ نادرست، 2

)در f) تابع1 , )
2 2

2 )در f) تابع2  ماكزيمم مطلق دارد. 2 , ) 
2 2

2   نقطه زيني دارد. 2
)در f) تابع3 , )1 .تابع4  ماكزيمم مطلق دارد (f در( , )  .مينيمم مطلق دارد 

 516 ـ انتگرال
sec csec

f (rcos ,rsin )rdrd f (rcos ,rsin )rdrd

 
 


         

4 4

4
  

  )94(مواد ـ سراسري   برابر با كدام است؟ 

1 (
y

f (x, y)dxdy 
1

 
  2 (f (x, y)dxdy 

1 1

 
  3 (

x

f (x, y)dydx 
1

 
  4 (

x
f (x, y)dydx 

1 1


  

 661 اگرـn
n

a





1
naهمگرا باشد و آنگاه ،n

n

a





1
  )92(معماري كشتي ـ سراسري   . ............. 

  ) در حالت كلي همگرا نيست.4  ) همگراي مطلق است.3  ) همواره همگرا است.2  مواره واگرا است.) ه1

 716 حاصلـsin x
dx

sin x




4

4
2

1
  )92(معماري كشتي ـ سراسري   ؟برابر كدام است 

1(tg 1 1
2  2(tg 11  3(tg11  4(tg1 1

2  

 618 حد حجم حاصل از دوران ناحيه محصور به نمودار تابعـxf (x) e و محورهاي مختصات و خط(b )x b  حول محورxها، هرگاهb  به
  )95(معماري كشتي ـ سراسري   يك از موارد زير است؟ند برابر كدامنهايت ميل كسمت بي

1(
4   2(

2   3(   4(   

 196 انتگرالـsin x
cos ye dydx



 
 

11
22

1
4

 95سري (معماري كشتي ـ سرا  كدام است؟(  

1((e )2 1   2(( e)
1 12   3((e e) 12   4((e e ) 11

2   
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   96ـ  91) ـ ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي (

 206 منحنيـy x 33  يهرا در باز[ , ]1 حول محورxدهيم. مساحت جانبي شكل حاصل برابر است با:ان ميها دور    
  )91(صنايع ـ سيستم ـ سراسري 

1 (( )


2 2 19 2 (( )


2 19 3 (( )


2 13 4 (( )


2 2 13 

 126 اگرـ
x y

, x y
f (x,y) x y

, x y

 
 

  
  

4 4
3 3

3 5



f، در اين صورت ( , )1   وf ( , )2   باشند.به ترتيب .............. و ................. مي    

  )91(صنايع ـ سيستم ـ سراسري 
 ) وجود ندارد و وجود ندارد4 -15و  12) 3 5و  -3) 2 -5و  3) 1

 226 انتگــرالـــ
C

F.dr كــدام اســت هرگــاهx zF ( y e , x cosy ,e )   
2 222 xمنحنــي فصــل مشــترك اســتوانه Cو 3 y 2 2 و صــفحه  1

x y z  2     هاي ساعت داشته باشد.جهتي خلاف عقربه xyباشد و جهت اين منحني چنان باشد كه تصوير آن روي صفحه 7
  )91صنايع ـ سيستم ـ سراسري (

1 (3 2 (2 3 (4 4 (5 

 623ـ
n

n n n

n

e e e
lim

n
Ln( ) Ln( ) Ln( )

n n n


  

  

1 2

1 2



  )94(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   ، برابر كدام است؟

1 (
e


1  2 (

e

1  3 (e 1  4 (e1  
 426ـ انحناي منحنيx acos t yو  3 asin t tدر 3  294(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   ، كدام است؟(  

1 (
a sin t

2
3 2  2 (

a cos t

2
3 2  3 (

a cos t

3
3 2  4 (

a sin t

3
2 2  

 526هاي مطلق تابعـ اكسترممw x y  yدر ناحيه مشترك بين 2 z 2 2 xو 1 y z     )94(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   ، كدام است؟1
نيمم ) ماكزيمم صفر، مي1   نيمم صفر، مي2) ماكزيمم2  2
2) ماكزيمم3 2نيمم ، مي2  نيمم صفر، مي2) ماكزيمم 4  2

 626 ،95(مهندسي صنايع ـ سراسري   كدام است؟ـ مقدار حد زير(  

h

h

cosh( h)
lim ( )

cosh( )


11394

1394
  

1 (cosh( )e 1394  2 (tgh( )e 1394  3 (sinh( )e 1394  4 (coth( )e 1394  
 762ـ مقدارI Ln( x )dx 

1 21


  )95سراسري  (مهندسي صنايع ـ ، كدام است؟

1 (Ln

 2 24  2 (Ln


 2 22  3 (Ln


 2 22  4 (Ln


 2 24  

 862ـ خط مماس بر منحني پارامتري
tx e

y t Lnt

 

  

2
tي، در نقطه    كند؟اي با كدام طول قطع ميها را در نقطهx، واقع بر منحني، محور1

  )95(مهندسي صنايع ـ سراسري  

1 (3  2 (e
3
2  3 (3  4 (e

3
2  

 962ـ فرض كنيدW ي درونناحيه( x y z) ( x y) z     2 2 23 2 3 2   )95(مهندسي صنايع ـ سراسري   ؟ي زير كدام استگانهباشد. مقدار انتگرال سه 9

W
dxdydz  

1 (3  2 (7
2  3 (5

2  4 (4  

 630 ـ  اگر
n

sin(n)
A

n




  2

1
و  

n

n

( )
B

n n









1

  )95(مهندسي صنايع ـ سراسري   ، در اين صورت:1

1 (A  وB 2    هر دو واگرا (A  وB 3  هر دو همگرا (A  ،همگراB 4    واگرا (A  ،واگراB همگرا   
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 163فرض كنيد ـa
وb

 وc
 طوري كهسه بردار در فضا باشند، بهa b

  وa c
  اند و موازيبا همa b ( , , )  2 1


  وa c ( , , )  1 3 

  باشد، در اين
bصورت c

  96(صنايع ـ سيستم ـ سراسري     ؟ كدام است(  
1 (( , , ) 2 1 2  2(( , , )2 1 2   3(( , , )2 1 4   4(( , , ) 2 1 4   

 263 اگر ـx عددي اصم (گنگ) باشد حاصل حدm

n n
lim lim (cosn! x)
 

 91مهندسي نفت ـ سراسري (  كدام است؟(  
  ) 4  1) 3  ) صفر 2    -1) 1

 336 اگرـd d
g(x) f (x ), f (x) g(x)

dx dx
 2 آنگاه ،d

(f (x ))
dx

2 3
  )91(مهندسي نفت ـ سراسري   برابر است با:  2

1 (f (x )6  2 (x g(x )2 33  3 (f (x ) g(x )6 3  4 (x f (x ) xg(x )4 6 39 6  
 436 مقدار سريـ   

1 1 11 3 5 7  91(مهندسي نفت ـ سراسري   چقدر است؟(  

1 (
 4  2 (Ln 2  3 (Ln2  4 (

4  

 536 مقدار انتگرالـ
y

x xe
dxdy

x



 
29 3

1   )91(مهندسي نفت ـ سراسري   چقدر است؟ 1

1 ((e e)31
4  2 ((e e)31

2  3 ((e e ) 31
4  4 ((e e)31

2  

 636 هرگاه ـD هموار  ناحيه محدود به منحني بسته وC باشد و مقدار


C

F.dR  مساحت ناحيهD  ،باشد
F(x, y) كدام است؟    

  )91(مهندسي نفت ـ سراسري 
1 (yi xj

 
 2  2 (yi xj

 
  3 (yi xj 2

 
  4 (yi xj

 
  

 763 يزاويه بين استوانهـx y 2 2 x)و كره 1 ) y z   2 2 21 )در نقطه 1 , , )
1 3
2 2   92(مهندسي نفت ـ سراسري   برابر كدام است؟(  

1 (
6  2 (

4  3 (
3  4 (

2  

 863 ــ ــهـ ــت ي رابط ــين ثاب ــاي ب ــرال      cو  b,aه ــه انتگ ــوري ك ــه ط ــت، ب ــدام اس Bك

A
F.dR
    ــه در آن ــد ك ــير باش ــتقل از مس مس

F(x,y,z) (ay czx)i y(bx cz) j (ay cx )k     2 2 22
     .  92ـ سراسري  (مهندسي نفت(  

1 (c b a  2 (c b a  2  3 (c b a 2  4 (c b a 2 2  
 639ترين مقدار تابعـ كمf (x ,y) x y  3 2 xتحت شرايط 1 y 2 29 4   )93(مهندسي نفت ـ سراسري   افتد؟در كدام نقطه اتفاق مي 18

1 (( , )2 3  2 (( , )
31 2  3 (( , )2 3  4 (( , )

31 2  

 406ـ فرض كنيدS ي محصور بين صفحاتسطح ناحيهx  5،y  2 وz  3 رباشد. اگ  
F(x,y ,z) (x yz)i (y zx) j (z xy)k     2 3 2  

  

Fمقدار انتگرال روي سطح ميدان برداري
 بر سطحS يعني)

S

F.nd
 93(مهندسي نفت ـ سراسري   )، كدام است؟(  

1 (25   2 (2   3 (15   4 (3    
 146 اگر ـn

n n( ) a b  1 2 nاعداد گويا هستند. مقدار  nbو  naكه در آن  2

n n

a
lim

b
  )91(آمار ـ سراسري   كدام است؟  

1( 2
2  2 (2  3 (3

2
  4 (2 2  

 246 مقدار ـnsup{ n | n , , , ...} 1 2   )91(آمار ـ سراسري   كدام است؟ 3
1 (3 3  2( 4 4  3 (2  4( e   

 346 فرض كنيد تابع دو متغيره حقيقيـf  صورت به طور پيوسته مشتق پذير باشد، در اين 3تا مرتبهxxx yyydiv( f ) (f i f j)   
   :برابر است با  

  )91(آمار ـ سراسري 

1 (x y(f i f j)
x y




 

2    2 (y x(f i f j)
x y




 

2    3 (x y(f i f j)
x y




 

2    4 (y x(f i f j)
x y




 

2    
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 446بيشترين ميزان تغييرات تابع ـf (x,y,z) zLn(x y )  2 2 )pدر نقطه 1 , , )1 1   )92ـ سراسري  (آمار  برابر است با:  1

1(2
2  2(2  3 (2  4(2 2  

 546ـ حاصل
n

n

n!






1

2   )91(فلسفه ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (e   2 (e2   3 (e 1 4 (e 1  
 646 ـ مقدار تقريبي عدد( / ) ( / ) 2 47 6 98 3 7 2  91(فلسفه ـ سراسري   با كمك ديفرانسيل كدام است؟(  

1 (/2 125  2 (/2 175   3 (/2 225   4 (/2 275   
 647ي ـ با استفاده از حروف كلمه»DELAVARAN « 92(فلسفه ـ سراسري   توان ساخت؟ حرفي ميچند رمز عبور چهار(  

1 (876  2 (916  3 (945  4 (1 44  

 864 ـ در تابع با ضابطه
x x ; x

f (x) x ; x

x x ;x

  


  


 

2

3

2 2
3 2 3

6 3
f، مقدار ( log )  21   )92(فلسفه ـ سراسري   كدام است؟  512

1 (3  2 (6  3 (7  4 (24  
 964 ـ مقدار تقريبي عددArctg( / )


 3 97 4 92(فلسفه ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (/ 3    2 (/ 3    3 (/ 4    4 (/ 5    
 506 ها، برد و منحني به معادلاتزاويه بين مماسـy Lnx وy x x 2 95(فلسفه ـ سراسري   در نقطه مشترك كدام است؟( 

) 2  ) صفر1
2  3 (

  ) فاقد نقطه مشترك4  4

 165 ي قائم بر بيضي، فصل مشترك استوانهصفحهـx y 2 2 xبا صفحه 25 y z  2 3  در نقطه( , , )4 3 هـا را بـا كـدام طـول قطـع      xمحور 1
  )96ـ سراسري  فلسفه(  كند؟مي

1 (5  2 (3  3 (4-  4 (6-  
 256ـ در بسط عبارت(x )

x
2   )91في ـ سراسري (جغرا  كدام است؟  xجمله فاقد 62

1 (24   2 (6   3 (8   4 (16   
 356 تابعـx

f (x)
x





2
xايم. مقدار تابع زوج به ازايرا به صورت مجموع يك تابع فرد و يك تابع زوج نوشته 2      كدام است؟  3

  )92(جغرافي ـ سراسري 
1 (2  2 (4  3 (5  4 (7  
 456 دو خط به معادلاتـx ay  3 2  وx y b  5 2  .منطبق برهم هستندa

b
  )93(جغرافي ـ سراسري   كدام است؟  

1 (/16  2 (/ 24  3 (/ 36  4 (/ 45  
 556ـ به ازاي كدام مقدارa  93(جغرافي ـ سراسري   دستگاه معادلات زير سازگار است؟(  

1 (3-  
2 (2-  
3 (2  
4 (3  

x y

x ay

x y

  
   
   

2 3 4
5

3 1





  

 656 ـ مساحت ناحيه محدود به دو خط مجانب مايل منحني به معادلهy | x |
x

 
  نيمم اين منحني كدام است؟و خط گذرا بر دو نقطه مي 1

  )91(پژوهش علوم اجتماعي ـ سراسري   
1 (3  2 (6  3 (4  4 (8  
 756ـ با استفاده از حروف كلمهSHAHAMAT 92(پژوهش علوم اجتماعي ـ سراسري   توان نوشت؟ چند رمز عبور سه حرفي مي(  

1 (72  2 (75  3 (82  4 (85  

 865 فرض كنيد ـx y
f (x,y ,z) xy z y


   

2 2
xبر فصل مشترك دو صفحة fباشد. كمترين مقدار 22 y z   xو 3 y z  2 3 ، كـدام  12

  )92(مهندسي نساجي (تكنولوژي نساجي، شيمي نساجي و علوم الياف) ـ سراسري   است؟
1 (25

2  2 (29
2  3 (27

2  4 (23
2 
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 965 فرض كنيدـx
f (x) sin t sint dt  2 2 22


xبراي 


  2 باشد. چنانچه اين منحني را حول محورy  دوران دهيم، مساحت جانبي جسم

  )92ـ سراسري  (مهندسي نساجي (تكنولوژي نساجي، شيمي نساجي و علوم الياف)  حاصل كدام است؟
1 (

2  2 (  3 (( )


 12  4 (( )


 12 

 606ـ مقدار انتگرال
xe

x

(xe )
dx

x(e Lnx)



1
  )95(مهندسي نساجي، تكنولوژي نساجي و شيمي نساجي و علوم الياف ـ سراسري   ، كدام است؟1

1 (  2 (1  3 (eLn(e e ) 1 1  4 (eLn(e e)  
 166ـ معادله خط گذرنده از نقطه( , , )1 1 و موازي با صفحاتx y  xو 3 y z  2   ، كدام است؟1

  )95(مهندسي نساجي، تكنولوژي نساجي و شيمي نساجي و علوم الياف ـ سراسري   
1 (x t , y t , z t    1 3 1  2 (z

x y


  


11 3    

3 (x
y z


  

1 13    4 (x t , y t , z t    1 3 1  

 266ـ مقدار انتگرال
C

y dx ydy tخم C، كه در آن2
(t) ( sin(x )dx, t )   2


t، براي   باشد، كدام است؟مي  

  )95(مهندسي نساجي، تكنولوژي نساجي و شيمي نساجي و علوم الياف ـ سراسري   

1 (
12  2 ( 

1
2  3 ( 

1
2  4 (

1 2  

 366ـ مقدار
R

I (x y) ( cos(x y))dA    4 )الاضلاعي به رئوسمتوازي R، كه در آن1 , )،( , ) 2،( , ) 2 و( , )  باشد، كدام است؟مي    

  )95ي و علوم الياف ـ سراسري (مهندسي نساجي، تكنولوژي نساجي و شيمي نساج
1 (52

5  2 (62
5  3 (61

5  4 (51
5  

 466 در صفحه اعداد مختلط مكان هندسيـzهايي كهRe(z i ) | z |    22 1   )91(مديريت نساجي ـ سراسري   ، كدام است؟باشد 1

1 (z a bi  كه(a ) b  2 21 1
2 4  2 (z a bi  كه(a ) b  2 21 1  

3 (z a bi  كه(a ) b  2 21 1
2 4  4 (z a bi  كه(a ) b  2 21 1  

 566 اگرـ
n

n n n
nA ( )

n
   

1 21 3 3 3مقدار ،n
n
lim A


  )95(مديريت نساجي ـ سراسري   ، كدام است؟

1(   2(
Ln

1
3   3(

Ln

2
3   4(Ln2 3   

 666 يهاي ناسرهترتيب براي انتگرالكدام گزينه بهـx x
J dx I dx

x ( x)


 

 
331 1

6 6
1

1 
  )95(مديريت نساجي ـ سراسري   ، صحيح است؟«

  ) واگرا ـ همگرا 4  ) واگرا ـ واگرا  3  ) همگرا ـ همگرا 2  ) همگرا ـ واگرا  1
 766 مشتق مرتبهـnام تابعx

f (x)
x


 2
2

1
  )91زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  كدام است؟ 

1 (
n

n n

( )
n!( )

( x) ( x)



 



 

1
1 1

1 1
1 1

  

3 (
n n

n!( )
( x) ( x) 
 1 1

1 1
1 1

  

2 (
n

n n

( )
n!( )

( x) ( x)



 



 

1
1 1

1 1
1 1

  

4 (
n n

n n

( ) ( )
n!( )

( x) ( x)

 

 
 


 

1 1
1 1

1 1
1 1

  

 866 حاصلـx sinx
dx

x sin x xcosx




 

 2

2


  )91زيست دريا ـ سراسري ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط(  كدام است؟ 

1 (
4  2 (

2  3 (  4.قابل محاسبه نيست (  

 966 - مشتق تابعf (x) x sin x   
xدر 2   91ك و هواشناسي، محيط زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزي  كدام است؟(  

1 (1  2 (  3 (1  4.موجود نيست (  
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 670 - فرض كنيم
xe

f (x) Lnt dt  1 f)، مقدار1 ) ( ) 1   91اسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط زيست دريا ـ سر  كدام است؟(  

1 (  2 (
e

1  3 (e  4 (1  

 671-  اگرf :    با ضابطهsin x x
f (x)

x( x) x


    1




  )91(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   : fتعريف شود، آنگاه  
  اي پيوسته نيست.) در هيچ نقطه2  پيوسته است. در تمام نقاط ) 1
  ) فقط در صفر پيوسته و در اين نقطه مشتق دارد.4  ) در صفر پيوسته است ولي در صفر مشتق ندارد.3
 672 - كهبا فرض آن(x) و(x) پذير باشند ومشتق(x) xz

(x)
g(x) e dz




 

gآنگاه 2 (x) g(x)
x

 
1

  كدام است؟  2
  )91(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   

1 (x xe ( ) e ( )
x x

        
2 21 1

2 2   2 (x xe ( ) e ( )
x x

        
2 21 1

2 2  

3 (x xe ( ) e ( )
x x

        
2 21 1

2 2  4 (x xe ( ) e ( )
x x

        
2 21 1

2 2  

 376 فرض كنيدـ
sinx cosx x

f (x) 


1
1 2

 



  )92زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  صحيح نيست؟ fكدام گزينه در مورد تابع 

1 (f .2  اكيداً صعودي است (f .پيوسته است  
3 (f عدد4  پذير است.مشتق (c در بازه[ , ]


2 موجود است كهf (c)   

 476 ياگر خم به معادلهـ
x

t tf (x) e e dt 
2 22 2


xرا براي   1حول محور ،y  دهيم، مساحت سطح دوراني حاصل كدام است؟دوران  

  )92ـ سراسري زيست دريا ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط(  
1 (  2 (e  3 (e  4 (e  

 576 فرض كنيدـ
x

tf (x) e dt  
2

31


و 
x

t
g(x)

te dt




5

1



g(x)در اين صورت 

x
lim f (x)


  كدام است؟ 

  )92ـ سراسري زيست دريا ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط(  
1 (1  2 (e  3 (e2  4 (e2  

 676ـ اگرn(a nاي از اعداد مثبت ودنباله (
n

a





1
  )93زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  همگرا باشد، كدام گزينه صحيح است؟ 

1 (n
n

na





1
n) 2  همگراست. 

n

na





1
n) 3  واگراست.  n

n

a a




 1

1
n) 4  همگراست.  n

n

a a




 1

1
  واگراست. 

  677 اگرـxf (x) (x x )e  2 4 fمشتق دهم ،1 (x) 94زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  كدام است؟(  
1 (xe ( x )11 2  2 (xe ( x )2 11  3 (xe (x x ) 2 24 131  4 (xe (x x ) 2 26 128  
 867 حجم حاصل از دورانـr a( cos )  1 حول محورx94زيست دريا ـ سراسري (ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط  ها كدام است؟(  

1 (a 34
3  2 (a 32

3  3 (a 31
3  4 (a 38

3  

 967 مقدار ـ
x(b )

xx

a a
lim

a



 1
a؟ (كدام است     وb  (  ژئوفيزيك و هواشناسي، محيط) 94زيست دريا ـ سراسري(    

1 (Lnb
a

1   2 (aLnb  3 (Lna
b

1  4 (bLna  

 806ـ فرض كنيد
n

A tg( )
n






1

و 1
n

cos(n )
B

Ln( n)









1   )95(ژئوفيزيك و هواشناسي و محيط زيست دريا ـ سراسري   ، كدام گزينه درست است؟1

  همگراست. Bواگرا و سري Aسري) 1
  همگرا هستند. Bو A) هر دو سري3

  واگراست. Bهمگرا و سري A) سري2
  واگرا هستند. Bو A) هر دو سري4
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 186ـ مساحت ناحيه زير منحنيy
( x )(x )


 

6
2 1 y، بالاي خط2   و سمت راست خطx 1 كدام است؟  

  )95(ژئوفيزيك و هواشناسي و محيط زيست دريا ـ سراسري   
1 (1

2  2 (Ln2  3 (Ln2 2  4 (  

 286ـ مساحت سطح حاصل از دوران منحنيx
y cosh( ) 2 ]بر بازه 2 , ]2 حول محورx كدام است؟ها    

 )95(ژئوفيزيك و هواشناسي و محيط زيست دريا ـ سراسري 

1 (sinh 1  2 (( sinh ) 1 1  3 (sinh2 1  4 (( sinh ) 2 2 2  
 386 ـ  فرض كنيدC  وم تـابع دو متغيـره   يك منحني هموار و بسته باشد كه تمام مشتقات جزئي مرتبـه دf   درون و روي خـمC    پيوسـته بـوده و

f 2 مقدار .y xC
(f dx f dy)  95(ژئوفيزيك و هواشناسي و محيط زيست دريا ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (1-    2 (  3( 1  4 (2  

 684مقدار ـi
( )


 2431   )96(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (( ) 122 3    2 (( ) i 122 3   3 (( i ) 122 3   4 (( ) 122 3   
 856 دو كشتيـA وB شوند. كشتيبه بندري نزديك ميA با سرعتkm

h
kmبا سرعت Bبه غرب و كشتي 25

h
2  .به جنوب روان است  

كيلومتر از بندر قرار دارند. سرعت كاهش فاصله بين دو كشتي چنـد كيلـومتر بـر سـاعت      4در فاصله  Bكيلومتر و 3فاصله  در Aاي معين كهدر لحظه
  )96(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   است؟

1 (13  2 (21  3 (31  4 (1 25   
 668 حاصلـ

C

y
Arctg dx Ln(x y )dy

x
  2 22 را كه در آن خمC دايره به معادله(x ) y  2 22   گرد است، كدام است؟در جهت پاد ساعت 1

  )96(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري 
1 (    2 (2   3 ( 2   4 (   

 786 نمودار تابع با ضابطهـf (x) ( x) ( x)   
2

2331   )91ـ سراسري  (آماد  نسبت به كدام متقارن است؟ 1
  ) مبدأ مختصات4  هاy) محور 3  ) نيمساز ناحيه اول2  هاx) محور 1

 886 اگر ـ
x

f (x) x

x


 
 

3

3


 


g(x)و  x x    )92(آماد ـ سراسري   كدام است؟ fogباشد، تعداد نقاط ناپيوستگي تابع  3

  3) 4  2) 3  1) 2  ) صفر1
 986 مشتق مرتبه دهم تابع ـf (x)

tg x cot x



2

3 xدر نقطه  3


   )92(آماد ـ سراسري   كدام است؟ 12

1 ( 112    2 ( 16   3 (16   4 (112   

 906 اگرـx ( ) ( )  3 5 2 5 222 2   )93(آماد ـ سراسري   كدام است؟  8در پايه  x2باشد، لگاريتم 2

1 (4
3  2 (2

3  3 (1
3  4 (1

3  

 196 ريشه معادلهـsinx x  3 6 2   93(آماد ـ سراسري   در كدام بازه واقع است؟(  

1 ([ , ]
1
6   2 ([ , ]

1
6  3 ([ , ]

2 5
6 6  4 ([ , ]

1 2
6 6  

 296 مقدار تقريب عبارتـxx e 
2 44 xبه ازاي 1 /2 6   93(آماد ـ سراسري   بيشتر است؟  3با كمك ديفرانسيل چقدر از عدد(  

1 (/ 76   2 (/ 14   3 (/ 21   4 (/ 28   
 396ـ اگرx dt

f (x)
t


 31

  )93(آماد ـ سراسري   در كدام بازه رو به پايين است؟  fباشد، تقعر نمودار تابع 
1 (( , )1 1  2 (( , )  3 (( , )   4 (( , )   
 496 اگرـz z  2 2 4  باشد، حاصلz6 ) كدام است؟z (.آماد ـ سراسري   عدد مختلط است)49(  

1 (32  2 (48  3 (64  4 (96  
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 596 اگرـnf (x) x باشد، حاصل
(n)f ( ) f ( ) f ( ) f ( )

f ( )
! ! ! n!

  
    

1 1 1 11 1 2 3  49(آماد ـ سراسري   برابر كدام است؟(  

1 (n12  2 (n 2 1  3 (n2  4 (n 2 1  
 696اديرـ به ازاي كدام مقa49(آماد ـ سراسري   هاي غير صفر دارد؟، دستگاه معادلات زير جواب(  

1 (,3 2  
2 (,2 3  
3 (,2 1  
4 (,1 3  

x y z

ax y z

x y az

  
   
   

2
2

4 5





  

 796 نيمم مطلق تابع با ضابطهميـf (x) | x | | x | x   3 4 1  )95سراسري  (آماد ـ  ، برابر كدام است؟2

1 (3  2 (4  3 (5/4  4 (5  
 896 مجموع سريـ   

   
1 1 1 1

2 4 4 6 6 8 8 1 


  )95سراسري  (آماد ـ  ، كدام است؟

1 (1
4  2 (1

3  3 (1
2  4 (3

8  

 969 حاصل انتگرالـdx

x x
3

  )96(آماد ـ سراسري   كدام است؟ 12

1 (Ln 2  2 (Ln2  3 (1
2  4 (2

3  

 700 ـ اگر
(sinx) [ cosx]

; xf (x) x
; x

   
 

2 2


 
  )91(مهندسي معدن ـ سراسري   است.) tجزء صحيح  [t]منظور از كدام گزاره زير صحيح است؟ ( 

1 (f ( ) 1  2 (f ( )  2  3 (f ( )  3  4 (f ( )  .وجود ندارد  
 701 اگر ـc مرز ناحيه| x | | y |  هاي ساعت باشد (با جهت مثبـت) مقـدار  در جهت خلاف عقربه 1

C
I ( y sinx )dx ( x cosy )dy    2 35 2   كـدام

  )91(مهندسي معدن ـ سراسري   است؟
1(3  2(6  3 (3  4 (6  
 270 مكان هندسي تمام اعداد مختلطي مانندـz به طوري كهRe( i z ) ( iz)(iz)

Im(z)
  25 92(مهندسي معدن ـ سراسري   ، كدام است؟(  

  ي واحد) تمام نقاط واقع بر دايرهy   2) تمام نقاط واقع بر محور1
 نظر از يك نقطهي واحد صرف) تمام نقاط واقع بر دايره4  نظر از يك نقطهصرف yع بر محور) تمام نقاط واق3

 370 حاصلـ
n
lim ( )

n n n
  

 
1 1 1

1 2 3  92(مهندسي معدن ـ سراسري   برابر كدام است؟(  
1 (  2 (2  3 (Ln2  4 (Ln3  
 470 منحنيـr(t) (t , ,cosh t)   )92(مهندسي معدن ـ سراسري   را در نظر بگيريد. پارامتري شده بر حسب طول قوس اين منحني كدام است؟ 2

1 ((Ln( s s ), ,cosh(Ln( s s )))     2 21 2 1  2 ((Ln(s s ), ,cosh(Ln(s s )))   2 21 2 1  
3 ((Ln(s s ), ,cosh(Ln(s s )))   2 21 2 1  4 ((Ln(s s ), ,cosh(Ln(s s )))   2 21 2 1 

 570 فرض كنيدـ
 

z cos i sin
 

 16 در اين صورت مقدار 16



z

z

4
81

  )93(مهندسي معدن ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (1  2 (
2

2  3 (2
2  4( 1  

 670 مقدارـ


l x( sin x)dx


  2   )93(مهندسي معدن ـ سراسري   برابر است با: 1

1 (


2
1 8  2 ( 

 
2

1 8 2  3 (


2
1 8  4 ( 

 
2

1 8 2  

 770 اگرـD ي محصور بين خطوطناحيهx  ،y   وy x باشد، مقدار
D

cos(x y)dxdy93(مهندسي معدن ـ سراسري   ، كدام است؟(  
1 (2  2 (1  3 (1  4 (2  
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 708 كار انجام شده توسط نيروي ـF(x, y) x i xyj 2  ي جايي يك ذره  از نقطهدر جابه( , )1  ي روي ربع دايرهx y 2 2   ، كدام است؟1
  )94عدن ـ سراسري (مهندسي م  

1 (
5
3  2 (1

3  3 (
2
3  4 (4

3 

 970ـ مكان هندسي تمام اعداد مختلطي مانندz كهz z z z
Im( ) Im( )

z z z z

 


 
  )95دسي معدن ـ سراسري (مهن  ، كدام است؟

  ) يك نقطه2  ) يك دايره1
  كند.اي در اين شرط صدق نميZ) هيچ4  ) دو خط متقاطع3
 107ـ مقدار انتگرالx

T
e dxdy

xصورتاي بهناحيه Tكه در آن 2   وx y x   است، در صورت وجود، برابر كدام است؟  
  )95(مهندسي معدن ـ سراسري   

1 (   2 (1   3 (2   4 (1
2  

 171 اگر ناحيهـD نيمه بالايي درون دايره واحد به مركز مبدأ باشد، حاصل انتگرال
D

Ln(x y )
dxdy

x y






2 2

2 2
  كدام است؟ 

  )91(مديريت در سوانح طبيعي ـ سراسري 
1 ( 2  2 (  3 (  4 (2  

 217 سطح داخل مارپيچـr e

 از 4   تا  2 91ـ سراسري  (مديريت در سوانح طبيعي  چقدر است؟(  

1 ((e ) 1  2 (( e ) 2 1  3 ((e ) 2 1  4 (( e ) 4 1  
 317مقدار ـ

R

x
dxdy

y
2
xهايناحيه محصور به منحني Rكه در آن 2  2 ،y x،xy    باشد، برابر كدام است؟مي1

  )93طبيعي ـ سراسري (مديريت در سوانح   
1(4

9   2(2
3   3(3

2   4(9
4   

 714حاصل  ـ
x

x x

e dx

e e  2 5 6
  )94(مديريت در سوانح طبيعي ـ سراسري   كدام است؟ 

1(
x

x

e
Ln( ) c

e






2

2
1
2

  2(
x

x

e
Ln( ) c

e






2

2
2
1

  3(
x

x

e
Ln( ) c

e






3
2

  4(
x

x

e
Ln( ) c

e






2
3

  

 517 اگرـD ناحيه محدود به محورهاي مختصات و خطy x  xباشد، حاصل 1 y
D

ye dydx95وانح طبيعي ـ سراسري (مديريت در س  ، كدام است؟(  

1(
e

 
31 2   2(

e


51 2   3(e 
31 2   4(e

51 2   

 617 همگرايي سرياگر شعاع ـn
na x



 2


nna(چهار) باشد، شعاع همگرايي سري 4برابر  
x

n




 1
1

   عبارتست از: 
  )91(مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   

1 (1  2 (2  3 (4  4 (16  

 771 كره مساحت قسمتي از نيمـr z

z

  




2 2 2


rكه توسط استوانه      )91(مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   شود عبارت است از: جدا مي 1

1 (( ) 2 2  2 (( ) 2 2 2  3 (( ) 2 2  4 (( ) 2 2 2  

 718 ـ تابع پتانسيل ميدان برداري
x

x e
F (e Lny)i ( sin z) j (ycosz)k

y
   

   92ـ سراسري  (مهندسي ايمني و بازرسي فني  كدام است؟(  

1 (xf (x, y,z) e Lny ysin z  2 (xf (x, y,z) e Lny ycos z  

3 (xf (x, y,z) e Lny ycosz  4 (xf (x, y,z) e Lny ysin z  

 971ـ اگرr( )   2 يك منحني قطبي باشد، زاويه بين خط مماس و شعاع حامل در نقطه 1    ، كدام است؟1
  )93و بازرسي فني ـ سراسري (مهندسي ايمني   

1 (
6  2 (

4  3 (
3  4 (

2  
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 207 فرض كنيمـxy xz
f (x,y,z) xyz tan xzy tan yzx

z y
  2 2 2

2 د نياز تعريف شده و مشتقات جزئي مور fطوري محدود شده باشند كه  zو  yو  xو مقادير  2

fباشند. درآن صورت مقدار  f f
x y z

x y z

  
 

  
    )94(مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   ؟كدام است 

1 (xyz xzy yzx 2 2 2   2 (xyz xzy yzx 2 2 6   3 (f (x, y, z)4   4 (xyz f (x, y, z)24  
 127 ازاي كدام مقدار از بهـ95(مهندسي نفت و مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري   ي مقابل برقرار است؟؛ رابطه(  

x

x

x
lim ( ) , ( )

x
 



  
  

 
64 2 14 8   

1 (4  2 (2  3 (2  4 (4  
 722 91شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  كدام دنباله واگراست؟ـ(  

1 (n n!  2 (n n n

n n n n
  

  2 2 21 2
  

3 (n n n3 2  4 (
n n

n n

a b

a b




aبراي     وb   

 327 مقدارـnx n

n

x
lim e ( )

n





xبراي 21   91ـ سراسري  شناسي فيزيكي(اقيانوس  كدام است؟(  

1 (  2.3  ) موجود نيست (
x

e
 2

2  4 (1  

 427 اي از رويةمختصات نقطهـz x y 2 fكه در آن تابع 23 (x ,y ,z) x y z  2 2   كند، كدام است؟مقدار اكسترمم خود را اختيار مي 3
  )91ـ سراسري  شناسي فيزيكي(اقيانوس  

1 (( , , )    2 (( , , )1 1  3 (( , , )1 2 13  4 (( , , )
1 1
9 27  

 527 اگرـ
x

x

sin xt
f (x) dt

t


 

2 fمقدار 2 ( ) 1
  )92شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  برابر است با: 2

1 (2 2 4  2( 3 2 4  3( 2 2 4  4( 3 2 4  
 627 طول منحنيـy [x x Ln(x x )]    2 21 1 xاز 12  xتا 1    )92شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  برابر است با: 2

1 (1
2  2 (3

2  3 (1 2  4 (2  

 727 گون بيضويي محصور به سهميحجم ناحيهـz x y 2 21 1
4 xو صفحات مختصات و صفحات 9  2 وy    برابر كدام است؟ 3

  )93شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 827 مقدارـ
n

n k

k
lim

k
n

n

  
 21 2

2

2

1
  )93شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  برابر است با: 

1 (2 1  2 (2 1  3 (2 2 2  4 (2 2 2  
 927 يهاي معادلهي ريشهحاصل جمع و حاصل ضرب همهـn n

n n na z a z a z a (a )
     1

1 1    :به ترتيب برابرند با  
  )93شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  

1 (
n

n

n

a( ) a
,

a a

 1
1

1


  2 (
n

n

n n

( ) a a
,

a a
 11   3 (

n
n

n n

a( ) a
,

a a
 11   4 (

n n
n

n n

( ) a ( ) a
,

a a
 1 11 1  

 307 سري تيلور تابعـf (x)
x



1

x، حول نقطه5    )94شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟ 2

1 (f (x) (x ) (x )     2
2 3

1 1 12 23 3 3
  2 (f (x) (x ) (x )     21 2 25   

3 (f (x) (x ) (x )     3
2 3

1 1 12 23 3 3
  4( f (x) ( (x ) (x ) (x ) )       2 31 1 2 2 25  
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96ـ  91ري ) ـ ارشد و دكت2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي ( كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 137 كدام گزينه يك تابع اوليه (پاد مشتق) برايـf (x) sechx 94شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  است؟(  
1 (xF(x) tg (e ) 12  2 (xF(x) tgh (e ) 12  
3 (F(x) Ln | sechx tghx | 

1
2  4 (F(x) Ln | sechx tghx | 

1
2 

 237 اگرـJ x dx 
1 41


Kو  x dx 
1 41


Lو  x dx 
1 81


  )94شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  ، آنگاه كدام گزينه درست است؟
1 (J L K  1  2 (L J K  1  3 (J L K  1  4 (L J K  1  
 337 اگرـ(y y )f (x ,y) x 

xآنگاه مقدار 2 yf ( , ) f ( , )2 2 2   )94شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟ 2

1 (Ln 1 2
4  2 (Ln


1 3 2

4  3 (Ln1 2
4  4 (

5
8  

 437 مجموعه نقاطـ{z :| z i | | z i | }    2 2  )95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  دهد؟چه مكاني را در صفحه اعداد مختلط نشان مي 2

  ) هذلولي4  ) محور موهومي3  ) دايره2  ) بيضي1

 537 مقدارـ
x

x

(arctant) dt
lim

x 

 2

2 1
  )95شناسي فيزيكي ـ سراسري اقيانوس(  كدام است؟ 

1 (2

2  2 (2

4  3 (
  ) وجود ندارد.4  2

 673 اگر سريـn
n

a





1
n،naهمگرا باشد و براي هر   وn n n nb a a a   2 2 1 ، آنگاه كدام گزينـه در مـورد دنبالـه   3

n
n

{ }
b 


1

1 

  )95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  درست است؟
  ) كراندار است.4  كران است.) بي3  ) صعودي است.2  ) نزولي است.1
 737 اگر تابعـf بر بازه(a,b)داراي مشتق مرتبه ،nام پيوسته باشد و  

      (n) (n )f (x ) , f (x ) f (x ) f (x ) , x (a ,b)      1  
  )95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  داراي مينيمم موضعي است؟ xدر fدهدكدام گزينه نتيجه مي

1 (n فرد و(n)f (x )    2 (n زوج و(n)f (x )    3 (n فرد و(n)f (x )    4 (n زوج و(n)f (x )    

 837 حاصلـ


xLn( x )
dx

x




22

2
2

2
  )95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟ 

1 (Ln Ln( )3 2 3  2 ((Ln )23  3 (Ln( )22 3  4 ((Ln )33  

 937 اگر حجم يك گلوله برفي به شكل كره با شعاعـRبا آهنگ ، mm
/

S

3
  كاهش يابد، مساحت سطح آن با چه آهنگي كاهش خواهد يافت؟ 3

  )95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  

1 (mm
/

R S

216  2 (mm
/

R S

215  3 (mm
/

R S

213  4 (mm
/

R S

211  

 407 اگر معادلهـLn(x z) sin(y z)  2 22،z را به طور ضمني برحسبx وy بيان كند، كدام تساوي درست است؟  
  )95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  

1 (y xxz yz xy 2 2  2 (y xxz yz xy 2 2  3 (y xxz yz xy 2 2  4 (y xxz yz xy 2 2  

 147 هايحجم جسم صلبي كه از دوران ناحيه محدود به سهميـy x yو 2 x x  yحول خط 24    آيد، كدام است؟مي به دست 6
  )95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  

1 (
32
3  2 (

64
3  3 (

128
5  4 (

192
5  

 742 كار انجام شده توسط ميدان نيرويـ 
F(x,y) ( x y)i ( y x) j   2 4 3 xاي روي يـك دور از منحنـي  ي ذرهجايدر جابه 5 y 2 29 در  9

  )95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  جهت خلاف گردش عقربه ساعت، كدام است؟
1 ( 9  2 ( 3  3 (6  4 (12  
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 374 براي كدام مقدارـb وa ميدان برداريF(x,y) (ax y by ,x xy)  3 2   )95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  يك ميدان گراديان است؟ 4

1 (b a   
14 2»  2 (b a 

14 2»  3 (b a   
1 42 »    4 (b a 

1 42 »  

 744 ـ تابع با ضابطهf (x) | x | | x |   2 2 2   )91(صنايع غذايي ـ سراسري   در كدام بازه صعودي است؟  4
1 (( , ) 1  2 (( , )1  3( ( , ) 1  4 (( , ) 1  
 745 كلمه ـ با حروفSISSTAN 91(صنايع غذايي ـ سراسري   توان ساخت؟ سه حرفي مي چند رمز عبور(  

1 (6   2 (64  3 (73  4 (75  
 647در بسط عبارت ـ( x )

x
2 11 1

  )92(صنايع غذايي ـ سراسري   كدام است؟  x، جمله فاقد 3

1 (5  2(25
3  3(1

3
  4(1  

 747ـ با شرطa b c   هاي معادلهريشه(x a)(x b) (x b)(x c) (x c)(x a)         چگونه است؟  
  )93(صنايع غذايي و مهندسي مكانيك بيوسيستم ـ سراسري   

  العلامه) دو ريشه مختلف4  ) دو ريشه مثبت3  دو ريشه منفي) 2  ) فاقد ريشه1
 847 مجموع سري به صورتـ           S / / /      297 297  )95(علوم و مهندسي صنايع غذايي ـ سراسري   برابر كدام است؟ 297

1(12
37   2(11

37   3(32
111   4(31

111   

 947 دو وجه يك مكعب بر روي دو صفحه به معادلاتـx y z  2 xو 5 y z   2   قرار دارند. حجم اين مكعب كدام است؟ 1
  )95(علوم و مهندسي صنايع غذايي ـ سراسري   

1(3 3   2(27
8   3(6 6   4 (8   

 750 حروف كلمه با ـSHAHAMAT  91(مهندسي مكانيك بيوسيستم ـ سراسري   ؟توان ساختحرفي مي 4چند رمز عبور(   
1 (192  2 (216  3(28   4 (286  

 157 بسط عبارتدر ـnb
(a ) 2 aلات به صورت، يكي از جم23 b2 256

3
باشد. ميn 91(مهندسي مكانيك بيوسيستم ـ سراسري   ؟كدام است(   

1 (5  2 (6   3 (7  4 (8  
 257 اگرـz

z
 

4 (z)باشد، آنگاه2 (z)5    )91(مهندسي مكانيك بيوسيستم ـ سراسري   است؟ كدام5
1 (16  2 (32  3( 48  4 (64  
 357ـ اگرf (x) x 22 fباشد تابع با ضابطه 1 (f (cosx))  با كدام طول محورx92(مهندسي مكانيك بيوسيستم ـ سراسري   كند؟ها را قطع مي(  

1(k 
2 4  2(k 

2 8  3(k 
4 6  4(k 

4 8  

 457ـ برد تابع با ضابطهf (x) ( x x)


    

1
كدام است؟ ( 21    (مهندسي مكانيك بيوسيستم ـ سراسري   نماد جزء صحيح است)92(  

1([ , )  2([ , )1  3(( , )  4(( , )1   
 5576ـ مجموع جمله اول از دنبالهn

cos
 

 
 3 92(مهندسي مكانيك بيوسيستم ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (1-  2(1
  ) صفر4  1) 3  2

 756عمشتق مرتبه بيستم تاب ـx
y

x


2   )94(مهندسي مكانيك بيوسيستم ـ سراسري   در مبدأ مختصات كدام است؟ 1

1(( !) 192 2  2(( !)192 2  3(( !)22 19  4(( !) 22 19  

 757حاصل  ـ
x

sin x
lim

Lncos(x x) 

2
2

3


  )94(مهندسي مكانيك بيوسيستم و مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري   است؟ كدام 

1(3
2  2 (3  3 (3-  4 (6-  
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 857 ـ اگرf (x)
x



1

yباشد، مجموعه نقاط ناپيوستگي تابع  1 (f f f )(x)   94سراسري  (مكانيك بيوسيستم، آبياري و زهكشي ـ  ؟ كدام است(    
1 ( , ,1 2   2 ( ,1  3 ( 1  4 (   

 957 اگرـxf (x)  g(x)و 2 sin x gofباشند، دامنه تابع 1 1  بازه است؟كدام    
 )95(مهندسي مكانيك بيوسيستم و مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري 

1 ([ , ]1  2 ([ , ]2  3 ([ , ]1 2  4 ([ , ]1  

 607 شيب خط قائم بر منحني به معادلهـx cos t ; t

y sin t

    
 

1 2
  ، در مبدأ مختصات كدام است؟2

  )95(مهندسي مكانيك بيوسيستم و مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري 
1 (1  2 (  3 (1  4صفر (  

 167 فاصله مبدأ مختصات از خط مجانب نمودار تابعـxy xe
1

  )95كانيك بيوسيستم و مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري (مهندسي م  ، كدام است؟2

1 (2
5

  2 (5
2  3 (5  4 (2 5  

 762 مساحت ناحيه محدود به منحنيـy
x x


 

1
xها و دو خط به معادلاتxو محور 16  وx    كدام است؟ 9

 )95(مهندسي مكانيك بيوسيستم و مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري 

1 (7
3  2 (11

3  3 (13
3  4 (14

3  

 367 ضلع يك مكعب با خطاي احتماليـ / گيري شده است. با استفاده از ديفرانسيل خطاي تقريب در محاسبه حجـم  واحد اندازه 16واحد برابر  1
  )95(مهندسي مكانيك بيوسيستم و مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري   مكعب، كدام است؟

1 (24/6  2 (78/6  3 (12/7  4 (68/7  
 467 معادله صفحه قائم بر منحنيـ(C) فصل مشترك كرهx y z  2 2 2 xو صفحه 9 y z  2 )در نقطه 7 , , )1 2   كدام است؟ 2

 )95ري (مهندسي مكانيك بيوسيستم و مهندسي كشاورزي آب ـ سراس

1 (x y  2 3  2 (x y z   2 2  3 (x y 2   4 (x y z  2 5  

 567 حجم محدود به دو رويهـz x y 2 zو 2 (x y )  2 21   )95سي كشاورزي آب ـ سراسري (مهندسي مكانيك بيوسيستم و مهند  كدام است؟ 12

1 (
4  2 (

3  3 (
2  4 (3

4  

 676 ي چهارم تابعمشتق مرتبهـxy e sinhx x، به ازاي2    96ـ سراسري  مكانيك بيوسيستم(مهندسي   كدام است؟(  
1 (2   2 (3    3 (4   4 (6    
 767ـ انتگرال خطي

C
x dx xydy )هاياست كه نقطه xoyمسيري در صفحه Cكدام است كه در آن 4 , ) ،( , )1  و( , )1  را در جهت مثبت

  )93(دريانوردي ـ سراسري   كند؟به هم وصل مي

1 (1
2  2 (1

3   

C
D

(1,0)

(0 ,1)

(0,0)

y

x
3 (1

4  4 (1
6 

 867ـ مقدار انتگرال دوگانه
 y

cos x
dxdy

x

 

 2   )93(دريانوردي ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (  2 (
2  3 (  4 (1  

 967 ـ حاصل انتگرال(x )dx

(x )( x )



 
21

2 2
1

3 3 1
  )92(ايمني صنعتي ـ سراسري   ، كدام است؟

1 ( 3
12 2 ( 3

24 3 (( )
1 16 4 (( )

1 112 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   96ـ  91) ـ ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي (

 707ي ـ نمودار تابع با ضابطهf (x) x x  3 3   )94(ايمني صنعتي و دريانوردي ـ سراسري   ، نسبت به كدام خط متقارن است؟2
1 (x  2  2 (x  1  3( x 1   4 (y x  
 177ـ جسم نازك همگن محدود به منحنيy x yها و خطyو محور 3    ها، كدام است؟ yمفروض است. فاصله مركز ثقل اين جسم از محور 8

  )95(ايمني صنعتي و دريانوردي ـ سراسري 
1 (/ 72  2 (/ 75  3 (/ 8  4 (/9  
 772ي ـ با حروف كلمه''INFERENCE'' 95(دريانوردي، ايمني صنعتي ـ سراسري   توان ساخت؟چند رمز عبور سه حرفي مي(  

1 (218  2 (229  3 (234  4 (241  
 377 است؟ ( نادرستكدام تساوي در مورد جزء صحيح اعداد ـ   (.مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري   نماد جزء صحيح است)91(  

1(( / )   
42 5 17   2(( / )    

995 1  3(    1   4(| x | | x |        

 477 نمودار تابعـf (x) x x 2 g(x)، با يك انتقال به نمودار تابع2 x x 2  fواقع بر نمودار تابع  3اي به طول شود. در اين انتقال نقطهمنطبق مي4
    )91(مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري   گيرد؟اي با كدام مختصات قرار ميبه نقطه
1(( , )   2(( , )3 3  3(( , )1 5  4(( , )1 5  
 577 مقدارتقريبي عددـArctg /


1 2 491(مهندسي كشاورزي آب ـ سراسري   با كمك ديفرانسيل كدام است؟(  

1(/ 2    2(/ 3    3(/ 4    4(/ 5    

 677محور تقارن منحني به معادله ـx x
y

x x

 


 

2
2

2 4 5
3 2

  )91(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   كند؟خود منحني را با كدام عرض قطع مي 

1( 3
4  2 (1  3( 4

3  4 (5
3  

 777حاصل ـ
x

x x x x
lim

x

    


2 3 16

1
16

1
 91(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (112  2 (128  3 (136  4 (153  
 877ـ حاصلLn(x x )dx


 

1 2
1   )91(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 1

Ln1) 2  ) صفر1 2  3 (Ln2 2  4 (Ln 2  
 977معادله قطبي ـr

sin( )



 

2

4
  )93(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   در تبديل به مختصات قائم چگونه است؟ 

  ) بيضي4  ) دايره3  1) خطي به شيب 1  2) خطي به شيب1
 807ديفرانسيل كامل تابع ـz x y y  2 23 2 )در نقطه 5 , )5 xازايبه 2 /  15 وy /   2 كدام است؟    

  )93(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري 
1 (/ 15   2 (/ 15    3 (/ 25   4 (/ 25    
 187 شيب خط مماس بر منحنيـx

y Arcsin( )
x


 2
2

1
xدر نقطه  

3
  )94(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 4

1( 4
5   2 (8

5  3( 16
25   4 (32

25  

 287 اگرـr xi yj zk  
 ،باشدgrad( )

r

rچند برابر 1
 94(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   است؟(  

1 (
r 3
1  2 (

r
 3

1  3 (
r 2
2  4 (

r


2
2  

 387 ضابطه معكوس تابعـx
y cosh ( ) 
 1 2

 )95(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   ، به كدام صورت است؟2

1 (
x

x
(e )

e

 22  2 (
x

x
(e )

e

 21  3 (
x

x
( e )

e

 21  4 (
x

x
(e )

e

 22  
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96ـ  91ري ) ـ ارشد و دكت2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي ( كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 487 مقدار تابعـf (x) x x
x x

   4 2
2 4
1 xاي كهدر نقطه 1

x
 

1   )95(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   باشد، چقدر است؟ 3

1 (49  2 (5   3 (52  4 (54  

 587 در تابع پارامتريـ(x sin t ,y t )  1 dمقدار 21 y

dx

2
tبه ازاي 2 

3
  )95(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (1  2 (
1
2  3 (3  4 (1  

 687 به منحني مساحت ناحيه محدودـx
y

x x




 2
2 1

2 5
xها و دو خط به معادلاتxو محور   xو 1    ، كدام است؟3

  )95(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   

1 (Ln

 24  2 (Ln


 28  3 (Ln


 48  4 (Ln


 24  

 787 سطح محدود به منحني پارامتريـ(x t t ,y t t)   2 tها ازxو محور 2  تاt  دهيم. حجـم حاصـل   ها دوران ميxرا حول محور 1
  )95(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟

1 (
6  2 (

1  3 (
12  4 (

15  

 887 اگرـ


n

n

x
f (x)

n!




  ،مقدار باشدf ( )   )95(مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (1  2 (e  3 (e2  4 (Ln2  

 987ـ حاصل
x

x x
lim

x

  4 4 2
2

1 1


  )92دسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري (هواشناسي كشاورزي و مهن  كدام است؟ 

1(1
2  2 (1  3(

1
2  4(1-  

 907هاي منحني به معادلهـ مجانبy Ln( x x )  yخط 28 x 2   كند. فاصله اين دو نقطه كدام است؟قطع مي Bو  Aرا در نقاط  5
  )92(هواشناسي كشاورزي و مهندسي مكانيزاسيون كشاورزي ـ سراسري   

1(4 1  2(8 2  3(6 1  4(8 5  

 197 ـ به ازاي كدام مقدارa دستگاه معادلات
x y

x y

ax y

  
   
   

2 3
2 4

2





  )92(هواشناسي كشاورزي ـ سراسري   ر است؟سازگا 

1(
5
2  2(5

2  3(
3
2  4(3

2  

 792 يك ورقه محدود به محورهاي مختصات و دايره ـx y 2 2 xع چگالي واقع در ربع اول با تاب 1 y  مفروض است. فاصله مركـز ثقـل ايـن     2
    )91ـ سراسري  هاي كشاورزي(مكانيك ماشين  است؟ ها كدامyمحور قطاع مستدير از 

1 (1
4   2 (5

8   3 (3
8   4 (3

4   

 397 سطح محدود به منحني ـx y 1 yخط به معادله  ها وyمحور و  2 
3
   ؟، حجم جسم حاصل كدام استدهيمها دوران ميyمحور را حول  2

    )92هاي كشاورزي ـ سراسري (مكانيك ماشين  

1 (4   2 (2  3 (3   4 (7
2   

 497 اگرـA وB دو مجموعه غيرتهي باشند، خلاصه شده   (A B ) (A B) (A B)   94راسري (پژوهش علوم اجتماعي ـ سبرابر كدام است؟(  
1 (A  2 (B  3 (A B  4 (A B  

 597 حاصلـ
n (n )!



 
1

1
  )94(پژوهش علوم اجتماعي ـ سراسري   ، كدام است؟2

1 (e 
5
2  2 (e 

3
2  3 (e 1  4 (e 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   96ـ  91) ـ ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي (

 697 مقدار تقريبي عددـArctg x 3 2 xاي به طول، در نقطه1 / 2 3 چقدر از 3
 )95ري (پژوهش علوم اجتماعي ـ سراس  بيشتر است؟ 3

1 (/ 5    2 (/ 1   3 (/ 15   4 (/ 75    
 797 به ازاي كدام مقدارـa 95(پژوهش علوم اجتماعي ـ سراسري   دستگاه معادلات زير سازگار است؟(  

1 (,
1 22  2 (,1 2  ax y

x ay

x y

 
  
  

3 7
1

3 8
  

3 (,3 2  4 (,
1 22  

 897 ي همگرايي سريبازهـ
x n n

n

(e )

n Lnn










2

1

  )92(درس آناليز رياضي، رياضي ـ سراسري   كدام است؟  1

1(( Ln ,Ln ) 2 2  2(( , )11  3(( ,Ln ) 2  4(  

 997مرتبه ـ(RANK) ماتريس




 
 
 
  

2 4 6
3 5 1 2
3 6 9

  )95(سنجش از دور و سيستم اطلاعات جغرافيايي ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (1  2 (3  3 (2  4 (4  
 800به كمك ديفرانسيل مقدار تقريبي عدد ـLn ( / ) ( / ) Ln 2 23 2 97 1   96ـ سراسري  مديريت اطلاعاتي(  كدام است؟(  

1 (/ 4   2 (/ 3    3 (/ 2    4 (/ 5    
 180 درمورد معادله ـxxe x 2   )91ـ آزاد  ها(مهندسي عمران، كليه گرايش  توان گفت؟چه مي 1

]) در بازه 1 , ]1 .در بازه 2   حداقل يك ريشه دارد ([ , ]1 .دقيقاً يك ريشه دارد  
]) در بازه 3 , ]1 ]) در بازه 4  دقيقاً يك ريشه دارد. 1 , ]1   حداكثر يك ريشه دارد. 1
 280 تابع ـ f (x) x x    . ..........  91ـ آزاد  اقتصادي و اجتماعي)هاي وري و سيستم(مهندسي صنايع (سيستم و بهره(  

  ) نه فرد است و نه زوج4  ) زوج است.3  ) فرد است.2    ) هم فرد است و هم زوج1
 380 برد تابع ـf (x) x x  :91ـ آزاد  هاي اقتصادي و اجتماعي)وري و سيستم(مهندسي صنايع (سيستم و بهره  عبارت است از(  

1 ([ , ) 
1
2   2 ( , )  3 ([ , ) 

1
4  4 ([ , ) 

3
2  

 804 اگر ـA اي ويژه يك ماتريس با چندجملهf (x) x x x   5 3 det(A)باشد، آنگاه  8 tr(A)  :91اد ـ آز ها)(رياضي (كلية گرايش  برابر است با(    
  ) صفر4  -7) 3  -8) 2  -9) 1

 580 اگر ـx sect  وy tgt  آنگاهd y

dx

3
tدر  3


   )92ـ آزاد  هاي اقتصادي و اجتماعي)وري و سيستم(مهندسي صنايع (سيستم و بهره  ؟كدام است 4

1 (27   2 (9  3 (3 2   4 (9-    

 806 92ـ آزاد  ها)(مهندسي برق (كليه گرايش  ؟الاضلاع چه كسري از مساحت مثلث استمساحت دايره محاطي در يك مثلث متساويـ(  

1 ( 3
8   2 ( 3

4  3 ( 3
9   4 (3

3   

 807 فرض كنيد ـ
IÄ

xsin ysin x ,y
y xf (x,y)

x y

    
  

1 1
 

  
در اين صورت  

(x,y) ( , )
lim f (x,y)
  

  )92ـ آزاد  (آمار  كدام است؟ 

1 (   2 (1   34   ) صفر (   

 808 مقدار ميانگين تابع ـy ( x )


 
1

2 xدر فاصله  29 [ , ]
3
2 92ـ آزاد  (كشاورزي، مكانيزاسيون كشاورزي   كدام است؟(    

1 (
9   2 (


1

9   3 ( 3
2   4 (


3

2   

 980كه با رابطه  ـ منحنيz(t) sin t icos t 2     )93(مهندسي عمران ـ آزاد   كند؟ تعريف شود، چه شكلي را تداعي مي 2
   است. 2ط اي با محي) دايره4   است. 1) پاره خطي به طول 3   است. اي با محيط ) دايره2   است. 2) پاره خطي به طول 1
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96ـ  91ري ) ـ ارشد و دكت2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي ( كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 108 اگر ـ
xy yx

(x,y) ( , )
f (x,y) x y

(x,y) ( , )

 


  
 

2 2
2 2  

  

)كدام گزاره در نقطه   , )  93(مديريت اجرايي ـ آزاد     ؟درست است(    

1 ( f  پيوسته وxf .2  موجود و ناپيوسته است (f  ناپيوسته وxf .موجود و پيوسته است  
3 (f  ناپيوسته وxf .4  موجود و ناپيوسته است (f  پيوسته وxf .موجود و پيوسته است  
 811 ـA   وB   دو ماتريس دلخواهn n 93ها) ـ دكتري لوم و فناوري نانو (كليه گرايش(ع  هستند. كدام رابطه نادرست است؟(  

1 (tr(ABA ) trB 1   2 (tr(A B) tr(A) tr(B)    
3( det(A B) det A det B    4 (* * *det(AB) (det A )(det B )  
 281 اگر ـa

  وb
 93ها) ـ دكتري (علوم و فناوري نانو (كلية گرايش    ؟است نادرستباشند، كدام رابطه  بردارهاي ثابتي(  

1 ((a r) a   2
      2 (.((a.r)b) a.b 

       3 (((a.r)b) b.a 
       4 (.((a.r)r) a.r  2

        

  813 هاي سريـ
n

sinn

n cosn







 
 2

1

1
2 1

و  
n

(sinn) n

n






2

1
     .باشندبه ترتيب ................ مي 

  )94ها) ـ دكتري ها)، محيط زيست (كليه گرايشها)، علوم و فناوري نانو (كليه گرايش(مهندسي پزشكي (كليه گرايش
   ) واگرا و همگرا4    ) واگرا و واگرا3    ) همگرا و واگرا2   ) همگرا و همگرا1

 418اگر ـA

 
   
  

3 1 3
3 1 2
1 3 6

AXعدد حقيقي باشد به طوري كه  يك ماتريس ستوني و  Xو   X   آنگاه مقادير ؟از كدام معادله حاصل مي شود    

  )94مكانيك بيوسيستم، هواشناسي كشاورزي، مكانيزاسيون كشاورزي ـ دكتري  هاي آبي، آبياري و زهكشي،(سازه  
1 (      3 28 15 8    2 (      3 23 12 1   3 (      3 25 8 4   4 (      3 22 6 3   

 815 فرض كنيد ـf : ( , ) ( , )    دار پذير باشد. مقمشتقf (x x)
lim( )

f (x)




 
1


    )94(آمار ـ دكتري   ؟كدام است 

1 (1   2 (  3 (exp(xf (x))  4 (xf (x)
exp( )

f (x)

  

 618 ـ فرض كنيدa  وb  اعداد مثبتي باشند. مقدار
n n

n

n

a b
lim ( )



  )94ضي كاربردي ـ دكتري (ريا  كدام گزينه است؟ 2

1 ( max a,b   2 (1  3 (a b
2  4 (ab  

 718 تحت چه شرايطي بردار ـ( , , , )1 2 5 در فضاي توليد شده توسط بردارهاي( , , , )1 1 3 )و 2 , , , )1 1 1 و( , ,b, ) 1 1     قرار دارد؟ 1
  )95ها و جبر خطي ـ دكتري (علوم كامپيوتر، درس مباني ماتريس  

1 (b 1   2 (b  3   3 (b     b) به ازاي هيچ مقدار 4   2
 818 فرض كنيد ـA است كه  ماتريسيA I3     ؟نباشندپذير هاي زير ممكن است وارونيك از ماتريس، در اين صورت كدام2

  )95ها و جبر خطي ـ دكتري (علوم كامپيوتر، درس مباني ماتريس  
1 (A I   2 (A I 2   3 (A A I 2 2 2   4 (A A2 3 2   
 918 اگر در ماتريسـn nA ،معادله مفسر ،f ( )   باشد و؟نيستگاه كدام گزينه صحيح هاي آن باشد، آنها (مقادير ويژه) ريشه  

  )96(علوم اقتصادي ـ دكتري   
1 (f (A)     2 (f (A)    3 (n| A |    1 2    4 (nTr(A)       1 2  

 208ـ شعاع همگرايي سري


 
m

m m
m

x
(b ,a )

a b




 


 96(هواشناسي ـ دكتري   كدام است؟(  

1 (max{a ,b}  2 (a b
2  3 (min{a ,b}  4 (

a b
2  

 128ـ كدام گزينه درباره نقاط اكسترمم تابعf (x ,y) xy x y y    2 22 3 5 2   )96(هواشناسي ـ دكتري   درست است؟ 4

)) در نقطه1 , ) 
1 3

16   مينيمم نسبي دارد. 16

)) نقطه3 , )
1 3

16   نقطه زيني است. 16

)) در نقطه2 , )
1 3

16   مينيمم نسبي دارد. 16

)) نقطه4 , ) 
1 3

16   نقطه زيني است. 16
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   96ـ  91) ـ ارشد و دكتري 2و  1منتخب سؤالات رياضي عمومي (

 228ـ مساحت درون بيضيx y 2 24 9 xو بالاي خط 36 y 2 3   )96(آمار ـ دكتري   كدام است؟ 6

1 (3
2  2 (


3 24  3 (3

4  4 (


3 32  

 328ـ شعاع همگرايي سري





n

n

( n )
x

( n )





  
   21 4 7 3 1

1 5 9 4   )96(علوم و فناوري نانو، نانوشيمي ـ دكتري   كدام است؟ 1

1 (  2 (3
2  3 (4

3  4 (2 3
3  

 428طرفه وارد بر نمودار تابعهاي يكـ كدام گزينه درباره مماس|x|f (x) e در نقطه( ,   )96(علوم شناختي ـ دكتري   درست است؟ 1(
  ) وجود ندارند.4  سازند.درجه مي 45) با هم زاويه 3  ) بر هم عمود هستند.2  هم منطبق هستند.) بر 1

 528 ـ خط راستx y z  
 

1 2 3
2 3 x، صفحه 4 y z   x)را در نقطه  15 , y , z )    .قطع كرده استx كدام است؟  

  )96ها) ـ دكتري ها) و فناوري نانو (كليه گرايشزيست (كليه گرايش(مهندسي محيط  
1 (3   2 (3   3 (2   4 (2  

 628ـ اگر منحنيC صورتبهt
x sin( )




2

yو 2 t  باشد كه 41 t  ، آنگاه مقدار1
C

x y dx x y dy 3 4 4   كدام است؟ 3
  )96ها ـ دكتري (مهندسي پزشكي (كليه گرايش

1 (  2 (15
4  3 (17

4  4 (4  

 728ـ فرض كنيدW ناحيهx y z   2 2 21 zو 4  باشد. مقدار
W

(x y )dxdydz 2   كدام است؟ 2

  )96ها ـ دكتري (مهندسي پزشكي (كليه گرايش

1 (121
15  2 (123

15  3 (124
15  4 (122

15  

 828ـ حاصل


x
dx

x
1

  )96(مكانيزاسيون كشاورزي ـ دكتري   ، برابر كدام است؟1

1 (
2  2 (2  3 (1  4 (

4  

 928ـ امتداد ويژه نظير بزرگترين مقدار ويژه ماتريسA

 
   
  

2 1 1
1 8

1 1 2
  )96(مكانيزاسيون كشاورزي ـ دكتري   ، كدام است؟

1 (
a

a

a

 
 
 
  

2  2 (
a

a

 
 
 
  

  3 (
a

a

a

 
 
 
  

2  4 (
a

a

a

 
  
  

2  

 308ـ حاصل
D

x
dxdy

y


2
xyمحدود به منحني D، ميدان2  yو خطوط 1 x وx    )96(مكانيزاسيون كشاورزي ـ دكتري   كدام است؟ 2

1 (3
2  2 (5

2  3 (7
4  4 (9

4  

 138ـ براي مقادير x  fدر بسط تيلور تابع 2 (x) Lnx هاي صعوديبرحسب توان(x ) x)، ضريب1 )   ت؟، كدام اس51
  )96ها) ـ دكتري (علوم و مهندسي آب (كليه گرايش

1 (1
5  2 (1

6  3 (
1
5  4 (

1
6  

 238ـ اگر نقطهA( , , )4 3 xبه معادلهرأس يك مكعبي باشد كه يك وجه آن بر صفحه  5 y z  3 2 6 منطبق است، آنگاه حجم اين مكعب كدام  1
  )96ها) ـ دكتري (علوم و مهندسي آب (كليه گرايش  است؟

1 (27  2 (64  3 (125  4 (144  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

  96ـ  91)  ارشد و دكتري 2و  1پاسخنامه منتخب سؤالات رياضي عمومي ( 
 
  داراي ناسرگي هستند. ها دري گزينهكنيم. همهها را جداگانه بررسي ميگزينه  »2«ـ گزينه 1

شرط همگرايي انتگرال ):1بررسي گزينه (
p q

dx

x Ln x


2 آن است كهp 1 باشد ياp 1 وq  pبشد. در اين انتگـرال داريـم   2   وq 1    پـس ايـن

  انتگرال واگراست.

txدر ضمن با استفاده از تغيير متغير e توانيد انتگرال را به صورتم ميه
t

Ln

e
dt

t


 درآوريد كه به وضوح واگراست چون سرعت رشد صورت بيشـتر از   2

  مخرج است.

sinبا استفاده از كران داري ):2بررسي گزينه ( x توان اين انتگرال را با انتگرالميdx

x



 21 3
  ي حدي كرد.همقايس 

  درجه بيشتر است. پس انتگرال همگراست. 2ي صورت، ي مخرج از درجهدرجه
وضوح اين انتگرال واگراست زيرا شرط لازم براي همگرايي را ندارد. در واقعبه ):3بررسي گزينه (

x
lim cos(x)


وجود ندارد پس واگرا بودن انتگرال واضـح   

گرايي انتگرالشرط لازم براي هم[است. 
a

f (x)dx

 آن است كه

x
lim f (x)


  شود[ 

شرط لازم براي همگرايي برقرار نيست زيرا ):4بررسي گزينه (
x

x
lim

x
 


11 توان واگرا بـودن را  ي صورت و مخرج هم مي. در ضمن با توجه به درجه

  تشخيص داد.
 

cosبا تقسيم صورت و مخرج بر  »2«ـ گزينه 2 x2  :داريم  
dx

dx dx dxcos x ( ) ( )
sin x cos x sin x tg x cos x cos xtg x

cos x

   

  
  

   
6 6 6 62

2 2 2 2 2 22
2

1
1 3

13 3 3 11 3
   

  

uبا انتخاب tgx  :داريمdx
du

cos x
 duپس فرم انتگرال به صورت 2

a u 2 2
uدانيم حاصل آن برابرباشد و ميمي 1

Arctg
a a

  شود، پس داريم:مي 1

tgx
[ ]Arctg( ) Arctg( tgx) 

1 1 3 31 13 3
3 3

  حاصل انتگرال 

  با توجه به حدود بالا و پايين انتگرال داريم: 3
12I Arctg[ tg( )] Arctg( ) Arctg

 
         

3 3 1 3 33 3 13 6 3 3 3 43
  

 
)كـه از نقـاط  ي خطـي  توانيم انتگرال را بيـابيم. معادلـه  با رسم شكل و توصيف ناحيه مي  »4«ـ گزينه 3 , )  و( , )   گـذرد،  مـيy x  2   اسـت

xيعني (y )  
1
)ي خطي كه ازو معادله 2 , )  و( , )   گذرد،ميx y است.  

xها از چپ بـه راسـت بـرويم   xها منظم نيست. اما وقتي درراستاي محورyاين ناحيه در راستاي محور y   مـرز

xورودي و (y )  
1
  مرز خروجي است. 2

y(y )

yy
cos(x y)dxdy [sin(x y)] dy

  

 
    

1
2 2 2  

y y y
sin( )dy cos dy [ sin ] ( )

  

 


        2 2 1 1 42 2 2 2  

 





 1
x (y )

2
  

x y



x

y
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

)در F2و F1ي گرين استفاده كنيم. امابسته است. پس بهتر است از قضيه مرز  »3«ـ گزينه 4 , )  .تعريف شده نيستند پس ناپيوستگي دارند  
    ها از گرين استفاده كنيم:  ها را جدا كرده و براي آن قسمتهاي پيوسته آنتوانيم قسمتحال ميبا اين 

x x

II

y x y x
I ( y e )dx ( x tgy )dy dx dy ( y e )dx (x tgy )dy

x y x y x y x y  
              

     
2 2

21

2 2
2 2 2 2 2 2 2 22 2


  

R  كنيم:ي گرين استفاده مياز قضيه I2براي  23) مساحتx yD D
I (Q P )dydx ( )dydx (D      2 1 2 3  

I. پس:2شوددانيم كه با يك بار گردش حول مبدأ، حاصل اين انتگرال مي، طبق متن درس ميI1براي  1 2.  
I I I R ( R )        2 2

1 2 2 3 3 2  
  توانيد با پارامتري كردن دايره، حاصل آن را حساب كنيد:خاطر نداشته باشيد ميبه I1اگر متن درس را در مورد توضيح:

x R cos t , y R sin t , dx R sin tdt , dy R cos t dt      
ydx xdy R sin t R cos t

I I dt dt
x y R

 


  

      
  

2 2 2 22 2
1 12 2 2 2

 
  

 

zيكره با صفحهي بالايي است. از برخورد اين نيمكرهبسته نيست چون فقط شامل سطح نيم Sسطح  »1«ـ گزينه 5   يبه دايرهx y 2 2 4،z   رسيم.مي  
را حساب كنيم.  S، انتگرال روي سطحSگيري رويتوانيم به جاي انتگرالس ميلبه مشتركي دارند پ Sو Sي درون اين دايره باشد.ناحيه Sفرض كنيم

Nقرار دارد، xoyيبردار قائم يكه و برون سو براي اين سطح كه در صفحه k 
 است. پسcurlF.N

     برابـر اسـت بـاcurlF.k
   ي شـود قرينـه  كـه مـي

curlFي سومِ بردارمؤلفه
 :كه برابر است باy x(P Q ) ( )      1 3 2  
(  پس خواهيم داشت:     2 4 مساحت8

S S
curlF.Nds ds (S
 

    2 2
   

  حالا داريم:
S S

curlF.Nds curlF.Nds


    8
     

  
  براي بررسي همگرايي سري كافي است حد زير را محاسبه كنيم:  »2«ـ گزينه 6

n n

n
n

n n n nn n n

( ) ( )
n nlim a lim lim lim ( )

n[( ) ( ) ] ( )
n n n

 
 

   

 
    

   

2 1 2 1
1

1

1 12 1 2 1 11 11 1 11 1 2 1
  

  داريم: 1براي حل حالت مبهم 
n

n n

n
lim ( ) lim

n n
n

n n
lim a lim ( )(n ) e e e

n


 


 

 
      

11 11 111 1 1  
naباشد. براي بررسي صعودي يا نزولي بودن نيزمي eبه بنابراين دنباله همگرا 1 را بدست آورده و باna كنيم.مقايسه مي  

n n n

n
n n

( ) ( ) ( )
n n na

[( ) ( ) ] [ ] ( )
n n n n

  


 

  
    

     
   

2 2 1 1

1 1 2

1 1 12 1 2 1 2 11 1 1
1 1 1 11 1 1 1 21 1 1 1

  

n n n

n
n n

( ) ( ) ( )
n n na

[( ) ( ) ] ( ) ( )
n n n n

  



  
  

     

2 1 1 1

1

1 1 12 1 2 1 2 1
1 1 1 11 1 1 1 2

  

nي دو عبارت فوق با توجه به اينكهبا مقايسه na a 1 يباشد در نتيجه دنبالهميna باشد.صعودي مي  
 

xابتدا پايستاري تابع  »1«ـ گزينه 7 y z
F(x , y,z) ( , , )

x y z x y z x y z


     2 2 2 2 2 2 2 2 2


  كنيم:را بررسي مي 

i j k

curlF
x y z

x y z

x y z x y z x y z

  
 

  

     2 2 2 2 2 2 2 2 2

  


  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

x)پايستار است و اگر Fبنابراين ميدان , y,z) :تابع پتانسيل آن باشد انتگرال برابر است با  
(x , y ,z )

(x , y ,z )

xdx ydy zdz
I (x , y ,z ) (x , y ,z )

x y z

 
   

 


2 2 2

1 1 1
2 2 2 1 1 12 2 2

  

Fي تابع پتانسيلطبق متن درس براي محاسبه
 كنيم:به اين صورت عمل مي  

x y
(x , y,z) dx

x y z x y z
  

   2 2 2 2 2 2
z

dy
x y z


 

  2 2 2
dz x y z   2 2 2  

I  بنابراين حاصل انتگرال برابر است با: (x , y ,z ) (x , y ,z ) x y z x y z b a          2 2 2 2 2 2
2 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1  

 
n  آوريم كه داراي بردار نرمال مقابل است:ي صفحه مماس را بدست ميابتدا معادله  »2«ـ گزينه 8 f , f ( x , y , z)    2 2 2

   
)يبراي نقطه , , )1 1 n  داريم: 1 ( , , ) 2 2 2  

)يي صفحه مماس بر رويه در نقطهبنابراين معادله , , )1 1 x)  برابر است با: 1 ) (y ) (z ) x y z z x y             2 1 2 1 2 1 1 1  
z  ي رويه داده شده داريم:ي فوق در معادلهبا جايگذاري رابطه x yx y z x y (x y )          12 2 2 2 2 21 1 1  

x y (x y) (x y) x y x y xy x y x y xy x( y) y                       2 2 2 2 2 2 22 1 1 2 2 2 2 1 1 1  
x

(x )( y)
y


      

11 1 1  

  ي اين دو خط را بنويسيم داريم:ك دارد. اگر بخواهيم معادلهبنابراين صفحه مماس بر رويه در دو خط راست با رويه اشترا
x , z x y L :x , z y

y , z x y L :y , z x

      

      
1

2

1 1 1
1 1 1  

 
    »2«ـ گزينه 9

f : R R

f (x, y, z) x y z xyz



   

3

2 2 2  

  دهيم تا محل نقاط بحراني معلوم شود:هاي جزئي را برابر با صفر قرار ميابتدا مشتق
x

y

z

f x yz x yz

f y xz y xz

f z xy z xy

     


    
     

2 2
2 2
2 2






  

xyzها داريمتساويكردن طرفين با ضرب (xyz) xyzپس 28   ياxyz  xyz. اگر8   باشد آنگاه يكي از متغيرهايx،y ياz كه در  شودصفر مي
x)شوند. پسهاي قبلي دو متغير ديگر هم صفر مياين صورت با توجه به تساوي , y , z) ( , , )    ي بحرانـي اسـت. در حالـت   يك نقطهxyz  نيـز بـا    8

)هاي قبلي نقاطتوجه به تساوي , , )2 2 )و 2 , , ) 2 2 )و 2 , , ) 2 2 متغير مثبت هستند يا فقط يكي از  3آيند كه در اين نقاط يا هر به دست مي …و  2
  ها مثبت است.آن

)يدر مجموع با در نظر گرفتن نقطه , , )    نادرسـت هسـتند.    )4) و (3)، (1هاي (جا معلوم است كه گزينهرسيم. بنابراين از هميني بحراني مينقطه 5به
  نيازي به بررسي نوع نقاط نداريم.

 

yابتدا انحناي منحني  »1«ـ گزينه 10 x )را در نقطه 2 , )  دست آوريم.به  | y |

( y )
( x )


    




2 3 3
2 2

2 2 211
1 4

 

گويند برابر است باشعاع دايره انحنا كه به آن شعاع انحنا نيز مي
k

  
1 1

2.  
هـاي مثبـت قـرار    yجا كه تقعر منحني به سمت بالا است مركز دايره انحنـا روي محـور  از طرفي از آن 

)گيرد. پس واضح است كه مركز دايره انحنا نقطهمي , )
1
2 :خواهد بود. معادله اين دايره چنين است  

  x (y )  2 21 1
2 4  

 
  

2y x
1
2
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

n  كنيم:ي مشخصه حل ميي بازگشتي را با استفاده از معادلهاين رابطه »2«ـ گزينه 11 n
n

x x
x : n 

 1 2 32  

nي مشخصه:معادله n nx x x         2
1 22 2 1   

n n n
n n

n
, x c c ( ) c c ( ) lim x c



 
          1 2 1 2 1

1 1 11 12 2 2  
xيبراي اين كار از شرايط اوليه را بيابيم، c1پس كافي است a1 وx b2 كنيم، پس:استفاده مي  

n

n

c cx c c a

x c c b



 

   

    


1 1 21 1 2

2 2
2 1 2

11
22

1
4

a

c c



1 2
12 2 b

c a b c (a b)



 
 

    1 1

2

13 2 23

  

 
  كنيم:اش بررسي ميبراي يافتن برد تابع، رفتار آن را در دامنه  »4«ـ گزينه 12

  x
ff (x) x : D ( , )  

1
  

x x x
x x x xx

Lnx xlim x ( ) , lim x y x , Lny Lnx lim Lny lim lim
x x

 

   
           

1 1 1 1
1

1



  ´¿L¶

y e 1  

  
x xy

y x Lny Lnx Lnx ( Lnx ) y x ( )( Lnx)
x y x x x x

             
1 1

2 2 2 2
1 1 1 1 11 1  

y eeLnx Lnx x e , f (e) e e
        

1
1

1 1   
eeو  ،1دست آمده، يعنيبا توجه به مقادير به

1 رد تابعب ،f :عبارت است ازe( , e ]
1

  
 

bيها، از رابطهxسطح حاصل از دوران حول محور  »1«ـ گزينه 13

a
S y(t) (x (t)) (y (t)) dt    2   قابل محاسبه است. 22

x(t) (t sin t) x (t) ( cos t)

y(t) ( cos t) y (t) sin t

        
    
  

1 1 18 8
1 118 8

  

S y(t) [x (t)] [y (t)] dt ( cos t) ( cos t) sin t dt
 

         
2 22 2 2 21 1 12 2 1 18 64 64 

  

( cos t) cos t cos t sin t dt ( cos t) cos t dt
  

        
2 22 2

1
1 1 2 2 1 132 32   

( cos t) cos t cos t ( cos t) cos t cos t
( dt dt)

cos t cos t

 



      
 

  
22 1 1 1 1 1 1

32 1 1
  

( cos t)sin t ( cos t)sin t
( dt dt)

cos t cos t

 



  
 

  
22 1 1

32 1 1
  

)انتگرال cos t)sin t
dt

cos t




1
1

cosبا تغيير متغير  t u 1،sintdt du  شود:به اين صورت حل مي  

( cos t)sin t ( u) ( du) u
dt du (u u )du u u c ( cos t) ( cos t) c

cos t u u

   
           

   
1 1 3 1 3 1
2 2 2 2 2 21 2 2 2 22 4 1 4 13 31

  

S  ها داريم:بنابراين با جايگذاري حدود انتگرال ([ ( cos t) cos t cos t ] [ ( cos t) cos t cos t ] ) 



          22 2 21 1 4 1 1 1 4 132 3 3  

( )
   

   
2 8 2 8 2 2 16 2

32 3 3 32 3 3  
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  ي استوكس داريم:با استفاده از قضيه  »4«ـ گزينه 14
c c c

S

curlF.Nds F.dr Pdx Qdy Rdz y x y dx x x y dy            2 2 2 2    

xباشد، يعنيمي xoyيدر صفحه 2اي به مركز مبدأ و شعاع دايره cكه در آن  y 2 2   ، پس:4
c

y dx x dy   4 4  

( )   4 4 )cي با مرز (مساحت دايره16
c c

ydx xdy ( ydx xdy)       
12 4 42  

)c(مساحت درون   باشد، آنگاه داريم:  xoyياي در صفحهمنحني بسته Cكنيم كه اگريادآوري مي
c

ydx xdy  
1
2  

curlF.Kيتوجه: روش مستقيم يعني محاسبه
  شود؛ درواقع پس از تر از حالت فوق ميي آن كمي سختشود كه محاسبهمنجر به حل انتگرال دوگانه مي

 محاسبه داريم:
b

I x y dA ( r)rdrd d r dr r
                 

22 2 2 22 2 2 23 3 3 2 16
    

  

 
I)اي براي محاسبه معكوس ماتريس جمع دو ماتريس نداريم، براي از بين بردن آن، دو طرف تساوي را از چپ درطهكه راببا توجه به اين»  1«گزينه ـ 15 A) ضرب  2
  كنيم. داريم:مي

(I A)(I A) (I A)(I A A ) I I A A A A A ( )A ( )A O ( )*
                    

      
          

1 2 2 2 3 22 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 4



  

 ريغدو طرف تساوي (*) را در ماتريس  است يكافن موضوع، براي شما پيش بيايد كه چرا تنها راه، صفر بودن ضرايب است! براي اثبات اي سؤالشايد اين 
)  ضرب كنيد. در اين صورت داريم: Aصفر )A ( )A OA ( )A O        2 3 22 2 2  

مخالف صفر است، پس بايد ضريب آن صفر باشد. سپس با جايگذاري A2، ماتريسسؤالبا توجه به فرض   2  در تساوي (*)، به نتيجه مشابهي در
دهدرسيد كه نتيجه ميدر آن مي A2مورد ضريب ماتريس    2 4.  

  
zطبق فرض داريم»  2«ـ گزينه 16 5   كنيم: به وجود آمدند از اين موارد استفاده مي 5تر از گهاي بزربنابراين در محاسبه اين عبارت هر جا توان 1

z z z z z    6 5 1   
z z z z z    7 5 2 2 21  
z z z z z    8 5 3 3 31  

  اكنون با مخرج مشترك گرفتن داريم: 
z z z z z z z z z z z z z z z z z z

zz z z ( z )( z ) ( z)( z ) z z z z z z

           
         

            

2 3 4 5 2 4 3 4 5 2 4 3 4
2 4 3 2 4 3 2 4 3 4

1 1 1 1 211 1 1 1 1 1 1 1 1
   

  
fتابع ثابتپذير است. بار مشتق 2و تابعي پيوسته  fاز صورت سؤال معلوم است كه  »1«ـ گزينه 17 (x)   كند. نشان در تساوي داده شده صدق مي
  كند. دهيم كه به جز تابع ثابت صفر، هيچ تابع ديگري در اين شرط  صدق نميمي

fكنيمكنيم. فرض مياز برهان خلف استفاده مي (x) اي مانند . در اين صورت نقطهتابع ثابت صفر نباشدc در بازه[ , ]1  وجود دارد كه اكترموم
fمطلق (x)  :است. دو حالت داريم  

fاگر اين نقطه ماكزيمم مطلق (x)  :باشد، داريم  f (c) , f (c) , f (c)        

xرا دراما اين تناقض است؛ زي c  :داريم  f (c) f (c)g(c) f (c) f (c) f (c)       

fبه همين ترتيب اگر اين نقطه مينيمم مطلق (x)  :باشد، داريم  f (c) , f (c) , f (c)       
  كه باز هم به تناقض قبلي خواهيم رسيد. 

fگيريم كهبه اين ترتيب نتيجه مي (x)  .بايد تابع ثابت صفر باشد  
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cosصورت و مخرج را در»  3«ـ گزينه 18 x1 كنيم تا در صورت كسر، زير راديكالضرب ميcos x sin x 2  به وجود بيايد: 21

  cos x cos x cos x sin x
I dx dx dx ( cos x) sin x dx

cos x ( cos x)
( cos x) ( cos x) ( cos x)

   


   
  

     
 

  
   

2 2 42 2 2 2
7 7 1 4

3 3 3 32 2 2

1 1 1 1
1 1

1 1 1
  

xيتوجه كنيد كه در بازه
 
 3 sinعلامت 2 x مثبت است، پسsin x | sin x | sin x 2  .است  

uحالا با فرض cos x 1 :داريمdu sin x dxازاي. در ضمن بهx


 uداريم: 3 
1
xازايو به 2


 uداريم: 2 1      با ايـن تغييـر متغيـر انتگـرال بـه .

u  شود:سادگي حل مي
I u du [ ] [ ]

u


       


1
1
2

31 4
1 3
2

1 1 1 1 71 813 3 3 3
2

  

  
كنيم. با توجه به شعاع كره داريماز مختصات كروي استفاده مي»  4«ـ گزينه 19   2 و از آنجا كه هيچ شرطي روي علامتx وy   نداريم، تصوير ايـن

يك دايره كامل است پس xyناحيه بر صفحه   2   بـراي تعيـين حـدود .   اگـر در معـادلاتx     ،يدايـره  قـرار دهـيمy z 2 2 و خطـوط   4
z y 

1
3

y  داريم: zو yآيند. با در نظر گرفتن مقادير مثبتبه دست مي 
tg ( ) tg ( )

z
  

   1 1 3 3  

هاي مثبت همzورودي محور   است پس
   3 .خواهد بود  

D D

V dzdydx sin d d d V sin d d d V [ d ] [ sin ] [ d ]
 

 
                           

2 2 2 22 2 23 3
     

  

( )[ cos ] [ ] V ( )( )( )


 

         
23

3 1 8 82 2 13 2 3 3 
  

  
Lnnارزيابتدا از هم  »3«ـ گزينه 20

n
   

1 1 11 2 3   تركنيم تا سري داده شده به شكل سادهاستفاده ميn

n

x
nLnn






2

  نوشته شود. 1

nكه ازدليل اين توجه:  nازايآغاز كرديم اين است كه به 2 1 دانيم كه اين كار هيچ تأثيري روي شعاع و ناحيه همگرايي نداردشود. ميمخرج كسر صفر مي.  
cسري تواني مورد نظر حول   كنيم:نوشته شده است. شعاع همگرايي را حساب مي  

  n
n
lim R

R nLnn
    


1 1 1 1 11 1  

c)يپس اين سري در بازه R ,c R) ( , )   1 xصـورت جداگانـه بررسـي شـوند. بـا جايگـذاري      همگراست و مرزهاي اين بازه بايـد بـه   1 1    بـه سـري

n nLnn






2

  رسيم. اين سري واگراست.يم 1

سري يادآوري:
p q

n n (Lnn)






2

pبه شرطي همگراست كه 1 1 باشد يا آنكهq p 1   باشد. «1

xبا جايگذاري  1 به سري متناوبn

n

( )
nLnn






2

1 يزيرا دنباله رسيم كه همگراست،مي 1
nLnn

  نزولي و همگرا به صفر است.  1

]ي همگرايي سري به صورتبه اين ترتيب بازه , )1   است. 1
  

aواضح است كه در حالت »  2«گزينه ـ 21 b  ر حالتي كه ي آن صفر است. د، ماتريس همان ماتريس صفر است كه رتبهa b , ab    ،است
  :ديآيدرمهاي زير ماتريس به يكي از صورت

a a

b a b ; a b a

b b b

     
   

     
  

 

  هر دو مخالف صفر باشند. در اين حالت داريم: bو  aمانده وقتي است كه است. تنها حالت باقي 2كه واضح است رتبه هر دو ماتريس 
a a

b a a(b ab) a(b ) a b

b b b

      

   2 2 2 

  نخواهد شد. 1ي ماتريس شود، در هيچ حالتي، رتبهگونه كه مشاهده ميهمان جهينت دراست).  صفرريغاست ( زيرا دترمينان آن  3س رتبه ماتريس در اين حالت پ
  



  

 7
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حد داده شده را به صورت»  1«گزينه  - 22
n

n k

k
L lim cos

n



 


 

1

1

توان نوشت. عبارت داخل سري در واقع قسمت حقيقيمي 2
k

i
ne
2

است، پس كافيست  

ابتدا حاصل حد 
kn i
n

k

e





21

1
 را به دست آورده و قسمت حقيقي آن را جايگزين سري اوليه در عبارت حد كنيم تا به يك حد ساده برسيم. از طرفي سري 

kn i
n

k

e





21

1
iدر واقع يك سري هندسي با جمله اول 

ne
2

iو قدر نسبت 
ne
2

  است. در نتيجه داريم: 

(n )
i i i ik in nn n n ni

n

i i ik k
n n n

e (e ) e e e k
e cos Re{ } L

n
e e e

    
  

  
 

   
            

  

 
2 2 1 2 22 21 1

2 2 2
1 1

1 1 21 1 1 1
1 1 1

  

 

nلورنبا توجه به شكل مخرج تابع، از بسط مك  »3«گزينه  - 23 n

n

( ) ( x )
x




 


 2

2
1 1 4

1 4 
گيري از طرفين اين تساوي، گيريم. با مشتقكمك مي 

  خواهيم داشت: 

  
d

n n n n n ndx

n n

x
( ) x n( ) x

x ( x )

 


 


    

 
 2 2 1

2 2 2
1

1 81 4 2 1 4
1 4 1 4

    

x n n n n n n

n n

x
n( ) x n( ) x

( x )

 
    

 
    


 

2 3 2 1 1 1 2 1
2 2

1 1

2 1 4 1 481 4
  

) است؛ زيرا به ازاي انديس صفر، جمله سري صفر است، پس تغيير انديس از 3توجه داشته باشيد كه سري به دست آمده همان سري مطرح شده در گزينه (
  تاثيري در مقدار سري ندارد. به 1

 
    »3«گزينه  - 24

  گيريم:كمك مي xeلورن تابعبراي حل اين انتگرال از بسط مكروش اول: 

x
x x

( x )e x x x x! !dx dx ( )dx Lnx x
x x x ! ! ( !) ( !)

    
            

2 3
2 2 31 12 3 1 2 3 2 2 3 3


   

xe x x ( ) ( )
dx Lnx x (Ln ) (Ln )

x ( !) ( !) ( !) ( !) ( !) ( !)





    
                  


2 3 2 3 2 32 2 2 22 22 2 3 3 2 2 3 3 2 2 3 3    

توجه داشته باشيد وقتي  كنند و فقط دو عبارت شاملمي هاي اين عبارت نيز به سمت صفر ميلايتمامي چندجملهLn  .را بايد در نظر گرفت  

  در نتيجه داريم:
xe

lim dx lim (Ln Ln ) lim (Ln ) Ln
x



  


     


2 22 2

  
 

  دهيم.با استفاده از قضيه فشردگي به اين سؤال پاسخ ميروش دوم: 

با توجه به اين كه براي   هميشهx   2 باشد، داريم:مي  
x

x e e e
x e e e

x x x

   
              

2
22   

  باشد، داريم: 2تا گيري نيز ازي انتگرالبگيريم و بازه xاگر از طرفين اين نامساوي با توجه به صورت سؤال انتگرال برحسب
xe e e

dx dx dx
x x x

     

  
   

22 2 2   

dx  با توجه به اين كه:
Lnx Ln Ln Ln Ln

x





 
      

 
2 2 22 2   

  پس داريم:
xe

e Ln dx e Ln
x

  


 
22 2 2   

حال اگر   دو طرف نامساوي به عددLn2 باشد ه در صورت سؤال ميكنند و طبق قضيه فشردگي عامل وسط كه همان انتگرال خواسته شدميل مي
كند. توجه داشته باشيد كه برايميل مي Ln2نيز به عدد   نيز با همين استدلال حاصل حدچپLn2 باشد.مي  
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dyه، براي راحتي كار، از رابطهتعريف شد yبه صورت تابعي از  xكه با توجه به اين  »3«گزينه  - 25
dxdx
dy


  :گيريماي كمك ميدر استفاده از رابطه مشتق زنجيره1

dx

dy ( y) y
  

 2 2
1 22

1 5 2 1 2
  

yyd d y
( )

yd y d dy d d dy dx( ) ( ) ( ) y
dx dxdx dx dx dx ydx
dy dyy y




 


 

       

 

2 2
22 2

2
2 2

41 2
2 2 1 21 1 2 5 52 2

1 2 1 2

  

 

xيست از تغيير متغيربا يك سؤال از تبديل انتگرال به فرم استاندارد تابع گاما روبرو هستيم. در نتيجه كاف  »1«ـ گزينه 26 t 2 كمك بگيريم               :  
x tdt

x t xdx dt dx t dt ,
t x t

 



          
  



1
2 212

22
  

x t tt
I x e dx e t dt t e dt

  

      
     

2
1 1

2 2 21 1
2 2

  

ttاز مقايسه انتگرال به دست آمده با فرم استاندارد تابع گاما كه به صورت e dt ( )

      رابطه  شود و همچنين استفاده ازتعريف مي 1

( ) ( )     1 ،:خواهيم داشت  

t tt e dt t e dt ( ) ( ) ( )
 

   
             

             
1 3 12 21 1 1 3 1 1 1 1 1 1 112 2 2 2 42 2 2 2 2 4

  

 
:                        شكنيم تا در هر بازه فقط در يك نقطه ناسره باشدنهايت ناسره است. ابتدا انتگرال را به دو قسمت ميانتگرال داده شده در صفر و بي  »4«گزينه  - 27

p q p q p q

I I

dx dx dx

x x x x x x  

 
 

    
1 2

1
1  

 ها در اين نقاط، داريم:ايارزي چندجملهبا استفاده از همنهايت ناسره است. در نتيجه فقط در بي I2فقط در مبدأ و انتگرال I1انتگرال

p q

p q p

p q

p q q

dx dx
I p

x x x p q
dx dx

I q
x x x

 






 


  

    
    

 

 

1 1
1

2 1 1

1
1

1
  

 
rبا توجه به فرمول مساحت سطح حاصل از دوران منحني  »2«گزينه  - 28 f ( )   حول محورx:ها داريم  

S f ( )sin f ( ) f ( )d



        2 22  

احت سطح حاصل از دوران نيمه ها متقارن است، پس كافيست فقط مسxدهد كه نسبت به محور از طرفي معادله داده شده يك ليماسيون افقي را نشان مي
بالايي را كه به ازاي    آيد محاسبه كنيم:به دست مي  

S ( cos )sin ( cos ) ( sin ) d ( cos )sin cos d
 

                   2 22 1 1 2 1 2 2
 

  

( cos ) sin d ( cos ) ( )
    

            
3 5
2 22 4 2 322 2 1 2 2 1 4 25 5 5



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                2
y

z

x 2 2x y 4(1 z)  

xهايبا توجه به حضور عامل  »2«گزينه  - 29 y2  گيريم. ابتدا با تقاطع دو سطح، تصوير ناحيه بر روي صفحهمي اي كمكاز مختصات استوانه z و 2
xoy آوريم:را به دست مي  

z x y ( )x y z
( z) z z z

z x y ( )x y ( z)

               
        

2 22 2 2
2 2

2 22 2
44 4 1 4 4

4 124 1



¡¡

¡¡—
  

  نيز با توجه به معادله دو سطح داريم: z براي تعيين حدود

x y r
x y ( z) z

x y z z x y r


       

          

2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2

4 1 1 14 4
4 4 4

  

كره بالايي را به باشد و براي آن كه طبق فرض سؤال ناحيه مورد نظر شامل مبدأ نباشد، بايد نيمدر شكل ميي هاشورخورده ي موردنظر سؤال ناحيهناحيه
  در نظر بگيريم. در اين صورت خواهيم داشت: z عنوان حد بالايي

r
r , , z r          

2
22 2 1 44  

r

V r

r
V dv rdzdrd r[ r ( )]drd

r
d ( r r r )dr ( )*

   

 

  





       

    

     

 

2

2

22 2 4 2 2 2

1 4
32 2 2

4 1 4

44

( )*

r r r
( r r r )dr ( r )

[ ( ) ] [ ( ) ] ( )

V

 

  



       

            


   


33 4 22 2 2 2

3 3
2 2

21 24 44 16 2 2 3

16 4 1 1 8 54 4 4 116 2 3 3 3 3
5 12 3 3

  

 
    »1«گزينه  -30

باشد، انتگرال شار را با استفاده از تعريف مستقيم شار يعنييك سطح بسته نمي Sبا توجه به اين كه سطحروش اول: 
S

F.nds
  آوريم.به دست مي  

xيك مستطيل با حدود xyيبر روي صفحه Sيبا توجه به اين كه تصوير ناحيه  3 وy  2   باشد، داريم:مي 2
P
 عمود بر صفحهxy يعنيP k

، پسg.P 1
  باشد وميg : y z g ( , y , )    2 4 2 1


  معادله سطحS  ،است  

g g
nds dA nds dA ( , y , )dA

| g.P |

 
      


2 11

 
      

nبا توجه به صورت سؤال كه
 بايد در جهت مثبت محورzي سوم آن بايد مثبت باشد، پس داريم:ها باشد، پس مؤلفه  nds ( , y , )dA 2 1    

F.nds  و داريم: (z x , xy, z).( , y , )dA ( xy z)dA   2 23 2 1 2 3
     

zدهيمقرار مي zاكنون به جاي y  F.nds  و داريم: 24 ( xy y )dA  2 22 12 3
    

  آوريم:اكنون شار را به دست مي

S D
F.nds ( xy y )dA ( xy y )dxdy (x y x xy ) dy ( y y )dy

  
                 

32 3 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 22 12 3 2 12 3 12 3 9 36 9



  شار  

dy y) ( )


   
2

2
2
236 36 36 4 144   

zيرا ببنديم و از قضيه ديورژانس استفاده كنيم بايد سه صفحه Sاگر بخواهيم سطح Sيتوجه داشته باشيد كه با توجه به باز بودن ناحيه   وx   
xو  ايم كم كنيم، كه را اضافه كنيم و شار را بر روي هر يك از اين سه صفحه به دست آوريم و سپس از شار كل كه از قضيه ديورژانس به دست آورده 3

باشد كه ي ميدان برداري ميهابرد. دليل ديگري كه از روش تعريف مستقيم شار حاصل را به دست آورديم، كم متغير بودن مؤلفهاين كار زمان زيادي مي
  شود.اين حل روش دوم هم ارائه مي كند. باگيري را آسان ميكار انتگرال
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xبسته نيست، چون سؤال گفته قسمتي از رويه كه بين صفحات S طور كه گفتيم سطحهمانروش دوم:   وx  توانيم از قضيه قرار دارد و لذا نمي  3
zديورژانس استفاده كنيم؛ اما اگر صفحات ،x  وx    توان از قضيه ديورژانس استفاده نمود. شود و ميرا به آن اضافه كنيم، سطح بسته مي 3

  بناميم، خواهيم داشت: Sاگر سطح جديد را
S V V V

I F.nd (divF)dv ( x )dv (x )dv
 


            1 3 2  

  كنيم. براي تعيين حدود متغيرها، داريم:براي محاسبه اين انتگرال از مختصات دكارتي استفاده مي

x , z y y , z y             2 23 4 2 2 4  
y

I (x )dzdydx (x )( y )dydx
  



 
         

23 2 4 3 2 2
2 22 2 4   

y
(x )dx ( y )dx (x )dx ( y )dx (x ) ( y ) ( )( )

    
                 

33 2 3 22 2 2
2

3 21 82 4 2 2 4 2 2 4 25 4 8 1122 3 3   

zحال بايد شار گذرنده از صفحات ،x  وx  zرا محاسبه و از مقدار به دست آمده بالا كم كنيم. در روي صفحه 3 سو، بردار قائم برون( k)


 
F.nو است z

    3 آيد. در روي صفحهمي به دستx بردار قائم ،( i )


وF.n x z z
 

   2  آيد. از طرفي در اين صفحه بايد حدودبه دست مي 2

y  وz ،را تشخيص دهيم. با توجه به محاسباتي كه براي انتگرال اوليه انجام داديمy  2 zو 2 y     خواهد بود. در نتيجه داريم: 24

y

x
I F.nds ( z )dzdy

 

  

 
    

22 4 2
1 2  

xقبل از اين كه به محاسبه اين انتگرال بپردازيم، اجازه دهيد ابتدا شار گذرنده از صفحه  iسورا محاسبه كنيم. در روي اين صفحه بردار قائم برون 3
 و 

F.n z x z
 

   2 2 y  نيز همانند قسمت قبل است. يعني داريم: z و y خواهد بود. حدود 3

x
I F.nds (z )dzdy



  

 
    

22 4 2
2 3 2 3  

   كنيم.كم مي I را به دست آورده و از مقدار I2و I1حال مجموع دو انتگرال
y y y

I I ( z )dzdy (z )dzdy ( )dzdy ( y )dy
  
  

   
               

2 2 22 4 2 4 2 4 22 2 2
1 2 2 2 2 23 3 3 4  

y
( y )dy ( y ) [( ) ] I I (I I ) ( )





                    
32 2

1 2
2 83 2 4 6 4 6 8 32 112 32 1443 3  

 
ــه 31 ــ گزين ــن رابطــه  »3«ـ ــردن اي ــا حــل ك ــهروش اول: ب ــدا مــي ي بازگشــتي، جمل ــه را پي ــدا جــواب رابطــه ي عمــومي دنبال ــيم. ابت ي بازگشــتي كن

nهمگن n na a a  1   كنيم.را پيدا مي 22
n n n n n

n nr r r r r r r r , r a c ( ) c n( ) a c c n                  1 2 2 2
1 2 1 2 1 22 2 1 2 1 1 1 1 1  

يدر بخش ناهمگن معادله، جواب ويژه 2ي بازگشتي ناهمگن، به علت وجود عدد ثابتحالا در رابطه
pna A( ) را هم بايد در نظر بگيريم. اما، با توجـه   1

بايد در جواب قسمت همگن  (n)ي) و جمله1به وجود جمله ثابت (
pna  را درn2 :ضرب كنيم

pna An 2  

  ي ناهمگن داريم:با جايگذاري اين جواب در معادله

pn n n na a a An A(n ) A(n ) A A A a n                 2 2 2 2
1 22 2 2 1 2 2 2 4 2 1  

na  چنين است: naي عموميپس جمله c c n n   2
1 2  

n) است. زيرا3تواند درست باشد، گزينه (اي كه مي، تنها گزينهnaيدر ضابطه n2يبه علت وجود جمله
n
lim a


   اما اگر بخواهيم حل را كامل كنـيم .

aاز شرايط 1 aو 1 2 n  داريم: 4
c c c c

c c a n
c c c c

     
           

1 2 1 2 2
1 2

1 2 1 2

1 1
2 4 4 2





  

  ي رفتار آن را تشخيص دهيم:ي بازگشتي داده شده چند جمله از اين دنباله را حساب كنيم تا نحوهتوانيم با استفاده از رابطهروش دوم: مي
a , a , a ( ) , a ( )         1 2 3 41 4 2 4 1 2 9 2 9 4 2 16  

naصعودي و واگراست. در ضمن naي به دست آمده معلوم است كهبا توجه به چند جمله n   توان حدس زد.را هم مي 2
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fابتدا نقاط بحراني  »3«ـ گزينه 32 (x) كنيم:را پيدا مي  f (x) sin x sin x x , ,          31 2     

fحالا مقدار (x) كنيم:بحراني و در دو سر بازه حساب مي را در نقاط  f ( ) sin t dt sin t dt


    3 32

2




   

f ( ) sin t dt

  
2 3

2
2               وf ( ) sin t dt


   3

2
  

  
fبنابراين بيشترين مقدار (x) يرا در نقطهx   آيد.به دست مي  

yتوضيح: تابع sin t sinاز نظر علامت مانند 3 t  :است، به نمودار آن توجه كنيد  
]ياگر مساحت زير منحني در فاصله , ]


2 را مثلاً باS  نشان دهيم، با توجه به حدود

fها داريم:انتگرال ( ) S  وf ( ) S  وf ( ) S  2  
  
  

 
از آنجا كه  »1«ـ گزينه 33

 (تابع حقيقي) يك عملگر برداري است، اين موارد با معني هستند؛
(تابع برداري) ،.

(تابع برداري) ،
  

Fاما نمادي مانند
  معني است. زيرا بين اين دو بردار نه علامت ضرب داخلي نوشته شده و نه ضرب خارجي.) به كار رفته است، بي1ي (كه در گزينه  

  معني هستند.هاي نوشته شده، باضربها، عبارات و حاصلدر ساير گزينه
 

  است. vو uضربتابعي حقيقي است كه حاصل uv »3«ـ گزينه 34
x y z xx yy zz(uv) (uv) i (uv) j (uv) k . (uv) (uv) (uv) (uv)        
      

xxدانيم كه:مي f(به طور كلي براي هر تابع حقيقي مانند yy zz. f f f f f    2 در اين مثال (f uv  .است  
xx  داريم: xضرب نسبت بهي مشتق دوم حاصلحالا با محاسبه xx x x xx(uv) u v u v uv  2  

  داريم: كردن عباراتكنيم. با جمعبه همين ترتيب براي ساير متغيرها، مشتق مرتبه دوم را حساب مي
xx yy zz x x y y z z xx yy zz. (uv) (u u u )v (u v u v u v ) (v v v )u ( u)v ( u).( v) ( v)u                2 22 2

     
 

axمنحني  »2«ـ گزينه 35 bxy ay c  2 yيك بيضي است كه قطرهاي آن روي خطوط 2 x وy x     قرار دارند. با برخورد دادن ايـن منحنـي و
yخطوط x  ها را به دست آوريم:ي شعاعم اندازهتوانيمي  

  x xy y
x x

y x

       


2 2
23 2 3 4

4 4 1  

)پس نقاط  , )1 )و 1 , ) 1   دو سر قطر هستند. 1
x xy y

x x
y x

        
 

2 2
23 2 3 4 28 4 2  

)پس نقاط , )
2 2

2 )و 2 , )
2 2

2   دو سر قطر هستند. 2
    1 1   شعاع بزرگتر2

    
1 1 12   شعاع كوچكتر2

      2 1   مساحت2
  
  

 
axeكنيم كه انتگرالابتدا يادآوري مي  »4«ـ گزينه 36 cos bx dx است مطابق متن گير بودن آن بهتر شود اما، به علت وقتبه روش جزء به جزء حل مي

  كتاب، فرمول زير را به خاطر داشته باشيد:
ax

ax e
e sin bx dx (a sin bx bcosbx)

a b
 

 2 و                      2
ax

ax e
e cos bx dx (a cosbx bsin bx)

a b
 

 2 2  

y

x
2

3

2



SS
2



SS



2 2
( , )

2 2


(1,1)

y

x
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  پردازيم.اكنون به حل انتگرال دوگانه مي
گيـري  ي انتگـرال كند. در ضـمن ناحيـه  تغييري ايجاد نمي xبه  yو yبه xدر تابع زير انتگرال تبديل

yنسبت به خط x ي پاييني را كه زير خطتوانيم مقدار انتگرال روي نيمهتقارن دارد، پس ميy x 
  برابر كنيم. 2حساب كرده و قرار دارد، 

R R
f (x , y)dydx f (x , y)dydx  1

2  
  

uكنيمتر شدن اين تابع فرض ميبراي ساده x y  وv x y  عبارت زير انتگرال به صـورت .ue cos v   شـود. ژاكـوبين دسـتگاه جديـد را     نوشـته مـي

  كنيم:حساب مي
x y

xy uv
x y xy

u u
J J

v v | J |
      


1 1 1 121 1 2  

  كنيم.پيدا مي uovي مرزها را در دستگاهحالا معادله
  مرزهاي قديمي  مرزهاي جديد

y x v     
y (u x , v x) v u       
x u y , v y) v u

  
         2 2 2  

  آيد:ابل به دست ميشكل مق uovيپس در صفحه
u uu u u

D
I e cos v( dvdu) ( e cos v( dvdu) e cos v( dvdu)


 
      2

2

1 1 12 22 2 2  
  

u
u u u

sin u

e e
e sin udu e sin( u)du e sinudu (sin u cosu) |

  



         2

2

1
2 2   

vبا ترتيب Dتوضيح: توجه داشته باشيد كه نوشتن حدود انتگرال روي u
v

I e cos vdudv



  2


  تـر شـدن   ايرادي ندارد، امـا كمـك زيـادي بـه سـاده      

  كند.مسأله نمي
 

  كنيم.  را در مبدأ حساب مي yو yكنيم. در روش اول طبق معمول هميشه مقاديرسؤال را به دو روش حل مي  »3«ينه ـ گز37
x  روش اول:  y x y x y y      4 4 3 3 2 2   

x  گيري از طرفين داريم:با مشتق y y x y y x yy y         3 3 2 24 4 3 3 2 2   
x  گيري دوباره خواهيم داشت:قبا مشت y y y y y x yy y y y y y yy y                  2 2 3 212 12 4 6 6 3 2 2 2   

yبا جايگذاري   ،x   ي قبل داريم:دو معادله  y y

y y

    
         2 2
  
  

  

|  كنيم:حالا از فرمول انحناء استفاده مي y | | |

[ (y ) ] ( )

 
   

 
3 3

2 2 2

2 2
1 1 

  

پس شعاع انحناء،  

1 1

  است. 2
ي كمتـرين درجـه؛ در نزديـك مبـدأ     گـذرد و بـا اسـتفاده از قاعـده    كنيم. اين منحني از مبـدأ مـي  شرايط استفاده از فرمول نيوتن را بررسي ميروش دوم: 

yداريم   دهد محوركه نشان ميxتوانيم از فرمول نيوتن استفاده كنيم:نحني مماس است. پس ميها بر اين م  
x x

x x
lim lim

y y 
    

2 2
22 

  
  كنيم:، مقدار اين حد را تعيين ميyي منحني برگيريم.) با تقسيم طرفين معادله(البته اگر مقدار حد منفي شد، قدرمطلق آن را در نظر مي

x x x
( )x y ( )x y ( ) y

y y y
      

2 2 22 3 2 1   

xوقتي   كند داريمميل ميy   وx

y
 

2
)  در نتيجه: 2 ) ( ) ( )                  

12 2 2 1 2 1 2        

ي قدرمطلق اين عدد، شعاع انحنا برابر باالبته با محاسبه 
1
  خواهد بود. 2

 
  

y

x

y x

2



2



2R

1R

v

u

2



2



v u

D



u v  
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تر آن خواهد بود. اما حل كامل 2مطابق متن درس، مقدار انتگرال اين ميدان برداري روي هر مسير بسته همواري كه شامل مبدأ باشد،  »3«زينه ـ گ38
  چنين است: 

xميدان y
F i j

x y x y
 

 2 2 2 2
  .پايستار است  

ي واحــد داريــم: هــر مســير بســته و همــواري كــه شــامل مبــدأ باشــد در نظــر بگيــريم. روي دايــره  Cتــوانيم بــه جــاي منحنــيپــس مــي   2 ،
y sin ،x cos ي. با جايگذاري اين عبارات و محاسبهdx وdy :داريم  

cos cos sin ( sin ) cos sin
I d d d

cos sin cos sin

         
       

     
2 22 2 2

2 2 2 2 2
  

  

 
zبا جايگذاري  »1«ـ گزينه 39 x iy  داريمz x iy  :در نتيجه  

(x iy) x iy x x
Re( ) Re( )

z x iy (x iy)(x iy) z zx y x y x y

 
        

     2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1  

x  با جايگذاري در نامساوي داده شده داريم: x
x x y

x y x y
      

 
2 2

2 2 2 21 2 1  

xمنحني y x 2 )اي به مركزدايره 2 , )
1
2   1يعني شعاع 1و قطر

xياست. نامعادله 2 x y 2 دهـد. بـراي اطمينـان    خارج از اين دايره را نشـان مـي   2

x  ي دايره را ايجاد كنيم:توانيم فرم استاندارد معادلهبيشتر مي y x (x ) y      2 2 2 21 1
2 4  

  
شوند ثابت هستند و صفر نمي x3و ضريب y3كه ضريبخواهيم (البته با توجه به آناز صورت سؤال معلوم است كه مجانب مايل را مي  »2«ـ گزينه 40

  ).شويم اين منحني مجانب افقي و قائم نداردمتوجه مي
yفرض كنيم مجانب مايل خط ax b  :باشد. پس داريم  

x
b lim (y ax)


 ،

x

y
a lim

x
  

yكنيم مقدار حدسعي مي x3با تقسيم جملات بر

x
  را به دست آوريم: 

x x

y y y y a
x y xy ( ) lim [ ( ) ] lim ( ) a a a

x x xx x 
                


3 3 3 3 3 3

2 2
6 1 66 1 1 6 1 1 1  

yكنيم. فرض كنيمحالا عرض از مبدأ را حساب مي x b   ي مجانب مايل باشد.معادله  
xدر اين صورت بايد وقتي  كند داشته باشيمميل ميy ~ x b  :با جايگذاري در معادله داريم  

x ( x b) x( x b) bx b x b x bx , (x )          3 3 2 2 3 26 3 3 6 6   
xوقتي  ماند؛ پس داريم:اش باقي مياي، بزرگترين درجهكند، از هر چند جملهميل ميbx x 2 23 bدر نتيجه 6  3 bپس 6  2.  

  
xاز تغيير متغير  »1«ـ گزينه 41 tg  كنيم.استفاده مي  dx ( tg )d , x , x


           21 1 4   

d cos d ( cos )d
sec

  
        

  24 4 42
1 1 1 22  

dx ( tg )
d d

( x ) ( tg ) tg

  
   

      
21 4 42 2 2 2 2

1 1
1 1 1  

  

sin
( ) | ( )


  

    
41 2 1 1 2

2 2 2 4 2 8
  

  
aي بزرگتر برابر است باگيريم. طول قاعدهذوزنقه داده شده را به اين صورت در نظر مي  »2«ـ گزينه 42 b cos 2  و

  است. در نتيجه: bsinارتفاع آن
 S (a a bcos ) bsin K ( )*      

1   مساحت ذوزنقه 22
 P a b a b cos a b cos b ( )**        2 2 2 2   محيط ذوزنقه 2

)از رابطه K  داريم: *(
a b cos

bsin
  


22 2  

)با جايگذاري رابطه فوق در رابطه K                                   داريم:                                                                    **(
P b

bsin
 


2 2  

    دهيم:مشتق گرفته و مساوي صفر قرار مي bينه از رابطه فوق نسبت به ثابت هستند. براي داشتن ذوزنقه با محيط كم و kتوجه كنيد كه

  dP K K
b sin K b

db sinb sin
         


2

2
2 2   
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هايي كه در يك صفحه قرار داشته باشند، داراي تابي برابر با صفر هستند. در اين سؤال هم با توجه به اينكه متحرك بر روي صـفحه  منحني  »1«ـ گزينه 43
  ) صحيح است.1ي (گونه تابي نخواهد داشت و گزينهبراين هيچكند بناثابت حركت مي

 
    »4«ـ گزينه 44

Sخواهيمدقت كنيد ميروش اول:  MN
1
هاي صورت با توجه به داده مينيمم باشد. MNمينيمم باشد، يعني 2

  كنيم:خواهيم ابتدا شيب خط را حساب ميكند، ميوصل ميرا به هم  Nو Mه ي خط كه دو نقطسؤال معادله

  N N

M M


  





  شيب خط 

NNبنابراين داريم:                N y x
y (x M) y x N

M M N M
          1 ´Ãº¨Â¶ ´Ãv£U oM Hn¸Ã oŠ   

)يچون خط از تقطه , )2   كند، لذا داريم:عبور مي 1
M N

 
2 1 1   

و عددچون مجموع د
N

و 1
M

ها يعنيماكزيمم است، پس حاصل ضرب آن 2
MN

  وقتي ماكزيمم است كه دو عدد با هم برابر شود. 2

N , M
M N N N

      
2 1 1 1 1 2 4  

  نمودار خط موردنظر به صورت زير است:  روش دوم:
x y

( )*

2
   مساحت:OCD  

y m(x ), m
x x


    

 
1 11 2 2 2 

  معادله خط:CD  

y (x ) x y ( ) y
x x x

           
  
1 1 21 2 1 2 12 2 2 
  

   

x x
y ( )**

x x

 
 

 
2 2

2 2
 


 

  

)با جايگذاري رابطه )در **( x  آيد:مساحت مستطيل به اين صورت به دست مي *(
S

x




2

2 4



  

x  براي داشتن مساحت مينيمم بايد: ( x ) x
S x x x x x x (x )

( x )

              


2
2 2 2

2
2 2 4 2 4 8 2 2 8 2 4

2 4
  

     


      

x m     

1 14 2 4 2  

y  بنابراين معادله خط موردنظر برابر است با: x
y (x ) y x          

1 11 2 2 12 2 2 4  

)ياند! مختصات نقطهطور ناشيانه طرح شدهها بهگزينه روش سوم: , )2   كند!!) صدق مي4در گزينه ( فقط 1
 

  دو خط داده شده متنافر هستند، بنابراين بردار نرمال صفحه موردنظر برابر است با حاصلضرب خارجي بردارهاي هادي دو خط، لذا:  »4«ـ گزينه 45
x

L : y t u ( , , )

z t


     
   

1 1

1
1 1 1
1

   

x z
x z x z

L : u ( , , )
y y

y

                 
2 2

12 2 2 2 2 12 12 2 2

   

    بنابراين بردار نرمال صفحه برابر است با:
i j k

n u u ( , , )    


1 2 1 1 1 2 2
2 1

  

   


  

x  بنابراين معادله صفحه برابر است با: y z d  2 2  
pياز نقطه L1خط ( , , )1 1 1 pياز نقطه L2و خط 1 ( , , )2 2 1 ه فوق داراي فاصله مساوي از دو خط باشد بايد فاصـله آن از  كند. براي اينكه صفحعبور مي

  داريم: لذا: pيروي دو خط يكسان باشد، با يادآوري فرمول فاصله يك صفحه از نقطه p2و p1دو نقطه

O

 دهيمدر معادله قرار مي

y

x
M

N

0
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| ax by cz d |
, u (a, b,c)

a b c

  
 

 2 2 2
    فحه از نقطهفاصله صp  

  

   | ( ) | ( ) ( ) d | | d |      
 

 
1 1 2 1 2 1 1

31 4 4
  p1فاصه صفحه از نقطه 

| ( ) ( ) ( ) d | | d |      
 

 
1 2 2 2 1 6

31 4 4
 فاصله صفحه از نقطهp2  

  از تساوي دو عبارت فوق داريم:
d d . .

| d | | d |
d ( d)

d ( d) d d d

  
         

          

1 61 6 1 6 73 3 1 6 1 6 2

¡ —
  

x  معادله صفحه برابر است با: بنابراين y z   
7 632 2 2 18  

 

    »2«ـ گزينه 46
x x Ln Lne e e e

sinh x sinh Ln
   

     
3 3

13 8 4332 2 2 6 3     

)cos    با جايگذاري اين مقدار در رابطه داده شده داريم: sinh Ln ) cos( ) cos( ) cos( )
 

        
4 13 3 3 3 2  

 

هاي دو صفحه بدسـت  ي فصل مشترك از حاصلضرب خارجي بردار نرمالآوريم. بردار هادابتدا معادله فصل مشترك دو صفحه را بدست مي  »4«ـ گزينه 47

  آيد:مي
i j k

u n n ( , , ) u ( , , )          


1 2 2 1 4 5 1 5 5 1 2 1
1 2 3

  

    

zبراي بدست آوردن يك نقطه از خط كافيست    قرار داده و از روابط مربوط به دو صفحه دو مختصه ديگرx  وy :را بدست آوريم  
x y

p ( , , )
x y

 
    

2 16 6 42 2    

x  ي خطي كه فصل مشترك دو صفحه است، چنين خواهد بود: بنابراين معادله y z  
 

6 4
1 2 1

  

|  ) از اين خط برابر است با:                                            4و 1و  - 2فاصله نقطه ( p p u |
d

| u |


 1 
 
  

| ( , , ) ( , , ) | ( , , ) |
p p ( , , ) ( , , ) , u ( , , ) d

  
          

 
1

2 3 2 1 2 1 1 1 2 16 4 4 1 2 2 3 2 1 2 1
1 4 1 6 6 3

   

  
  هاي لگاريتم؛ خواهيم ديد كه اين سري يك سري تلسكوپي است:كردن جملات و استفاده از ويژگيبا مرتب  »4«ـ گزينه 48

n nA A

n(n ) n n
Ln( ) Ln(n) Ln(n ) Ln(n ) Ln(n) Ln(n ) Ln(n ) Ln(n ) Ln( ) Ln( )

n n(n )


 
             

 
1

2
2 12 2 1 1 2 1 1 21  

 

  كنيم:ي مقدار سري تلسكوپي استفاده ميحالا از فرمول محاسبه

حاصل سري  n n n
n nn

n
A A A lim A Ln( ) lim Ln( ) Ln( ) Ln( ) Ln( )

n



 
 


        

 1 1 1
1

1 1 1 112 2 2 2  

 
    »1«ـ گزينه 49

p(x)ايچند جملهروش اول:  x x  13 37 داراي درجه فرد است. بـه همـين دليـل    5
x
lim p(x)


و 
x
lim p(x)


العلامـه هسـتند. بنـابراين    مختلـف  
p(x) تـوانيم دو عـدد پيـدا كنـيم كـه     تر مـي حداقل يك ريشه حقيقي دارد. به بيان دقيقp(x) هـا تغييـر علامـت داده باشـد. مـثلاً     در آنp( )  1 3  

)pو )   5  از طرفيp (x) x x  12 213 pداريم xپس براي هر 21 (x)   شـويم كـه  تر متوجـه مـي  و با دقت بيشp (x)  فقـط درx   
xمقدار صفر دارد و براي هر   داريمp (x)  بنابراين .p(x) تيجـه  توان نتابعي اكيداً صعودي است. هر تابع اكيداً صعودي حداكثر يك ريشه دارد. مي

)pهاييك و فقط يك ريشه حقيقي دارد. در پايان با مقايسه علامت p(x)گرفت كه ) وp( ) وp( )   شـويم كـه  متوجـه مـيp( )   وp( )   
xيدر ناحيه p(x)يبنابراين تنها ريشه   .قرار دارد  


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kيـا  kثبـت هاي مبناميم تعداد ريشه kوقتي در فرم استاندارد مرتب شده باشد را p(x)ها در ضرائباگر تعداد تغيير علامت روش دوم: 2  يـاk  4  ...
p(x)است. در اين مثال داريم x x  13 37 )پس ضرائب عبارتند از 5 ، ، )  1 7 kبار تغيير علامت داريم:فقط يك 5 1  هـاي  تعداد ريشـه است پس

  مثبت برابر است با يك ريشه.
)pهمين استدلال را براي x) شود.هاي منفي معلوم ميگيريم تعداد ريشهكار ميبهp( x) x x    13 37 )دنباله ضرائب 5 ، ، )  1 7 است. تغيير  5

  علامت نداريم پس ريشه منفي وجود ندارد.
 

Aفرض كنيم  »1 «ـ گزينه 50 ( , , , ) 1 1 1


 وB ( , , , n) 1 2


 و :زاويه بين اين بردارها باشد. داريم  

n(n )A.B n
cos( )

| A || B | n(n )( n )n n

   
   

      2 2 2 2 2 2

1 11 2 3 2
1 2 11 1 1 1 2
6

 
 

 
 

nهرگاه  ترين درجه داريم:، با استفاده از قانون بزرگ  
n n n

n(n) n
lim cos( ) lim lim

n(n)( n)
n n

  
    

2

2

1 1 1
32 2 2

1 22 2
36 6

 

  بنابراين:
n
lim arccos( )



  

3
2 6  

 

  بتواند سه ريشه متمايز داشته باشد لازم است. 3كه يك تابع درجه براي آن  »3«ـ گزينه 51
  العلامه باشند. مختلف fمقادير ماكسيمم و مينيمم نسبي

  
fرا بيابيم:             fهاي نسبيابتدا محل اكسترمم (x) x x x(x )     23 6 3 2   

xپس   وx  fهستند. fطول نقاط بحراني 2 ( ) k وf ( ) k 2 fشيمبايد داشته با 4 ( )f ( ) 2  پسk(k ) 4 .  
kاگر  kشوند. اگرها مثبت ميباشد هر دوي آن 4   شـوند. امـا بـراي   ها منفي مـي باشد هر دوي آنk  4  مقـاديرf ( ) وf ( العلامـه  مختلـف  2(

  خواهند بود.
 

yهاي داده شـده، خـط  با توجه به حدود انتگرال » 3«ـ گزينه 52 x منحنـي ،y x را  3
xكنيم. محل برخورد اين دو نمودار دررسم مي   وx 1 وx  1   قرار دارند. در اولـين

xانتگرال داريم 1 و حدودy از پايين به بالا به صورتy x yو 3 x انـد.  داده شده
xناميم. در انتگـرال دوم داريـم  مي R1اين ناحيه را 2 yبـه صـورت   yو حـدود  8 x 

yو    ناميم.مي R2اند كه ما اين ناحيه رانوشته شده 8
Rكنيمفرض مي حالا R R 1 2    باشـد. بـا ترتيـبdxdy    نويسـيم.  حـدود انتگـرال را مـي

yكمترين و بيشترين مقدار به صورت 1 وy  آيند. بـا حركـت از چـپ بـه     به دست مي 8
xبينيم كهراست؛ مي y y(يعني همان 3 x x) مرز ورودي و3 y .مرز خروجي است  

y

y
I f (x , y)dx dy  3

8
1  

 
  دهيم:نشان مي gو fرا با هاي داده شدهبردار نرمال صفحه مماس بر هر رويه، در هر نقطه از آن، برابر است با گراديان آن رويه. رويه » 1«ـ گزينه 53

f x (y ) z f ( x , (y ), z)         2 2 21 1 2 2 1 2


  
g (x c) y z g ( (x C), y, z)         2 2 2 3 2 2 2


  

  كه صفحات مماس بر دو رويه، بر هم عمود باشند، شرط لازم و كافي آن است كه بردارهاي گراديان بر هم عمود باشند يعني:براي آن
f . g x(x C) y(y ) z [x y z Cx y] x y z y Cx ( )                   2 2 2 2 2 2 24 4 1 4 4 1
 

    
x)يكنيم كه نقطهاكنون به اين مطلب دقت مي , y,z) ايمحل تلاقي رويهf وg است. از معادلاتf وg :داريم  

f : x y z y

y : x y z Cx C

   


     

2 2 2

2 2 2 2
2

2 3
  

x  ) داريم:1ي (و از معادله y z y Cx   2 2 2  
y  رسيم:رو ميهاي روبهبنابراين به تساوي Cx C y Cx    22 2 3  

)ها داريماز اين تساوي y y Cx y Cx)   2 :در نتيجه  Cx C Cx C C       2 22 3 2 3 3  
 

  
      

xx

2R

1R

3y x

y

x

y x

21

1

8
y 8

8
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يداد زاويهبرداري كه در امت » 3«ـ گزينه 54
 

2
  شود:قرار دارد و يكه هم هست به اين صورت نوشته مي 3

A cos i sin j A cos( )i sin( ) j i j
 

         
2 2 1 3
3 3 2 2

        
)يرا هم در نقطه fبردار گراديان , )1 xy  كنيم:تعيين مي 1 xyf ( ye , xe ) (e, e) f ei ej          

    

A  سوئي در اين جهت برابر است با: بنابراين مشتق

e ef .A
D f e( )

| A |

 
    

1 3
12 2 1 31 2



  

 
z)ياز معادله » 4«گزينه  ـ55 ) z  5 51  معلوم است كه(z ) z  5 |. پس:51 z | | z |  5 51 .  

zبا فرض x iy  :خواهيم داشت  
| z | | z | (x ) y x y (x ) y x y (x ) x              2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1  

x x x x x         2 2 12 1 2 1 2  

xهاي اين معادله روي خطبي جواپس همه  
1
  قرار دارند. 2

 
  ي مماس با بردار هادي خط داده شده موازي است:ي مماس بر خط داده شده عمود است، پس بردار نرمال صفحهاز آنجا كه صفحه » 3«گزينه  ـ56

xي مماسفحهبردار نرمال ص y zz x y f (x , y , z) x y z n (f , f , f ) ( x y , x y , ) :       3 2 3 2 2 2 33 2 1  
aبردار هادي خط:  ( , , ) 3 4 1  

aچون
 باn

  :موازي است، پس داريم  x y x y 
 



2 2 33 2 1
3 4 1  

x y , x y x y , x y y , x y
x


            2 2 3 2 2 3 2 2

3
1 21 1 1 2 12  

x ( ) x x
x x


          2 2 4 4

3 4
2 41 1 4 4 2  

if x y
( )

( , ) , ( , )

if x y
( )

  
   

  
      

3

3

2 22 22 2 22 22 22 22 22

  

 
  با توجه به خاصيت خطي بودن انتگرال داريم: » 1«گزينه  ـ57

(f (x) xf (x))dx f (x)dx xf (x)dx f (x) xf (x)dx f ( ) f ( ) xf (x)dx                
11 1 1 1 11
    

  

xfيبراي محاسبه (x)dx
1


  كنيم:گيري جزء به جزء استفاده مياز انتگرال 
x u du dx

xf (x)dx xf (x) f (x) dx xf (x) f (x)
f (x)dx dv v f (x)

              
   

xf (x)dx xf (x) f (x) f ( ) f ( ) ( f ( )) f ( ) (f ( ) f ( ))           
11 1 1 1 1


    

(f (x) xf (x))dx f ( ) f ( ) f ( ) (f ( ) f ( )) (f ( ) f ( )) f ( ) f ( )                
11 1 1 1 2 1 1 1 1 1


     
 

sin  نويسيم:تابع زير انتگرال را به اين صورت مي » 3«گزينه  ـ58 x sin x
tg x sec x sec x

cos x cos x cos x cos x
   

3 3 3 2 2
5 3 2 2

1 1  

secكنيم كهحالا از اين مطلب استفاده مي x2 ِمشتقtgx است. همچنينsec x tg x 2 21:  
(u tgx ,du sec x dx) tg x( tg x)sec x dx (tg x tg x)sec x dx (u u )du         2 3 2 2 3 5 2 3 51  

u u
c tg x tg x c     

4 6
4 61 1

4 6 4 6  

I  با جايگذاري حدود انتگرال معين داريم: [ tg x tg x]



    
44 61 1 1 1 5

4 6 4 6 12
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دانـيم كـه  مي » 2«گزينه  ـ59
n

n z
z z z

z


    



1
2 11 1 از طرفـي ،

i
iz e z e cos isin


      

2
5 25 2 2 ، در نتيجـه بـا بازنويسـي    1

z  اريم:عبارت داده شده به صورت مقابل د z
( z z z z ) z ( z z z z ) z z ( ) z

z z

 
            

 

5 5
2 3 4 4 2 3 4 9 4 91 11 4 1 5 4 51 1  

i i
( )i

z ( ) z z ( )z z e e e
z z

  
 

        
 

8 3 3
4 5 4 4 4 5 5 51 1 1 14 5 5 1 5 5 5 51 1  

ieتوجه كنيد كه cos( ) i sin( )      1 .است  
 

  ي ديورژانس داريم:استفاده از قضيهيك سطح بسته است. با  Sتمام سطح اطراف يك ناحيه است. بنابراين Sمطابق با صورت سؤال » 1«گزينه  ـ60
F F i F j F k  1 2 3

    

S T T T

F F F
I F.n d divFdv ( )dv ( x z) dv

x y z

  
        

     1 2 3 2 2 8
   

I  كنيم:اي حل ميانتگرال را در دستگاه استوانه ( r cos z) rdr d dz


     
2 2 2 2 2 8
  

  

( cos z)d dz ( z)dz ( z z ) ( )


                  
22 2 2 216 4 16 2 4 16 2 4 8 2 8 32 83   

   

  

          آشنا تبديل كنيم:       هاي مبهم كنيم حد داده شده را به فرمابتدا سعي مي  »1«گزينه ـ 61
n

n n n
nn n

n n
lim lim ( ) n

n(n )



 




1
1

22
  

  تشكيل شده است. براي محاسبه هر يك از اين حدود داريم:  و 1حد فوق از دو صورت مبهم 

n n

n
lim n( ) lim n( )

n n n

n

n n
n n n

n
L lim ( ) e e e

n L L L e

Lnn
L lim n LnL lim Lnn lim L

n

 




 
 

  


   
    


       


21 22 21 2
1 21 1

2 2 2

2

1
 

 

   كنيم. سپس داريم:    ظر را به صورت سيگما بازنويسي ميابتدا مجموع مورد ن  »4«ـ گزينه 62
n n

n nk k

S lim lim ( )
kn k n
n

  
 

 
 1 1 1

1 
   

kشود، حد فوق يك مجموع ريمان است كه با تعريفگونه كه ملاحظه ميهمان
f ( )

kn
n




1
1

S  خواهيم داشت:  dx Ln( x) Ln
x

   


1 11 1 21 
  

  
  نويسيم:را مي 3حداكثر  xارزي در صورت، فقط جملات داراي توان است، در هنگام استفاده از هم x3با توجه به اين كه مخرج»  2«ـ گزينه 63

x x x

( x)
( x ) ax bx (b )x (a )xsin x ax bx !L lim lim lim

x x x  

      
  

3 3 33

3 3 3

3 93 33 3 2
  

  
a        در صورت صفر باشد، يعني: xكه حد فوق موجود باشد، بايد ضريب براي آن a    3 3  

b)حد داده شده برابر است بادر اين حالت  )
9
b   كه طبق گفته سؤال برابر صفر است. پس: 2 

9
2   

 
Bبردار نرمال صفحه بوسان، همان بردار  »4«ـ گزينه 64


R( بردار دوم) است كه اين بردار موازي  (t) R (t) 

 
  است. در نتيجه داريم:  

( , , )t t

tt t

tt t

R(t) (e ,e , t) t

R (t) (e , e , ) R ( ) ( , , )
R ( ) R ( ) ( , , )

R (t) (e ,e , ) R ( ) ( , , )







  

           
     

11

1 1 1 1 1 1 2
1 1










 
 
  

  

   

  ) داراي بردار نرمال موازي اين بردار است.4ها فقط گزينه (در بين گزينه
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

  كه در معادله بازگشتي داده شده همه ضرايب عدد ثابت است، بهتر است از تشكيل معادله مشخصه استفاده كنيم:با توجه به اين»  1«گزينه  - 65
n n

n n n nx x x , x c ( ) c ( ) 
   

               2
2 1 1 2 1 2

1 1 1 3 1 3 1 3 1 3
2 2 2 2 2 2   

x c c , x c ( ) c ( )
 

     1 2 1 1 2
1 3 1 3

2 2    
هاي معادله، چونبا توجه به ريشه 1 cاست، در صورتي كه 1 1                      :دنباله واگرا خواهد بود. حال اگر فرض كنيم اين ضريب صفر باشد، خواهيم داشت

x c x c ( )


    2 1 2
1 3

2    
cكه اين نتيجه با فرض سؤال مغاير است. پس 1  :و دنباله واگراست، زيرا  

n n n
n n

n n
x c ( ) c ( ) lim x lim c ( )

 

  
   1 2 1

1 3 1 3 1 3
2 2 2  

cاست زيرا با فرض را بررسي كنيم. اين ضريب بزرگتر از صفرc1نهايت است ولي در مورد علامت آن بايد علامتاين حد بي 1                        :خواهيم داشت  
cx c c c c x c ( ) c ( )  

         11 2 2 1 1 1 2
1 3 1 3

2 2


     

n پس داريم:                       

n

c
L lim c ( )




 1

1
1 3

2
  

 
  كنيم:آنها از آزمون خارج قسمت استفاده مي كه جملات هر دو سري همواره مثبت هستند، براي بررسي همگراييبا توجه به اين»  3«گزينه  - 66

n
n

n

n n n

Ln
HOP nlim lim lim (Ln ) Ln

n n

  




   


2

2

2 22 1 2 2 21 1
 


  

از نظر همگرايي مانند سريAبا توجه به نتيجه اين حد، سري
n n






1

  است، يعني واگراست. 1

n n n

n( )sin
n nn n nlim lim lim

n n
n



   

 
    

3
2

3
3 3
2 23

2

1 1 11 1
16 6

1 6
 


  

از نظر همگرايي مانند سري Bبا توجه به نتيجه اين حد، سري
n

n




 3

1 2

  است، يعني همگراست. 1

 

nبراي حل اين حد از تغيير متغير»  2«گزينه  - 67
x


x  كنيم:استفاده مي 1
x x x

        

1 1 1  

n nx

n(n )

lim x ( ) lim ( n) lim
x n n  


             

2
2 2

1
1 1 121 2 3 1 2 3 2

   
 

x  » 4«گزينه  - 68 x x (x )(x ) (x )(x )(x ) x , x , x                3 2 24 4 1 4 1 2 2 1 1 2    
xهاي به دست آمده كانديداي مجانب قائم هستند. ولي صورت در همسايگيطول 1  تعريف نشده است، پس از آنجايي كه مقدار صورت تابع در دو نقطه

  قائم دارد. از طرفي: مجانب 2توان گفت كه تابع، ديگر تعريف شده و مخالف صفر است، با اطمينان مي

x x x x

x x yx x x
lim y lim lim lim

x yx x x x x   

  
           

36 6

3 2 3 3
13 1

14 4
  

  بنابراين دو مجانب افقي هم داريم.
 

  »  1«گزينه  - 69

x  گيريم:با يك سؤال بسيار جالب از كاربرد قضيه رول روبرو هستيم. ابتدا از تابع داده شده مشتق ميروش اول:  x x x
f (x) x

! ! ! !
      

2 3 4 5
1 2 3 4 5  

x  بع مشتق، حداكثر يك ريشه دارد. زيرا:كنيم كه اين تاحالا ادعا مي x x
f (x) x

! ! !
      

2 3 4
1 2 3 4   

x  پرسيد اين تساوي را چطور ثابت كنيم. خب داريم:حتماً مي x
f (x) x

! !
    

2 3
1 2 3  
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

)  كنيم كه اين تابع حداكثر يك ريشه دارد. زيرا:دوباره ادعا مي ) x
f (x) x

!
   

2
4 1 2   

زيرا نامساوي اخير بديهي است،   و ضريبx2 گرديم:بزرگتر از صفر است. حالا گام به گام به عقب برمي  
  ناميم. مي xهمواره بزرگتر از صفر است، مشتق سوم ( چون از درجه فرد است) دقيقاً يك ريشه دارد. اين ريشه را 4با توجه به اين كه مشتق مرتبه 

كه مشتق ه اينبراي مشتق دوم تابع، ادعا كرديم كه حداكثر يك ريشه دارد، زيرا تا به حال اثبات كرديم مشتق سوم تنها در يك نقطه صفر است. با توجه ب
fچهارم (كه معادل مشتق دوم تابع (x)  كنيم كه مقدارنقطه حتماً مينيمم نسبي است. حالا ثابت مياست) همواره بزرگتر از صفر است، اينf (x)  در

yاين نقطه نيز بالاي   .قرار دارد  

x f (x ) min f (x)

f (x )

x x x x
f (x ) x f (x ) f (x)

! ! ! !
  



            
2 3 4 4

1 2 3 4 4
 



   
    


  

شتق اول كه از درجه فرد است، فقط يك ريشه دارد. حالا به توان ادعا كرد كه مپس تا الان ثابت كرديم كه مشتق دوم همواره بزرگتر از صفر است. حالا مي
باشد، چون مشتق دوم همواره بزرگتر از صفر است، اين نقطه حتماً  x1رسيم. مشتق اول فقط يك ريشه دارد و با فرض اين كه اين ريشهتابع اوليه مي

yتابع در اين نقطه بالاي محوركنيم كه مقدار مينيمم نسبي است. حالا ثابت مي   .قرار دارد  

x f (x ) min f (x)

f (x )

x x x x x x
f (x ) x f (x ) f (x)

! ! ! ! ! !
 



            1 1

1

2 3 4 5 6 6
1 1 1 1 1 1

1 1 11 2 3 4 5 6 6
  


  

  اي ندارد.همواره از صفر بزرگتر است، يعني ريشه yپس تابع 
fبع، يكنوا يا غيريكنوا بودنكنيم و با استفاده از مشتق تاهاي معادله از نتيجه قضيه رول استفاده ميبراي به دست آوردن تعداد ريشه روش دوم: (x)  را

  بررسي كنيم.
x x x

f (x) x f (x) f (x)
! ! !

        
2 5 6

1 2 5 6   

fبا توجه به اين كه (x) ريشه باشد. 5تواند داراي باشد، پس حداكثر ميمي 5ي اي درجهيك چند جمله  
fهاياگر ريشه (x) راi در نظر بگيريم، پسif ( )    ي متواليباشد. اگر دو ريشهميf (x) را1 و2 :در نظر بگيريم داريم  

f ( ) f ( )
! ! f ( )f ( )

f ( ) f ( )
! !

  
      

    
        

6 6
1 1

1 1
1 26 6

2 2
2 2

6 6

6 6

 


 

   

fپس تابع (x) يبين دو ريشه1 و2 ريشه ندارد و با توجه به اين كهf ( )   وf ( )   وf (x) يبه ازاي هر ريشهi باشد. مثبت مي
fتابع (x) اكيداً يكنواست و در نتيجهf (x) ي حقيقي ندارد.ريشه  

 

n    ابتدا توجه داشته باشيد كه داده سؤال به معني اين است كه: »  3«گزينه  - 70
n

n
lim a

R 


1   

  جديد خواهيم داشت:حالا با استفاده از آزمون ريشه براي سري  
n

n nn n n nn n nn n n

n
n! n! elim a lim a lim a R eR

R nn eRn  
     


22 2 2

2
1 1  

 
  را نوشته، و مطابق داده مسأله پيش برويم: hو ارتفاع rكافيست تابع حجم و مساحت يك استوانه به شعاع»  2«گزينه  -71

V r h , S rh r A      2 22 2  
  مسأله بهينه سازي مشروط روبرو هستيم كه به راحتي با استفاده از روش ساده شده لاگرانژ داريم:در واقع الان با يك 

rr h

r h

V V rh r r
r h r h r r h r h r

S S h r r h
  

                
   

2 22 22 2 2 2 2 3 2 2 2 32 14 2 4 2 4 22 4 2 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

شود، بايد از كه انتگرال داده شده به اين حالت حل نميبا توجه به اين»  1«گزينه  - 72
گيري ناحيه انتگرالگيري كمك بگيريم. در اين حالت بهتر است تغيير ترتيب انتگرال

  را رسم كنيم:

y xy x

xy

         
    

2 11 5
1 52




  

x(x ) (x )
y

I ye dxdy ye dydx
 


     

2 2
2

2 5 5 11 1
1 1 

 

(x ) x
e y dx 

 
25 1 2

1
1 1
2 

  

(x ) (x )e (x )dx e (e )     
2 25 1 1 16

1
51 1 11 112 4 4  

 
   »2«ـ گزينه 73

 روش اول:

  Arcsinh x Ln(x x )  2 دانيم مي 1
x
lim x (sinh x Lnx Ln )


  2 1 2  

x x

x
Ln( ) Ln

xlim x (Ln(x x ) Lnx Ln ) lim

x

 


 

     

2

2 2

2

11 2
1 2 1




  

hop

x x
( )x x

xx
x x

( )x

x x
( ) ( )

x x
x x 

 


 


 
 

 
 

2 2

22
2 2

2

2 2

3 3

1
2 11

2 1
1

1 11 1

2 2
  

x
x

xx
x ( ) xx xx x ( )

xx x
x ( )x ( )( ) xx x

 


          
      

32
222 22

2

2
3

1
1

111 11 1 111
2 2 2 1 1 41 2 12 1

ÁpnH´À  

)Lnرا به صورت Lnدر اين روش، عبارت جلوي دوم:روش u)1ارزينويسيم، سپس از همميLn( u) u1  كنيم.استفاده مي  

x x x x x x x x x
Ln(x x ) Lnx Ln Ln( ) Ln( ) Ln( )

x x x x

        
       

2 2 2 22 1 2 1 1 11 2 12 2 2 2  

x x x x (x ) x

x x(x x) xx x x( x x)

     
   

   

2 2 2 2
22 2

1 1 1 1 1
2 2 41 2 1

  

xارزيدر محاسبات پاياني توجه كنيدكه از هم x2 1  ايم كه وقتياستفاده كردهx  كند، معتبر است.ميل مي  

  آيد:حالا به سادگي مقدار حد به دست مي
x
lim x ( )

x
 2

2
1 1

44
  جواب حد
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    »2«ـ گزينه 74
sinhي معكوسرا با اين فرض كه ضابطه مسألهروش اول:  x دانيم حل خواهيم كرد.را نمي  

x  طبق فرمول مشتق تابع معكوس داريم: x x x(f ) (b) , sinh x e e e e
f (a)

          


1 21 3 2 3 2 3 1   

x xe e x Ln( )
  

       
2 3 12 4 2 3 4 3 2 3 22 2  

f (x) sinh x f (x) cosh x f (a) cosh(Ln( ))      3 2  

Ln( ) Ln( ) ( )
e e

f (a) (f ) (b)
  


 

      
3 2 3 2

1
13 2 13 2 22 2 2  

sinhي معكوسضابطه روش دوم: x دانيم:را مي  

x

d xf (x) sinh x f (x) Ln(x x ) f (x)
dx x x

 


      
 

21 2 1
2

21
2 11

1
  

d d
f ( ) ( f )( )

dx dx ( )
 

 
   

 
1 1

2 31 2 3 143 3 23 2 2 3 2
  

fكار رفته در صورت سؤال ايراد علمي دارد.علامت به توضيح: ( )1 dشـود يعنـي:  يك عدد ثابت است پس مشتق آن صفر مـي  3
f ( )

dx
 1 3   البتـه .

xي مشتق و سپس جايگذاريطمينان داريم كه منظور طراح محترم محاسبها  بوده است. به همين دليل نماد صـحيح بـراي ايـن سـؤال بـه صـورت        3
df

( )( )
dx

1
f)توانستند از علامتشود. همچنين مينوشته مي 3 ) ( ) 1   استفاده كنند. 3

 

bبا تغيير متغير مناسب هر دو انتگرال را به صورت  »1«ـ گزينه 75 t
a

e dt
  نويسيم:مي 2

(x )(x )e dx e dx




  
2

25 32

4 1
3

295 33  

(x ) t tI e dx , t x , dt dx I e dt e dt




         
5 2 2 2

4 1

15
1 15




  

(x ) t tI e dx , t (x ) , dt dx I e dt I e dt



          

2
23 2 2

1 1
3

29 132 2 2
2 1 13 33 3 3




”MIU ·j¼M Z»p  

t tI I e dt ( ) e dt      
2 21 1

1 2
13 3 3 

  

 
g(n)ارزيتـوانيم از هـم  دارد. مـي  1توجه كنيد. اين جملـه عمـومي فـرم    S1ي عموميابتدا به جمله  »1«ـ گزينه 76 g(n)(f (n) )f (n) ~ e 1   در مـورد آن

n(n  استفاده كنيم: )

n

n
S ( )

n









 1
1

1

1
1  

n
n(n )( )n(n ) n nn

n n
n n n n n n

n
lim a lim ( ) lim e lim e lim a lim e

n


   

     


     



11 11 2 211
1   

nارز باتوان همرا مي S1مگرايي را دارد و در ضمنشرط لازم ه S1پس

n

e





 2

1
در نظر گرفت و اين سري به وضوح همگراست چون سري هندسي بـا قـدر    

xنسبت e
e

  2
2
1   است. 1

  كنيم:توجه مي S2اكنون به سري
n

n
n n

e
S

n ( n )(e )

 

 
  2

1 1

1  

  توانيم از آزمون انتگرال استفاده كنيم:همگراست، اما براي اثبات آن مي S2دانيم كهدر مخرج كسر و سرعت رشد آن مي neهرچند به دليل وجود
x

xe
dx [ e ]

ex

    11
22  

  هم همگراست. S2اين انتگرال همگراست پس سري
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x     »1«ـ گزينه 77
y Ln( ) Ln( x ) y L y dx

x x
         

  
1

2 222 2
1 21 1

1 1 
  

x x x ( x ) x
dx dx dx dx

( x ) ( x ) ( x ) x

   
    

      
1 1 1 12 2 4 2 2 2
2 2 2 22 2 2 2 2 2 2

4 1 2 1 11
1 1 1 1   

  

x  كنيم:ي صورت و مخرج برابر است. پس ابتدا صورت را بر مخرج تقسيم ميدر اين انتگرال، درجه x (x )
( )

x x x x

   
      

   

2 2 2
2 2 2 2
1 1 1 2 21

1 1 1 1
  

  كنيم:مي ي كسرها استفادهحالا از تجزيه
x x x

( ) ( ) dx [x Ln | x | Ln | x |] [Ln | | x] Ln
x x xx x x

  
                 

    
1112 2
2222 2 2

1 2 1 1 1 1 11 1 1 1 31 1 1 21 1 1 
  

 
gيبخشي از كره Sسطح  »3«ـ گزينه 78 : x y z  2 2 2   است. 1

  آيد:دست مي به gيِ سطح با توجه به معادلهپس المان

x y x yS A

x y
S ds z z dx dy , z , z

(x y ) (x y )

 
     

   
  2 2

2 2 2 2
1

1 1
   

A A

x y dx dy
S dx dy

(x y ) (x y ) (x y )
   

     
 

2 2

2 2 2 2 2 2
1

1 1 1
  

zييك دايره است. از برخورد صفحه xoyيبر صفحه Sيعني تصوير Aيناحيه 
2

xيشويم كه دايرهبا معادله كره متوجه مي 2 y 2 2 1
  :آيدبه دست مي 2

S ( )  2 2      ،       r dr d
S ( ( r ) ] )( ) ( )( )

r

 
         


 

2
2

2 1
2 22 2

2
1 21 2 2 2 12 21  

  

 

     »3«ـ گزينه 79
y

y

P
RQ

e
F (xy sin z) i ( x e (z)) j ( Lnz x cos z) k

z
      21

2
  

 
  

curlFبراي اين كه انتگرال كار مستقل از مسير باشد بايد 

 :باشد، يعني روابط مقابل برقرار باشد  P Q

x x
y x

 
  

 
  

y
yP R Q R e Lnz (Lnz)

cos z cos z , e (z) Lnz (z) (z) c
z x z y z z

                    
   

2

2
  

 
  كنيم:شكل محاسبه مياين ابتدا صورت كسر را به   »2«ـ گزينه 80

n n n n

k k k k

! ! n n! k k! ((k ) )k! (k )! k! k! (k )! ( ! (n )!) (n )!
   

                           
1 1 1 1

1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1  

  هاي تلسكوپي داريم:كنيم كه در مجموعيادآوري مي
n

k k n
k

f f f f


   1 1
1

  

  بنابراين خواهيم داشت:
n n

(n )! (n )!
lim lim

(n )! (n )! 

 
 

 
1 1 11 1 دمقدار ح  

  
  كنيم:ابتدا صورت و مخرج زير انتگرال را در مزدوج مخرج ضرب مي  »1«ـ گزينه 81

cosh x sinh x

tghx tghx
I dx dx (sinh x cosh x cosh x)dx [ sinh x ( cosh x)]dx

tgh x sec h x

( x cosh x sinh x) c I x sinh x sinh x c 

 
        

 

           

   
2

2
2 2

2 1 2 2
1 1

1 1 1 12 1 22 21
1 1 1 1 1 1 12 2 22 4 4 2 4 2 4

   

c c
I x sinh x sinh x c

 
     

1
1

24 1 1 1 22 2 4   
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yطول قوس منحني  »2«ـ گزينه 82 f (x) در فاصلهa x b  :برابر است با  b

a
S f (x)dx  21  

)  براي منحني داده شده داريم:   x ) xx x
f (x) S ( ) dx dx

x x x 

       
   

1 1
2 2

1 1
2 2

2 2 2
2

2 2 2
1 42 21

1 1 1
  

x x x x x x
S dx dx dx

x x x  

     
   

    
1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

4 2 2 4 2 2

2 2 2
1 2 4 2 1 1

1 1 1
  

  كنيم:ي مخرج، كسر را تفكيك ميكنيم. سپس با تجزيهي صورت و مخرج برابر است. پس ابتدا صورت را بر مخرج تقسيم ميدرجه
x x (x )

( ) ( ) ( )
(x )(x ) x x x xx x x x

   
                

        

2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 1 1 11 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1

  

x  ي خواهيم داشت:گيربا انتگرال
S [Ln | x | Ln | x | x] [Ln | | x] Ln

x 


        



1 1
2 2

1 1
2 2

11 1 2 3 11  

 

iعبارت  »3«ـ گزينه 83
| |

i




13922
5 تـأثيري در نتيجـه    يك عدد حقيقي مثبت است پـس هـيچ   3

Arg ندارد. لذا كافيست كهArg( i) 1         .را محاسبه كنيمArg( i)
 

      
31 4 4  

tgتوجه كنيد كه ( ) 
  1 1   را به آن اضافه كنيم. منفي است بايد xاست، اما چون مقدار 4

 

)ابتدا امتداد مماس بر منحني داده شده در نقطه  »1«ـ گزينه 84 , , )1 2 x  يابيم:را مي 2 y z
u ( , , ) ( , t , t )

t t t

  
  

  
31 4 8  

t)داريم Mيدر نقطه , t , t ) ( , , )  2 42 2 1 2 tپس 2 1 است. پس بردارu
 :برابر است با  u ( , , ) 1 4 8  

uدر جهت بردار fمشتق سويي تابع 
  است با:برابرf .u

| u |


 
 ابتدا گراديان تابع .f آوريم:دست ميرا به  

  xy xz
f (Ln(z y ) , , ) f (Ln , , )

z y z y
      

 
2 2

2 2 2 2
2 2 1 18 2 2

 
  

uبردار
 كنيم:اش تقسيم ميرا بر اندازه  u ( , , )

( , , )
| u |


  

 
1 4 8 1 1 4 891 16 64


  

f  كنيم: حالا بردار به دست آمده را در گراديان ضرب داخلي مي .u
(Ln , , ).( , , ) (Ln )

| u |


    

1 1 1 4 8 18 8 62 2 9 9 9 9

 
  

 
xيي كرهمعادله  »3«ـ گزينه 85 y z  2 2 2 غيرهـا بـه يكـديگر تغييـري     كند. همچنين با تبـديل هـر جفـت از مت   تغييري نمي xبه yو yبه xبا تبديل 1
  :كند. در نتيجه داريمكند. پس در تابع زيرانتگرال هم با تبديل هر جفت از متغيرها به يكديگر، مقدار انتگرال تغيير نمينمي

  
D

x y
I dv

x y z

 


  
2 2

2 2 2

1 1
2 2

1
  

xبا تبديل z :داريم  
D

z y
I dv

z y x

 


  
2 2

2 2 2

1 1
2 2

1
  

  دو رابطه خواهيم داشت:كردن اين با جمع
D D

x y z
I I dv dv (D ) I I

x y z

   
          

   
2 2 2
2 2 2

1 4 4 223 3 31
´\e  
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  بسته است با استفاده از قضيه گرين داريم: cبا توجه به اينكه منحني   »4«ـ گزينه 86

c D D D

( x y ) (x y)
I (x y)dx ( x y )dy ( )dxdy I ( )dxdy dxdy

x y

   
         

    
2 3

3 2 3 23 2 3 1 4  
  براي حل انتگرال فوق با استفاده از مختصات قطبي داريم: 

r cos   
    

1
2




      ,      x r cos

y r sin

 
  

  
cos cosr

I rdrd d ( cos ) d
     

          
2 1 2 2 2 214 4 2 12   

  

cos
( cos cos )d ( cos )d

   
           

2 22 1 22 1 2 2 1 22 
  

I ( cos cos )d ( sin sin ) I ( )
 

             
2 23 1 3 12 2 2 2 2 2 2 3 62 2 2 4 

  

 

xگـون در اين ناحيه واضح هستند. اين شكل از پايين به سهمي zحدود  »2«ـ گزينه 87 y
z




2 2

و  4

zيكره از بالا به x y  2   را به دست آوريم:   zتوانيم ابتدا انتگرال نسبت بهمحدود است. مي 25
x y

R D x y
V dv dydx

 


   

2 2

2 2
5

4

  

D

x y
V ( x y )dydx


    

2 2
2 25 4  

  آوريم.  را بدست مي xoyيير اين شكل بر صفحهيعني تصو Dكنيم. لذا ابتدا ناحيه براي حل انتگرال فوق از مختصات قطبي استفاده مي
  گون خواهيم داشت:از برخورد كره و سهمي

x y
( ) (x y )


  

2 2
2 2   D: ناحيه  254

r r
( ) r r r r         

2 4
2 2 2 4 25 5 16 84 16    

r 
     

2
2




rيدرون دايره Dناحيه   r)است. 2 )(r ) r      2 24 2 2   

r  برابر است با: Vبنابراين حجم  r
V ( r ) rdrd (r r )drd

 
          

2 2 2 22 3
2 25 54 4   

  

r
( ( r ) ) d ( ) ( )

 
             

2 3 4
2 2 21 1 1 25 2 1 5 5 5 5 43 16 3 3 3




  

 
xابتدا با فرض  »4«ـ گزينه 88 y   در معادله تابعي داده شده داريمf ( ) f ( ) f ( )        بنابراينf ( )  .  

  كنيم:اكنون با كمك معادله تابعي داده شده كسر تعريف مشتق را ايجاد مي

h h h h

f (x h) f (x) f (x) f (h) hx f (x) f (h) hx f (h)
f (x) lim lim lim lim x x

h h h h   

            
5 5 5 3 5

   
 

fياگر ضابطه توضيح: (x) ،گيري ازبا انتگرال را بخواهيمf (x) داريمf (x) x x c  253 f. حالا از آنجـا كـه  2 ( )     اسـت، بايـدc     باشـد و در

fنتيجه (x) x x  253 2.  
 

xfنقاط بحراني  »3«ـ گزينه 89 (x , y,z) e
g(xرا تحت قيد 2 , y,z) x y z   2 2 2   رانژ باشد داريم:ضريب لاگ كنيم. اگرتعيين مي 2

x
yx z

x y z

ff f xe

g g g x y z
        

2
2

2 2 2
 

 

xبنابراين يا   است وy وz دلخواه هستند و ياx   است وy z  يه. كه در اين صورت با توجه به معادلg  xبايد 2     باشد. 2
)به عبارتي نقاط بحراني عبارتند از نقاط , y,z) و( , , ) 2   .  

fكنيم:را حساب مي fمقادير بحراني ( , y,z) e 1 وf ( , , ) e  22  ترين مقدار. پس بيشf با شرطg    .e2برابر است با 2
 

r
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

xكنيم (البتهرا عددي ثابت فرض مي xبا توجه به ترتيب نوشته شده، ابتدا»  3«ـ گزينه 90 1 است) وn  دهـيم. بـراي   نهايـت ميـل مـي   را به سمت بـي
xنهايت، فقط جملاتي مهم هستند كه داراي بيشترين رشد باشند و از آنجا كهي حد در بيمحاسبه 1بنابراين جملات ،nx ورت و مخـرج بـاقي   در ص ـ

  شوند، در نتيجه:حذف مي 1و  1مانند و اعداد ثابتمي
n n

n nn nx x

x x
lim ( lim ) lim ( lim )

x x   


 

1 1

1 1
1

  

 

nIگيري جزء به جزء حاصلبه كمك انتگرال»  4«ـ گزينه 91 1 كنيم:را حساب مي  n
nI x (Lnx) dx
   2 1
1  

n n(Lnx) u du (n ) (Lnx)
x

x
x dx dv v

    

   

1

32

11

3

  

n

n n n
n

I

x (n )
I x (Lnx) dx (Lnx) x (Lnx) dx 



   

32 1 1 2
1

1
3 3 

  

nدر نتيجه
n n

x n
I (Lnx) I



 

3 1
1

1
3 n  داريم: 3، با ضرب طرفين تساوي در 3

n nI (n )I x (Lnx) 
    3 1
13 1  

 

  آوريم:ابتدا محل تقاطع دو منحني قطبي را به دست مي»  2«ـ گزينه 92

  f ( ) sin
f ( ) g( ) sin sin sin

g( ) sin

   
                 

3 13 22 2 6  

nfيخواستيم معادلهاگر ساير نقاط برخورد را مي ( ) ( ) g( n )    1 خواهيم، مطابق شكل به ي واقع در ربع اول را ميكرديم. اما چون ناحيهرا حل مي
  ساير برخوردها نيازي نداريم.

ناحيه مورد نظر در شكل مقابل رسم شده است. در اين ناحيه داريم 
  6 2.  

  ي مساحت در مختصات قطبي داريم:با توجه به فرمول محاسبه

A (( sin ) ( sin ) )d ( sin sin sin )d

 

             2 2 2 22 2

6 6

1 13 2 9 4 42 2  


cos

( sin sin )d ( ( cos ) sin )d

 

 
 

           22 2
1 26 6

2

1 18 4 4 4 1 2 4 42 2  

( sin cos ) ( ( ( ) ( ))


         2

6

1 1 3 3 3 34 2 2 4 4 2 42 2 2 2 2  

 
  است:ي محصور شده توسط آن در شكل زير نمايش داده شده و ناحيه Cمرز»  4«ـ گزينه 93

ي گـرين  هاي ساعت پيموده شده است كه عكس جهت مثلثاتي است، پـس طبـق قضـيه   در جهت عقربه Cمنحني
  داريم:

x

C
R R

Q P
I F.dr ( )dA (y y)dA ydy dx

x y

 
       

     
2 1

1 12
  

xy (x ) x
I dx ( )dx (x x)dx ( x

 
          

2 2 32 2 2 2 2
1 1 1

1 21 1 1 1 821 12 2 2 2 2 3 3  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

  ي ديورژانس داريم:را محدود كرده است. پس به كمك قضيه Tيك سطح بسته است كه ناحيه  S»  3«ـ گزينه 94

/S T T
F.nd divFdv ( )dv (T )        1 1 1 3
  ´v]´\e  

xجسم توپر بين كرة Tكه در آن y z a  2 2 2 xو استوانة 24 y a 2 2 اي گانه در مختصـات اسـتوانه  ي اين حجم از انتگرال سه. براي محاسبهاست 2
  گيريم.كمك مي

zآيند:ي كره به دست مياز معادله zحدود a x y a r      2 2 2 2 24 دهـد پـس   را تغييـر نمـي  ي كـره  معادلـه  zبـه  zالبته چون تبديل .4

zيتوانيم حجم ناحيهمي    برابر كنيم. يعني 2را حساب كرده وz a r  2 24.  
  قرار دارد. a2و aهايي اين شكل بين دو دايره با شعاعدقت كنيد كه سايه rبراي تشخيص حدود

a r a a

a a

a
V rdzdrd a r rdr d ( a r ) d ( ( a ) ) ( a ) a

a

      
                 

2 2 3 3
4 2 2 2 2 22 2 2 2 2 3 32 222 4 42 2 4 4 3 3 3 4 33 3 3   

  

بنابراين:
S

F.nd a   312 3
 .  

 
yهرچند رسم نمودارها خيلي ضروري نيست با اين حال با رسم  »2«ـ گزينه 95 cos x   و انتقـال آن يعنـيy cos(x c)   نـواحيS1 وS2   را نشـان

yهايايم. محل برخورد منحنيداده cos x وy cos(x c)  كنيم. با توجه به آن كهرا تعيين ميc


  2 هاياست، زاويهx c وx توانند به نمي

  با هم فاصله داشته باشند بنابراين داريم: 2ياندازه

  c
cos(x c) cos x x c x x c x         2 2  

xتوانيم مساحت محدود به اين دو منحني را ازحالا مي   تاc
x    :حساب كنيم 2

cc
c c

S [cos x cos(x c)]dx [sin x sin(x c)] sin( ) sin( ) sin( c)

c c c
sin sin sin c sin sin c

          

    


221 2 2

22 2 2

  

yهـاي اكنون مساحت محـدود بـه منحنـي    cos(x c)  وy    و خـطx      را بـه دسـت
  دهيم:، دو تابع را با هم برخورد ميxآوريم. براي يافتن كران ديگرمي

y cos(x c)
cos(x c) x c x c

y

   
          2 2


  

cc
S [ cos(x c)]dx [sin(x c)] sin( c) sin( ) sin( c) sin c












                

2
2

2
1 12  

c  طبق صورت سؤال داريم: c c c
S S sin sin c sin c sin sin c

 
            1 2

12 1 2 12 2 2 2 2 6 3  

 
xداريم xoyيدر ربع اول از صفحه  »1«ـ گزينه 96   وy   :در نتيجه داريم  

x y x y x yB e dydx ( e dx)( e dy) [ e ] [ e ] ( )( )
                      1 1 1
    

   

dydx  داريم: Cهمچنين براي dy dx
C ( )( ) [tg (y)] [tg (x)] ( )( )

( x )( y ) y x

         
       

      
2

1 1
2 2 2 2 2 2 41 1 1 1     

   

 

y cos(x c) 

2S 
x

y

1S

c

2
y cos(x)
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  كنيم:گيري را رسم ميابتدا ناحيه انتگرال»  1«گزينه  - 97

  كنيم:حال انتگرال داده شده را بازنويسي مي
x y x y

xy y x
D D

I e dxdy e dxdy




  
3 3 2 2

  

xو شكل تابع زير انتگرال، بهتر است از تغيير متغيرهايDبا توجه به ناحيه
u

y


2
yو 

v
x


2

استفاده كنيم. در اين صورت حدود انتگرال و ژاكوبين  
  شود:انتگرال جديد، به صورت زير محاسبه مي

(x,y) ( , )

(x,y) ( , )

x x
lim , y x u

y y

y y
lim , x y v

x x





      

      

2 2
2

2 2
2

1 1

1 1

 

 

 

 

  

x y
xy uv

x y xy

x x
u u y xy x yy

J J
v v xy | J |y xy y

xx



         


2
2 22
2 22

2

2
4 1 14 1 3 32

  

  نويسيم:حال با توجه به اين تغييرات، انتگرال را دوباره مي
x y

u v u v u v u vy x
D D

(e )
I e dxdy e dudv e dudv e du e dv e e (e )(e )


 




               
2 2

21 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 13 3 3 3 3 3     
  

  
    »3«ـ گزينه 98

مجموعي داريم كه جملات آن به فرم حد روش اول:
n k2

درجه نيسـتند ايـن حـد مجمـوع بـه صـورت       هم kو n2كه جملاتهستند. با توجه به آن 1

دانيم هر يك از جملات مجموع فوق كـوچكتر از توانيم از قضيه ساندويچ استفاده كنيم. ميريماني نيست. براي حل آن مي
n 2

1
1

و بزرگتـر از 
n n2

1 

nباشد بنابراين مجموع فوق بزرگتر ازمي

n n2
nو كوچكتر از 

n 2 1
  باشد.مي

  1 مقدار حد
n n n

n n
lim lim ( ) lim ( )

n n n n n n n  
      

    2 2 2 2 2
1 1 1 1

1 2 1
  

  است. 1بنابراين طبق قضيه ساندويچ حاصل حد خواسته شده برابر 
و تبديل به انتگرال حل كنيم، بايـد ابتـدا  اگر اصرار داشته باشيم كه اين حد مجموع را با روش ريماني  روش دوم:

n

را فـاكتور گرفتـه و از مجمـوع خـارج      1
ي جمـلات مخـرج،   ي جملات صورت هم درجه شـوند و همچنـين همـه   اي كمتر از ساير جملات دارند حذف كنيم تا همهكنيم. سپس جملاتي را كه درجه

  درجه شوند. (طبق متن درس)  هم
kتوانيميپس م

f ( )
n

fيرا تشخيص داده و ضابطه  (x) :را پيدا كنيم  
n n n n n

n n n n nk k k k k

lim lim lim lim lim
n n nkn k n k nn ( )

n n n

        
   

  
    2 2 221 1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
11

  

( )dx


 
1 1 kجواب حد1

f ( ) f (x)
n

   1 1  
 

  توان چنين نوشت: با توجه به قضيه ديورژانس، مي  »3«ـ گزينه 99
S D

F.n d divFdv
 

    
xydivF ( x tan yz) (y xz) ( z e )

x y z

  
         
  

3 2 3 1 2 6
  

( )


  
86 (حجم ناحيه163

D D
div Fdv dv (D   6 6
  

xمخروطي با ارتفاع  Dيناحيه  yيو قاعده آن دايره 2 z 2 Vلذا حجم آن از رابطه باشد و مي 24 ( )( )


  
1 84 23   آيد. بدست مي 3
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sinيابتدا با استفاده از اتحاد مربع دو جمله و همچنين رابطه  »4«ـ گزينه 001 x cos x sin x
1   نويسيم:تابع زير انتگرال را به اين شكل مي 22

sin x cos x (sin x cos x) sin x cos x sin x cos x sin x sin x
  

     
4 4 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
1 12 2 1 2 2 2 22 2

  

( )
cos xcos x sin x tg x

 
 

22 2 2
1 1 1
1 122 2 1 22 2

  

tgحالا با فرض x
u 

2
2

dxداريم 
du

cos x
 2

2
2 2

  بنابراين: 

dx tg x
I ( )( ) ( )( du) Arctg(u) c Arctg( ) c

cos x utg x
     


 2 22

1 1 2 2 2 2
1 2 2 2 22 11 22

  

 

)Ln  گيريم:ابتدا از طرفين رابطه داده شده مشتق مي  »1«ـ گزينه 011 x)
f (x)

x

 
1  

)Lnاز طرفي بسط تيلور x)1 رابر است با:ب  
n

n

n

x x x
Ln( x) x ( )

n





      

2 3
1

1
1 12 3   

fگذاري بسط فوق در رابطهبا جاي (x) :داريم  
n n

n n

n n

x x
f (x) ( ) f (x) ( )

n n

 
 

 

      
1

1 1
2

1 1
1 1  

xها كافيست كه همگرايي سري فوق را دربراي يافتن بازه همگرايي با توجه به گزينه 1 وx  1 :بررسي كنيم  
n

n

( )
x

n






  

1

2
1

11  

شرط لازم و كافي براي همگرايي سري متناوب فوق آنست كه
n n




 2

1

نزولي باشد و 1
n
lim

n
2

1       باشد و از آنجايي كه اين دو شـرط برقـرار اسـت، سـري

xفوق به ازاي 1 مگراست. به ازايهx  1 به سري
n n





 2
1

xي همگرايي سري برابر است با:كه اين سري هم همگراست. پس بازه 1  1 1  

 
  شود:حجم ناحيه موردنظر به صورت زير نوشته مي  »4«ـ گزينه 102

R

V dv   

  كنيم، لذا:اي استفاده ميراي حل از مختصات استوانهب
R

V rdz dr d   

  باشند:اي به صورت زير ميگون و مخروط در مختصات استوانهمعادلات سهمي

rz x y z r
r r r(r ) r

rz x y z r

                    

2 2
2

2 2 2
1 11


   

يك دايره است پس xoyيتصوير اين شكل بر صفحه   2 .حجم ناحيه  استR است با: برابر  
r

r

V r dz dr d


    
2 1

2 
  

  
r r r

V rz dr d (r r )dr d ( ) d V
r

   
                

2 1 1 2 3 4
2 3

2
1 1 23 4 12 6     

  

zبه صورت zهاينها، كراي رويهاز معادله توضيح: r وz r هـا كـران بـالا و كـدام     يك از آندهيم كه كدامتشخيص مي آيند، اما از كجادست ميبه 2

rتوجه كنيد: rتوانيد به حدودكار ميكران پايين است؟ براي اين 1ًاست. يك مقدار دلخواه از آن مثلاr 
1
 rاز r2را انتخاب كنيم. واضح است كـه  2

rشود. پسكوچكتر مي z r 2 .است  
 

  

گيريمازطرفين انتگرال مي 

 يافتن محل تلاقي

z

2 2z x y 

2 2z x y 

R
y

x
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

R(t)خميدگي (انحناء) خم فضايي  »2«ـ گزينه 031 x(t) i y(t) j z(t)k  
   :برابر است با  | R (t) R (t) |

| R (t) |

 
 

 3

 
  

R(t)بنابراين براي (a cos t) i (a sin t) j btk  
   :داريم  

  R (t) ( a sin t) i (a cos t) j bk    
    

  R (t) ( a cos t) i ( a sin t) j    
 

  

Rضرب خارجي
 وR

 كنيم:را حساب مي  
i j k

R R a sin t a cos t b (absin t) i (ab cos t) j a k

a cos t a sin t

      
 

2

  
   


  

|  بنابراين اندازه ضرب خارجي برابر است با: R R | a b a a b a      2 2 4 2 2 2   
Rازههمچنين اند (t)

 كنيم:را حساب مي  | R (t) | a b  2 2  

a  با جايگذاري مقادير فوق در فرمول انحناء داريم: b a a a
a a b a b a b

aa b a b(a b )


           

 

2 2
2 2 2 2 2

2 2 2 22 2 3
1 22  

R(t)منحني تذكر: (a cos t ,a sin t , bt)
 مارپيچ ارشميدس است و طبق متن درس، انحناي آنa

a b
 

2 هـاي  است. بهتر اسـت انحنـاي منحنـي    2

  معروف را به خاطر بسپاريد.
 

  آوريم:باشد را به دست ميبردار هادي خط عمود بر رويه كه برابر با بردار گراديان رويه مي  »4«ـ گزينه 104
  : u f ( (x z) , (y z) , (y z) (z x)) u (x z , y z , y z x)             2 2 2 2 2

 بردار هادي خط عمود بر رويه  
nيعني yozباشد بايد بر بردار نرمال صفحه موازي yozكه اين خط با صفحه براي آن i

 :عمود باشد، لذا  
  u .n u .n u . i x z z x       

      
zبنابراين نقاط فصل مشترك صفحه x صحيح است. 4باشد و گزينه و رويه داده شده نقاط موردنظر مسئله مي  

  
    »4«ـ گزينه 105

  ايم.قاعده جسم را در شكل نشان دادهروش اول: 

yبه ازاي هر 12اي است با قطرِ: مقطع عرضي اين شكل نيم دايرهx y 12  دايـره برابـر   . پس مساحت ايـن نـيم

yاست با
S(y) ( )

 
 212

2   :. بنابراين خواهيم داشت2

y
V s(y)dy ( ) dy ( ( )y y )dy ( y y y ) ( )

    
              

12 12 12 3
2 2 2 2 2 3 3 31212 1 1212 2 12 12 12 12 12 722 2 8 8 3 8 3   

  

هـاي  تري حل كنيم. مطابق شكل فرض كنيـد طـول هـر كـدام از سـاق     توانيم مسأله را در حالت كلي(حل حالت كلي با دو فرمول مختلف:) مي روش دوم:
a)ي خطي كه ازباشد. معادله aمثلث، , ) و( ,a) گذرد به صورتميx y a  .است  

  حل كنيم. yيا برحسب متغير xتوانيم مسأله را برحسب متغيرحال مي
xيدر هر نقطه فرمول اول: a  اي بـه قطـر  دايـره گيريم، طبق صورت سؤال نيمر نظر مييك برش عرضي مطابق شكل زير دy    آيـد.  بـه دسـت مـي  

  ايم)ي شكل را رسم كرده(دقت كنيد كه ما فقط قاعده
  

aa ay
S(x) ( ) (a x) V S(x)dx (a x) dx (a x) | a

  
             2 2 2 3 31 1

2 2 8 8 24 24 
  

  
yيدر هر نقطه فرمول دوم: a  اي به قطردايرهگيريم. طبق صورت سؤال نيمييك برش طولي مطابق شكل زير درنظر مx :خواهيم داشت  

  a ax a y
S(y) ( ) ( ) (a y) V S(y)dy (a y) dy

  
          2 2 2 21 1

2 2 2 2 8 8 
  

  a
V (a y) | a

 
    3 3

24 24
  

aدر اين مثال 12 است پسV  72 آيد.به دست مي  
 

 

 

y 12 x 

y

12

12

x

y

(x,y)

y




a

a

y

x

(x,y)


x

a

a

y

x
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yروي خط  »3«ـ گزينه 106 x داريم 3
  xو روي خط 3

y 
3

داريم 
  6.  

xشرط y  2 21 rرا به صورت rهاينيز كران 4 1 معين كرده است. بنـابراين انتگـرال داده شـده را در    2
  كنيم.مختصات قطبي به اين شكل حل مي

 
 

R R

y r
arctan( )dxdy r dr d r dr d ( ) d d ( )

x

  

  


  

                
     

23 3 3

1
6 6 6

2 2 2 2
22 3 3 33

12 2 4 4 9 36 16
6

 

 
  ايم.را در شكل مقابل نشان داده Dناحيه  »3«ـ گزينه 107
  شوند:هاي برخورد دو منحني به سادگي مشخص ميمحل

( x x x x )      2 2 22 1 1  

xداريم: Dدر تمام ناحيه  1 yو اگر از پايين به بالا حركت كنيم 1 x yمرز ورودي و 2 x    مرز  22
xخروجي است، پس  y x  2 22.  

  گيري صرف نظر كنيم داريم:دن ناحيه انتگرالاگر از نصف كر
x

xD

( x x ) (x )
xydydx xydydx x( )dx






      

21 2 1

2 11

2 2 2 222 2 2 2 2  

  جا كه تابع انتگرالده تابعي فرد است و باندها قرينه يكديگرند مقدار انتگرال صفر است.از آن
fتابع روش كوتاه: (x , y) xy   ها تقارن دارد پس داريم:yنسبت به محور Dنسبت به هر دو متغير فرد است. ناحيه 2

D

f (x , y)dydx    

  منفي است. Dمثبت و در نيمه سمت چپ Dدر نيمه راستf در واقع مقدار
  

   » 4«ـ گزينه 108

fبسط مك لورن :روش اول (x) نويسيم. ضريبرا ميnx در بسط مك لورنf (x) برابر با
(n)f ( )

n!

 .است  
n n n

x x x x x
f (x) e (c c x c x ) ( x )(c c x c x )

! (n )! (n )! n!

 
            

 

2 2 1
2 2

1 2 1 21 2 2 1    

  آيد:وجود ميبه nxهاتا از آن شوند، فقط در سهوقتي جملات دو پرانتز در هم ضرب مي
n n n

nc ccx x x
c c x c x ( )x

n! (n )! (n )! n! (n )! (n )!

 
     

   

1 2
2 1 2

1 21 2 1 2


جملات شاملnx  

  در نتيجه داريم:
(n)

(n)c ccf ( )
f ( ) c c n c n(n )

n! n! (n )! (n )!
       

 
1 2

1 2 11 2



   

fامُ nي مشتقِنيتز براي محاسبهي لايببا استفاده از قاعدهروش دوم:  uv :داريم  
n

(i) (n i)(n)

i

n
f (x) u v

i




 
  

 



  

fكار بردن اين قاعده براي تابعِ با به (x) :داريمu c c x c x   2
1 2 وxv e.  

)دانيم كهمي uهستند. در مورد xeبرابر با vي بالاترهاي مرتبهي مشتقهمه ) ( )u u  3 4   :پس داريم  
(n) x x xn n n

f (x) (c c x c x )e (c c x)e ( c )e
     

             
     

2
1 2 1 2 22 21 2   


  

xبا جايگذاري   :در تساوي فوق داريم  (n) n(n )
f ( ) c nc ( c ) c nc n(n )c


      1 2 1 2

1 2 12   
  ها متفاوت باشد.) را عدد دلخواه فرض كنيم و مشتق دوم را حساب كنيم؛ (اعداد طوري انتخاب شوند كه گزينه nو  c ،c1 ،c2توانيم مي روش سوم:

x

x x x x

x x x ( )

c , c , c , n P(x) x x f (x) e (x x )

f (x) e (x x ) f (x) e (x x ) ( x)e e (x x )

f (x) e ( x ) e (x x ) e (x x ) f ( )

         

          

          

2 2
1 2

2 2 2

2 2 2

1 1 2
1 2 3 1

2 3 3 1 5 4 4

 



  

) 4( شود. فقط گزينه 4به ترتيب صفر، يك و يك قرار دهيم، حاصلش  c2و  c ،c1و به جاي  2آن عدد  هايnجاي اي جواب است كه اگر به يعني گزينه
  چنين شرايطي دارد!

  

2y x

2y 2 x 

11

y

D

x

y

r 1

1
y x

3


y 3x

x

R

r 2
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  »  1«ـ گزينه 109
nالتتوانيم مسأله را در حها ميبا توجه به گزينه روش اول: 1 .حل كنيم  

sin t
n sin t cos t dt a cos t dt [ ] a[sin t] a

  
       

2 22
2 2 11 2 2  

  

nپس به ازاي 1 بايدa  aدست آوردن مقدار) صحيح است. در ضمن با به1ي (دست آيد. گزينهبه 12    شود.) هم رد مي4ي (، گزينه12
sinبا استفاده از اتحاد مثلثاتيِ وش دوم:ر t sin t cos t2   داريم: 2

n n n n n nsin t cos t dt (sin t cos t) dt ( sin t) dt sin tdt
   

     2 2 2 21 2 2 22   
  

  با تغيير متغير روبرو داريم:
t x if t x

dt dx dt dx if t x

                  
  

2 2 2
12 2 2 2


  

n  بنابراين: n n n nsin t dt sin ( x)dx cos xdx ( ) cos xdx cos t dt

   

 
 

        2 22 2 2

2 2

1 1 12 22 2 2 2  
  

n  در نتيجه داريم: n n n nsin t cos t dt cos t dt a
 

    2 2 2 2
 

  
گيـر و طـولاني   را به دست آوريم. البته اين كار وقت aها برهمهاي داده شده را با استفاده از تابع بتا حل كنيم و از تقسيم آنانتگرالتوانيم مي روش سوم:

x  كنيم كه:است. يادآوري مي y (x) (y)
(sin t) (cos t) dt

(x y)


   


  2 1 2 12

2
  

nدر انتگرال nI sin t cos t dt


  2


  داريم: 
n n

( ) ( )x n n
x y I

y n (n )

 
   

        

1 1
2 1 1 2 2
2 1 2 2 1  

nJدر انتگرالِ cos t dt


  2


  داريم: 
n

( ) ( )x n
x , y J

ny n ( )


   

       

1 1
2 1 1 1 2 2

22 1 2 2 2 2

  

  حالا داريم:
n n n n n

( ) ( ) ( ) ( ) ( )I
I aJ a

nJ ( ) ( ) (n ) ( ) (n )

    
    

    


      

1 1 2 1 22 2 2 2 2 2
1 1 12 1 12 2 2

  

nزوج باشد داريم nاگر k   پس: 2
k k k

( ) (k ) ( ) k!
a

( ) ( k ) ( ) ( k)!

  
      

 
   

2 1 2 1 2 3 1 112 2 2 2 2
1 12 1 22 2


  

( )
1
k  دهيم:شود و در صورت كسر اين جايگذاري را انجام مياز صورت و مخرج ساده مي 2 k

k! k (k )


          
2 2 2 4 21 2 1 2 2 2 2   

  با اين جايگذاري خواهيم داشت:
k

k n n
( ) ( k)!

a ( ) ( )
( )( k)!


   

2 1
2

1 2 1 12 21 2 222

  

nدهيمفرد باشد قرار مي nاگر k 2   رسيم.ي مشابهي ميهم به نتيجهو باز  1
 

fبا توجه به بسط مك لورنِ تابع»  3«ـ گزينه 110 (x) Ln( x) 1 :داريم  x x x
Ln( x) x : | x |      

2 3 4
1 12 3 4   

x  ، خواهيم داشت:x2ها قرار دهيمxاگر در تساوي فوق به جاي x x
Ln( x ) x : | x |      

4 6 8
2 21 12 3 4  

  داريم: x2حال با تقسيم طرفينِ تساوي فوق بر
n n

n

Ln( x ) x x x ( ) x

nx





 
     


2 2 4 6 2

2
1 11 2 3 4 1

  

xيتوجه كنيد كه اين سري هم در بازه  1 xهمگراست. به ازاي 1  1 به سري متناوب
n

n

( )

n






 1

1
كـه  رسـيم كـه همگراسـت. البتـه بـراي آن     مي 

xتعريف شده باشد بايد x2تقسيم بر   باشد، پسx  1 xو 1   .است  
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  كار بايد دستگاه زير را حل كنيم:آوريم، براي اينبه دست مي yو xرا برحسبِ vو uابتدا»  1«ـ گزينه 111

x y

x u v

y u v

u (x y) u ux y u

 
  

      

2

1 13 3 3

  

yدر دومين معادله، يعني uگذاري مقداربا جاي u v :داريم ،  

x yy (x y) v v x y y x y v x y v , v


              
1 1 1 1 2 1 2 1 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3  

  كنيم:را محاسبه مي wي اولِاي، مشتقات جزئي مرتبهي زنجيرهحال به كمك قاعده

  

x u x v x u v

y u y v y u v

w w u w v w w

w w u w v w w

    

    


1 1
3 3
1 2
3 3

  

  آوريم:اي به دست ميي زنجيرهرا به كمك قاعده wي دومِطور مشابه مشتقات جزئي مرتبهبه

  

xx uu x uv x vu x vv x uu uv vv

xy uu y uv y vu y vv y uu uv vv

yy uu y uv y vu y vv y uu uv vv

w (w u w v ) (w u w v ) w w w

w (w u w v ) (w u w v ) w w w

w (w u w v ) (w u w v ) w w w

       

       



      

1 1 1 2 1
3 3 9 9 9
1 1 1 1 2
3 3 9 9 9
1 2 1 4 4
3 3 9 9 9

  

xx  در نتيجه: xy yy uu uv vv
w w w

w w w ( w w w )
x yx y

  
       

  

2 2 2

2 2
5 1 55 2 2 5 2 2 9 9 9

  

uu uv vv uu uv vv uu vv
w w

( w w w ) ( w w w ) w w
u v

 
         

 

2 2

2 2
2 2 4 2 8 8
9 9 9 9 9 9  

  
zي مخروط به صورتچون معادله»  4«ـ گزينه 121 f (x , y) يي تصوير را همان صفحهداده شده بهتر است صفحهxoy   دانـيم كـه   درنظر بگيـريم. مـي

xمساحت رويه از فرمول y
S R

dS z z dA    2 x  آيد.به دست مي 21 y
x y z x y (x y )

z z ( ) ( )
z z z x y

  
       



2 2 2 2 22 2 2 2
2 2 2

21 1 2  

  پس:
R

dA (R )   2 2 SeIv¶مساحت سطح  

  چه شكلي است؟ Rييعني ناحيه xoyيحالا ببينيم تصوير اين سطح بر صفحه
  دهيم:ها را برخورد ميرويه

(x ) yz x y x x y x y x (x y ) x x x x y
x z

                       
 

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 12 3 2 3 4 9 6 3 6 4 9 14 32 3
  

2است. مساحت اين بيضي برابر است با 3و 2هاييك بيضي با شعاع Rيناحيه 3:      2 2 3 2   مساحت سطح6
 

)بر آن واقع است از نقاط Cاي كه مثلثصفحه  »2«ـ گزينه 113 , , )1  ،( , , )1  و( , , )1  ي آن به صورتگذرد. پس معادلهميx y z  1 است.  
zبنابراين داريم x y  1.  

A)اي كه از نقاطي صفحهكنيم كه معادلهيادآوري مي , , )  و( , B, )  و( , , D)  گذرد به صورتميx y z

A B D
  1 .است  

  ي استوكس داريم:شود، بنابراين بنا به قضيهدر جهت ساعتگرد پيموده مي Cمسأله، با توجه به توضيحات

  
z x y

C
R A AP Q

I xy dx yz dy xz dz [(y )( ) (z )( ) ( x)]dA ( y z x)dA                       11 1    

( )  
1 11 12 يمساحت ناحيه2

A A

I ( y x y x)dA dA A        1  
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  است: xoyيدر صفحه Cتصوير مثلث Aكه در آن

  
  
  
  
  
  

  
Fابتدا توجه كنيم كه ميدان  »4«ـ گزينه 411

 پايستار نيست؛ زيراyP z  وxQ z پسy xP Q.  
tهم بسته نيست؛ زيرا نقاط ابتدا و انتهاي آن كه به ازاي Cاز طرفي منحني   وt  2 آيند، منطبق نيستند.دست ميبه  

x  كنيم:استفاده مي Cپس از معادلات پارامتري cos t , y sin t , z t    

C C
F.dr yzdx xzdy xydz [( t sin t)( sin t) (t cos t)(cos t) (sin t cos t)]dt


           

2


 كار  

sin t t cos t
[t (sin t cos t) ]dt (t sin t)dt [ ]

 
          

222 22 2 2

1

2 1 22 22 2 2 4  nI¨  

 

yدهيم. با توجه به حدود داده شده، ابتـدا خـط  گيري را تشخيص ميي انتگرالابتدا ناحيه  »2«ـ گزينه 511 x  و منحنـيy x  ي (يعنـي نيمـه   28
xيبالايي دايره y 2 2 xيكنيم. اين نمودارها در نقطه) را رسم مي8    كنند.با هم برخورد مي 2

  ناميم.مي D2و D1ها راگيري هر كدام از انتگرالنواحي انتگرال
xداريم: D1يدر ناحيه  2 وy x .  

xداريم: D2يدر ناحيه 2 2 yو 2 x   28.  
Dياكنون انتگرال دوگانه روي ناحيه D D 1 2 سيم:نويرا در دستگاه قطبي مي  

yروي خط x داريم
  پس، در اين ناحيه 4 

   rنيز از rاست. حدود 4   تاr  8 2   هستند. 2

D
I x y dA r r drd r drd

 
         

2 2 2 22 2 2 24 4
   

  

 
خواهيم ترتيبهاي داده شده، ميبا توجه به گزينه »4«ـ گزينه 611

D
f (x , y,z)dxdydz را بنويسيم. ابتدا بايد كمترين و بيشترين مقدارz   را در ايـن

  دست آوريم.ناحيه به
xطبق صورت سؤال، در اين ناحيه داريم  1 1،x y 2 zو 1 y  1.  

xكهبا توجه به آن  1 xاست، داريم 1 2 1  بنابراين، كمترين و بيشترين مقدار ممكـن بـراي .y    در ايـن ناحيـه عبارتنـد ازy 1   بـا در نظـر .
zيعني zگرفتن حدود y  1 و قرار دادنy   وy 1 شويم كه در تمام اين ناحيهدر اين عبارات، متوجه ميz 1 .است  
z  نويسيم:مي zرا برحسب yحالا حدود y y z    1 1  

yبه صورت yها تصريح شده است، حدودي گزينهطور كه در همهبنابراين همان z  1 .هستند  
y  كنيم.با ساير متغيرها معلوم شده است، توجه مي xيها رابطهروابطي كه در آن به zو yبرحسب xبراي تعيين حدود x x y   2  

z  به اين ترتيب خواهيم داشت: y

y
I f (x , y,z)dxdydz




   

1 1
 

  

yنيد لازم نيست حل به طور كامل انجام شود؛ چوندقت ك x yبايد از dxيكي از مرزها است، پس براي 2

y  غلـط  2) و (1هـاي ( باشد، لذا گزينـه (

zهستند. از طرفي چون y  1 لذاz غلط است.3تواند منفي باشد و اين يعني گزينه (نمي (  

  

y

x
2 2 2

1D 2D

y x

2 2x y 8 
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xمـرز مسـتطيلِ   Cيكنـيم منحنـي بسـته   فرض مـي  »1«ـ گزينه 711 a ،y b     باشـد. بـا
  ي گرين داريم:قضيه استفاده از فرمول شار گذرنده از يك خم و همچنين

x yC C D
F.nds Pdy Qdx (P Q )dA      
  شار گذرنده از خمC  

  بنابراين در اين مثال خواهيم داشت:
a b

D D
I [( (x xy) ( y)]dA ( x y )dydx I ( x y )dydx

x y

 
          

    2 4 6 2 4 6 2 4 6
 

  
b aa a

[ xy y y] dx ( bx b b)dx [bx b x bx] a b b a ab            2 2 2 2 2 22 2 6 2 2 6 2 6 2 6
  

  

Fبنابراين شار كل ميدان
 يبه صورت تابع دو متغيرهf (a,b) a b b a ab  2 22   آوريم:را به دست مي fي بحرانيآيد. حالا نقطهبه دست مي 6

a

b

f ab b b b(a b )

a(a b )f a ab a

               

2

2
2 2 6 2 3

4 64 6
 


  

a وb مثبت هستند، بنابراين تنها جواب اين دستگاه(a ,b) ( , ) 2 aاست. به ازاي 1  bو 2 1 :داريم  f ( , )     2 1 4 4 12   مقدار مينيمم شار4
 

xيسطح خارجي كره Sكنيمفرض مي »3«ـ گزينه 811 y z  2 2 2   ي درون كره باشد.ناحيه Dو 4
  ي ديورژانس داريم:طبق قضيه

S D D
I F.nds divFdv I ( x )dv         2 3

  شار عبوري از سطحS  

xيعني Dيي مرز ناحيهكه معادلهفرد است در حالي x2تابع y z  2 2 2 زوج است. بنابراين xبه نسبت 4
D

xdv  2  .است  

  در نتيجه داريم:
D

I dv (D )        343 3 3 2 323´\e  

  
x)چگالي ثابت يك است. يعني  »4«ـ گزينه 911 , y) 1  ثقل با اين روابط است. پس مركز ثقل اين شكل، همان مركز هندسي است. طول و عرض مركز

D  آيند:دست ميبه D
c

D

xdA xdA
x

DdA
 
 
 SeIv¶

  

abفقط ربع اول از اين بيضي است و مساحت آن Dي، البته ناحيهabمساحت اين بيضي برابر است با
1
  است.  4

  كنيم:ي صورت كسر، از تغيير متغير بيضوي استفاده ميكنيم پس براي محاسبهيضوي از تغيير متغير بيضوي استفاده ميمطابق متن درس براي نواحي ب

r
x arcos

J abr
y brsin 
 

   
  

در ربع اول بيضي داريم
   2 ود، پسشي واحد تبديل ميو چون با انجام اين تغيير متغير، بيضي مورد نظر به دايرهr 1 .است  

D

r a b
xdA (arcos ) (abr)drd a b r cos drd a b[sin ] [ ]

 
            

12 3 21 12 2 22 2
3 3    

  

c  بنابراين:

a b a
x

ab
 



21
43

1 3
4

  

  ) صحيح است.4ي (در نتيجه گزينه

D  نويسيم:را به صورت خلاصه مي cyيتر، محاسبهبراي حل كامل
c

r
ydA (brsin ) (abr)drd a b[ cos ] [ ] b

y
(D ab ab


   

   
 

  
2 31 2 12 43

1 1 3
4 4

  

SeIv¶)
  

 
  

y

x
a

b

D C
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xeلورندست آيد. بنابراين ابتدا بسط مكها جواب بايد به صورت يك سري بهبا توجه به گزينه  »2«زينه ـ گ021
نويسيم و سپس جمله به جمله را مي 2

  گيريم:انتگرال مي
an n n n n n n na au x x n

n n n n n

u ( ) x ( ) ( ) x ( ) a
e e I e dx x dx I [ ] I ( )

n! n! n! n! n n! n

     
 

    

   
        

      
2 22 2 1 2 121 1 1 1

2 1 2 1 
    

  

a a
I a

! !
    

 

3 5

1 3 2 5   

 
xوجود با توجه به  »2«ـ گزينه 121 y2 xتوانيم از فرم قطبي استفاده كنيم. با جايگذاريدر مخرج كسر مي 2 r cos  وy rsin  :داريم  

m n n m m n

P Pr r

(r cos ) (r sin ) r cos sin
lim lim

(r ) r



 

   
2 2 

  

pاگر n m 2 ،باشد، مقدار اين حد .خواهد بود. پس حد وجود ندارد  
pاگر n m 2 باشد، متغيرr شود و جواب حد بهحذف مي كند. پس حد وجود ندارد.بستگي پيدا مي  
pاگر n m 2 باشد، متغيرr ماند. در اين حالت جواب حد برابر با صفر خواهد بود. در نتيجه مقدار حد فقط شود و در صورت باقي مياز مخرج ساده مي

pدر حالت n m 2 .موجود است  
 

xي كمترين درجه، وقتيبا توجه به قاعده  »2«ـ گزينه 221   ت:خواهيم داشx x x 5 2 2 در نتيجه وقتيx   خواهيم داشتx  2  
x(زيرا   همواره منفي است). بنابراين داريم: 2

x x
lim f (x x ) lim f ( x ) f ( ) B

 


 
    5 2 2

 
  

 
   »3«ـ گزينه 123

yمنحني روش اول: x yو خط 2  x  دهيم.را برخورد مي 2 x   2 2 2  
yحالا خط c  را باy x x  دهيم:برخورد مي 2 c x c   2  

  مطابق شكل داريم:
  

S S
S S dxdy dxdy   1 21 2  

  
dxها را در انتگرال بيروني بنويسيم. به همين علـت ترتيـب  عدد ثابت هستند بهتر است آن yودچون حد dy   ايـم. حـدود  را انتخـاب كـردهx  ي از معادلـه
y x xبه صورت 2 y  آيند.به دست مي  

c

c

y c y c

S c y c S y
I dxdy dxdy ydy [ y ] , I dxdy dxdy ydy [ y ]

 
              

2

1 2

3 3
2 2 2 21 2

4 42 23 3  
  

I I ( c ) (c ) c c c           
3 3 3 3 3 3 1 1

32 2 2 2 2 2 2 31 2
4 42 2 2 2 2 23 3   

yتوانيم مسأله را حل كنيم. ابتدا همانند روش قبل نقاط برخوردبا استفاده از انتگرال يگانه هم ميروش دوم:  x yرا با خطوط 2  yو 2 c كنيم.مشخص مي  
cيدر بازه S1يناحيه y  xهايو بين منحني 2 y  .قرار دارد  

cc c
S [ y ( y)]dy y dy [ y ]     

2
3

2 2 21
42 3  

cc  داريم: S2براي
S [ y ( y)]dy [ y ]   

3
22

4
3 

  

  ي حل مانند روش اول خواهد بود.مهادا
  
  

 
  

y

2y x
y 2

y c

x
2cc2

1S

2S

y

2

x y

x

1S

2S

c

x y 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

fيدر اين سؤال هدف ما يافتن ضابطه  »4«ـ گزينه 421 (x) نيست، بلكه يافتن كران بالا و پايين برايf (   است. 2(

f  ي مقدار ميانگين داريم:طبق قضيه ( ) f ( ) f (c)( ) , c ( , ) f ( )
c

      
 2
22 2 2 2

1
     

cحالا ( , ) 2 :پس داريم  f ( )
c

    
  2
2 2 2 2 2 21 4 1 51 

  

 
xياي دارد. معادلـه حـل بسـيار سـاده   اگرچه صورت سؤال ظاهراً مشكل است اما راه  »1«ـ گزينه 521 y 1   دهـد كـه منحنـي   نشـان مـيc   قسـمتي از

xخط y 1 ي نقاط، برابر با صفر است.دانيد، انحناي يك خط راست در همهطور كه مياست و همان  

  
xي منحنيمعادله »1«ـ گزينه 621 y (x y )  2 2 2 2 r  نويسيم:را در دستگاه قطبي مي 22 cos r sin r r cos r     2 2 2 2 4 2 42 2 2  

rآيد كه عبارتند ازدست ميبه rاز همين معادله دو كران براي   وcos
r




2
cos. با توجه به تساوي2

r



2

را هم پيدا كنيم.  توانيم حدودمي 2

cosبايد  2  باشد. پس2 .بايد در ربع اول يا ربع چهارم باشد   
      2 2 4   

 
        

3 32 22 4  

xمنحنيي معادله yبه yو تبديل xبه xكه تبديلالبته با توجه به آن y (x y )  2 2 2 2 شويم اين ناحيه نسبت بـه  دهد، متوجه ميرا تغيير نمي 2
  برابر كنيم. 4توانيم قسمت واقع در ربع اول آن را حساب كرده و تقارن دارد. پس مي yو xهر دو محور

يپس كافيست ناحيه
   4 وcos

r


 
2

2  برابر كنيم. 4را محاسبه كرده و  

r cos
S ( )d ( ) d cos d [ sin ]

  
           

42 24 4 42 1 14 2 2 22 2 2 2  
  

  

|داريم nدانيم كه براي هرمي  »1«ـ گزينه 271 cos n |1 بنابراينcos n
| ( ) |

n ( n )


 
2

2
1

2 1 2 1
و سريِ 

n ( n )



 
 2

1

1
2 1

  همگراست. 

توان گفـت رفتـار ايـن سـري ماننـد رفتـار سـريِ        واحد بيشتر است. در واقع با مقايسه حدي مي 2سري است كه درجه مخرج از درجه صورت  Pزيرا يك

n n




 2

1

1
4

  است كه همگراي مطلق است. 

  ق است پس همگرا هم هست.حالا كه اين سري همگراي مطل
cos(nو sin(n)و cos(n)جملاتي مانندتذكر:  كند را اغلب با آزمون مقايسه حدي مـورد تحليـل   نهايت ميل ميها كمانِ موردنظر به بيو ... كه در آن 2(
sin(nباشد براي مثال دهيم. البته مراقب حالات خاصقرار مي ) .كه همواره صفر است  

هايرفتار سريتذكر: 
P

n

sin(cn)

n






1
و 

P
n

cos(cn)

n






1
مانند سريِ 

n

P
n

( )

n






1

  است. 1

 

n  داريم: nxبا توجه به تعريف  »1«ـ گزينه 281 n

n

x a a a a x



     1
ــه 1  مرتبـ

 

nاز رابطه بازگشتيِ nx a x  1 يشويم كه دنبالهمتوجه ميn(x nنامنفي است. پس (
n
lim x


  .است  

nبراي يافتن مقدار حد فرض كنيم
n

L lim x


 بنابراينn
n

L lim x 


   دست آمده حد بگيريم.خواهد بود. از طرفين رابطه بازگشتي به 1

a a
L a L L a L L L a L   
          1 42 2 1 1 4

2  

aاز صورت سئوال معلوم است كه   پسa   1 4 aپس 1 1 4 a  دانيم كه حد اين دنباله نامنفي است پس:. از طرفي مي1
L

 


1 1 4
2 
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكن شريف رتبه مدرسا

axv(x)فرض كنيم  »3«ـ گزينه 291 e وu(x) x fو 2 (x) u(x)v(x) مشتق زباشد. طبق فرمول لايب نيتnاُمf :برابر است با  
(n) (n) ( ) (n ) (n ) (n)n n n n

f uv u v u v u v
n

        
           
       

1 1 2 2
1 2 


 

u(x)اما x )اي درجه دو است و به همين دليلچند جمله 2 ) ( ) (n)u u u   3 4   جمله اول از اين مجموع باقي خواهند ماند. براي  3پس فقط
axv(x)تابع e وضوح نيز به(k) k axv (x) a e.  

(n) n ax n ax n axn n n
f (x) x a e xa e a e      

       
     

2 1 22 21 2
 

n ax n ax n ax ax n n na x e na xe n(n )a e e [a x na x n(n )a ]          2 1 2 2 1 22 1 2 1  

nها جواب صحيح است بايد به ازايها در دسترس ما است و يكي از آنجا كه گزينهاز آن تر:روش كوتاه   تابعf (x) دست آيد. يعنـي مشـتقِ صـفرمِ    به
fتابع (x) بايد برابر با خودf (x) هايباشد. پس گزينه( )و 1(   شوند. رد مي 4(

axfاز طرفي (x) e [ x ax ]   nو در گزينه صحيح به ازاي 22 1 بايدf (x) دست آيد پس گزينهبه(   پاسخ درست است. 3(
 

xدر  »1«ـ گزينه 301   داريمf ( ) g( ) 1  .  
xاكنون براي   هايمشتقf وg كنيم.را با هم مقايسه مي  g (x)

n
 

1                    ،
nn

f (x)
n ( x) 

 
 1
1

1
   

x   پسx 1 nnدر نتيجه 1 ( x)  11 fدهد كهو اين نشان مي 1 (x) g (x)  ت.اس  
gبنابراين (x) f (x)   يعني تابع ،g(x) f (x)يدر بازه[ , ) صعودي است. پس براي هرx   :داريم  

g(x) f (x) g( ) f ( ) g(x) f (x) g(x) f (x)           
  

nابتدا از فرمول  »1«ـ گزينه 311

n

u
u






 1
1 

uازايبه  x |كنـيم. طبـق صـورت سـؤال    استفاده مـي  3 x |1   اسـت، بنـابراين| x |3 اسـت و شـرط    1

n  همگرايي سري برقرار است: n

n n

(x ) x
x x

 

 
  

 
 3 3

3 3
1 1

1 1 
  

n  گيريم:برسد، از طرفين تساوي مشتق مي 2حالا براي آنكه مخرج كسر به توان n

n n

x
x nx

x ( x )

 


 


  

 
 

23 3 1
3 3 2

1 3 3
1 1 

ÁoÃ¬¢Tz¶  

n  رسيم:ي دلخواه ميبه نتيجه 3حالا با تقسيم طرفين بر

n

x
nx

( x )










2 3 1
3 21 

  

nازايالبته به   سري را ازتوانيم اين شود، پس ميمقدار داخل سري صفر ميn 1 :آغاز كنيم  n

n

x
nx

( x )










2 3 1
3 2

11
  

 
صورتگانه بهتوانيم با استفاده از انتگرال سهي محدود به چند رويه را ميحجم ناحيه  »4« ـگزينه 321

D
V dzdydx  دست آوريم. در اين مثـال تصـوير ناحيـه در    به

xيدايره xyصفحه y y 2 2 دانيم كـه در ايـن دايـره   اي استفاده كنيم. طبق متن درس مياست، پس بهتر است از مختصات استوانه 2    وr sin  2 
xياريد، با نوشتن معادلـه خاطر نداگر شكل اين دايره يا توضيحات متن درس را به[است.  y y 2 2 اـت قطبـي بـه معادلـه     2 rيدر مختص r sin 2 رسـيم كـه   مـي  2
rهاي آنجواب   وr sin 2 هستند. حالا با توجه به آنكهr   :است، داريمsin  پس .    آيد.دست ميبه[  
zياز معادله zحدود y2 صورتبهz y  اي به شكلآيند كه در مختصات استوانهدست ميبهz r sin   شوند.نوشته مي  

  rsin

rsin

sin rsin sin sin

D rsin
V r dzdr d r dzdr d [rz] dr d r (sin ) dr d



 

      

 
               

3 1
2 2 2 2 22

     
  

  sin
V (sin ) [r ] d sin d

 
        

2
1 5 5

32 2 24 4 25 5 
  

sinبراي حل انتگرال 3 صورتآن را به( cos )sin  21 نويسيم:مي  

  cos
V ( cos )sin d [ cos ] ( )

  
             

5 3224 4 4 2 16 2 2 16 2 4 64 22 1 25 5 3 5 3 5 3 15
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zبا فرض  »4«ـ گزينه 331 a ib آنگاه ،z a ib  :و لذا داريم  
a

Re( i) ( )
z a b
 

2 2
1 2 1a ib a b

i i i( )
a ib a b a b a b


       

   2 2 2 2 2 2
1 2 2 2i

z


1 2  

Im(z z) b  2z z (a ib) (a ib) ib      2  
Im(z z) b

( )
| z | a b




2 2 2
2 2| z | a b | z | a b     2 2 2 2 2  

a  برقرار باشد، داريم:اگر قرار باشد نامساوي داده شده  b 2( ),( ) (a,b) ( , )a b

a b a b

  
 

1 2
2 2 2 2

2    

 

بسط تيلور تابع  »2«ـ گزينه 341
x

1
n  لورن تابع) به صورت مقابل است:صفر (در واقع همان بسط مك 1

n

x
x






 1
1 

  

n  داريم:ي فوق مشتق بگيريم، اگر از طرفين رابطه

n

nx
( x)








 1

2
1

1
1

  

ايجـاد شـود، پـس ابتـدا      n2خواهيم در سري ضريبها، ميي مخرج افزايش يابد. با توجه به گزينهبار ديگر از طرفين مشتق بگيريم تا درجهخواهيم يكمي
  ايجاد شود. n2گيري از آن ضريبوجود آيد و با مشتقبه nnxل سريكنيم تا در داخضرب مي xطرفين را در

n  در طرفين داريم: xبنابراين با ضرب

n

x
nx

( x)







2

11
  

  گيريم:ي فوق مشتق مييك بار ديگر از طرفين رابطه

n

n

n x





 2 1

1
n n

n n

( x) ( )( x) x ( x) ( )(x) x
n x n x

( x) ( x) ( x)

 
 

 

         
    

  
 

2
2 1 2 1

4 3 3
1 1

1 1 2 1 1 1 2 1 1
1 1 1

  

 

yبه طور كلي اگر  »4«ـ گزينه 135 f (x) صعودي وf (a) c وf (b) d گاه:باشد، آن  
b d

a c
f (x)dx f (y)dy bd ac    1  

11  بنابراين در اين تست داريم:
3f (x)dx f (y)dy f (y)dy            

2 2 21 1

1
3

12 2 4 4 3  
 


  

 

sinدانيم كهمي  »1«ـ گزينه 136 x  1 sinپس 1 x

x x x
  

1 xگيري،ي انتگرال(توجه داريم كه در ناحيه 1   :است) پس داريم  
n n

n n

n n n
n nn n n

sin x
dx dx dx [ Lnx] I [Lnx] Lnn Ln(n ) I Ln(n ) Lnn

x x x

   
              

1 11 1 11 1 1 1  

n
n n

Ln( ) I Ln( )
n n


  


1

1  

nوقتي  آنگاهn

n 1 وn

n

1 كند وهر دو به عدد يك ميل ميLn( ) 1  :است پس  n
n
lim I


    

nدر نتيجه
n
lim I


   

a]در بازه بسته fباشد، براي تابع پيوستهمي» هامقدار ميانگين در انتگرال«استفاده از مفهوم تر زيبا يك روش سادهروش تستي:  , b] همواره داريم:  
b

a
f (x)dx f (c)(b a)   

,a]متعلق به بازه cكه b] باشد. در اين تستميa n،b n 1وsin x
f (x)

x
 :لذا داريم ،n

sinc
I

c


n

n
n

sin x sin c
I dx [(n ) n]

x c


    

1
1  

nدانيماز طرفي مي c n  1 و لذا وقتيn  آن گاهc  و بنابراين
c

sin c
lim

c
  و در نتيجه حدnI  خواهد شد. صفربرابر  
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  حساب شود. zو x،yنسبت به سه متغير ها واضح است بايد مشتقبا توجه به گزينه  »3«ـ گزينه 137

x
r s t. . . ( ) ( ) ( )

r x s x t x r s t

        
       

        
2 4 7  

y
r s t. . . ( ) ( ) ( )

r y s y t y r s t

        
        

        
3 1 2  

z
r s t. . . ( ) ( ) ( )

r z s z t z r s t

        
       

        
1 1 1  

x  با توجه به ضرايب به دست آمده داريم: y z ( ) ( ) ( )
r r r

  
        

  
5 2 3 5 1   

sinفـرض كنيـد    »2«ـ گزينه 138 t
g(t) u du  4

1 xباشـد و  1
h(x) g(t) dt         طبـق صـورت سـؤال مـا مشـتق دومِ تـابعh(x)  خـواهيم  را مـي

d
(f (x) h(x))

dx


2

h  داريم: h(x)يبا توجه به ضابطه 2 (x) g(x) h (x) g(x) h (x) g (x)         1   

g  داريم: g(t)يبا توجه به ضابطه (t) cos t sin t    41   
g  داريم: tبه جاي xپس با قراردادن (x) cos x sin x   21  

h  به اين ترتيب: (x) g (x) cos x sin x h ( ) cos sin            2 21 1 1  
  

از تغيير متغير  »2«ـ گزينه 139
u x y z

v y z

w z

  
  
 

5 2
5

5 3
  كنيم:كنيم. ژاكوبين اين دستگاه جديد را حساب ميي اين رويه استفاده ميتر شدن معادلهبراي ساده 

xyz uvw
(u, v, w)

J J
(x, y, z)


     


5 2 1
11 1 25 255


 

  

uبا اين تغيير متغير رويه موردنظر به صورت v w  2 2 2 Rراست كه حجم آن براب 5اي به شعاع آيد. رويه جديد كرهدر مي 25  3 34 4 53 است  3

ولي اين مقدار را بايد در ژاكوبين ضرب كنيم كه در اين صورت جواب
  31 4 2525 3 3

 .است  
 

fتابع  »1«ـ گزينه 140 (z) az |كه در آن 3 a |1 آن داريم: است و براي 3ي اي از درجهاست، يك چند جمله  | f ( i) | | a( i) | | a |  32 2 8 8  
fبنابراين (z) az zهاي آن عبارتند ازي ريشهكند و همهدر شرط داده شده صدق مي 3  تواند صحيح باشد. ) مي1( . فقط گزينه  

 

nؤال يعنيكه رابطه داده شده در صورت سبا توجه به اين »1«ـ گزينه 141

n

a n

a n
 


1

برقرار است، ابتـدا مقـادير ايـن نامسـاوي را بـه ازاي        nبه ازاي هر  1

nكنيم تا به كسرآوريم و سپس اين جملات را در هم ضرب ميدست ميهاي متوالي (شروع از يك) بهna

a
1
1

  برسيم. يعني: 

a
n

a

a
n

a

a
n

a

  

  

  

2
1
3
2
4
3

11 2
22 3
33 4

   

.  
n

n

a n
n n

a n
  


1

1   

n  اكنون داريم:

n

a a a a n......
a a a a n

        


2 3 4 1
1 2 3

1 2 3
2 3 4 1   

n  پس داريم:
n n

a a a
a a

a n n n


    
 

1 1 1
1

1

1
1 1   
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كه سريبا توجه به اين
n n






1

باشد، بنابراين سرييك سري واگرا (سري هارمونيك) مي 1
n

a

n




 1

1
زمون مقايسه سري بزرگتر يعني نيز واگراست و طبق آ 

n
n

a





1
  نيز واگراست. 

nداريم، nbبه همين ترتيب نيز براي
b

b
n

 و چون سري 1
n n






1

واگراست، پس سري 1
n

b

n




 1

1
مقايسه سري بزرگتر  نيز واگراست و طبق آزمون 

nيعني
n

b





1
  نيز واگراست. 

 
    »3«ـ گزينه 142

uگيري از طرفين تساوي داده شده به كمك فرمول مشتق از انتگرال، يعنيبا مشتقروش اول: 

a
( f (t)dt) u f (u)  :داريم ،    

  x txf (x ) f (x ) f (t)
x t

    
22 2 9 99 2 2 2

  

x  در معادله داده شده داريم: fبا جايگذاري ضابطه x
x dt x ( t ) x

t
      

2 29 91 9 1 9 2 1 922 
x 9  1   

  كه تساوي حاصل غيرقابل قبول است و اين بدين معناست كه معادله جواب ندارد.
راين حل ديگري از اين نـوع  توان حاصل انتگرال را راحت حساب كرد، بنابدر اين سؤال حل انتگرال راحت بوده، ولي سؤالاتي وجود دارد كه نميروش دوم: 

  كنيم.سؤال را ارائه مي

xفرض كنيد 
g(x) x f (t)dt   

2
9


g  ، لذا داريم: (x) xf (x )    29 2   

به صورت fبا توجه به اينكه برد  ,2 است، لذاf (x ) 2 2  پس داريم: (دقت كنيد كهx  2  لذاx 2 4 (خواهد بود  
x xf (x ) g (x)         22 4 2 8 9 1    

gبنابراين  (x) ِمنفي است و اين يعني يك تابع اكيداً نزولي است و نتيجتاً حداكثر يك ريشه در بازه ,2 رويم:دار مياني ميي مقدارد، حالا سراغ قضيه  
f (t)g( ) , g( ) f (t)dt f (t)dt dt          

4 4 421 2 1 18 2 8
  

   
)gپس )  2 بر بازه gو لذا  11 ,2 .اصلاً ريشه ندارد  

  

sinدهيم كهدر زير نشان مي  »2«ـ گزينه 143 x
dx

x


1  .همگراي مشروط است  

sin             نويسيم:مي مقابلورت ابتدا انتگرال داده شده را به ص x sin x
I dx dx

x x





  

2

1
2

  

sinانتگرال x
I dx

x



 
2

1
sinبراي محاسبه .يك انتگرال عادي است و بنابراين همگراست  x

dx
x






2

  .كنيماز روش جز به جز استفاده مي 

u du dx
x x

dv sin xdx v cos x

   

    

2
1 1

  

sin x cos x sin x sin x
dx dx dx

x x x x

  

  




     
2 2 2

2 2
2

  

sinو انتگــرال اخيــر همگــراي مطلــق اســت، زيــرا x
| |

x x
2 2

dxو 1

x






2
sinشــودهمگراســت. از بحــث فــوق نتيجــه مــي 2 x

dx
x






2

حــال ثابــت  همگراســت. 

|كنيممي sin x |
dx

x



1 يا به عبارتي| sin x |
dx

x






2

  راست.واگ 
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|              :روبروبا استفاده از نامساوي  sin x | sin x cos x

x x x


 

2 1 2
2  

cosكافي است نشان دهيم x
dx

x








2

1 |واگراست (به عهده دانشجو). و آنگاه طبق آزمون مقايسه انتگرال 2 sin x |
dx

x






2

  واگراست. 

sinانتگرال توضيح: x
dx

x



 به انتگرال ديريكله معروف است و مقدار آن برابر
  باشد.مي 2

sinواضح است كه در بازه  x
: [ , )

x
x


 


33
2

1 2 1
1

dxدانيم كه است، از طرفي مي 

x


 3

2

2


Pبا  Pيك انتگرال ناسره نوع   1 ن طبـق  و همگراست بنابراي

sinها آزمون مقايسه براي انتگرال x
dx

x

 


1 3

1
1

  همگراست.  

 

n  هندسي داريم: ابتدا دقت كنيد كه طبق فرمول مجموع سري  »4«ـ گزينه 144

n

x
x






 1
1

  

n  گيري از طرفين داريم:با مشتق

n

nx
( x)








 1

2
1

1
  

n  كنيم:ضرب مي xطرفين را در 

n

x
nx

( )






 1 1
    

n  گيري مجدد خواهيم داشت: با مشتق

n

( x ) x( x) x
n x

( x) ( x)






   
 

 


2
2 1

4 3
1 2 1 1

1 1
  

n  رسيم:به فرمول زير مي xبا ضرب طرفين در 

n

x( x)
n x , | x |

( x)






 


 2

3
1 1

1
  

xبه ازاي 
1
  داريم: 7

n n
n n

n n

( )

 


 


    

2 2

1 33

1 8
1 1 8 17 7

67 7 277 7 6
7

 
  

nبنابراين با خارج كردن جملات     وn 1   :داريم               
n n

n n

n n 

 
 

      
 

2 2

1 1
2 2

1 1 1 1 22
49 27 27 49 27 497 7

  

 

nابتدا فرمول كاهش مرتبه براي  »1«ـ گزينه 145 n

dx
I

(x a )


 2   داريم:روش جزء به جزء آوريم، با استفاده از را به دست مي 2

n n

nxdx
u du

(x a ) (x a )

dv dx v x


    

 
   

2 2 2 2 1
1 2

  

n  بنابراين: n n n n

x x x (x a ) a
I n dx n dx

(x a ) (x a ) (x a ) (x a ) 
 

   
    

2 2 2 2

2 2 2 2 1 2 2 2 2 12 2  

n n n n nn n

x x n
I nI na I I I

(x a ) na (x a ) na
 


        

 
2

1 12 2 2 2 2 2
1 2 12 2

2 2
  

aبا جايگذاري  nو 2  x  داريم: 4 ( )
I ( ) I I ( ) I I I

( )( ) (x ) ( )( )


        


32

5 4 5 4 5 42 2 4 2
11 2 4 1 1 1 7 132 732 625 32 6252 4 2 4 2 4 2




  

 
  طبق نكته داريم:  »2«ـ گزينه 146

a f (x) a
dx

f (x) f (a x)


  2
  

xfدر اين سؤال (x) e
aو 2 11، لذا حاصل انتگرال

 است. 2
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Fبا فرض ميدان برداري   »1«ـ گزينه 147 Pi Qj xyi (x y ) j    2 2    :و به كمك قضيه گرين داريم  

xy xy xy
C

R R R

Q P
W Pdx Qdy ( )dA ( x x)dA xdA

x y

 
      

    2  

)الزاويه با رئوسمثلث قائم xyRكه در آن , ) ،( , )1  و( , )1 باشد. در جهت مثلثاتي مي  

xy

x

R

x
W xdA xdydx xy dx

   
     

1 1 1 1
   

  

x x
x( x )dx ( x x) dx

 
              

3 21 1 2 1 1 1 2 3 11 3 2 3 2 6 6  
  

 
  گانه به شكل زير خواهد بود:هاي انتگرال سهكرانبا توجه به توضيحاتي كه در صورت سؤال آمده است،   »4«ـ گزينه 148

xy xy

x y

D R R

I (x y )dV (x y )dzdA (x y ) dA


        
2 2 3

2 2 2 2 2 2 2


  

)اي به مركزدايرهنيم xyRكه در آن , )
1
2 1و شعاع

  واقع در ربع اول صفحه مختصات است.  2
  دار انتگرال دوگانه حاصل برابر است با:به كمك تغيير متغير قطبي، مق

xy

sin sin

R

sin
I (x y ) dA (r ) rdrd r drd d

 
  


            

33 5
2 2 2 422

2 2 2
5

  
 

  

(sin ) sin d ( cos ) sin d          2 2 2 2

2 2

1 1 15 5
   

uبه كمك تغيير متغير cos وdu sin d    :داريم  u u
I ( u) du ( u u )du (u )

  
         

13 5
2 2 4

1 1
1 1 1 2 81 1 25 5 5 3 5 75

   

 
  به كمك قضيه ديورژانس داريم:  »3«ـ گزينه 149

S T

F.nds divFdV 
   

Fكه در آن F F
divF

x y z

  
  
  

1 2 3  است. بنابراين با توجه به ضابطهF :داريم  
S T

F.nds (y z x )dV    2 2 2     

xباشد، با استفاده از تغيير متغير در مختصات كروي و با توجه به اينكهمي 3اي به مركز مبدأ و شعاع كره Tكه در آن  y z   2 2 2   داريم: 2

T

(x y z )dV sin d d d sin d
   

                
52 2 32 2 2 2 2 32 5    

  

( ) sin d ( cos ) ( )
   

         
243 486 486 9722 1 15 5 5 5

  

در صورت سؤال اشتباهاً به جاي نكته:
S

F.nds تايپ شده
S

F.ds.  

  
z)بسته نيست ولي با اضافه كردن سطح Sدقت كنيد كه سطح   »4«ـ گزينه 150 ) S  :به آن داريم  

SUS
S

I F.nd F.nd I I




       1 2
     

  كنيم:را حساب مي I1ابتدا
  برابر است با: SUSدانيم كه شار برونسوي عبوري ازبا استفاده از قضيه ديورژانس مي

SUS
T

I F.nds divFdV


  1
    

Fكه در آن F F
divF

x y z

  
  
  

1 2 3با توجه به ضابطه .F
 :و توضيحاتي كه در صورت تست آمده داريم  

xy xy xy

x y

SUS R R R

x y
I F.nds ( z)dzdA ( z z ) dA ( ( x y ) ( x y ) ) dA

 



                
2 2 2 24 2 2 2 2 2 2

1
43 2 3 3 4 4



  
  

xتصويررويه xyRكه در آن y z  2 2 zباشد، با قرار دادنمي xyدر صفحه  4  صوير رويه مذكور در صفحه ، تxy اي به آيد كه دايرهبه دست مي
xمعادله y 2 2   . بنابراين با تغيير متغير قطبي داريم:2اي به مركز مبدأ و شعاع است، يعني دايره 4

1

1 y  

y x 1  

xyR

1

1

2



xyR r sin 
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكن شريف رتبه مدرسا

I ( ( r ) (r ) )rdrd ( r r r )dr


          
2 2 22 2 2 3 5

1 3 4 2 12 3
  

  

r
( r r ) ( ) ( ) ( )

 
             

62 4 23 32 32 36 32 1362 6 2 24 12 2 12 24 6 3 3 3 3  

S S S

I F.nd F.( K)dA z dA
  

         2
2

     

Iپس I 1.  
شوند رسيد! سؤالاتي كه با كيفيت طرح ميشد، باز هم به جواب صحيح مينمي Sتوجه كنيد كه در اين سؤال حتي اگر داوطلب متوجه بسته نبودن سطح 

كند و اتفاقاً طراح تفاوت مي SUSبا حاصل انتگرال روي سطح Sشود و لذا حاصل انتگرال روي سطح صفر نمي Sطوري هستند كه انتگرال روي سطح
  دهد تا تفاوت داوطلب قوي با سايرين معلوم شود!ها قرار ميهر دو جواب را در گزينه

 

  كنيم:ايِ داده شده به صورت مقابل عمل ميي انتگرال رويهبراي محاسبه  »3«ـ گزينه 151
xy

zS R

| g |
fds f (x , y, z) dA

| g |


 



  

  است. Sي ي رويهمعادله gو  xyي در صفحه Sيتصوير رويه xyRكه در آن

xyS R

| i j k |
fds (x y) dA

| |

 
  

2 3
1

  

  

xx y
(x y) dydx (xy ) dx

  
       

22 2 23 2 32 2 2 33 2 3 1 14 2  


  

( x )
(x( x ) )dx ( x x x x )dx

 
          

2
3 3 2 2

2 22 2 2 4314 2 14 2 23 2 3 9 3 

x x
( x x )dx ( x) ( )            

33 23 24 2 414 2 14 2 14 4 3 6 5 149 3 27 3 
 

 

sin  داريم: با ضرب طرفين تساوي داده شده در  »2«نه ـ گزي152 sin( ) cos


     3 5 124  

)sinبه كمك اتحاد مثلثاتي ) sin cos cos sin       :داريم  sin ( sin cos ) cos      
2 23 5 122 2  

cosدانيم كه در مختصات كروياز طرفي مي z  ،sin sin y    وsin cos x   آيد:، بنابراين معادله فوق به صورت زير در مي  

(x y) z x y z      
3 2 3 2 3 25 12 5 122 2 2  

  باشد. شود، معادله حاصل معادله يك صفحه ميهمانگونه كه ملاحظه مي
 

هاي چهارمريشه  »1«ـ گزينه 153
i

e
4
  ستند:به اين صورت ه 34

k k
i i( )

z e e ; k , , ,


   


  

4 23
4 4 3 24 2 1 2 3  

در ربع اول قرار دارد، پس z1چون
i

z e


 31   در ربع دوم قرار دارد. پس داريم:z2است.2
( )i i i

z e e .e iz
   


  3 2 3 22 12 2   

z3 ارد:هم در ربع سوم قرار د  
( )i i iz e e .e z
 
    3 33 12 2   

z4 :در ربع چهارم قرار دارد  
( )i i i z z z iz (z iz )

z e e .e iz
z z z iz z iz

   
     

        
  

3 3
3 4 1 1 13 2 3 24 1
1 2 1 1 1 1

2 2 1   

  

x
0

1

1

2

y

2 3

xyR

2
y x 2

3
  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

با فاكتور گرفتن از  »1«ـ گزينه 154
n

  خواهيم داشت: 1
n

n
n n n k

n n k k
lim A lim [ tg ( ) tg ( ) tg ( )] lim tg ( )

n n n n n n n n n n
   

   
     1 1 1 1

1

1 1 1 2 2 1  

kنپس يك حد مجموع ريماني داريم كه در آ k k
f ( ) tg ( )

n n n
 fاست پس 1 (x) xtg (x) f  است. 1 (x)dx xtg (x)dx  

1 1 1
 

  جواب حد 

x  با استفاده از جزء به جزء داريم: dx
dv xdx v , u tg (x) du

x

     


2 1
22 1

  

x x x x
tg (x) dx tg (x) dx ( )dx

x x x

    
      

    
2 2 2 21 1 11 1

2 2 2
1 11 1 1 1 1 1 112 2 2 2 2 4 21 1 1   

  جواب حد

[x tg (x)] [ ]   
       

111 1 118 2 8 2 4 4 2
  

  
xدر Aانتگرال  »2«ـ گزينه 155   ي كمترين درجه داريم:ها و قاعدهارزيداراي ناسرگي است. با استفاده از هم    

x
xcos x

x x x x
x x x x

 





2 2

2 3 5 7 5 1
2 2 2 2

11 11 12 2

2
   

pپس  
1 xدر Aاست و انتگرال 12    .شرط همگرايي را دارد  

xدر Bانتگرال  ي سرعت رشد داريم:بايد بررسي شود. با توجه به قاعده  x
x x

sin x sin x
| | | | e
e x e

 


 

2 2 3
1
  

x  همگراست: xe3انتگرال xe dx e
e

   
  1

33 3 1  
  همگراست. Bپس انتگرال

  

  نويسيم:ابتدا سري تواني را در شكل استاندارد آن مي  »3«ـ گزينه 156
n n n

n n

n n

n n
( (x )) (x )

(n )! (n )!

  

 
  

  
1 1

2 2

1 2 121 2 1 2  

  آوريم:ارزي استرلينگ، شعاع همگرايي را به دست مياكنون با استفاده از هم
n n

n
n n

n n
lim lim e R

nR (n )! e
e



 
    



11 2 2 121 2  

nتوجه كنيد كه وقتي  :داريم  nn n
(n )! n!

e
1    

  
    »1«ـ گزينه 157

xيدر بــازهآوريــم. ه از قضــيه فشــردگي حاصــل ايــن حــد را بــه دســت مــيدبــا اســتفاروش اول:  1 xداريــم 2 21 xeو 4 e e 
2  بنــابراين 4

xesin(nx) e sin(nx) e sin(nx) 
2   گيري از طرفين داريم:و با انتگرال 4

x
n

e e
e sin(nx)dx e sin(nx)dx e sin(nx)dx [ cos(nx)] S [ cos(nx)]

n n
        

2 2 2

1 1

42 2 24
1 1 1  

n
cos(n) cos( n) cos(n) cos( n)

e S e
n n

 
   42 2

  

nدر هر دو طرف اين نامساوي وقتي  :ميل كند خواهيم داشت  
n

cos(n) cos( n)
lim

n


 


2 nHj·Ho¨  

n  طبق قضيه فشردگي داريم:در نتيجه 
n
lim S


   

bهايي كه به صورتدر محاسبه حد انتگرالروش دوم: 
na

g(x)f (x)dx ها مسـتقل  ضرب دو عبارت تشكيل شده است كه يكي از آناست، يعني از حاصل
ng(cدهـيم قرار مـي  g(x)به جاي شود به اين صورت كهكل خاصي استفاده ميه شاز قضيه مقدار ميانگين ب .باشدمي nاز naكـه  ( c b     اسـت و بـا

ng(cخارج كردن b، حاصل انتگرال(
na

f (x)dx در اين مثال با فرض آوريم.را به دست ميxg(x) e
nfو 2 (x) sin(nx) :داريم  

n n n nc c c c
n

n n n n
S Lim e sin(nx)dx Lim e sin(nx)dx Lim e ( cos(nx)) Lim e ( (cos( n) cos(n))

n n   
          

2 2 2 22

1
2 2 2

1 1 1
1 1 2   

n n nc c c

n n n

cos(n) cos( n)
Lim e ( ) Lim e ( ) Lim e ( )

n  


      



2 2 22  nHkº Ho¨ jk–   

ncتوجه داشته باشيد كه 1 ncو در نتيجه 2 21 nceباشد و در نتيجهمي 4 e e 
21   تأثيري در مقدار حد نخواهد داشت.  ncباشد كه رفتار دنبالهمي 4
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كنيم فرض مي  »3«ـ گزينه 158
n

n

( )
A

n

 
   




 

3

1

و  1
n

B ne





  2

1
  كنيم:را معلوم مي B. ابتدا تكليف سري 

nبا فرض
na ne  وnb

n
 2

nnبا توجه به آزمون مقايسه حدي همگراست. Bسري   داريم: 1

n nn

a
lim lim n e

b


 
   3 1   

  كنيم.بهترين روش استفاده از آزمون آبل است. اين آزمون را يادآوري مي Aبراي سري 

n{aاگرآزمون آبل:  nزئي سرياي به بعد نزولي و همگرا به صفر باشد و مجموع جي مثبت و از مرتبهدنباله {
n

b





1
، يعنـي 

k

n
n

b



1
گـاه  ، كرانـدار باشـد، آن  

nسري  n
n

a b





1
n{aهمگراست. همچنين اگر  nاي به بعد يكنوا باشد و سرياي همگرا و از مرتبهدنباله {

n

b





1
nگاه سريباشد، آنهمگرا   n

n

a b





1
  .همگراست 

naدر اين سؤال 
n


و  1

n

nb ( )

 
    دانيم مجموع جزئي جملات سري مي كه 31

k

n
n

b



1
nدار است. پس سري كران  na b  يا همان

n

( )

n

 
  

  همگراست. 31

  
x)وقتي  »2«ـ گزينه 159 , y) ( , )   ارزي سينوس داريمبا استفاده از همsin x x وsin y y :بنابراين داريم  

(x,y) ( , ) (x,y) ( , )

x y x y
A lim lim

sin x sin y x y 

 
  

 
1

   
  

sinارزيكنيم. البته همارزي سينوس در صورت كسر استفاده ميابتدا از هم Bدر مورد حد x x2 2 كافي نيست، زيراx2  شـود پـس   از صورت حذف مـي

  نويسيم:ارزي را تا دو جمله ميهم
(x,y) ( , ) (x,y) ( , )

(x )
x x x

!B lim lim
x y x y 

  
 

 

2 32 2 6

2 2

1
3 6

   
  

yروي مسير x mx  2   داريم: 6
x x

x x
B lim lim

mx x mx mx 

 
   

 

6 6

2 2 6 6

1 1
16 6

6 
  

  وجود ندارد. Bدارد. در نتيجه mبستگي به Bبنابراين مقدار حد
yانتخاب مسيرتوجه:  x mx  2   كرد.ي صورت و مخرج را برابر ميبه اين جهت مناسب بود كه درجه 6

  
  آوريم.را مطابق شكل به دست مي ي مرزهاي ناحيهمعادله  »3«ـ گزينه 160

  
  
  
  
  
  
  

yبه خطوط Dيدر واقع ناحيه x 2  وy x  2 yو 3 x 2  وy x 2 uشده اسـت. بـا فـرض   محدود  3 y x 2 وv y x 2   :داريـم
u  ،u  3،v   وv    كنيم:. ژاكوبين دستگاه جديد را حساب مي3

  x y
xy uv

x y

u u
J J

v v


     

 
2 1 131 2 3  

|uvبرابر با vو uپس قدرمطلق ژاكوبين J |
1
    است. با اين توضيحات داريم: 3

x y u
u

R

e e e dv e e
I dydx dudv [ e ] dv [ Ln( v)] ( Ln )

x y v v v

 




  
       

        
3

3

2 3 3 33 3 3
3

1 1 1 1 1 1 1 11 2 71 2 4 1 2 3 3 1 2 3 1 2 3 2 3 2





  

  

I  در نتيجه داريم: Ln (e ) 31 7 13  

  

R

(2,1)

(3, 3)

(1,2)

(0,0)
x

y

R

xy
2



x 3
y

2 2
 

x

y
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x

y

z

2 2 2x +y +z =2az

z=-a



x)يي نقطهفاصله  »2«ـ گزينه 161 , y , z)    از مبـدأ توسـط تـابعf (x , y , z) x y z  2 2 كنـيم  شـود. بـراي سـادگي بيشـتر فـرض مـي      داده مـي  2

F(x , y , z) x y z  2 2 را تحــت دو قيــد Fو حــالا كمتــرين و بيشــترين مقــدار 2
g : x y z

h : z x y

  


 
2 2

2 2
ي قيــد عادلــهآوريــم. ابتــدا مبــه دســت مــي 

h : z x y 2 F(xي دو متغيره با يك تابع هدفبه يك مسأله zدهيم تا با حذف متغيرقرار مي gو در قيد Fرا در تابع 2 , y) و يك قيدg   دست پيـدا
F  كنيم، با اين جايگذاري داريم: x y z x y x y F (x y )         2 2 2 2 2 2 2 2 22  

g : x y z g : x y x y       2 22 2 2 2 2  

yx  كنيم:اكنون از روش لاگرانژ به اين صورت استفاده مي

x y

FF x y
x xy y xy y x

g g x y
          

 
4 4 4 16 4 161 4 1 4  

yبا قرار دادن x در محدوديتg :داريم  x x x x x x x ,  
           92 2 2 1 3 12 2 2 2 1 14 2  

yبا توجه به x نقاطA( , ) 1 )Bو 1 , )
1 1
2   آيند.ترين و دورترين نقاط از مبدأ به دست ميبه عنوان نزديك 2

( ) ( )          2 21 1 9 9 9 3 21 1 22 2 4 4 4   Bاز Aيفاصله 2

  ) را به عنوان جواب اعلام كرده كه اشتباه است.3سازمان سنجش گزينه (
  

gيمرز بخشي از صفحه Cكنيم. منحنيي استوكس استفاده مييك مرز بسته است. از قضيه C  »4«ـ گزينه 162 : x y z  3 3 است كه تصوير آن  4
xيدرون دايره xoyيبر صفحه y 2 2   است. 2

C S
I F.dr curlF.nd   

  
  

x

i j k

curlF ( ) i ( ) j ( )k i j k
x y z

e y sin y z z x

  
          

  

  
2 2 5

1 2 1 2

2

  

     
    

g  داريم: gيبا توجه به معادله ( , , )
nd dA dA

| || g.k |


  


3 3 1

1


   

(  در نتيجه داريم:     8 2 مساحت16
A A

I ( , , ).( , , )dA ( )dA (A       1 2 1 3 3 1 3 6 1 8  

  
)اي بـه مركـز  قرار دارد و در مبدأ مختصات بر اين صفحه مماس اسـت، بايـد كـره    xyيكه در بالاي صفحه aاي به شعاعكره  »1«ـ گزينه 163 , ,a)   و
x  شود:ي اين كره به صورت مقابل نوشته ميباشد كه معادله aشعاع y (z a) a x y z az       2 2 2 2 2 2 2 2  

a  نويسيم:در مختصات كروي اين معادله را به اين شكل مي cos a cos       2 2 2  

zيو روي صفحه a داريمcos a    پسa
a sec

cos
   


  كنند.را مشخص مي ها حدود. اين

هاي مثبت داريمzروي محور  ي. در محل برخورد صفحهz a يرهبا كx y z az  2 2 2 خـواهيم   2
xداشت: y a 2 2 x. با جايگذاري2   يبينيم كـه در صـفحه  ميyz  ينقطـه(y , z) (a ,a)    بـه دسـت

y  آيد. در اين نقطه داريم:مي a
tg ( ) tg ( )

z a
  

   1 1
4  

بنابراين
   4 .است  

نداشته باشيم به صـورت  yو xدر مختصات كروي، وقتي كه هيچ محدوديتي روي حدود   2   .اسـت

Jژاكوبين دستگاه كروي sin  2 .است  a cos

a sec
I sin d d d


 


       

2 2 24
 
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x

y

z

S

1S

zيبسته نيست. برخورد اين كـره بـا صـفحه    Sسطح  »2«ـ گزينه 164    يدايـرهx y ( )   2 2 21 5 
xيعني y 2 2 zيبخشي از صفحه S1كنيماست. فرض مي 4   يباشد كه درون دايرهx y 2 2 قرار  4

Sگرفته در اين صورت S1 ي ديورژانس داريم:بسته است و از قضيه    

S S D D
I F.nd divFdv ( x sin x y x)dv        1

2 3 3
1 3 4



   

xي فـرد هسـتند در حـالي كـه معادلـه      yو xبـه ي عبارات در اين انتگرال نسبت همه y (z )   2 2 21 5 
كنـيم. در  را حسـاب مـي   S1زوج است پس حاصل اين انتگرال صـفر اسـت. حـالا انتگـرال روي     yو xنسبت به

zداريم S1سطح   :بنابراين  x yd z z dydx dydx     2 21 1    
nسو به صورتو بردار قائم برون k 

 :است پس داريم    
)   4مساحت

S S S
I F.( k)d ( xz)dydx ( )dydx (S            1 1 12 11 1


  

  در نهايت داريم:
S

I F.nd I I ( )          1 2 4 4
    

  
zيسطح بسته نيست. برخورد اين كره با صفحه S »4«ـ گزينه 165   يدايرهx y 2 2 zيدر صـفحه  S1كنـيم است. فـرض مـي   9     درون ايـن

Sدايره باشد. S1 ي ديورژانس داريم:سطح بسته است. با استفاده از قضيه  

) ( )( )    31 44 3 722 (كرهحجم نيم3 ( 4حجم
S S D D

I F.nd divFdv ( )dv (D         11 2 1 1 4


   

zاريمد S1حالا روي سطح   ي برونسو درپس بردار قائم يكهS1 به صورتn k 
   :است پس داريم    

) I I I              1 22 9 18 72 18 9مساحت
S S S

I F.( k)d ( z)d ( )d (S               1 1 12 12 2 2


  

  
    بندي جملات داريم:با مرتب كردن و دسته  »4«ـ گزينه 166

C C

x (x y ) y y(x y ) x y x
I dx dy (x )dx (y )dy

x y x y x y x y

   
     

    
3 2 2 2 2

3
2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3  

C C

I I

y x
x dx ydy dx dy

x y x y


   

  
1 2

3
2 2 2 23

 
  

x  ي گرين داريم:با استفاده از قضيه I1يبراي محاسبه yD D
I (Q P )dydx ( )dydx     1     

)يكه ميدان برداري معروفي است، طبق متن كتاب چون نقطه I2در مورد , )  :درون مرز قرار دارد خواهيم داشت  I  2 2  
I  در نتيجه داريم: I I ( )      1 23 3 2 6  

  

nابتدا توجه داشته باشيد كه وقتي »1«گزينه  ـ167 ،sin
n

cosكند، ولي مقداربه سمت صفر ميل مي 1 n دانيم كه در بازهنامعلوم و فقط مي  

1  قرار دارد. در واقع در اين حالت با توجه به زوج يا فرد بودن  1تاn:با كمك گرفتن از قضيه ساندويچ داريم ،  
nn n

n n n
lim [ sin cos n] lim [ sin cos n] lim ( cos n)

n  
   

1 1 1 12 23 3 3  

n n

n n n

n E ( cos n) ( )
cos n

n O ( ) ( cos n) ( )

        
     


1 1
1 1 1 3 3

1 1 13 3 3
3 3 3


  

n n n

n n n n
lim ( ) lim lim ( ) lim ( cos n)
   

     
1 1 1
3 3 3    
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 شكنيم:آن را به دو انتگرال مي Aنهايت ناسره هستند. براي بررسي انتگرالبا توجه به حدود دو انتگرال، هر دو فقط در بي»  3«ـ گزينه 168

I I

sin x sin x sin x
A dx ~ dx dx dx

x x x x x

     
  

   
1 2

3 3 3 331 1 1 1
1 4 2 1 4 2 1 4 2

 
  

با توجه به نكات مربوط به همگرايي انتگرال
pa

dx

x


كه ،a   چون در انتگرالI1،p  3  I2است، اين انتگرال همگراي مطلق است. در مورد انتگرال 1

هاي به فرمنيز، با توجه به نكات مربوط به همگرايي انتگرال
pa

sin kx
dx

x


كه ،k , a  كه، با توجه به اينp  3 ، اين انتگرال نيز همگراي 1

هاي به به همگرايي انتگرال نيز مطابق مورد قبل، با توجه به نكات مربوط Bهمگراي مطلق است. در مورد انتگرال Aمطلق، و در كل انتگرال

فرم
pa

sin kx
dx

x


كه ،k , a  كه ، با توجه به اينp 1.اين انتگرال همگراي مشروط است ،  

  

  براي حل اين سؤال ساده، كافيست سري دوم را به ضرايب فرد و زوج تقسيم كنيم.»  1«ـ گزينه 169
n n n n

n n n n n n n

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( n) n ( n) ( n ) n ( n ) ( n )

      

      

   
       

  
      

2 2 1

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 4 4 4 4 42 2 2 1 2 1 2 1

  

  كنيم:حال براي به دست آوردن سري آخر، از تفكيك سري اوليه سؤال استفاده مي
n

n n n n n n n

( )
( )

n ( n) ( n ) ( n ) n n ( n)

      

      

  
                   

 
      2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 3 1 1 1 3 1
4 4 4 4 4 4 4 2 82 2 1 2 1 2

  

  
  :كنيمي ميبا توجه به اين كه مبدأ تنها ريشه مخرج است، با تغيير متغيري كه جملات مخرج را هم درجه كند، حد داشتن اين تابع را بررس»  3«ـ گزينه 170

(x,y) ( , ) (X,Y) ( , )

x y X Y
y Y , x X lim lim

x y X Y 
   

 

2 4
2 4

2 4 4 4   
  

  :توان از تبديل به فرم قطبي نيز استفاده كردكه درجه صورت از مخرج بيشتر است، پس اين حد موجود و برابر صفر است. البته ميدر اين حالت با توجه به اين

(x,y) ( , ) r r r r

x y r cos r sin r cos sin r cos sin
L lim lim lim lim lim r sin

x y r cos r sin cos r sin cos    

     
      

        

2 2 2 2 2

2 4 2 2 4 4 2 2 4 2     



  

  

  است، زيرا: 1و  از درجه از مجموع دو تابع همگن  hتابع »  4«ـ گزينه 171
y y

h ( x, y) f ( ) f ( ) h (x, y) n
x x

y y
h ( x, y) xg( ) xg( ) h (x, y) n

x x


      




         


1 1 1

2 2 2 1


  

h)  كنيم:حال از قضيه اويلر مرتبه دوم استفاده مي h ) (h h ) (h h )h h h
x xy y x xy y

x y x yx y x y

       
    

      

2 2 22 2 22 2 2 21 2 1 2 1 2
2 2 2 22 2  

h h h h h h
x xy y x xy y

x y x yx y x y

     
     

      

2 2 2 2 2 2
2 2 2 21 1 1 2 2 2

2 2 2 22 2  

h h h
n (n )h n (n )h ( )h ( )h x y xy

x yx y

  
             

  

2 2 2
2 2

1 1 1 2 2 2 1 2 2 21 1 1 1 1 1 2   

  
xهايمحل برخورد استوانه  »1«ـ گزينه 172 y a 2 2 xو 2 z a 2 2   ي درون اين دو استوانه باشد.ناحيه Dيگيريم. فرض كنيم ناحيهرا در نظر مي 2

xيدايره xoyيبر صفحه Dتصوير y a 2 2 aر ايـن ناحيـه  اسـت. پـس د   2 x a   وa x y a x    2 2 2 هـم از   zهـاي اسـت. كـران   2
xيمعادله z a 2 2 aبه صورت 2 x z a x    2 2 2   آيند.به دست مي 2

1ي صفحات متقـارن اسـت. حجـم واقـع در    نسبت به همه Dيدهند، پس ناحيهها را تغيير نميي استوانهمعادله zو yو xكهبا توجه به آن
اول را  8

a  كنيم.برابر مي 8حساب كرده و  a z a z a a z
I dxdydz I dxdydz a z dydz

  
           

2 2 2 2 2 2 2 2
    

  حجم 

  a a aa z z a
a z y] dz (a z )dz a z ] I a a          

2 2 3 3
2 2 2 2 2 3 32

3 3 3  
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secدانيم كهمي »4«ـ گزينه 173 x tg x 2 u، همچنين با انتخاب21 tgx داريمdu ( tg x)dx    . با توجه به اين مطالب داريم:21

du

u tg x
sec x dx sec x.sec x dx ( tg x)( tg x)dx ( u )du u c tgx c              

3 34 2 2 2 2 21 1 1 3 3  

tg  ريم:ها داحالا با جايگذاري كران x
I [tgx ]



    
43 1 413 3 3

  

  
bدانيم كهمي  »4«ـ گزينه 174

a

b

a
f (x)dx f (x) |          البته ايـن تسـاوي بـه شـرطي برقـرار اسـت كـه تـابعf (x)  يدر بـازه(a, b)  پـذير باشـد.   مشـتق

تابع
x

f (x) 


1

1

1 2
xدر    هايپذير نيست. پس براي استفاده از فرمول فوق بايد بازهمشتق( , )1  و( , )1 :را از هم جدا كنيم  

I f (x)dx f (x)dx f (x)dx f (x) | f (x) | f ( ) f ( ) f ( ) f ( )


  
 

             
1

1
1 1
1 1 1 1








   

يبا توجه به ضابطه
x

f (x) 


1

1

1 2
f  بينيم كه:مي  ( ) , f ( ) 

 
     

  

1 1 1 1111 2 1 2
  


  

f ( ) , f ( )


     
  

1 1
1 1 1 1 21 1 13 31 2 1 2 1 2

  

I  در نتيجه:     
2 1 21 3 3 3  

 

n(aتوان به صورتجمله عمومي سري را مي  »4«ـ گزينه 175 b)(a b) (a nb)
x

(n )!
  


12

1
 در نظر گرفت، در اين صورت وقتيn  جمله عمومي ،

)nارزهم b)( b) ( nb)
x

(n )!
  


12

1
 يا

n n
n( ) b

x
n




11
aتوانيد حالـت بستگي ندارند و مي aها هم بهاست (براي توضيح بيشتر دقت كنيد كه گزينه 1    را

a)در نظر بگيريد. در واقع از هر پرانتز كه به صورت nb) است فقطnb ماند). شعاع همگرايي برابر است با:باقي مي  

nn
n

R lim | x | x
b b b bb

n


       



1 1 1 1 1

1

  

  آيد:در نقاط مرزي، سري به صورت زير در مي

سري متناوب همگرايك 
n

n

( )
x

b b n






  


1

1 1 1
1  

يك سري مثبت واگرا
n

x
b b n






   


1

1 1 1
1                

  
xيمعادلهها صحيح نيست.  از گزينه كدامهيچـ 176 y 2 2 برابـر   Sي واحد است. مساحت رويه درون دايره xoyيبر صفحه Sدهد تصويرنشان مي 1

  است با: 
S D

| g |
S d dA

| g.k |


  

 

  

,g(xبراي  y,z) : x y z   3 4 12 1  اريم: د  g(x, y,z) ( , , ) | g | , | g.k |         3 4 12 9 16 144 13 12
    

xدرون دايره  xoyچون تصوير سطح بر روي صفحه y 2 2   است، لذا داريم:  1

( )


  213 13112 ) 1(مساحت دايره به شعاع 12
S D

S d dA    
13 13
12 12  
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)rمنحني  »1«ـ گزينه 177 ) sin  4 است كه مركز آن نقطه 4اي به قطر دايره( , )2 روي محورy ها قرار دارد. يك دور كامل از اين دايره در محدوده
    شــود. مســاحت حاصــل از دورانطــي مــيr f ( )  حــول محــورxهــا برابــر اســت بــاS y f ( ) f ( )d


      2 22


كــه البتــه در آن  

y r sin f ( )sin     .است  

S sin .sin sin cos d sin d sin d ( cos )d
   

                    2 2 2 2 12 4 16 8 16 32 32 1 22   
  

( sin ) ( )


        2116 2 16 162 
  

 
است بنـابراين حـل انتگـرال در     2و هايو شعاعگيري ناحيه بين دو دايره به مركز مبدأ ناحيه انتگرال  »3«ـ گزينه 178

وضوحتر خواهد بود. بهدستگاه قطبي ساده   2 هايو كرانr آيند:دست ميها بهنيز از شعاع دايرهr   2.  
  است. rژاكوبين دستگاه قطبي هم

R

sin x y sin(r)
I dydx r dr dt sin(r)dr d

rx y

   

 


   


    

2 2 2 22 2

2 2  

[ cos(r)] d ( )d ( )
 


             

2 22
1 1 2 2 4

 
 

xگيري داريمدر ناحيه انتگرال توجه: y    2 2 2 24  
xبنابراين y    2 2 )sinپس 2 x y )2 تر يا مساوي صفر است. به عبارتي تابع جلوي انتگـرال همـواره كمتـر يـا     همواره كوچك در اين ناحيه 2

  مساوي صفر است پس جواب انتگرال الزاماً منفي خواهد بود.
  شود.) را رد كنيم. توجه به علامت انتگرالده گاه باعث حل انتگرال مي4) و (1هاي (توانستيم گزينهاز اين استدلال مي

 
كنيم. طبق متن درس، ابتدا توجه شما را به يك نكته مهم جلب مي  »2« ـ گزينه179

هـا و توابـع نمـايي؛    هـاي مثلثـاتي و معكـوس آن   براي همه توابع متعالي مانند نسـبت 

yانتگرال
f ( )dx

x .مشكل يا لاينحل است  

yاما انتگرال
f ( )dy

x وقتي شود زيرابه آساني حل ميy متغير باشد برايy
u

x
 داريمyu

x
 

تـوان آن را در انتگرالـده ضـرب و    كه ثابت اسـت و مـي   1

تقسيم كرد. در اين تست نيز براي تابع
y

xe
2

  بيرون باشد. dxدر وسط و dyترتيب مناسب آن است كه 
xپس احتياج به تعويض ترتيب متغيرها داريم. خطوط y وx  yرا رسم كرده و به شرط 2  2 ود. ش ـگيري معلوم ميكنيم. ناحيه انتگرالنيز توجه مي

xنويسيم:را ميxهايحال ابتدا كران  2 و سپس با حركت از پايين به بالا روي ناحيهR بينيمميy   كران پايين وy x كران بالايy است.  
xy y y

x x x

R

xx x e e x
I e dy dx e dy dx e dx (e e )dx xdx e

 
             

2 2 2 22 2 2 2 2 2
2 221 1 12 2 2 2 2    


 

 

 
Fتوسط Sميزان شار رو به بيرون سطح»  2«ـ گزينه 180

 :برابر است با
S

F.nds
 

ي ديورژانس داريم:  ، با توجه به قضيه   
S T

F.nds divFdV
 

 .  

  بنابراين:
T

dV (T )  3 3 3 3 ´\eشارF F F
divF

x y z

  
       
  

1 2 3 3 3 3 3 3
  

  كنيم:گانه استفاده ميي اين حجم از انتگرال سهي داده شده است. براي محاسبهحجم بين كره و استوانه Tكه در آن
a x y

R R

T dzdA a x y dA     
2 2 24 2 2 22 2 4´\e  

R

a x y dA  2 2 24  

xي محصور بين دواير متحدالمركزناحيه Rكه در آن y a 2 2 xو 2 y a 2 2   باشد. به كمك دستگاه قطبي داريم:مي 24
a

a

r a
T a r rdrd ( )( )( )( a r ) a

r a

 
        

 
3

2 2 2 2 2 2 32 21 22 4 2 2 4 4 32 3
´\e  

Fتوسط Sبنابراين شار بيرون از سطح
 :برابر است با  (T ) ( a ) a   3 33 3 3 3 4 3 36´\e  

  

2

R



y

x

2

y x

y

x
R
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كنـيم.  تر كنيم. در اولين مرحله، سـتون دوم را از سـتون اول كـم مـي    كنيم ماتريس را سادهابتدا با انجام اعمال سطري مقدماتي، سعي مي  »1«ـ گزينه 181
  كنيم:همچنين ستون چهارم را از ستون سوم كم مي



   
   
      
   
   
      
   

      
   
   
      

1
64

2 2 4 2 2 4
1 15 11 4 2 2 4 2 22 16 2

1 14 2 4 24 4
1 1 116 8 2 16 8 24 8 8

1 116 2 16 216 16

   

   



   

´Ã¹¨Â¶ ”μ] −»H ·¼Tw IM Hn ³¼w ·¼Tw pH ¯Ie
   

  حالا با استفاده از گسترش روي ستون اول داريم:

det A





   



    
 

2 2 4
1 4 2415
116 16 8 28

1 16 216

   

 در اين ماتريس هم با گسترش روي ستون دوم داريم:

  det A [ ] det A       

2 2 4 2 2 4
15 1 116 4 2 15 4 216 4 4

1 116 2 16 216 16

   

3اكنون به روش ساروس دترمينان ماتريس det  كنيم:را حساب مي 3 A [ ] [ ]


            
4 16 4 1 135 2 2515 16 16 64 15 34 1516 16 4 4 4 4  

  
  »2«ـ گزينه 182

nدانيد وقتيطور كه ميهمانروش اول:    كند داريم:ميل ميLnn
n

  
1 11 2   :بنابراين خواهيم داشت  

n nn
n n n
lim lim Lnn lim (Lnn)

n  
    

11 11 2   

  برابر با يك است. اما حل تشريحي آن به اين صورت است: Lnnها وايند جملهاُم چnيطبق متن كتاب، حد ريشه

n
n n n

Ln(Lnn)
A lim (Lnn) LnA Ln(Lnn) lim LnA lim

n n  
    

1 1  

اين حد فرم


  دارد. با استفاده از هوپيتال داريم: 
n n

nLnnlim LnA lim
 

  


1
1

1   

Aبنابراين e 1  .است  
  ؛ با توجه به كوچكترين و بزرگترين جمله داريم:توان به سؤال جواب داداز قضيه ساندويچ هم ميروش دوم: 

nn... ...n n n
n n n

            
1 1 1 1 11 1 1 12 2   

nدانيم:مي

n
lim


1 nو 1

n
lim n


1.پس بنابر قضيه ساندويچ حاصل حد برابر با يك است ،  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

ضـرب دو عـدد متـوالي    و صـورت كسـرها حاصـل    2هاي متـوالي عـدد   شويم كه مخرج كسرها توانبا كمي دقت به اين كسرها متوجه مي »3«ـ گزينه 183

n(nصورتبه )1 تر داريم:هستند. به بيان دقيق  
n

n

(n )(n )
A A





      
        1 2 3 4

1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 1 2
2 2 2 2 2 2


  

n  كنيم:ول مجموع سري هندسي توجه ميي مقدار اين سري ابتدا به فرمبراي محاسبه

n

x ; x
x




 

 1 11
  

n  گيري از طرفين خواهيم داشت:با دو بار مشتق n

n n

nx n(n )x
( x) ( x)

 
 

 
   

 
 1 2

2 3
1 21

1 1 
  

nكنيم كه سريي لغزاندن حدود سري، كاري ميحالا با استفاده از قاعده

n

(n )(n ) x



 

1
1 nازاييـد كـه بـه   ايجاد شود. اما قبل از آن توجه كن 2    وn 1 

nي عموميِ سريِجمله

n

n(n )x





 21


n  ي صفر خواهيم داشت:برابر با صفر است. پس با كنار گذاشتن اين دو جمله 

n

n(n )x
( x)





   


 2

3
2

21
1

   

n  حالا با استفاده از لغزاندن حدود داريم:

n

(n )(n )x
( x)




  


 3

22 1
1

  

xدر طرفين xجايحالا به 
1
  دهيم:قرار مي 2

n
n

(n )(n ) A
( )




         


 3

1 2 122 1 16 2 3 161 42 1 2


  

1اي كه كوچكتر ازجملات اين سري را تا رسيدن به جمله: روش رد گزينه
  توجه كنيد: Aكل توليد جملاتدهيم. به شباشد ادامه مي 2

A / / / / /
        

                
1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 1 2 3 3 2 5 2 1 3 9 6 351 2 4 8 16 32 64 128 256

      
/  است. طبق فرمول داريم: 65/15ي اين جملات برابر با مجموع همه /  15 65 2 35 مقدار سري/ 15 65  

 ) جواب است.3بنابراين گزينه (

 

dگيري از طرفين رابطها با انتگرالابتد »3«ـ گزينه 184
f (x)

dx x
 




1
2

1
1

fضابطه  (x)1 را به دست آورده و سپس مقدارf (x)dx
1 1


  يابيم.را مي 
d

f (x) f (x) Arctgx c
dx x

      


1 1
2

1
1

  

fطبق صورت سؤال ( ) 1 گيريمپس نتيجه ميf ( ) 1 1  عبارتيبهc


  4  پسc


 f        است. 4 (x)dx ( Arctgx )dx 
   

1 11
4 

  

Arcبراي حل انتگرال tgxdx
1


Arctgxبا استفاده از روش جزء به جزء با انتخاب  u  وdx dv :داريم du
x

 
 2
1

1
Vو  x :در نتيجه  

x
f (x)dx [ xArctgx] dx [ x] [ Ln( x )] Ln

x
   

         
 

11 11 1 2 1
2

1 11 24 4 2 4 21 


  
 

  متن درس، براي تابع سه متغيره بايد ماتريس مقابل را تشكيل دهيم: مطابق  »1«ـ گزينه 185
xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

f f f

H f f f

f f f

 
 

  
 
  

  

H  در اين مثال داريم: (y z) (y z)

(y z) (y z)

 
     
    

2
6 12 6

12 6 6

 



  

)Pيدر نقطه , , )   :داريم  H

 
   
  

2
12

12

 
 
 

  

اين ماتريس، معين مثبت يا معين منفي نيست. زيرا دترمينانِ 
 
 

2 
 

  ي زيني است.نقطه Pيشود. پس نقطهبرابر با صفر مي 

)Qيدر نقطه , , )1 1:داريم  H

 
   
  

2
12

12

 
 
 

  

هاياين ماتريس به وضوح معين مثبت است زيرا دترمينان خودش و ماتريس 2 و 
 
 

2
12



  .است fتابع نيمم نسبيي مينقطه Qيشود. بنابراين نقطهمثبت مي 
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكن شريف رتبه مدرسا

uطبق فرض داريم  »3« ـ گزينه186 u

x t

 
 

 

2
 ضرب شده است كه در tگيري نسبت بهبار مشتق 2مانند  xگيري نسبت بهيعني يك بار مشتق 2

ضـرب   بـار در  kكـه  tگيري نسبت بهبار مشتق k2معادل است با xگيري نسبت بهبار مشتق kتوان از همين تساوي نتيجه گرفت كهباشد. پس مي

u  شده باشد. مثلاً: u u
( )( ) ( )

x x t

  
     

  

2 4 42 2
2 4 21  

  و به همين ترتيب:
k k

k
k k

u u
( )

x t

 
 

 

2
2  

uكه در تساويطورياست به uي كليكار برد، يافتن ضابطهتوان بهروش ديگري كه مي u

x t

 
 

 

2
  صدق كند. 2

xتابع مثلاً tu(x , t) e  است: داراي اين ويژگي 

  
x t

x t

u
e

x u u

xu te
t

 

 

           

2
2 2
2

  

  مشتق بگيريم داريم: xبار نسبت به kحالا اگر از اين تابع،
k

k x t
k

u
( ) e

x
 

 


  

كه با
k

k

u

t





2
  است.  برابر 2

cاگر تابع[ x ctu e   شود.) مشخص مي4ي (را در نظر بگيريد، نادرستي گزينه[ 

 
nي داده شدهبا استفاده از رابطه  »1«گزينه ـ 187 n nx x x  1   دهيم:در صورت كسر جلوي سيگما قرار مي nxدر صورت سؤال به جاي 1

n n nx x x  1 1   
n n

n nn

x x

x .x


 

 

 1 1
1 12

   

  كنيم و داريم:اكنون كسر جلوي سيگما را تفكيك مي
n nn x x



 


1 12

1 1   

  يابيم.اكنون با استفاده از سري تلسكوپي، حاصل سري به دست آمده را مي
ي اول به تعداد اختلاف ها از يك واحد بيشتر است، پس بايد به جاي جملهاختلاف انديس فقط توجه داشته باشيد كه اين دو جمله پشت سر هم نيستند و

ها، جملات آخر را نيز با هم جمع كنيم. در اين مثال چون جملات ها، جملات اول را با هم جمع كنيم و به جاي جمله آخر، به تعداد اختلاف انديسانديس
  ها را در جمله آخر ضرب كنيم، پس داريم:توانيم عدد اختلاف انديسيباً با هم برابر هستند، ميتقر آخر در

x n
( ) (a ) ( ) ( Lim ) ( )
x x x

 
        

1 2 1

1 1 1 1 12 2 2 2 21 1  حاصل سري  

  
fتابعي صودي باشد، كه fطبق متن درس، اگر  »1«ـ گزينه 188 (a)   وf (b)  :آنگاه داريم ، 

  b

a
f (x)dx f (x)dx b a

 


      1  

fدر ايـــن مثـــال تـــابع (x) cosh x يرا داريـــم كـــه در بـــازه[ , ]1 صـــعودي اســـت وf ( ) 1 

eو e
f ( )




1
1   پس داريم: 2

  
e e

e e e e
cosh xdx cosh xdx cosh

  
  

       
1 1 11 12

1 1 1 12 2
  

  ايم.ايان، نمودار اين تابع را براي فهم بهتر مسأله، رسم كردهدر پ

  

 

f (x) coshx1e e

2



y

x


1

1
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xي مثلثاتيكنيم. با استفاده از رابطهتر ميرا ساده fيابتدا ضابطه  »3«ـ گزينه 189 x
tan sec 2 21 2   توان نوشت:مي 2

x
f (x) Ln(sin x) Ln Ln(sec )   22 2  

xدانيم كهمي
sec

x
cos


1

2
2

xپس  x
sec cos2 2

2 xدر نتيجه: 2 x x
Ln(sec ) Ln(cos ) Ln(cos )  2 2 22 2 fيو ضابطه 2 (x)   به اين صورت سـاده

x  شود:مي
f (x) Ln(sin x) Ln Ln(cos )  2 2 2  

  اين مشتق عبارت داده شده برابر است با:بنابر
x

sincos x x
f (x) f (x) cot gx tg

xsin x cos
     

1
2 22 2

2

  

xيگذاريبا جا


 f  در اين عبارت داريم: 2 ( ) cot g tg
       1 12 2 4   

  
  كنيم:برخورد سهمي گون و هذلولي گون را تعيين مي  »4«ـ گزينه 190

z
x y z

z z z z x y

z x y


               

   

22 2 2 2 2 2

2 2

1 4 1 4 12 2 24 4
4

  

zپس اين دو رويه در ارتفاع  xيها دايرهآنكنند و تقاطع با هم برخورد مي 2 y 2 2   است. 2
zيعني xoyياز طرفي، با توجه به صورت سؤال، صفحه   هـاي هـاي ديگـر، دايـره   ها است. از برخورد، اين صـفحه بارويـه  هم يكي از رويهx y 2 2 4 

xو y 2 2 ــه دســت مــي 1 ــاطع ســهمي ب ــه ترتيــب تق ــد كــه ب ــا صــفحه آين ــون و هــذلولي گــون ب zيگ     ،ــه طبــق صــورت ســؤال هســتند. البت
zگونِسهمي x y  2 zيهد پس برخورد دادن آن بـا صـفحه  د، سقف اين شكل را تشكيل مي24   يزم نيسـت. بـه عبـارتي دايـره    لاx y 2 2 4 

  نقشي در اين مثال ندارد.
  ي مورد نظر را هم رسم كنيم.توانيم شكل ناحيهبا اين اطلاعات مي

  اده كنيم.اي استفدايره است، بهتر است از مختصات استوانه xoyيكه تصوير اين شكل بر صفحهبا توجه به اين

zگون به صورتي سهميمعادله r  zيعني 24 r  zگون به صورتي هذلوليو معادله 24
r  

22 نوشته  14

zشود. از اين معادله داريممي (r ) 2 24 zكهو با توجه به آن 1   است داريمz r 22 1  .  
  اي حساب كنيم.اكنون آماده هستيم كه حجم مورد نظر را در مختصات استوانه

xيي كــه تصــوير آن درون دايــره  ناحيــه y 2 2 اي كــه تصــوير آن بــين دو   و ناحيــه R1قــرار دارد را 1
xيدايره y 2 2 xو 1 y 2 2 داريـم  R1ينـاميم. در ناحيـه  مـي  R2قرار دارد را 2   2،r 1  و
zاز zحدود   گون يعنيتا سهميz r    ادامه دارند. 24

  
، داريمR2ياما در ناحيه   2،r 1 zگون يعنياز سطح هذلولي zو حدود 2 r 22 zگون يعنيطح سهميتا س 1 r    ادامه دارند. 24

  برابر است با: Rاين حجم ناحيه بنابر
z r z r r r

z rz r

V rdzdrd rdzdrd [rz] drd [rz] drd
        

  

               
2 2 2 22 1 4 2 2 4 2 1 2 24 4

21 12 2 12 1
      

  

r r
V ( r r )drd ( r r r r )drd [ r ] d [ r (r ) ] d

   
                   

2 1 2 2 2 21 2

1 1

34 43 3 2 2 2 2 224 4 2 1 2 2 14 4 3    
  

V [( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( )


                
1 1 2 2 2 7 142 2 4 1 2 2 1 2 3 24 4 3 3 3 2 3  

zها بيني داده شده را به دو بخش تقسيم كنيم كه يكي از آنتوانيم ناحيهمي تذكر:   وz  zقرار دارد و ديگري در بالاي  2    قرار گرفته است. 2
  كار، چيزي از حجم محاسبات مورد نياز كاسته نخواهد شد.البته با اين

  

y

x

z
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   »3«ـ گزينه 191

fحد تابع :1بررسي گزينه  (x, y) يابيم:ميأ را در مبد  
(x, y) ( , ) (x, y) ( , )

x y
lim f (x, y) lim

x y 




2

2 2   
  

  كنيم:براي يافتن حد فوق از مختصات قطبي استفاده مي

(x, y) ( , ) r r

x r cos x y r cos sin
lim lim lim r cos sin

y r sin x y r  

   
          

2 3 2 2
2 2 2   

 nHj·Ho¨  

با توجه به اين كه
(x, y) ( , )

lim f (x, y)
  

fبا مقدار  ( , )  اينبرابر است بنابرf (x , y) در نقطه( , )  باشد.پيوسته مي  

)يابيم. دررا مي yfي تابعرسي اين گزينه ابتدا ضابطهبراي بر :2بررسي گزينه  , )  كنيمگيري استفاده مياز تعريف مشتق و در ساير نقاط از قواعد مشتق.  

x)در نقاط , y) ( , )   :داريم  y
f x (x y ) y(x y) x x y x y x x y

f (x , y) (x , y)
y (x y ) (x y ) (x y )

      
   
   

2 2 2 2 4 2 2 2 2 4 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2  

)يدر نقطه , )  :از تعريف مشتق داريم  y
h h

f ( ,h) f ( , )
f ( , ) lim lim

h h 

 
  

 

        

  را در مبدأ بررسي كنيم. yfتوانيم پيوسته بودن تابعحالا مي

y

x x y
; (x , y) ( , )

f (x , y) (x y )

; ( , )

 


  



4 2 2
2 2 2  

  

  

y
(x , y) ( , ) (x , y) ( , )

x x y
lim f (x , y) lim

(x y ) 






4 2 2
2 2 2   

  

  دانيم كه اين حد وجود ندارد.طبق متن درس، به دليل هم درجه بودن صورت و مخرج مي
yتوانيم روي مسيرهايالبته براي اثبات اين مطلب مي   وx   ك و روي دومي مقـدار حـد صـفر    جداگانه حد بگيريم كه روي اولي مقدار حد برابر با ي

  كند پس حد وجود ندارد.بستگي پيدا مي از صورت و مخرج، جواب حد به r4كنيم و با حذفاست يا حتي از نمايش قطبي استفاده مي
  پيوسته نيست.در مبدأ yfبا اين توضيحات متوجه شديم كه

fبه طور مشابه ابتدا مشتق تابع :3بررسي گزينه  (x, y)  را نسبت بهx در نقاطي به جز( , )  كنيم:محاسبه مي  

x
f xy (x y ) x x y x y xy x y xy

f (x , y) (x , y)
x (x y ) (x y ) (x y )

      
   
   

2 2 2 3 3 3 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2  

xfو با استفاده از تعريف مشتق داريم ( , )      
xهم درجه بودن صورت و مخرج باز همبا توجه به 

(x , y) ( , )
lim f (x , y)
  

  در مبدأ ناپيوسته است. xfوجود ندارد پس 

fطور كه ديديد مشتقات جزئي تابعهمان :4بررسي گزينه  (x, y) آيند:دست ميبه اين صورت بهأ در مبد  

y
x x x

f ( , h) f ( , ) f ( ,h)
f ( , ) lim lim lim

h h h  

  
   3  

          

x
x x x

f ( h, ) f ( , ) f (h, )
f ( , ) lim lim lim

h h h  

  
   3  

          

  باشد.وجود ميأ مدر مبد fاي اين مشتقات پارهبنابر
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  را در مختصات قطبي بنويسيم. در دستگاه قطبي داريم: براي يافتن گزينه درست كافيست انتگرال  »1«ـ گزينه 192
x r cos

x y r , dxdy rdrd
y r sin

 
      

2 2 2  

  كنيم:صورت زير رسم ميدر مختصات دكارتي را به Dرا بيابيم، لذا ابتدا ناحيه  حالا بايد حدود انتگرال در مختصات قطبي
x

x y y x y y x y y




         
2 2 2 2 24 4 4




  

x y y x (y )      2 2 2 24 4 4 2  
)اي به مركزدايره , )2  دست آمد. البته شرطبه 2و شعاعx   وy 1  را هم داريم. محل برخورد
yخط 1 كنيم:با دايره را در ربع اول حساب مي  

yx (y )
x tg ( ) tg ( )

xy
           



2 2 1 1
1

12 4 3 631
  

برابر است با ي تغييراتمحدوده 
  6 y  ي مرزها را در مختصات قطبي بنويسيم:د معادلهباي rبراي يافتن حدود 2 rsin r

sin
     


11 1  

x y y r rsin r sin         2 2 24 4 4   

r  به اين صورت است: rاين بازه تغييرات بنابر sin
sin

  


1 4  

  باشد:پس انتگرال داده شده در مختصات قطبي به اين صورت مي
y y r sin

r

sin

f ( x y )dxdy f (r, )rdrd f (r)rdrd


  

 


          
244 42 2 3

1 11 1
6

2 2


  

  
  بردار هادي خط مماس بر دو رويه برابر با حاصلضرب خارجي بردارهاي گراديان دو رويه در نقطه داده شده است، پس داريم:  »2«ـ گزينه 193

z , y ، x

F :x z F ( , , )

G :x y G ( x, y, ) G ( , , )  

     


       
4 22 2

4 1 1

2 2 2 2 2


 

 
   

  

  كنيم:حاصلضرب خارجي بردارهاي گراديان را محاسبه مي
i j k

n F G ( , , )     1 1 2 2 2 2
2 2

  
   

 

  

nالبته هر برداري كه مضرب
 هـا بـردار  تواند بردار هادي خاط مورد نظر باشد. پس با توجه به گزينهباشد نيز مي( , , ) 2 2 2 2   گيـريم.  را درنظـر مـي

)معادله پارامتري خط مماس بر دو رويه داده شده در نقطهاينبنابر , , )2 4 :برابر است با  
x t t

y t

z t t

   
    
     

2 2 2 2
2 2

2 2 4 4 2 2



  

  
fتابع زير انتگرال يك متغيره و به صورت  »2«ـ گزينه 194 (y) است، اگرdx ،را به انتگرال مياني بياوريم 

xشود. توجه كنيد كهتر حل ميانتگرال خيلي ساده y همانy x xاست البته با شرط 2   
yو  كنيم:صورت مقابل رسم ميگيري را بهكنيم، ابتدا ناحيه انتگرالگيري را عوض مي.  ترتيب انتگرال   

y

y

yey x y
D : I dxdy

y y y y

    
  

 
1

1 
  

y

y

y y y ye e e e
I [ x] dy ( y y)dy dy I dy

y y y y y y y y
       

    
1 1 1 1
   

  

uانتگرال از تغيير متغيربراي حل اين  y كنيم، لذا:استفاده مي  y u
y u y u dy udu ,

y u

  
        

2 2 1 1
   

  داريم:Iبا جايگذاري عبارات فوق در 
u

u ue
I udu e du e (e )

u
     

1 1 12 2 2 2 1
  

  

  

 
4

1
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nاي نزولي و نامنفي اسـت. حـالا اگـر   هم دنباله naنزولي و نامنفي است. بنابراين ايدنباله naطبق صورت سؤال  »4«ـ گزينه 195
n

n

( ) a





1
همگـرا   1

nباشد، خواهيم داشت
n

n
lim ( ) a


 1  پسn
n
lim a


  بنابراينn
n
lim a


 به اين ترتيب .na اي نامنفي، نزولي و همگرا به صـفر اسـت،   دنباله

nپس سري
n

n

( ) a





1
  همگراست. 1

  ها:بررسي ساير گزينه

na) نادرست است. براي مثال فرض كنيد1ي (گزينه
n


bو 1

n
 

nصورت سريِباشد در اين 1 n
n n

a b ( )
 

 
  

1 1
 ِهمگراست اما سريn

n

b





1
  .واگراست 

nي تراكم كوشي است. اگر به جاي سري) شكل ناقص قضيه2ي (گزينه
n

a





1
nاز سري 

n

n

a



 21

ي فعلـي  كرد، درسـت بـود امـا بـراي جملـه     صحبت مي 2

naنقض پيدا كرد. مثلاً توان مثالمي
n


nرا در نظر بگيريد. در اين صورت داريـم:  1 n

a 2
1

2
nدانـيم كـه سـري   و مـي   n

n n

n
na

 

 
 21 12

همگراسـت در   

nكه سريحالي
n n

a
n

 

 
 

1 1

  واگراست. 1

na) هم با درنظر گرفتن3ي (گزينه
n


دانيم كه سريشود. ميرد مي 1

n
n

n
n n

( )
( ) a

n

 

 


  

1 1

11 همگراست اما سريِ مثبتn
n n

a
n

 

 
 2

1 1

  .واگراست 1

  

xابتدا دامنه تابع  »1«ـ گزينه 196
f (x) Ln

x






2

2
1
1

x  كنيم. را تعيين مي
x x

x


       



2 2
2

1 1 1 1
1

  

f  كنيم. اش پيدا مير دامنهرا د fنقطه بحراني  (x) Ln ( x ) Ln ( x )   2 21 1 

 
x x x

f (x) x
x x x

       
  2 2 4
2 2 4

1 1 1
  

  كنيم. را در نقطه بحراني و دو سرِ دامنه بررسي مي fحال مقدار 

  
f ( ) Ln ( )

f ( ) Ln ( )

f ( ) Ln ( )

 

 

 

  

   

1
1

1

 





 

)برابر با fبنابراين برد  , ]  .است  
 

  اند. هر كدام تا دو بار قابل استفاده Aو  Fحرف متمايز داريم و  H,E,L,S,AA,FF. 6كنيم: بندي ميه شده را دستهحروف داد  »4«ـ گزينه 197

)  تر باشد. دسته اول رمزهاي بدون حرف تكراري: كنيم تا شمارش هر دسته سادهبندي ميحرفي را دسته 4رمزهاي  ) !6
4 4 

!  ها برابر است با: اند. تعداد آنو دو حرف متمايز ديگر تشكيل شده Fو  Fهايي كه از م آندسته دو
( )

!
5
2

4
2  

!  ي قبل است: اند كه تعدادشان مانند دستهو دو حرف متمايز ديگر تشكيل شده Aو  Aهايي كه از دسته سوم آن
( )

!
5
2

4
2  

!  حرف برابر است با: 4هاي اين شوند. تعداد جايگشتساخته مي Aو  Aو  Fو  Fيي كه از دسته چهارم رمزها

! !

4
2 2  

!  ها داريم:بنابراين با جمع كردن تعداد آن ! !
( ) ! ( ) ( )

! ! ! !
        6 5 5

4 2 2
4 4 44 36 12 12 6 6 62 2 2 2    جواب  
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fحجم حاصل از دوران منحني  »3«ـ گزينه 198 (x)
x x


2

1
1

]صلهدر فا  , t]2  حول محورx :ها برابر است با  

  t t dx
V f (x) dx

x (x )
   

 2
2 22 2 1

 

A  توان نوشت: با استفاده از تجزيه كسرها مي B C D (A B C) x (A B D) x Cx D

x x xx (x ) (x ) x x (x ) (x )

      
    

    

3 2

2 2 2
1

1 11 1 1 1
 

Aبا مقايسه صورت كسرها داريم:  B D , C , D     1  وA B C    :بنابراين .(A, B,C, D) ( , , , ) 
1 1 12 2 . 

  t x t
V ( ) dx ( Ln ( ) ) ( Ln( ) Ln( ) )

x x x x t tx

 
           

    22
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1322 1 2 1 2 1 2 1 2 2 

tهرگاه    :خواهيم داشت  
t
lim V ( Ln ( ) Ln( ) ) (Ln ( ) )



      

1 1 11 3 3 12 2 2 2 

 
است. بنابراين مثلث  aالاضلاع، ضلع مثلث متساويها صحيح نيست.  هيچكدام از گزينهـ 199

aشود به ضلعيجاد ميالاضلاع كوچكي كه در رأس بالاتر امتساوي

n
است. با كمك قضيه فيثاغورث  

  دهيم.نشان مي hكنيم. ارتفاع آن را باارتفاع اين مثلث را حساب مي
a a

( ) h ( )
n n

 2 2 2
aپس 2

h
n


22
2

3
aيعني 4

h
n


3

2  . 

aكز ثقل اين مثلث در ارتفاعمر
h

n


1 3
3 aاز قاعده قرار دارد. پس شعاع دايره كوچك 6

r
n


3

  است.  6

aهامساحت هر كدام از دايره
r

n


 

22
2

3
n  ها برابر است با: است. تعداد دايره36 (n )

n


    
11 2 3 2 

n  ها چنين است: ساحت دايرهبنابراين مجموع م
n (n ) n (n ) a (n n) a

S r
n n

    
   

2 2 22
2 2

1 1 3
2 2 36 24

 

n  ترين درجه خواهيم داشت: ي بزرگبا توجه به قاعده nهرگاه
n n

a n a
lim S lim

n 

 
 

2 2 2

2 2424
 

aكنيم. بنابر قضيه فيثاغورث:را نيز حساب مي aالاضلاع بزرگ به ضلع مساحت مثلث متساوي
H ( ) a 2 2 2

Hپس  2 a2 23
Hو 4 a

3
2.  

Ha
a  23

2 (ارتفاع) (قاعده)  4
1
  مساحت مثلث 2

nحال نسبت
n
lim S


  شود: به مساحت مثلث بزرگ معلوم مي 

n
n

a
lim S

a




 

   

2

2

424
3 24 3 6 3

4
W±X¶ SeIv¶

  جواب 

  
sin  بهتر است مسأله را از حالت پارامتري به دكارتي تبديل كنيم. از معادلات پارامتري داده شده داريم:   »2«ـ گزينه 002 t y , cos t x 

1 1
3 3 

sinدانيم كهمي t cos t 2 2 xبنابراين 1 y 
2 2
3 3 y  توان نوشت:پس مي. 1 ( x ) 

2 3
3 21 

 y ( )( ) x ( x )


   
1 2 1
3 3 23 2 12 3 

 
x

y x ( x ) x x ( x )
x

x x

          



2
4 2 1 1 1 2 1 33 3 2 3 3 3 2

3 4 2
3 2 3

1 1 1 11 13 3 3
3 1

 

xبينيم كه درمي   وx  1 مقدارy تعريف نشده است. در همسايگيx   چه از چپ و چه از راستy  است. پس در اين نقطهy  تغيير
xدهد، يعني اين نقطه، نقطه عطف نيست. اما درعلامت نمي 1 وx  1 علامتy د. شود. پس اين دو، طول نقاط عطف هستنعوض مي  

 

a aH

a

2
a

2



a

2n

a

nh
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكن شريف رتبه مدرسا

x،sinابتدا به اين مطلب توجه كنيد كه براي هر مقدار از  »2«ـ گزينه 201 (x)  1 sinاست. بنابراين 1 (x)
 

  2 cosو در نتيجه2 (sin x)  .است

xي تابعپس كافي است دامنه
Arcsin ( )

x

 21
xرا تعيين كنيم. در اين تابع بايد كسر 2

x

 21
هاي + داشته باشد. با جدا كردن بخش1تا  - 1مقاديري بين  2

  كنيم. مثبت و منفي حوزه تعريف تابع را مشخص مي

xاگر  باشد، ازx

x


 

21 12 :داريمx x 21 2.   
 x x (x ) x        2 21 2 1 1   

xپس 1 يتنها عضو دامنه در ناحيهx   است. به همين ترتيب اگرx   :باشد، داريمx

x


  

211 2  توان نوشت: پس مي  

  x x x x (x ) x             2 2 22 1 1 2 1 1   

xپس  1 يتنها عضو دامنه در ناحيهx   است. بنابراينfD { , } 1 1. 

xبا امتحان كردن اعدادي مانندروش كوتاه:  1وx   وx  1 ر تابعدf شود كهمشخص مي1 در دامنهf  قرار دارند؛ اما صفر در دامنه نيست. به
  شوند. ) رد مي2ها به جز گزينه (اين ترتيب همه گزينه

 
uدانيم كهمي»  1«ـ گزينه 202 [u] u  1 است. بنابراينx [ x] x     1با افزودن .x به طرفين داريمx [ x]   1  به عبارتي

f (x)  1  :است. با محاسبه تركيب دو تابع داريم  gof (x) g (f (x)) log ( f (x))  2 1 3   

f (x) 1 بنابراينf (x)  3 3و از اينجاf (x)  1 1 3   بگيريم، خواهيم داشت:  2و اگر از طرفين لگاريتم در مبناي  4
  log ( ) log ( f (x)) log ( )  2 2 21 1 3 4 

gof  به عبارتي:  (x) 2  
 

x]ج باشد، در اين صورتزو [x]فرض كنيم»  4«ـ گزينه 203 ]1  .فرد است  
  f (x) x [x]  

 f (x ) [x ] (x ) [x] x [x] x             1 1 1 1 1 1 1 1 

fبينيم كهمي (x ) f (x) 1بنابراين دوره تناوب .f شوند. ) رد مي3) و (1هاي (برابر با يك نيست. گزينه  
xدر fبه وضـوح پيوسـته اسـت. پيوسـتگي     fكنيم. در اعداد غيرصحيح،را بررسي مي fپيوستگي حال 1   كنـيم. دقـت كنيـد كـه اگـر      را بررسـي مـي

[x] , x  1 [x]ست و اگرعددي فرد ا 1 , x   1  .عددي زوج است  f ( ) [ ]   1 1 1 1 1 

        f ( ) [ ]   1 1 1 1                  f ( ) [ ]    1 1 1 1 1 

xدر fحال پيوستگي    كنيم.را بررسي مي 2
  f ( ) [ ]  2 2 2   

  f ( ) [ ]   2 2 2   
  f ( ) [ ]    2 1 2 2   

  ته است. پيوس بر fگيريمنيز هست، نتيجه مي 2پيوسته و داراي دوره تناوب  2و  1در اعداد صحيح  fبا توجه به آن كه
  .ايمرا نيز رسم كرده fبراي فهم بهتر موضوع نمودار

 

xدامنه تابع»  4«ـ گزينه 204
f (x)

x





3

]يبازه 4 , )3 xاست. اگر 4 4 باشد ياx xت زير راديكال منفي است.باشد، عبار 3  هم ريشه مخرج  4
xي به دست آمده داريمتوانيد از جدول تعيين علامت هم استفاده كنيد). در دامنهاست (مي  3  توان نوشت: بنابراين مي  

  g (x) | x | (x ) x       2 3 2 3 5 

y g (x) ك خط راست است با شيب منفي و كسر هموگرافيكيx
y

x





3

نيز تابعي يكنوا  4
]در بازه gوfاست. بنابراين رسم نمودارهاي , )3   آسان است.  4

f ( ) f ( )

g ( ) g ( )





  

 

3 4
3 2 4 1


 

 

  ط يك نقطه برخورد وجود دارد. بينم كه فقمي
 

 

1

1 201

2

1

3 4



f

g
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,x)توجه كنيد كه»  2«ـ گزينه 205 y)  2 يعنيx وy  .اعداد صحيح باشند  
| x y | x y

| x y | x y

      
      

2 2 2
2 2 2 

xخطوط y  xو2 y  2 وx y  xو 2 y  2 كنيم. را رسم مي 

,x)نقاطي مانند y) ي بين خواهيم كه مختصات صحيح داشته باشند و در ناحيهرا مي
  اين چهار خط قرار بگيرند.

  

  
  
 

  ختصات صحيح وجود دارد. نقطه با م 13گيرد و روي مرزهاي آن؛ در مجموع در ناحيه لوزي شكلي كه بين اين خطوط قرار مي
 

xطبق فرض:»  4«ـ گزينه 206 dx
A

x



21

41
dxخواهيماست. حال مي 

I
x




 41 1
هاي پيدا كنيم. احتياج به تغيير متغيري داريم كه كران Aرا برحسب 

tتبديل كند. اين كار توسط متغير و 1ي هارا به كران و 1
x


xشود. وقتيانجام مي 1 1 ،باشدt 1 است و وقتيx  :داريمt .

tهمچنين
x


xپس 1

t


dtو 1
dx

t
    . با انجام اين تغييرات داريم: 2

  
dt

dx t dt t dttI A
x t t

t




    
  

   
2 22 1

4 4 41 1 1
4

1

11 1 11
 


 

b  شود: جا شوند، حاصل قرينه ميهاي انتگرال جابههرگاه كرانيادآوري:  a

a b
f (x)dx f (x)dx  

 

x)خط مماس بر منحني پارامتريشيب   »1«ـ گزينه 207 t t , y t t )    2 22 2 3 dy  در هر نقطه از آن چنين است: 1 y (t) t
m

dx x (t) t

 
  

 
4 3
2 2  

  كنيم.ي مورد نظر تعيين ميرا در نقطه tمقدار
x)يدر نقطه , y ) ( , ) 8 3  :داريم  

  x t t

y t t

   


   

2

2
2 8

2 3 1 3
  

)  به دست مي آيد: tبرابر اولي كنيم مقدار 2ي دوم را منهاي عادلهاگر م t t ) ( t t) t t            2 22 2 3 4 1 3 16 7 14 2  

t  كنيم:شيب خط مماس در اين نقطه را حساب مي
m

t

 
  

 
4 3 8 3 5
2 2 4 2 6  

y  نويسيم:ي خط مماس را ميمعادله y m(x x ) y (x ) y x          
53 8 6 5 226   

xبا جايگذاري  محل برخورد با محور ،yشود:ها معلوم مي  y y y        
22 116 22 6 3  

  
uكنيمفرض مي »4«ـ گزينه 208 x 2 xvو 1 e هايي مشتقباشد. همهxe  اي برابر بـا مرتبهاز هرxe   هـاي اول و دوم  اسـت. مشـتقu   عبارتنـد از

u x  uو 2    شوند. حالا طبق فرمول داريم:ي بالاتر آن صفر ميهاي مرتبهو ساير مشتق 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) x x xy uv y uv u v u v y (x )e ( x)(e ) ( )(e )

    
               

   
15 15 1 14 2 13 15 215 15 15 141 15 2 21 2 2    

xبا جايگذاري 1 :داريم  ( )
( )y e e e   15
1 3 21 24     

  


























x y 2  

x y 2 

x y 2 

x y 2  
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       -3      -2      -1                 1       2        3         4        5      6              

-1

0

y

x

1

2

3

4

y 2x 6 

y 4x 24  

fيمعادله »4«ـ گزينه 209 (x)   كنيم تا محل نقاط بحراني معلوم شود.را حل مي  
x x

f (x) cos x ( x)sin x cos x (x )sin x ( ) (x )sin x (x ) (x )(sin x )
                  

1 2 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 2 2 4 2 2 2 2 2   

sin x x , x , x
 

    
1 1 5
2 2 6 xيا  6 

1
2  

xاعداد 
1
xو 2


 ]يدر بازه 6 , ]


2 .قرار دارند  

fها به علامتبراي تعيين نوع آن (x) كنيم:توجه مي  f (x) ( )(sin x ) (x )cos x    
1 11 2 2  

xدر 
1
fداريم 2 ( ) sin( )  

1 1 1
2 2 sinداريـم  x. براي هر عدد مثبـت 2 x x  پـسsin( ) 

1 1
2 f، در نتيجـه 2 ( ) 1

xمنفـي اسـت. پـس    2 
1
ي نقطـه  2

xماكزيمم نسبي است. در


 f  داريم: 6 ( ) (sin( ) ) ( )cos ( )
            

1 1 1 3
6 6 2 6 2 6 6 2 2   

xپس


   ي مينيمم نسبي است.طول نقطه 6

  
yمتناظر با xابتدا  » 4«ـ گزينه 210 1 آوريم:  را به دست مي     x Ln x x       4 1 1 3 4 1 9 2   

  م داشت:خواهي tگيري ضمني از معادله منحني نسبت به پارامتر حال با مشتق
dy

dt
( , )

dx dy dy dx
dxdt dt dt dt

y dtx

 
      

 

1
2

2 1

1 14 4 52 2
1 82 4 1 2 8 1

   

 
  با توجه به تعريف دامنه تركيب دو تابع داريم:»  4«گزينه  - 211

gof f gD {x D | f (x) D }    
fD : x x x( x) x       2 1 1    
gD : x x    3 3  

gofD { x | log (x x ) } { x | x x } { x | x x }                 2 2 3 2
2

11 3 1 2 1 8     

x x x
   

       2
4 21 1 11 2 28 2

8 2 2 4  

gofD { x | x } [ , ]
   

      
2 2 2 2 2 2 2 21 4 4 4 4  

 
  »  4«گزينه  -212

)با توجه به اين كه نقطهروش اول:  , )5 yمختصات آن در معادله تابع 4 x 2 ي خط قائم بر منحني و گذرنده كند، پس ابتدا بايد معادلهصدق مي 6
)از نقطه , )5   را به دست بياوريم. 4

m  4 شيب قائمxy m
x

    


52 1
42 2 6

   

y y m(x x ) y (x ) y x           4 4 5 4 24    
  كنيم.اكنون نمودار تابع داده شده و خط قائم بر آن را در يك دستگاه مختصات رسم مي

 3هايxناحيه موردنظر سؤال در شكل مشخص شده است كه اين ناحيه به ازاي
yزير نمودار تابع  5تا x 2 xقرار دارد و از 6  xتا 5  زير نمودار  6

yتابع x  4 احيه را به دست آوريم و با قرار دارد، پس بايد مساحت اين دو ن 24
  جمع كنيم.

S x dx ( x ) dx ( ( x ) ) ( )
 

         
5

3

1 3
5 5 2 21 3 3

1 2 1 642 6 2 6 2 6 642 3 3 3
  

S  باشد و داريم:مي 4مساحت قسمت هاشورخورده مساحت يك مثلث با قاعده يك واحد و ارتفاع     2
1 1 4 22   

S  پس مساحت كل برابر است با:   
64 723 3

   
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  انجام دهيم، به دست آوردن خط قائم مورد اشاره است: اولين كاري كه بايدروش دوم: 

m y m
mx ( )

L : y (x ) x y x

         
 

          

2 1 1 1 442 2 6 2 5 6
4 5 4 4 24 4 24

  

  كنيم:ها را در يك دستگاه رسم ميحالا براي راحتي كار، هر دوي اين دو منحني

       -3      -2      -1                 1       2        3         4        5      6                  

-1

0

y

x

1

2

3

4

5

Dy 2x 6 

y 4x 24 
(5,4)

  
  ها منظم است. در نتيجه داريم:xكنيد، ناحيه مورد نظر در راستاي محور همانطور كه ملاحظه مي

y y
y x x , y x x

 
       

2 6 242 6 4 242 4   
y

D y

y y
S dA dxdy ( )dy ( y y )dy





 
           2

24 24 4 4 24
6

2

24 6 1 2 364 2 4  
  

( y y y) ( )
  

         3 2 41 2 1 1 128 16 64 12 216 736 1444 3 2 4 3 2 6 3



 

 
  

 Aكه شامل دو ناحيه منظم  Dدر واقع حجم حاصل از دوران ناحيه »  2«گزينه  -213
ها خواسته شده است (براي محاسبه حجم حاصل از دوران xاست، حول محور  Bو 

منظم باشد). با توجه به تقارن هر دو  هاy، بايد ناحيه در راستاي محور xحول محور 
ناحيه نسبت به اين محور، كافيست فقط حجم حاصل از دوران ناحيه واقع در ربع اول 

 ها را محاسبه كنيم. حالا داريم:xحول محور 

b

a

x
V r (x)dx y dx y dx ( )dx ( x )dx              

1 11 12 2 2 22 21 21 1
2 2

3 12 
  

x
( x ) (x ) ( ) [( ) ( )]

( ) ( )


           

    
        

3
2

1 13 3 1 1 1 112 14 3 4 4 3 2 24
2

3 2 11 3 5 9 1 19
16 3 24 16 24 48 48





  

 

yبه فرمبا استفاده از رابطه طول منحني »  1«گزينه  -412 f (x) :داريم  b

a
L (y ) dx  21  

sin x
y Ln(cos x) y tgx (y ) tg x

cos x cos x
          2 2

2
11 1 1  

L dx | | dx sec xdx Ln | sec x tgx |
cos xcos x

Ln | | Ln | | Ln | | Ln

  

  
  



     




     

  6 6 6
2

6 6 6

1 1 6

6
3

2 1 2 1 3 313 3 3 3
3
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yدانيم كهمي  »4«ـ گزينه 521 x [x]  بخش اعشاري عددx است وx [x]  1 :بنابراين با قرينه كردن طرفين داريم .  x [x]   1  
  توان چنين نوشت: حال با افزودن يك واحد به طرفين نامساوي مي

  x [x] , ,
x [x] x [x]

       
   

1 11 1 1 11 1
  

fبه عبارتي (x) 1.  
 

xfنمودارهاي  »1«ـ گزينه 621 (x)  g(x)و 2 log x 21
xfتعريف شده است و بر fكنيم. تابعرا رسم مي 2 (x) Ln 2 همواره مثبت است.  2

  همواره صعودي است.  fبنابراين
x x
lim f (x) , lim f (x) 

 
    2 2 

  
  

fهمچنين ( )1 است. با اين اطلاعات نمودارf كنيم. را رسم مي  
  
  

g(x)دقت كنيد كه g(x)در مورد log ( x ) log (| x |) 2 تابعي زوج است و بنابراين نمودار آن نسبت به محورy برايمتقارن است .x   
g(x)داريم log xدامنه .g(x)  .شامل صفر نيست  

xx
lim g(x) log ( ) , lim g(x)





    


  

  
  

  توجه كنيد كه سرعت رشد توابع لگاريتمي بسيار كمتر از توابع نمايي است. 
  
  

  در يك دستگاه، واضح است كه تنها يك نقطه برخورد دارند.  gو fاكنون با رسم نمودارهاي
  
 

 

nهمه جملات اين بسط به فرم  »4«ـ گزينه 721 m k!
(x ) ( ) ( )

n!m!k! x
26 1 nهستند كه در آن 1 m k   ,nاست و 6 m, k   جملـه   . براي آن كـه

mباشد، بايد xبه وجود آمده فاقد  n   كنيم.  باشد. همه اين جملات را نوشته و با هم جمع مي 2
! ! !

(x ) ( ) ( ) (x )( ) ( ) (x ) ( )
! ! ! x ! ! ! x ! ! ! x

        2 6 2 2 3 2 2 46 1 6 1 6 11 1 1 6 15 766 1 2 3 2 4
  

  
  

 
xدر  »1«ـ گزينه 821   وx  1 ود. در اين نقاط ضابطهشمقدار عبارات داخل قدر مطلق صفر ميf شود؛ بنابراين با جدا كردن نواحي داريمعوض مي:  

x x x

x x x x
f (x)

x x x x

x x x

      
                 
     

1 1 1
1 1 2 2 1

1 1 2 2 1
1 1 1







  

)هايدر بازه , ) 1 و( , )1 تابعf مقدار ثابتي دارد. در بازه( , )1 خطy x  2 )نزولي است و نقطه در بـازه  2 , )1   تـابعf   بـا خـطy x 2 2 
  برابر است كه صعودي است.

 
  

xy 2

1

y log| x |

g

f

g
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xعتاب  »4« ـ گزينه921 x
f (x)

xx x


 

 2
9 2 2

26
  نب افقي است كه معادله آن چنين است: داراي يك مجا 

x
y lim f (x)


  2 

xدقت كنيد كه وقتي  آيد. خطترين درجه، مقدار حد به دست مي، با استفاده از قانون بزرگy  xاست. از طرفي خط fمجانب افقي 2  2 
ي مخرج است واست؛ زيرا ريشه fمجانب قائم

x
lim f (x)


 
2

xهاي مخرج از حل معادله. ساير ريشه x  2 6  آيند.به دست مي  و    25

x ,


  
1 5 3 x. پس خطاست 22    است.  fنيز مجانب قائم 3

yخط x xكه عبارتند از fهاي قائم و افقيبا مجانب 2  2 وx  yو 3  در سه  2
Aكند كه عبارتند از:                           نقطه برخورد مي ( , )3 )Bو 6 , )1 )Cو 2 , ) 2 4. 

    2 25 1 125 5 5فاصلهAوC  
     2 22 4 2 2 5فاصلهAوB 

    2 23 6 45 3   CوBفاصله5
  تواند درست باشد. ) مي4بنابراين فقط گزينه (

 
  پذير نيست و يا مشتقش برابر صفر است.ها مشتقاند كه تابع در آننقاطينقاط بحراني يك تابع،  » 2«گزينه  ـ220

xx

| x | | x | x x f (x) (| x | | x |) ( x ) x

x x

   
                

   

2 2
1 11 1

1 2 1 1 1 2 1 1
1 1

 
 

  

xدر نقاط fتابع   وx  1 پذير نيست، پس اين نقاط جزء نقاط بحراني تابعمشتقf .هستند  

f (x) ( )( x ) x : x
         

12 2 2 1 12    

xدر fمشتق تابع



1

xبرابر صفر است، پس 2



1

  نقطه بحراني دارد.سه  fاست. در نتيجه، تابع fيك نقطه بحراني تابع 2

  
را به سمت عدد مطلوب cايد،دست نياوردهبه cگونه سؤالات، تا زماني كه مختصات نقطه تلاقي را به صورت تابعي ازتوجه كنيد كه در اين»  1«گزينه  -122

  ميل ندهيد. يعني:
cy c

y (c ) y( ) (c )y (c ) xy x c c c c
cy

x c((c ) x) c c(c )cy (c )x x x( )c
c c c

c c (c )(c )
y( )

c c

c c
x( )

c

                                         

    


 
  




2 2 2
2

2
2 2 2

2 2

2 2
2

2

2 3 61 3 1 11 33 1 2 2 22 2 1 3 3 2 12 2 12 2 2 2
3 2 1 2 6

2 2
3 2 2

2

c c c
y

c c

c c c c
x

c c c

    
 

    
        

3 2

2
2 2

2 2

2 4
3 2

2
2 3 2

  

c c c

c c c

c c cHOPlim x lim lim
cc c

c c c c cHOPlim y lim lim
cc c

  

  

     
  

  

      
   

  

2

21 1 1
3 2 2

21 1 1

2 1 2 1 2 32 3 2 33 2
2 4 3 2 2 3 2 2 72 3 2 33 2

  

 
  مشتق بگيريم. ولي در ابتدا: tاست از معادله ضمني داده شده نسبت به پارامتر كافي  »3«گزينه  - 222

xLn(x ) y x y Ln( ) y y y y                22 3 3 2 2 4 3 3 4 2 3 4 2    
y yy y y y y y(y ) y            2 22 23 4 4 4 7 7 7  

d

dt

dx dy dx
x dydt dt dtLn(x ) y x y

dty xx


         


2

2

2 3 2
3 3 2 2

2 3 23
   

dy dy
/ /dx / dy dy dy /dt dt(x , ) ( , / ) / /

dt dt dt dt /

   
           

  2

3 2 5 3 12 2 5 212 5 2 31 72 3 7 2 22 3

         
 

  

 







A

B

C
x 2 

x 3

y 2

y 2x



  

 66

96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

اي باشد كه يكي از وجوه كند (امتحان كنيد!)، پس بايد اين معادله صفحهكه مختصات نقطه، در معادله صفحه صدق نميبا توجه به اين»  1«گزينه  - 223
  مكعب است. در نتيجه داريم:از اين صفحه برابر طول يال  Aمقابل اين نقطه در آن قرار دارد. در اين حالت، فاصله نقطه

x y z ( ) ( ) ( )
d V d

     
      

 

3
2 2 2

4 4 7 2 4 2 4 3 7 4 2 6 2 8
9 3 27814 4 7

  

 

tكنيمفرض مي »1«ـ گزينه 422 kx باشد. در اين صورت داريمt
x

k
 پسdx dt

k


1.  x t k         

  با اين تغيير متغير داريم:
tt

( )k k
k k

k
dt

I e sin t e sin t dt
k k

 
  

2
2

21
 

  

اكنون داريم:

t
k

k

k
k k

e sin t dt
lim I lim

k



 



2
2

 مخرج بهكند. اگر صورت كسر بهميل مي ميل نكند، مقدار حد برابر با صفر است( )


nHj·Ho¨   

  شد با استفاده از هوپيتال داريم:با اگر هم حد صورت،
k

k

k
k k k k

( )(e sin k ) ( )
lim I lim lim e sin k lim ( )





   

  
     

2 2
2 2

1
    

kپس در هر صورت داريم:
k
lim I


 .  

 
ها پيداست كه بايد ترتيب متغيرها را در از گزينه »3«ـ گزينه 225

انتگرال عوض كنيم. ابتدا با توجه به حـدود انتگـرال ميـاني يعنـي     
ــط yخ x yو خــط 2 x 6  ــرفتن ــر گ ــا در نظ ــين ب ، همچن
xكه به صـورت  xحدود  2   ياسـت، ناحيـهD   را تشـخيص
  دهيم.مي

  
  

  
خواهيم اين انتگرال را با ترتيبحالا مي

D
f (x , y)dxdy     بنويسـيم. بـراي نوشـتن حـدودx     در انتگـرال ميـاني مجبـور

  را از هم جدا كنيم. Dهاي بالايي و پايينيشويم كه قسمتمي

yداريم D1يبراي ناحيه  4 ورودي و از چپ به راست مرزx   و مرز خروجيy
x    است. 2

yداريم D2يبراي ناحيه 4 xو از چپ به راست، مرز ورودي 6   و مرز خروجيx y 6 .است  
y

y
I f (x , y)dxdy f (x , y)dxdy


    

4 6 62
4  

 

  
 

)اي به مركزدايره Cمرز »4«ـ گزينه 622 , )2 Rو شعاع 2 1 ياست، پس نقطه( , )     درون اين مرز قرار ندارد. طبق متن درس، هرگاه مبـدأ مختصـات

yبرداريقرار نداشته باشد، براي ميدان  Cيستهدرون مرز ب x
F ( , )

x y x y




 2 2 2 2
 :داريم 

C C

ydx xdy
F.dr

x y

 
 

  2 2


   

Fميدانتوضيح: 
 بينيم كه:هاي جزئي ميي مشتقپايستار است، با محاسبه  x y

y x
Q P

(x y )


 



2 2
2 2 2   

  ي گرين داريم:پذيرند، پس با استفاده از قضيهپيوسته و مشتق Cيتوابع درون و روي مرز بسته اين
x yC D D

Pdx Qdy (Q P )dA ( )dA          

 
  

1D

x 6 x 

y

x
2

6

2D
4

1
x y

2


D

y 6 x 

y

x
2

6

y 2x

4
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zيهاي معادلههاي سوم واحد باشند يعني جوابريشه z3و z1،z2اگر  »1«ـ گزينه 722 3 zباشند، داريـم  1  3 1       ؛ پـس بـا تجزيـه بـه عوامـل اول
z)  داريم: z )(z z )(z z ) z z (z z z )z (z z z z z z )z z z z              3 3 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 31   

  و جمله ثابت معادله عبارتند از: zو ضريب z2با توجه به تساوي طرفين، ضريب
z z z

z z z z z z

z z z

  
   
 

1 2 3
1 2 1 3 2 3
1 2 3 1


  

zيدر ضمن با تقسيم معادلـه  z z z z z  1 2 1 3 2 3   بـرz z z1 2 داريـم:  3
z z z

  
3 2 1

1 1 1     كـه . همچنـين بـا توجـه بـه آنz1 وz2 وz3  هـاي  جـواب

zيمعادله 3 z  هستند، داريم: 1 z z z
z

     3 2 2
1 1 1 1

1

11 1  

zبه همين ترتيب
z

2
2

2

zو 1
z

2
3

3

) صـحيح  4) و (3) و (2هـاي ( گزينـه  ) كاملاً يكسان هستند. با ايـن توضـيحات ديـديم كـه    4) و (2هاي (پس گزينه 1

z) صحيح نيست؛ زيرا:1هستند. اما گزينه ( z z     3 3 3
1 2 3 1 1 1 .  

  
    »1«ـ گزينه 228

xوجهي كـه در نقـاط   4طبق فرمول متن كتاب حجم  روش اول: a،y b وz c  حورهـاي  بـا م
Vكند برابر بامختصات برخورد مي abc

1
  است. 6

V  بنابراين در اين مثال داريم: ( )( )( ) 
1 1 1 116 2 3 36  

xگذرد به صورتاي كه از نقاط داده شده ميي صفحهمعادله روش دوم: y z
  11 1 1

3 2

zاست. بنابراين  x y  1 3 2.  

)از xoyيي خطي كه در صفحهمعادله , )
1
3  و( , )

1
2  گذرد به صورتميx y

 11 1
3 2

xاست يعني 
y




1 3
گانـه، حجـم   پس، با استفاده از انتگرال سـه  2

  اين ناحيه برابر است با:
xx x

x y x ( x)
V dzdydx ( x y)dydx [( x)y y ] dx [( x)( ) ]dx

 
   

               
1 3

21 1 3 1 1 3 1 1 21 3 2 23 2 3 2 3 3 1 3 1 31 3 2 1 3 1 3 2 4      
  

( x)
( x) dx [ ]


    

1
31 323 1 1 1 3 11 34 12 3 36

  

  
  دهيم. را تشخيص مي Dيهاي انتگرال مياني ناحيهها معلوم است كه بايد ترتيب متغيرها را عوض كنيم. ابتدا با رسم كراناز گزينه  »2«ـ گزينه 922

yمنحني x x  xيي بالايي از دايرهدايرهنيم 24 y x 2 2 yاست. منحني 4 x xهمان منحني 2 y 21
  گيرد.است البته، در ربع اول قرار مي 4

xداريم xبا توجه به حدود  2.  
xخط  xهايرا با منحني 2 y 21

xو 4 y x 2 2 yدهـيم، مقـادير  برخورد مـي  4  2 2 
yو  شـويم  جبور ميدر انتگرال مياني م xآيند. براي نوشتن حدوددست ميمطابق شكل به 2

yرا به دو بخش تقسيم كنيم. در بخـش زيـرين داريـم    Dيناحيه  2     و اگـر از چـپ بـه
xراست حركت كنيم، y 21

xمرز ورودي است و  4 y x 2 2   مرز خروجي است. 4
xياز حل معادله y x 2 2   دست آوريم.به yرا برحسب xتوانيممي 4

( y )
x x y y x y

  
           

2
2 2 2 24 4 44 16 4 2 42  

xالبته y   22 xي سمت راست ودايرهنيم 4 y   22   دهد.ي سمت چپ را نشان ميدايرهنيم 4
yداريم Dس در بخش پايينيپ  2 وy x y   2 21 2 44.  

yداريم Dدر بخش بالايي 2 2 xو اگر از چپ به راست حركت كنيم 2 y 21
xمرز ورودي و 4    مرز خروجي است. 2

y  دهد.) به شكل صحيح ترتيب جديد انتگرال دوگانه را نشان مي2ي (بنابراين گزينه

y y
f (x , y)dxdy f (x , y)dxdy

 
   

2
2 2

2 2 4 2 2 2
2

4 4


  

 

2 2
2

2
x

4

y

2 2x y 4x 

21
x y

4


x

z

y1

2

1

3

1
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D

1
x

y


y 1

y

fابتدا با استفاده از اتحادها،  »1«ـ گزينه 302 (z) كنيم:را تجزيه مي  
f (z) (z )(z )(z )(z )(z z ) (z )(z )(z )(z )(z )(z z ) (z ) (z ) (z )(z z )                    2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

zهايريشه  1  وz  1  اعدادz  1 يهستند. معادلهz  2 1  ي مختلطداراي دو ريشهz i  ياست. معادلهz z  2 1   2نيز داراي 

iايز است كه عبارتند ازي متمريشه
z

 


1 3
  آيد.دست ميي متمايز بهريشه 6. در مجموع 2

است. اما برخي از  ريشه 9دقيقاً داراي  9ي اي درجهريشه است. پس اين چند جمله nدر اعداد مختلط دقيقاً داراي nياي درجههر چندجمله توجه:
fها ممكن است تكراري باشند. در مثال بالاريشه (z)  ي متمايز است.ريشه 6داراي  

  
xxو yfو xfخواهيم از آزمونمي  »1«ـ گزينه 132 yy xyf f f   )pدر نقطه 2 , ) 

4 5
3 ها فـرض كنيـد   گيريتر شدن مشتقاستفاده كنيم. براي ساده 3

u x y xy y x    2 2 x  . بنابراين داريم:2 xx xyu x y u , u      2 1 2 1  
y yyu y x u    2 2 2  

)pيدر نقطه , ) 
4 5
3   داريم: 3

  
x xx xy

y yy

u , u , u

u , u

        

      




 

8 5 1 2 13 3
1 4 2 23 3

  

)پــس )( ) ( )     22 2 xxuو 1  در نتيجــه :p ي مينــيمم نســبي بــراينقطــهu(x , y) اســت. پــسp  يــك نقطــه مينــيمم نســبي بــراي تــابع
u(x , y)f (x , y) e .است  

uwنقاط بحراني تابع توضيح: e  همان نقاط بحراني تابعw u .هستند  
wچنين نقاط بحراني توابعهم Ln(u) وw u نيز همان نقاط بحراني تابعw u هستند؛ البته با رعايت اين شرط كهu   .باشد  

uروي تابع fجاي تابعتوانستيم بهبنابراين در اين سؤال  x y xy y x    2 2   تر انجام دهيم.كار كنيم و محاسبات را ساده 2
 

  كنيم.ي توصيف شده در صورت سؤال را رسم ميابتدا ناحيه»  1«ـ گزينه 232
ــ ــبه مــي  حــالا ب ــين، حجــم حاصــل از دوران را محاس ــرال مع ــراي دوران حــول محــور  ه كمــك انتگ ــولاً از روش ديســك ب ــيم. معم ــتفاده مــي xكن ــا اس ــيم. ه كن
yمنحني (x )  2 21 R  دهد:ها دورتر است پس، شعاع دوران بزرگتر را ميxاز محور 1 (x ) x x    2 2

1 1 1 2  
yمنحني x x  Rدهـد: تـر اسـت و شـعاع دوران كـوچكتر را مـي     ها نزديـك xبه محور 22 x x  2

2 yهـاي . محـل برخـورد منحنـي   2 x x  22 
yو x x  xست كهدر جايي ا 22 x 22  باشد يعنيx   وx    . در نتيجه خواهيم داشت:               2

V (R R )dx


  
2 2 2

1 2  

V ( (x ) ( x x ) )dx ( x x x x x )dx
 

               
2 22 2 2 2 2 3 41 1 2 1 2 1 4 4  

x x
( x x x x)dx ( x x ) ( )
 

  
                

5 32 4 3 2 4 2 25 1 5 44 5 2 2 1 15 3 5 3 15  

 

  
 

yرا كه محدود به منحني Dيناحيه»  2«ـ گزينه 332
x


x(يا همان 1

y


y) و خطوط1 1 وx   كنيم:است، رسم مي  

yدر اين ناحيه داريم  1    ،و اگر از چپ به راسـت حركـت كنـيمx     مـرز ورودي اسـت وx
y


مـرز   1

   ي داده شده برابر است با:خروجي است. در اين صورت انتگرال دوگانه

y
y

D

dA dxdy
[Ln(x y)] dy (Lny Ln(y ))dy

x y x y y

  
       

     
11

1 1 1
1


  

y y
(Lny Ln( ))dy Ln dy ( Lny Ln(y )dy (yLny y) Ln(y )dy

y y

   
        

   
2 2

2 2
21 1 1 1

1 2 1 2 111
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  كنيم:جزء به جزء استفاده مي ير از روشي انتگرال اخبراي محاسبه
y

Ln(y ) u du y
Ln(y )dy yLn(y ) dy yLn(y ) ( )dyy

y y
dy dv v y

             
    

  
2 22 2 22

2 2

21 2 11 1 1 2 11
1 1

  

yLn(y ) (y tan y)   2 11 2  
  در نتيجه داريم:

D

dA y
(yLn y) yLn(y ) (y tan y) yLn( ) tan y ( ( )) (Ln ( )) Ln

x y y
     

               
 

22 1 1
2

12 1 2 2 2 2 21 1 2 2 4 21
  

توجه كنيد كه:
y

y
lim Ln( ) Ln( )

y



 



2
2 1

1
.  

 

gيصفحه»  3«ـ گزينه 423 : x y z  2 1با صفحات مختصات در 2
  دهد.را تشكيل مي cكند و مرز آن يك مثلث است كه همان منحنياول برخورد مي 8

c كنيم و داريم:ي استوكس استفاده مييك منحني بسته است، پس از قضيه  
C S

F.dr curlF.nd  
    

gيهمان صفحه Sسطح : x y z  22 1است كه در 4
  اول قرار دارد. 8

curlFابتدا
 كنيم.را محاسبه مي  

i j k

curlF ( )i ( z x) j yk
x y z

xz xy xz

  
    
  

3

3

  

  
  

curlFپس ( ,x z, y)  3


  .است  

g  باشد. xoyيبر صفحه S، تصويرDيكنيم ناحيهفرض مي ( , , )
nd dA dA

| g.k |


    


2 1 1

1


   

  كه بردار به دست آمده رو به بالا باشد، بايد علامت مثبت را در نظر بگيريم.براي آن

D D D
I ( ,x z, y).( , , )dA (x z y)dA [x ( x y) y]dA           3 2 1 1 3 3 2 2  

(مساحت
D

( x y )dA ( x y ) (D       7 4 6 7 4 6  
xبه محورهاي مختصات و خط Dيناحيه y 2 )شود. رئوس آنمحدود مي 2 , )  و( , )1  و( , )2 .هستند  

پس مساحت آن


2 1 x):و مركز گون آن 12 , y) ( , ) ( , )
   

 
1 2 1 2
3 3 3 3

    .است  

I ( ) ( )     
7 8 6 1 13 3  

  

 

x(1, )

2x y 2 

( , ) 

( ,2)

D

y

  
  

 

nكنيم با انجام يك سري عمليات روي رابطهسعي مي»  4« ـگزينه 523

n

x
x






 1
1 

  گيريم:به فرم خواسته شده در سؤال برسيم. ابتدا از طرفين تساوي مشتق مي 

d
xn n n ndx

n n n n

xx n n
n

n n n

x x
nx nx n x n x

( x) ( x) ( x)

x x n
x n x n ( )

( x) ( )

   
  

   

  

  


      

  


           

 

   

  

1 2 1 2 1
2 2 3

1 1 1 2

12 2
2 25

3 32 2 2

1 1 1
1 1 1

1 1 6
1 1 1 15 1 435 25 25

1 645 5 5 32 5 161 51 5 125


  

 
  كنيم:، از قضيه ديورژانس استفاده ميSبا توجه به بسته بودن سطح  » 3«ـ گزينه 236

S D D D

I F.nds (divF)dv ( )dv dv V         1 2 3 6 6
   

  

x

z

y

c g :2x y z 2  
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fيبا توجه به ضابطه »2«ـ گزينه 723 (x)       :چه براي اعداد گويـا و چـه بـراي اعـداد گنـگ داريـم| f (x) | | x | | x |    پـسx f (x) x     در نتيجـه
x f (x) x

x x x


 

  2 2 21 2 1 2 1 2
كنيم. در دو طرف نامسـاوي داريـم:  ي ساندويچ استفاده مي. حالا از قضيه

x x

x x
lim lim

x x 

 
 

 2 21 2 2
   پـس

x
lim f (x)


  

  .است
  دهد.دست آمده را تغيير نميي بهاما اين نتيجهشود ها عوض ميبراي اعداد منفي جهت نامساوي توجه:

   

yباشد، حجم شكل برابر با: S(y)داراي مساحت yطبق فرمول، اگر هر مقطع عرضي شكل در ارتفاع»  2«ـ گزينه 823 b

y a
V S(y)dy




     اسـت. در ايـن

yجسم داريم h  زيرا ارتفاع آنh است. هر مقطع عرضي اين جسم قطاعي به شعاعa يو زاويهy
( )

h
   2   است. مساحت قطاع برابر است با: 1

y y
S(y) a a ( ) S(y) a ( )

h h
        2 2 21 1 2 1 12 2  

hh  داريم: Vبا جايگذاري در فرمول h y y a h
V S(y)dy a ( )dy a (y ) |

h h


        

2 22 21 2 2 
  

 

xهايمساحت بين منحني  »2«ـ گزينه 923 | x |
y y x


  

3 3 2
2 1 12 xيرا در بازه «  1   خواهيم.مي 1

ــازه  ــه در ب ــد ك ــدا توجــه كني xيابت  1  :ــم xداري | x | x x
y

 
  

3 3 3 3
2 2 2  ــازه xيو در ب 1 

xداريم: | x | x x
y x

 
  

3 3 3 3 3
2 2 2.  
  شوند و طبق فرمول مساحت محصور به دو منحني داريم:بنابراين نمودارها مطابق شكل رسم مي

  S (y y )dx


 
1

1 21  
yدقت كنيد كه چون y1 yدر مطلق نداريم. با جايگذاري مقاديراست، نيازي به استفاده از ق 2 y2 xهاي در بازه «1  1  وx 1 :داريم  

  x x x
S (x )dx (x x )dx [ x] [ x ]


              

1
1

3 3 412 2 3
1

4 13 291 1 3 3 4 3 12 12







  

 

|nدانيم كهمي  »3«ـ گزينه 402 cos( ) | 3   است، بنابراين داريم: 1
n

n n

cos( )
| |




3 1
3 3

  

سري
n

n






1

1
3

1از نوع هندسي و با قدر نسبت 
|است. از آنجـا كـه   3 |

1 اسـت، همگرايـي ايـن سـري واضـح اسـت، پـس طبـق آزمـون مقايسـه، سـري             13

n

n
n

cos( )
| |






1

3
3

ه سريِدهد كهمگراست. اين نشان مي 
n

n
n

cos( )




1

3
3

، نه تنها همگراست، بلكه از نوع همگـراي مطلـق اسـت. در محاسـبات بـالا مهـم       

)چند باشد. بنابراين گزينه نيست كه مقدار   صحيح است. 3(
 

curlFيابتدا با محاسبه  »4«ـ گزينه 142
 كنيم كه آيامشخص ميF

 پايستار است يا خير؟ اگرcurlF 

 باشد، ميدانF

   پايستار است و انتگرال مسـتقل
  خواهد بود. Cاز مسير

  
i j k

curlF ( )i ( ) j ( )k
x y z

x z z y x

         
  
 

1 1 1 1

2

  

  
     

tي ابتدا و انتهاي مسير را در تابع پتانسيل قرار بدهيم. بـا جايگـذاري  است و كافي است نقطه Cانتگرال مستقل از مسيرپس  t 1 »  در فرمـول(t) 
)Bترتيب نقاطبه , , ) A( , , )2 3 1 1 »  آوريم:دست ميشوند. حالا تابع پتانسيل را بهمسير هستند معلوم ميكه ابتدا و انتهاي  

  
C

B ( , , )
g(x, y,z) ( x z)dx zdy ( )dz x zx zy F.dr g(x, y,z) x zx zy ( ) ( )

A ( , , )
                     2 2 2 32 6 1 1 1 3111

     

 
  

R

-1 1
x

y

1

2

1y

2y
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yنسبت به fهاي جزئيابتدا مشتق  »3«ـ گزينه 242 x» ي بحرانيدهيم تا نقطهرا مساوي صفر قرار ميf :معلوم شود  

  x

y

f y y x y y( y x )

f x xy x x( y x )

         
       

 

 

3 2 2 2

2 3 2 2
3 1 3

3 1 3
  

yبا توجه به شرط x  » دانيم كهكه در صورت سؤال آمده است، ميy x» :مخالف صفر هستند، بنابراين داريم  

  x

y x y x

y x ( x ) x x x

      

           



2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 3 1 3
1 11 3 1 3 1 3 4 2





 
  

xبا جايگذاري 
1
yدر هر كدام از معادلات داريم: 2 2 1

y، پس با توجه به شرط4   :داريمy 
1
)ي. تـا اينجـا متوجـه شـديم كـه نقطـه      2 , )

1 1
2 تنهـا   2

yيدر ناحيه fي بحرانينقطه x  » .است  
xx  كنيم:استفاده مي براي تعيين نوع اين نقطه از محك xy yyf xy f y x f xy      2 26 1 3 3 6, ,  

)يدر نقطه , )
1 1
2 xx  داريم: 2 xy yy xx yy xyf f f (f )(f ) (f ) ( )( ) ( )                    2 26 3 3 2 6 6 6 2 321 24 4 4 4 4 4 4 4 16 , ,  

xxfپس    »رد نظر از نوع ماكزيمم نسبي است. در ضمن مقدار تابعي بحراني مو، يعني نقطهf يدر نقطه( , )
1 1
2   به راحتي قابل محاسبه است: 2

  f ( , )    
1 1 1 1 1 1
2 2 4 16 16 8  

 

zصورتتوان بهشده را ميهاي دادهي رويهمعادله  »2«ـ گزينه 342 1 وr
z

sin


 1      نوشـت. بـا توجـه بـه
اي برابـر  در دسـتگاه اسـتوانه   Dياي اسـتفاده كنـيم. حجـم ناحيـه    اين معادلات بهتر است از دستگاه اسـتوانه 

با
D

V r dzdr d  است. حدودz تند. براي تعيين حدودبه وضوح مشخص هسr» شده هاي دادهرويه

r  دهيم:را با هم برخورد مي r
z , z r sin

sin sin
       

   
1 1 11 1  

rمنحني sin  1 .يك دلوار است كه در شكل مقابل رسم شده است    
در اين دلوار داريم:   2 وr sin   1:به اين ترتيب خواهيم داشت .  

  sin

r

sin

sin sin sin

r

sin

r r r
V r dzdr d [rz] dr d (r )dr d [ ] d

sin ( sin )

 

 

         

 

          
          

1 1

1

2 2 32 1 1 2 1 2 1 2

1
1 2 3 1       

  

  ( sin ) ( sin )
[ ]d ( sin ) d ( sin sin )d

     
            

2 22 2 22 21 1 1 11 1 2 22 3 6 6  
  

cosبا جايگذاري 
sin

 
 2 1 2

cos  ، داريم:2 sin
V ( sin )d [ cos ] ( )

     
          

221 1 2 1 2 11 2 2 36 2 6 2 4 6 2
  

 

F  نويسيم:شده را به اين صورت ميدستگاه معادلات ضمني داده  »1«ـ گزينه 424 x y UV U

G xy U V

      


    

2 3

3
4

3



  

Vگيري ضمني براي توابعطبق فرمول مشتق U» :داريم  
x V

x V
x

U V

U V

F F x U(F,G)
G G y(x,V)

U
(F,G) F F V U
(U,V) G G U


     
 
 2

2
1

1
3 1

  

xاكنون با جايگذاري مقادير y U V   1:داريم ،  xU


    


2 1
1 1 2 1 12 1 2 3
3 1

  

  ، داريم:xVيبه همين ترتيب با محاسبه
x U

x U
x

V U

V U

x VF F(F,G)
G G y U(x, U)

V
(F,G) F F U V
(V,U) G G U


           

  


2

2

2 1 2 2
3 1 3 6 2 41 1 2 3 2

1 31 3

  

x  درنتيجه داريم: xU V   1 4 5  
 

-1 1
x

y

2
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cos(n!xشود. بنابرايننمي kاي به شكلزاويه n!xنيز عددي گنگ خواهد بود. پس n!xعددي گنگ باشد، xاگر »2«گزينه ـ 524 ) به1 
cos(n!xتوان گفترسد و مينمي )   1 mدر نتيجه وقتي 1  :خواهيم داشت  m

m
lim (cos(n! x))


    
  توان نوشت:بنابراين مي

n
lim ( )


   جواب حد  
  

nxهمگرا باشد، آنگاه aبه عددي مانند nxدانيم كه اگر دنبالهمي »4«گزينه ـ 624 1 نيز بهa شتي داريم:همگراست. پس با حد گرفتن از دو طرف رابطه بازگ  
a

a a a ( )a a
a

          


2 2 22 22 2 2 1 2
2 2 1

  

xچون  1 1    پسx   2
1 2

12
 توانـد منفـي باشـد لـذا    هـا نمـي  و به همين ترتيب همه جملات دنباله مثبت هستند پس حد آنa     پـس

a 


2
2 1

  جواب است. 

u. براي هر عدد مثبتهمگراست nxكنيم دنبالهتر ثابت ميبراي بررسي دقيق توضيح:   داريمu
u

 
1 nx. توجه كنيد كه دنباله2 1 جمعnx

2
و  

nx

nxاست و2   پسnx  1 n. از صورت سؤال داريم:2 nx f (x ) 1 كهx
f (x)

x
 

2
2

fو   (x) برايx  صعودي اكيد است. زيرا:  2

x
f (x)

x x

    
2

2 2
1 2 2
2 2

 پس دنبالهnx صعودي است. از طرفيx 1 2 nxو چنانچه  2  2 nگاهآن 2 nx f (x ) f ( )     1
12 2 2 2 22 

  باشد.و لذا (با توجه به استقراء) اين دنباله از بالا كراندار و بنابراين همگرا مي
  

A  كنيم:ي كسرها استفاده ميدا از تجزيهابت »3«گزينه ـ 724 C

n(n )(n ) n n n


  

   
1

1 2 1 2  

A , B , C
( )( ) ( )( ) ( )( )

      
       

1 1 1 1 111 2 2 1 1 2 2 2 1 2 
  

)  بنابراين داريم: ) ( )
n(n )(n ) n n n n n n n


      

      

1 1 1 1 1 1
1 12 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2
  

  بنابراين دو سري تلسكوپي به اين صورت خواهيم داشت:

n nn n

( ) ( ) ( lim ) ( lim ) ( ) ( )
n n n n n n

 

  
            

      
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 112 1 2 1 2 2 1 1 2 1 1 2 2 2 2 4 حاصل سري  
  

توانيم مساحت واقع در ربع اول كند پس، ميتغييري ايجاد نمي yبه yيا xبه xي اين منحني تبديله در ضابطهابتدا توجه كنيد ك »3«گزينه ـ 824
  برابر كنيم.  4را حساب كرده و 
xبا توجه به وجود y2   ي اين منحني بهتر است از دستگاه قطبي استفاده كنيم.در ضابطه 2

r
x y (x y ) r cos r sin (r ) r (cos sin ) r r cos r r (cos )                

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 4 21 1 1 12 24 4 4 4 4   

r , r cos   2 2 

  
cosدر اين منحني توجه كنيد كه بايد براي تعيين حدود  2  ،باشد پس 

   22 يا  2
 
  

3 522 . به عبارتي2 
  4 يا 4 

  
3 5
4 4.  

برابر كنيم. در اين قسمت داريم  4خواهيم فقط قسمتي را كه در ربع اول است حساب كرده و البته ما مي
   4:  

r sin
S ( )d cos d

  


        
2

4 44 16 2 84 4 2 442 2 2 2 2 


  

  
 

y

x

4



4




3

4



5

4


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rانحناي منحني قطبي  »3«گزينه  ـ924 f ( )  آيد:دست مياز اين فرمول به  
r r rr cos ( sin ) sin ( sin )

,

(r r ) (( sin ) cos )


         

      

    

2 2 2 2
2

3 3 3
2 2 2 22 2 2

2 2 2 2 12 12
27

2 9
  

  

r(t)طول قوس منحني پارامتري »1«گزينه ـ 502
 يدر بازه[ , t] طبق فرمولt

s | r (t) | dt 
 ها، گيري از مؤلفهآيد. ابتدا با مشتقبه دست مي

rبردار (t) آوريم:را به دست مي  
t t t t t t t tr (t) (e cos t e sin t,e sin t e cos t, e ) r (t) e (cos t sin t) e (cos t sin t) e         2 2 2 2 2   

t t t(cos t sin t cos t sin t )e e e      2 2 2 2 2 21 3 3  
    t t t ts r(t) dt e dt (e )     3 3 1

 
 طول قوس :  

  
اي داده ها در مختصات استوانهاي است. زيرا رويهاگر هدف ما محاسبه حجم اين ناحيه باشد، بهترين روش استفاده از مختصات استوانه  »2«گزينه ـ 251
zها را در اين مختصات بنويسيم. معادلهباشند پس ناچاريم معادله رويهها برحسب مختصات كروي مياند. اما گزينهشده r :در مختصات كروي چنين است  

z r cos sin cos sin


              4  

zتوجه كنيد از معادله r cosداريم  2 sin    2 cosپس 2

sin


  

2 .  

zيرويه r همان مخروطz x y 2 zياست. رويه 2 r zگونهمان سهمي 2 x y 2   است.  2
xاگر   يقرار دهيد و در صفحهzoy ها را رسم كنيد.مقطع آن  

  

از واضح است كه حدود
  تا 4

  هم در مختصات كروي هميشه به صـورت  هستند. حدود 2   2   كـه روي متغيرهـاي   هسـتند مگـر آن

  داشت:محدوديتي داشته باشيم. با اين توضيحات خواهيم  yيا xدي
cos

sin
D

dv sin d d d


 

         
22 22

4
 

  حجم 

  

    »3«ـ گزينه 252
ه نيستند)، وابست nها به مقدارباشد و گزينهمي xگيري برحسبيك مقدار دلخواه بدهيم (چون المان انتگرال nتوانيم بهميروش اول (روش تستي): 

nدهيممثلاَ قرار مي   :و داريم  nn

x
sin(n )x sin

I dx I dx dx (x)
x x

sin sin

  


         


  

1
2 2

2 2

   

كنيم كه عامل مخرج در آن نمايان شود، پس صورت كسر است، طوري آن را بازنويسي مي nصورت كسر چون داراي عامل  روش دوم (روش تشريحي):
  كنيم.زير بازنويسي ميرا به صورت 

 x
sin(n )x sin(n )x sin   

1 1
2 2 2   

  ي بالا بشود، يعني:ي پشت سر هم بنويسيم كه حاصل اين سري با استفاده از سري تلسكوپي همان دو جملهتوانيم يك سري با دو جملهمي

n

k

x
sin(n )x sin sin(k )x sin(k )x


     

1

1 1 1
2 2 2 2   

sinياكنون با استفاده از رابطه sin cos sin
   

    2 2   داريم: 2

n

k

x x x x
kx kx kx kx

cos( )sin( )


     


1
2 2 2 22 2 2   

n n

k k

x x
cos(kx)sin( ) sin cos(kx)

 
 

1 1
2 22 2   

1 1

2z y
z y

1

z

y
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x  پس داريم: x
sin(n )x sin sin (cos x cos x cos x cos(nx))      1 2 2 32 2 2   

x
sin(n x) sin ( cos x cos x cos(nx))      1 12 22 2 2   

  دهيم و داريم:اكنون به جاي صورت كسر در جلوي انتگرال عبارت به دست آمده در بالا را قرار مي
x

sin ( cos x cos x cos(nx))
dx ( cos x cos x cos(nx))dx

x
sin

    
      




12 2 12 2 2 22
2

   

( x sin x sin x sin(nx)) ( )
n


        


 1 1 1 12 2 22 2 2   

  
xواحد كه معادله آن به صورت 1اي است به شعاع ي يكه به مركز مبدأ مختصات دايرهدايره  »4«ـ گزينه 352 y 2 2 باشد. حال چون نقاط مي 1

zبحراني تابع x x y  4 xي يكه به معادلهروي دايره 2 y 2 2 خواهيم به دست آوريم در واقع نقاط بحراني تابع تحت قيد يا را مي 1
xشرط y 2 2 g(xكنيم. ابتدا قيد داده شده را به صورتخواهيم بيابيم. از روش ضرايب لاگرانژ استفاده ميرا مي 1 , y) x y    2 2   نويسيم.مي 1

x xz ( x x , )
x x x ( )xg ( x , y)

y ( )
z g y

                 
          





 

33
3

4 24 2 1
4 2 2 122 2

1 1 2 2
2

   

  ) دو حالت زير را بايد در نظر بگيريم.1از معادله (
xاگر) 1   باشد با قرار دادنx   در قيدx y 2 2 yداريم: 1  1 بحراني به مختصات پس دو نقطه( , ) )و 1 , ) تحت قيد  zبراي تابع 1

x y 2 2   آيد. به دست مي 1
xاگر) 2   ) داريم:1باشد از معادله (  x x x x x          3 2 24 2 2 2 4 2 2 1   

xدهيمقرار مي x2به جاي y 2 )  و داريم: 21 y ) y     2 22 1 1 1 2   
  دهيم و داريم:) قرار مي2را در معادله ( اكنون اين مقدار

y ( y )y y y y y h(y) y y                    2 3 3 31 2 1 2 1 2 1 2 4 4 2 1 4 2 1   
yهاي اين معادله در محدودهخواهيم تعداد جواباكنون مي  1   را به دست آوريم. h(y)هاي مشتق تابعا به دست آوريم. ابتدا بايد ريشهر 1

h (y) y y y        2 2 1 112 2 6 6
   

]با توجه به اين كه اين دو مقدار در بازه , ]1 ]هايقرار دارند بايد با استفاده از قضيه مقدار مياني دو سر هر يك از بازه 1 , ] 
11
6

]و  , ]
1 1

6 6
 

]و , ]
1 1
6

  را تعيين علامت كنيم.  

h(y) .در اين بازه فاقد ريشه است
h( )

h( )h( )
h( )

      
         




1 4 2 1 3 111 4 1 66 3 6
   

h(y) در اين بازه هم فاقد ريشه است
h( )

h( )h( )

h( )

       
   




1 4 1
1 16 3 6

1 4 6 61
6 3 6

   

h(y) در اين بازه داراي يك ريشه استh( )
h( )h( )

h( )

      
    

1 4 1 1 16 3 6 61 4 2 1 1
   

xبناميم با توجه به معادله قيد كه به صورت yاگر اين ريشه را y 2 2 x  باشد، داريم:مي 1 y x y      
2 2 21 1   

)پس دو نقطه بحراني ديگر به مختصات y , y )  
)و 21 y , y )   

xبا قيد zتابع 21 y 2 2   دارد. 1
  نقطه بحراني است. 4پس در كل اين تابع تحت قيد داده شده داراي 
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و بالعكس تغييري در معادله ناحيه yبه  xمتقارن است (يعني با تبديل yو xگيري نسبت بهاينكه معادله ناحيه انتگرال توجه به با  »1«ـ گزينه 425
آيد كه مقدار آن با مقدار انتگرال اوليه دست ميانتگرال جديدي بهر را هم در تابع زير انتگرال ايجاد كنيم، َشود) پس اگر اين تغييگيري ايجاد نميانتگرال

  برابر است. پس داريم: 
D

x xy
I dxdy

(x y)

 


 
2

2
1
2

   

y  ناميم.مي Iس و اين انتگرال را همو برعك yدهيمقرار مي xدر اين انتگرال اوليه به جاي xy
I dydx

(y x)

 


 
2

2
1
2

  

  كردن اين دو انتگرال قديم و جديد داريم: با جمع
D D

x y xy (x y)
I I dxdy dx dy

(x y) (x y)

    
   

    
2 2 2

2 2
2 2 2

2 2
   

D
I dx dy I ( ) I I


          2 2 2 2SwH ½oÄHj SeIv¶ ¾¨ ÁoÃ¬−Ho«Tº H ¾ÃeIº SeIv¶ 22 (1)  

  
x  ي داده شده داريم:گيري از رابطهبا مشتق  »2«ـ گزينه 552

f (x) x t cos(t )dt f (x) x cos(x )      4 7 4 73 2 3


  

ــه  ــه اينك ــا توجــه ب xب 1 ــس xپ 7 1 ــي ــه و م ــه زاوي ــيم ك ــرار دارد. پــس  دان ــع اول ق ــان در رب ــك رادي cos(xي ي ) 7 1  :و در نتيجــه
x cos(x ) 4 7 1 باشد و در نتيجهميf (x)   و اين يعني تابعf (x) .صعودي است  

fبراي ( ) وf ( f  داريم: 1( ( )   2    

f ( ) t cos(t )dt   
1 4 71 3 2


  

t با استفاده از خواص انتگرال معين داريم: cos(t ) ( )( ) t cos(t )dt ( )( ) t cos(t )dt f ( )             
1 14 7 4 7 4 71 1 1 1 1 1 1
 

       
fا توجه به اينكهب ( )   وf ( ) 1  باشد و تابعميf (x) نيز صعودي است بنابراين تابعf تنها يك ريشه در بازه[ , ]1 صحيح است.2ي (دارد و گزينه (  

 
fحجم حاصل از دوران ناحيه محدود بين دو منحني نامتقاطع  »3«ينه ـ گز625 (x) وg(x)  يدر فاصـله[a , b]   حـول محـورy k  را قطـع   كـه ناحيـه

  كند برابر است با:نمي
b

a
V (| f (x) k | | g(x) k | )dx     2 2  

fبنابراين براي (x) cos x وg(x)   وx


  2 وy  1 :داريم  

cos x
V [(cos x ) ( ) ]dx (cos x cos x)dx ( cos x)dx

  


            

2 2 22 2 2 1 21 1 2 22  
  

x
( sin x sin x) | ( ) ( )


 

          21 2 2 2 2 12 4 4 8   

 

x  كنيم، لذا:از تغيير متغير قطبي استفاده مي  »4«ـ گزينه 725 r cos
x y r

y r sin

 
    

2 2 2  

r  گيري داريم:هاي انتگرالبراي كران  
     


 2  

rI e sin r r dr d ( )*
 

    

2 2 2  
  براي حل انتگرال فوق با استفاده از روش جزءبه جزء داريم:

r

r r r
r

r

u d

sin r re

I re sin r dr e sin r re cos r drr cos r e

e dr




  






    



 



2

2 2 22

2

2
2 2 22

112 22
1
2


  

  جزء داريم:بار ديگر استفاده از جزءبه

 مشتق انتگرال



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r

r r r
r

r

u d

cos r re

I e sin r e cos r re sin r drr sin r e

e



  






     







2

2 2 22

2

2
2 2 22

1 112 2 22
1
2

  

r r r rI e sin r e cos r e I e          
2 2 2 22 21 1 1 12 2 2 2 4  

)يبا جايگذاري در رابطعه rI  داريم: *( ( e )d


  
     

2 21 124 4 2  

 
  به شكل زير است: S سطح  »4«ـ گزينه 258

  باشد:محاسبه كنيم زيرا مقادير آنها يكسان مي Sتوان آن را بر روي سطحمي Sانتگرال داده شده روي  براي محاسبه

S S

curlF.nds curlF.n 'ds


     

i j k

curlF ( y x , z x y , y)
x y z

z xy x y

  
   
  



2 3 2 3

2 3 3

3 2 3 3

3

  

n  فوق مشخص است كه:  Sبا توجه به سطح K ,dS dA   
  

S S

curlF.nds ( y x , z x y , y).( k)dA


      
2 3 2 33 2 3 3  

  داريم: Sاز طرفي براي سطح

  z

x r cos

y r sin
S:z x y x y

r



 
        

 
    






2 2 2 25 5
5

2

  

S

curlF.nds ydA r sin drd (r ) ( cos )
  

                  
 



2 2 55 2 3 253 3 5 5  

 
u  با استفاده از روش حل انتگرال جزءبه جزء داريم:  »3«ـ گزينه 925 f (x) du f (x)dx du sinh x dx     2  

dv dx v x    

I f (x)dx xf (x) xf (x)dx f ( ) x sinh x dx cosh x (cosh cosh )            
 

 

1 11 2 21 11 11 12 2  

ee e eeI ( ) ( ) ( )
e

 
         

1 1
1

1 1 1 11 1 12 2 2 2 2 2 2  

  
  » 1«نه گزيـ 260

iمقاديرروش اول:  1 3
iو 2 1 3

zباشند، يعني در واقع ازهاي سوم واحد ميريشه 2  3 1  داريمz  3   دهيم.پس براي اين مقادير قرار مي 1
n n( ) ( )    3 33 31 1 1 1   حاصل عبارت 2

iبايد حاصل مقاديرروش دوم: 
z   1

1 3
2 iو 2

z   2
1 3
2   دست آوريم.را به 2

i

z cos i sin e


 
  

4
32

4 4
3 و                              3

i

z cos i sin e


 
  

2
31

2 2
3 3   

  دهيم:اكنون قرار مي
i i

n n i n i n(e ) (e ) e e (cos n isin n ) (cos n i sin n )
 

             
2 4

3 3 2 43 3
1 1
2 2 4 4 1 1 2

 
    حاصل عبارت  

  

 مختصات قطبي




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aكنـيم طبق راهنمايي داده شده در صورت سـؤال، فـرض مـي    »4«ه ـ گزين162
cot g ( )

b
  aباشـد. پـس   1 cos

cot g
b sin


  


بنـابراين بـا توجـه بـه      

cosكهآن sin   2 2 a  است خواهيم داشت: bبه aمانند sinبه cosاست و نسبت  1 b
cos , sin

a b a b
   

 2 2 2 2
  

aبه عبارتي
cos

A
  وb

sin
A

 :با جايگذاري اين نتايج در انتگرال داريم .  dx dx
I

a sin x bcos x Acos sin x Asin cos x
 

      

cosگيريم و در مخرج كسر از فرمول مثلثاتيرا فاكتور مي Aضريب ثابت sin x sin cos x sin(x )      كنيم.استفاده مي  
dx x

I csc(x )dx Ln | tg | c
A sin(x ) A A

 
     

  
1 1 1

2  

cscجواب انتگرال توضيح: tdt توان نوشت:را به دو صورت مي  
csc tdt Ln | csc t cotgt | c

t
csc tdt Ln | tg | c

    



 




 2
  

  يك استفاده كنيم.گيريم كه از كدامها تصميم ميعادل هستند و با توجه به گزينهالبته هر دو جواب با هم م
 

كنـد  را قطع نمـي  Rكه ناحيه Lحول خط Rبا استفاده از فرمول گلدن پاپيوس اين حجم را به دست آوريم. طبق اين فرمول اگر ناحيه  »4«ـ گزينه 262
Vدوران كند حجم حاصل از دوران برابر است با Sd 2 كهS مساحت ناحيهR وd فاصله خطL از مركز ناحيهR .است  

Sاست كه مساحت آن aاي به شعاعدايره Rدر اين مثال ناحيه a  dبر دايره مماس است پس Lاست و 2 a.  
  

V Sd ( a )(a) a      2 2 32 2 2  
  

 

nتساوي  »2«ـ گزينه 632

n

u
u






 


1
|براي 1 u |1 برقرار است. بنابراينn

n

x
y ( )

xx




  

 



1 1 1 1
2 2 2 21 2

xو اين تساوي در ناحيـه  
| |12   برقـرار

  است. به عبارتي:
n

n
n

x
; | x |

x






 
 


1

1 22 2
  

  گيري از طرفين خواهيم داشت:قاكنون با مشت
n

n
n

nx
; | x |

( x)






 





1

2 1
1 2

2 2
  

nحال به اين دقت كنيم كه به ازاي   :اولين جمله اين مجموع صفر است بنابراين  
n

n
n

nx
; | x |

( x)






 



1

2 1
1

1 2
2 2

  

  دهيم:سري را يك واحد به جلو انتقال مي ها از انديس سري يك واحد كم كرده و جملات داخلاكنون با استفاده از ويژگي سري
n

n
n

(n )x
; | x |

( x)







 





2 2
1 1 2

2 2
  

 
aفرض كنيم  »1«ـ گزينه 426 x   وb x   .باشد  

aدر اين صورت خواهيم داشت b    :بنابراينsin(a b) sin( ) sin cos cos sin         .  
sin(aتقسيم دربا ضرب و  b) :و استفاده از فرمول بالا داريم  

sin(a b) sin cos cos sin sin cos cos sin
I dx dx ( )dx

sin(a b) sin sin sin(a b) sin sin sin(a b) sin sin sin sin

        
    

            
1 1   حاصل انتگرال1

cos(b x) cos(a x) sin(a x)
( )dx [ Ln | sin(b x) | Ln | sin(a x) |] Ln | | c

sin(a b) sin(b x) sin(a x) sin(a b) sin(a b) sin(b x)

  
        

     
1 1 1  

 
  

L

R  
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  آوريم:جمله از اين سري را به دست مي mابتدا مجموع  »1«ـ گزينه 562

m

m

n m m
n

A

log(cos ) log(cos ) log(cos ) log(cos ) log(cos cos cos )


        2 2
1

1 1 1 1 1 1 1
2 22 2 2 2 2

 


  

cosخواهيم از فرمول مثلثاتيكنيم. ميضرب داخل پرانتز را محاسبه مياكنون حاصل x.sin x sin x
1 cosاستفاده كنيم. طبق اين فرمول بـه جـاي   22 x 

sinتوانيممي x

sin x

1 2
mقرار بدهيم؛ مثلاً براي 2    م:داري 3

sinsinsin( ) sin( )
A cos cos cos

sin sin sin sin
        

2
3 2 3 3

2 3 3

11
1 1 1 1 1 1 1 1 12 2

1 1 1 12 2 2 22 2 2
2 2 2 2

  

m  داريم: mبه همين ترتيب براي هر m m

m

sin( )
A cos cos cos cos

sin
 2 2

1 1 1 1 1 1
12 2 2 2 2

2

  

mوقتي  ارزيبا هم
m m

sin
1 1

2 2
 :داريم  m

m
lim A sin( )


 1  

  در نتيجه:
n

n

log(cos ) log(sin( ))





1

1 1
2

  

 
rبناميم. منحني Rناحيه موردنظر را  »3«ـ گزينه 626 cos 3 است كه مركز آن  3اي به قطر دايره

)هاي مثبت قرار دارد. درواقع مركز آنxروي محور , )
3
2  است. منحنيr cos  1  .يك دلوار است

  اين دو منحني را برخورد دهيم:

cos cos cos


          
11 3 2 3  

برابر است با Rمساحت ناحيه
R

dydxدر دستگاه قطبي ناحيه .R به شكل 
   3 cosو 3 r cos    1   شود.بيان مي 3

cos
cos

R cos cos

r
dy dx r dr d ( ) d [( cos ) ( cos ) ]d

  


      
             

323 2 23 3 3
1 13 3 3

1 3 12   Rمساحت 2

 

ktI(k)ابتدا مقدار انتگرال  »2«ـ گزينه 762 e dt
 


 
kرا براي مقدار ثابت 2   دانيمبه دست آوريم. طبق اطلاع داده شده ميte dt

 


 
2 

uبا تغيير متغير I(k)است. در انتگرال kt داريمdt du
k


tو چون 1    پسu   .  

kt u uI(k) e dt e du e du
k k k

    
  


     

2 2 21 1  

x  نه داده شده داريم:گااكنون در انتگرال سه y z z y xe dz dy dx ( e dz)( e dy)( e dx)
          
     

     
2 2 2 2 2 22 3 3 2 2  

I( )I( )I( ) ( )( )
   

   3 2 1
3 2 6

  

 

xبخشي از دايره Dناحيه  »2«ـ گزينه 826 y  2 تـوان بـه صـورت   است كه در ربع اول قرار دارد. اين ناحيه را در دسـتگاه قطبـي مـي    2
   2 

rو   تر كنيم.بيان كرد. اما قبل از حل انتگرال با كمي دقت محاسبه انتگرال را ساده  
yخط x ناحيهD را به دو بخشD1 وD2 اندازه هستند و نسبت به خـط  كند كه هميتقسيم م

y x تقارن دارند. در ناحيهD1 داريمy x  بنابراينxysin(x y )  2 است. در ناحيه  2
D2 ــم xداريــ y  ــابراين xysin(xبنــ y )  2 ــه در    2 ــد كــ ــت كنيــ ــت. دقــ اســ
D1:x y    2 D2:xو در ناحيه 2 y    2 . به همين دلايل انتگرال اين بخـش از  2

  تابع صفر است:
D

xysin(x y )dx dy  2 2  

2 3

y

r 1 cos   r 3cos 

x


 

D




 

1D



2D

y x
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كافيست انتگرال
D

xycos(x y )dydx  2   را به دست آوريم. 2

D
xycos(x y )dydx r cos r sin cos(r ) r dr d cos sin r cos(r )dr d

 
 

                
2 2 2 3 22   جواب 2

tاز تغيير متغير rبراي حل انتگرالِ اول نسبت به r rاستفاده كنيم. در اين صورت 2 t پسdt
dr

t


2
rهمچنين    پسt  .  

dt
r cos(r )dr t t cos(t) t cos(t) (t sin t cos t)

t

  
        

3 2 1 1
2 22

Eq] ¾M Eq]
−»k] x»n ¾M

  

t cos t

sin t ( )

cos t

    


11 1 1 12  

cos  با جايگذاري جواب در انتگرال دوگانه داريم:
( )cos sin d


 

         

2 2
2 11 2   جواب2

 
بناميم، حجم آن برابر است با Dاگر اين ناحيه را  »1«ـ گزينه 926

D
V dz dydx هاي بـالا و پـائين  . كرانz   :مشـخص هسـتندz (x ) y  2 21 

zو x 2 x)دهيم:دو رويه داده شده را برخورد مي yو xهاي. اما براي تعيين كران2 ) y x   2 21 2   . با مرتب كردن جملات داريم:2
x x y x x y       2 2 2 22 1 2 2 1  

اي استفاده كنيم. در اين صورت داريمتر است كه از دستگاه استوانهآيد. مناسباي به شعاع يك و مركز مبدأ به دست ميدايره    rو 2  و  1
zشوند: بيان مي و rنيز برحسب zهايكران x r cos    2 2 2 zو 2 (x ) y x y x r r cos          2 2 2 2 21 2 1 1 2.  

   آوريم:را به دست مي Dها حجمبا داشتن اين كران

  
r cosr cos

r r cos r r cos
V r dz dr d (rz) dr d

    

     
          2 2

2 22 1 2 2 2 1
1 2 1 2

  

r[ r cos r r cos ]dr d (r r )dr d

r r
( ) d d

 

 

         

 
      

   

 

   

 

2 1 2 12 3

12 42 2

2 2 1 2

1 2
2 4 4 4 2

  

 
uبهتـر اسـت بـا تغييـر دسـتگاه بـه صـورت        »2«ـ گزينـه  702 x y  vو 2 (x y) 2  يي دايـره ي ايـن بيضـي را بـه معادلـه    معادلـهu v 2 2 4   

x  كنيم:تبديل كنيم. ژاكوبي دستگاه جديد را حساب مي uovدر دستگاه y
xy uv

x y xy

u u
J | J |

v v | J |
         


1 2 1 12 4 62 2 6  

  با استفاده از انتگرال دوگانه و نوشتن آن در دستگاه جديد خواهيم داشت:
D D

S dydx dvdu (D )


        21 1 1 226 6 6 3SeIv¶  
 

   »1«ـ گزينه 271

در تابع ول:روش ا
(sin cos )  4

  دهد بنابراين، طبق فرمول، داريم:ي تابع را تغيير نميبه يكديگر ضابطه cosو sinتبديل 1

xdx dx
( ) ( )( )

(sin cos ) (sin x cos x)

   
  

   2 24 4
1 1 2
2 2 2 2 3 6 

  

xبا تغيير متغيرروش دوم:  t


 2 :داريمdx dt وقتي .x   باشد داريمt


 xو به ازاي 2


 tداريم 2  :  

sin x sin( t) cos( t) cos t

cos x sin( t) sin t

     

    

2  

( t)( dt) ( t)dtxdx dt
I I

(sin x cos x) (cos t sin t) (cos t sin t) (sin t cos t)

  



 
   

     
      2 2 24 4 4 4

2

2 2
2


  

  

dt dt
I I ( )

(sin t cos t) (sin t cos t)

    
     

  2 24 4
22 2 4 4 3 6 

  

 

 

z 2 2x 

2 2z (x 1) y  

2 2R : x y 1 
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|با استفاده از فرمول مجموع سري هندسي، براي »4«ـ گزينه 272 u |1 :داريمn

n

u
u






 


1
  به كمك تجزيه كسرها داريم: 1

   
n n n

n
n n n

x
f (x) f (x) ( ) x x ( )

xx x x x xx x ( )

  


  

           
       

  
  

2 1
1 1 1 1 1 1 1 112 1 2 1 1 2 23 2 22 1 2

  

xالبته بايد
| |12 و| x |1 يباشد يعني در ناحيه| x |1 .اين بسط معتبر است  

 
bCكار انجام شده توسط اين ميدان نيرو روي مسير »3«ـ گزينه 372 : y ax كنيم. پارامتري كردن اين مسير به صورترا حساب ميx t وby at 

xبق صورت سؤالشود. طانجام مي 1 پسt 1همچنين .dx dt وbdy abt    به اين ترتيب داريم:  1
b b b b b

C
I cxydx x y dy [(ct)(at ) (t )(a t )(abt )]dt (act a bt )dt          

1 16 2 6 2 2 1 1 3 3 5
 

  كار انجام شده
b bact a bt ac a b a a b

[ ] (c )
b b b b b

 
     

    

12 3 3 6 3 2

2 3 6 2 3 6 2 3
  

  ه پايان برسانيم:توانيم حل را بحالا به دو روش مي
  صفر شود: bنسبت به Iباشد، بايد مشتق bكه كار انجام شده مستقل ازبراي آن روش اول:

I a a b a a a a a b a a b
(c ) ( ) (c ) (b ) a(c )

b b (b )(b ) (b )


           

   

2 2 3 2 3 2
2 2 23 2 3 3 2 3 3 32 2

  

a b a a b c
ac a ac a c a         

3 3 3 3 22 2 3 3
3 3 3 3 2 2  

bبه ازاي Iباشد، بايد مقدار bمستقل از Iاگر روش دوم:   وb 1 .يكسان شود  
a

b I (c )
ac a a c c a c c

(c ) a a
a a

b I (c )

              
    

2 2 2
2

2 3 3
2 3 3 2 3 9 2 21 3 3

 
  

  

  »2«گزينه ـ 274
شناخته شده، فرم سري داده شده را بسازيم. توجه داشته باشيد كه در سري صورت سوال، از فاكتوريل  هايكنيم با استفاده از سريسعي مي روش اول:

nخبري نيست؛ پس شانس خود را با سري

n

x
x






 1
1 

nكنيم. براي به وجود آوردن توانامتحان مي  2  xرا جايگزين  x2براي متغير سري، ابتدا1

nكنيم: مي n

n n

(x ) x
x

 

 
 


 2 2

2
1

1  
nبا توجه به وجود عامل  2   در مخرج، بايد از دو طرف تساوي انتگرال بگيريم: 1

n
n n n

n n n n

n
n

n
n n n

dx x
x x x

nx x

dx dx x
( )dx [L n x L n x ] L n

( x)( x) x x xx

( )x x
L n x L n

n x n ( n )

   

   


 


  

    
 


       

    


      

   

     

  

 

2 1
2 2 2

2 2

2

2 12 1

2 1

1
2 11 1

1 1 1 1 1 11 11 1 2 1 1 2 2 11
1 1 11 1 1 1 12 2

12 1 2 1 2 2 1 2 2 1 212

   

  
L n L n


 




3
1 12 312 2

2

  

  است كه داريم: Arctghxبسط تيلور تابع درواقعتغييري،  گونهچيهبدون  شده دادهسري  روش دوم:

                          
n

n
n n

x
Arctghx x Arctgh

n ( n )

 


 

    
 

 
2 1

2 1
1 1 1

2 1 2 2 2 1 2 
   

  را به خاطر سپرده باشيد. داريم: Arctghxهستند. در اينجاست كه بد نيست فرم لگاريتمي تابع Lnتابع صورتبهها اما گزينه

x
Arctghx Ln( ) : x Arctgh Ln( ) Ln

x


    

 

111 1 1 1 121 312 1 2 2 21 2
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Sكافي است دو جمله اول سري را بنويسيم:  روش تستي:  
1 1
2 1. بر اساس كتاب رد گزينه حاصل سري از8

منفي است پس » 1«بيشتر است، گزينه  2

Ln، هم غلط است، چون داريم:»4«غلط است، گزينه  Ln / 3 2 3يكي جواب است. حاصل سري از 3و  2هاي ز بين گزينه. ا  
1 1 122 8 كمتر  8

  شود.مي 2است. پس جواب گزينه 

  
  بسته است. بنابراين طبق قضيه گرين داريم:   Cمرز »1«ـ گزينه 527

C D

Q P
Pdx Qdy ( )dA

x y

 
  

    

xاست. در اين ناحيه داريم Cناحيه محصور توسط مرز Dكه   وx
y


   2 2.  

x x

x x

P
P e cos y xy e sin y x

Q Py
x

x yQ
Q e sin y y e sin y

x

 

 

            
       

2
  

x

C
Pdx Qdy xdydx x( x )dx


   

             


1
2 2 1

2 2  

  x x
( x x)dx ( )

      
          

3 2 3 3 3
2 31 2 3

2 2 6 4 6 4 12 12  

  
xيبسته نيست. مرز اين سطح، دايره Sسطح »2«ـ گزينه 627 z 2 2   است. 1

  تبديل كنيم: Cرا به انتگرال روي مرز Sتوانيم انتگرال روي سطحبا استفاده از قضيه استوكس مي
S C

I curlF.Nds Pdx Qdy Rdz    
   

xدايره Cكه z 2 2 yي(يعني صفحه xozدر صفحه 1  :است (  
C

I ydx xdy xdz   2  

xداريم: Cبا پارامتري كردن منحني cos t،z sin t وy  پس ،dx sin tdt  وdz cos tdt وdy  :در نتيجه داريم .  

     I cos t cos tdt cos tdt cos t dt [t sin t]
  

           
2 2 22 21 1 1 11 2 2 22 2 2 2  

  

  توان سؤال را حل كرد. براي تمرين انجام دهيد.از نتيجه قضيه استوكس هم مي توجه:

  
  ي مشتقات جزئي مرتبه اول و دوم به صورت زير داريم:با محاسبه  »1«ـ گزينه 277

   x xx
f f

f x (x y z ) f (x y z ) ( x )(x y z )
x x

   
               
 

2
2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 2

22 2 1 4  

  به طور مشابه داريم: yy
f

f (x y z ) ( y )(x y z )
y

 
         


2
2 2 2 1 2 2 2 2 2

2 2 1 4  

 zz
f

f (x y z ) ( z )(x y z )
z

 
         


2
2 2 2 1 2 2 2 2 2

2 2 1 4  

 xx yy zzf f f (x y z ) (x y z )(x y z )                2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 16 4 1   

    4 2 3
2       (x y z )





               
12 2 2 6 4 1 4 1 6



   

( )


              2 1 1 1
2 2 2   IÄ  

  

2



0 
x

y

y 0

1
y x

2 2


 

D



  

 82

96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  »3«گزينه ـ 278
گيري متفاوت، گيري، كمك شاياني به تعيين حدود، با ترتيب انتگرال، رسم ناحيه انتگرالسؤالات گونهنيادر حل 

  داريم: جهيدرنتكند. مي
  
  
  

اوليه را به دو انتگرال در  انتگرالها نامنظم است، xگيري، در راستاي محور ناحيه انتگرال كهنيابا توجه به 
  كنيم:دو ناحيه منظم تبديل مي

  
  

x y sin x x Arcsin y
Arcsin y x Arcsin y

D : x , y sin x
y

x x y sin x sin( x) x Arcsin y

                                


1
2

1
2 2


 



  
sin x Arcsin y

x
sin Arcsin y Arcsin y

y
Arcsin y xx

D : x , sin y x x
yy sin Arcsin( y)

I f (x, y)dydx f (x, y)dxdy f (x, y)dxdy
  

  

                     

       

2

1
1 22

1 2
12

2 2


 


 

  

  
cosبا جايگذاري»  2«ـ گزينه 927


 

2 1
3 sinو 2




2 3
3 w  داريم: 2 ( i ) ( i )    12 121 3 1 31 2 2 2 2

   

zكنيمفرض مي i 
1 3
2 y  باشد، در اين نقطه داريم: 2

tg ( ) tg ( ) , r
x

  
      1 1 1 33 13 4 4  

در نتيجه
i

z e


   داريم: wو با جايگذاري نمايش قطبي آن در 3
i iw z (e ) e cos( ) isin( ) w


        12 12 43 4 4 1      
 

  كنيم:ها را با هم جمع ميويسيم. سپس توانندار مياعداد داده شده را به صورت توان  »4«ـ گزينه 280

n n

n n
lim lim

  

 
    




1 1 1 11 1
2 42 4 2 22 2 2   جواب2

nوقتي  توان به صورت يك سري هندسي نوشت:توان اين عبارت را مي 
n kn k

lim ( )


 
     




1

1
1 1 1 1 2 112 4 2 2 1 2

  

nي اين سري از فرمولبراي محاسبه

n

x
x

x







1   داريم: 2ايم. بنابراين با جايگذاري مقدار سري در توان عدد استفاده كرده 1 12   جواب2
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ــابع روش اول:   yت | x | 1 ــي  1 xوقت    ــط ــا خ yب x 1   ــه ــامي ك xو هنگ    ــط ــا خ yب x  1    ــابع ــون ت ــت. اكن ــر اس براب

y coth(x ) 2   گيريم. طبق تعريف داريم:را در نظر مي 1
x x

x x

e e
y

e e

  

  





1 1
2 1 1  

xهنگامي كه  كند، خواهيم داشتميل ميx

x
lim e e  


 1  و در نتيجه

x

xx x

e
lim y lim

e



 
 

1
2 1 xو هنگـامي كـه   1    ميـل

xكند، خواهيم داشتمي

x
lim e e 


 1  و در نتيجه

x

xx x

e
lim y lim

e

 

  
  



1
2 1 yهـاي مايـل تـابع   . بنـابراين مجانـب  1 y y 1 بـه ايـن    2

x  شوند:صورت مشخص مي y (x ) x

x y ( x ) x

    
        

1 1
1 1




  

x  ي مخرج است:يك مجانب قائم دارد كه همان ريشه y2ها، تابععلاوه بر اين xe e x x x x            1 1 1 1 2 2 1  
yبنابراين خطوط x،y x  وx 1 هاي تابعمجانبy .هستند  

y

x

1

π π

π

π

-0.5

0.5

-1

2

 7

6


2D

1D

, 0)

, -1)
x

y sin
2
     

y sinx
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  ها:بررسي ساير گزينه
هاي نسبي تابع عنوان شده است، بايد ابتدا تابع را به فرم نهايي بنويسيم و سپس از آن مشتق بگيريم و مسـاوي  ها اكسترممكه در ساير گزينهبا توجه به اين

  صفر قرار دهيم.
x x x x x x x x x

x x x x x x

e e e e (e e ) (e e )( e )
x y x x y

e e e e (e e )

              

        
              
  

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 2
2 2 21 1 1    

x x
x x

x x

e e
y (e e ) sinh(x ) x sin h( )

(e e )

  
   

  
                  



1 1
1 1 1

1 1 2
41 2 1 1 1 1 12  

sinكه توجه به اين با hx Ln(x x )   1 x  باشد، داريم:مي 21 Ln( ) x Ln( )      1 21 1 2 1 1 2»   
xكه طبق شرط اوليه بايد با توجه به اين 1  باشد، پس فقطx1 باشد پس شتق اول ميي ساده مكه اين ريشه، ريشهباشد و با توجه به اينقابل قبول مي

xازاي باشد. اكنون بهحتماً طول اكسترمم نسبي تابع مي 1 :داريم  
x x x x x x x x x

x x x x x x

e e e e (e e ) (e e )( e )
x y x y x y

e e e e (e e )

           

        
                
  

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 2
2 2 21 1 1   

x x(e e )  
   

1 1 2
41    

xازاي كنيد كه بهملاحظه مي 1 ي اكسترمم نسبي دارد.نقطه مشتق تابع ريشه ندارد پس اين تابع فقط يك  

xبا استفاده از تغيير متغير روش دوم:  t 1 :داريم  y t coth(t)    

t y t coth(t) y cot h(t) cot h(t) coth(t)             2 21 1 2 2  اگر  

tقابل قبول است.     2فقط  cot h( )  1 2  

xكه با توجه به اين
cot hx Ln( )

x
 




1 1 1
2 t  باشد، داريم:مي 1 Ln( ) Ln( ) Ln( ) Ln( )

  
      

  
21 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 12 2 22 1 2 1 2 1

  

xپس چون  Ln( )  1 2 xشد، پس  1 Ln( )  1 2   باشد.ي اكسترمم نسبي تابع ميطول نقطه 1

t y coth(t) y cot ht coth t            21 1 1   اگر  
  فقط يك اكسترمم نسبي دارد.  yاين معادله ريشه ندارد پس تابع

 
fپذير و نزولي است، پسمشتق fتابع  »1«ـ گزينه 282 (x)   در نتيجه| f (x) | f (x)   :است. به اين ترتيب خواهيم داشت  

b b

a a
I | f (x) | f (x)dx f (x)f (x)dx      

dfبرابر است با fد، ديفرانسيلدانيطور كه ميهمان (x) f (x)dx:در نتيجه داريم ،  
b

b

a
a

f (x)
I f (x)df (x) (f (b) f (a))      

2 2 21
2 2  

I  با استفاده از اتحاد مزدوج داريم: (f (b) f (a))(f (b) f (a))   
1
2  

fطبق صورت سؤال (a) f (b) 1پس ،f (b) f (a)  1 :است. در نتيجه داريم  f (a) f (b)
I ( )(f (b) f (a))


    

1 12 2  

fاز صورت سؤال خواهيم داشت: (b) f (a) 1بنابراين با جايگذاري در ،I :داريم  f (a) f (a)
I f (a)

 
  

1 1
2 2  
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Vصورتي پارامتري اولين خط توجه كنيم، بردار هادي آن بهعادلهدر م tاگر به ضرايب  »1«ـ گزينه 382 i j k  1 6 2
   آيـد. همچنـين بـا    دست مـي به

Vصورتي پارامتري دومين خط، بردار هادي آن بهدر معادله sتوجه به ضرايب i j k  2 2 15 6
    يگـذاري شـود. حـالا بـا جا   معلوم مـيt   وs    در

Pشده، نقاطمعادلات پارامتري داده ( , , )1 1 1  وP ( , , )2 1 5   ي دو خط از يكديگر داريم:آوريم. طبق فرمول فاصلهدست مياز اين خطوط را به 2

  | P P (V V ) |

| V V |

 



1 2 1 2

1 2

  
  طول عمود مشترك ي دو خط از يكديگرفاصله  

P  ، داريم:P2و P1با توجه به مختصات P ( , , ) ( , , )      1 2 1 1 5 1 2 4 2


   
 بنابراين خواهيم داشت:

  P P (V V ) ( ) ( )


         1 2 1 2

4 2
4 6 4 2 15 12 141 6 2

2 15 6

  
  

  
i j k

V V i j k | V V | ( )            2 2 2
1 2 1 26 2 3 6 2 3 49 71 6 2

2 15 6

  
       

|  ي دو خط از يكديگر داريم:با جايگذاري اين نتايج در فرمول فاصله |
 

14   ي دو خط از يكديگرفاصله 27

 

dTآهنگ تغيير دما يعني همان  »3«ـ گزينه 428

dt
  نوشته و از آن مشتق بگيريم: tمتغير را برحسب Tيي آن كافي است ضابطهو براي محاسبه 

  xy t t t t
T ( t) ( t) T

z t t t t

 
     

    

2 3
2 2

2 2 21 11 1 1
  

tdT  داريم: tگيري نسبت بهبا مشتق ( t t )( t t ) ( t)( t t ) dT

dt dt( t t )

      
   

 

2 2 2 3 1
2 2

4 6 1 1 2 2 2 1 4 1411
  

  شد.اي استفاده كنيم اما حجم محاسبات بيشتر ميي زنجيره، از قاعدهTيدر ضابطه zو x،yجاي جايگذاريتوانستيم بهمي توضيح:

 

zِ ما ابتدا حجم ناحيه كوچكتر كه در بالاي صفحه  »1«ـ گزينه 528 1  و زير كرهx y z  2 2 2 باشـد، محاسـبه   چين مـي قرار دارد را كه يك عرق 4

z  در اين ناحيه، با توجه به معادله كره داريم: zكنيم. با توجه به مثبت بودن كنيم و سپس حاصل را از حجم كل كره كم ميمي x y  2 24   

zصورت اي بهكه در مختصات استوانه r    شود. مي 24
zاز برخورد صفحه  1  و كرهx y z  2 2 2 xبه دايره  4 y 2 2 rرسيم كه در اين دايره مي 3  3  و   2 باشد.مي  

  آوريم:دست مياي بهمختصات استوانه اكنون حجم ناحيه كوچكتر را با استفاده از 

  r
V rdzdrd

 
   

22 3 4
1 1 

  

  r
(z) rdrd ( r ) rdrd

 
        

24

1
2 3 2 3 24 1
   

  

  
r

r u
rdr du

(r r r)drd ( ( r ) ) d
  

 
          

2
2 2

3 22 3 242 2 2
2

1 2 24 42 3 2   
   

  ( ( ) ) ( ( ) )d ( )( )
  

           
3 3

2 2 21 3 1 11 8 5 51 4 2 23 2 3 6 3 6 3
   

rبرابر است با  2اي به شعاع حجم كره ( )


   3 34 4 3223 3 V  ، پس در انتها داريم:3 V
   

      1
32 32 5 27 93 3 3 3    

 
  

y

z

x

2

1

2 2z= 4-x -y

z=1



  

 85

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري دارش ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

,g(xبه صورت Sي سطحمعادله  »4«ـ گزينه 628 y,z) x y z   
1   داده شده است. در اين صورت خواهيم داشت: 32

z z

( , , )g | g | g
nds . nds ( , , )

| g | | g || g |

  
    



11 1 2 2 2 11
2

  
   

Fبا ضرب داخلي اين بردار در
 :داريم  F.nds x x x z   22 2

   
x  كنيم:جايگزين مي yو xرا برحسب zالبته y z z x y F.nds x x x x y x y x                 2 21 3 6 2 2 2 2 6 2 2 6 2 22

   

xيكنيم. از برخورد صـفحه را مشخص مي xoyيبر صفحه Sيعني تصوير Aيناحيه y z  
1 zيو صـفحه  32     بـه خـطx y  رسـيم.  مـي  3

1در
xاول داريم 8   وy  ي، بنابراين ناحيهA به محورهاي مختصات و خطx y    شود.محدود مي 3

xx

S
I F.nds ( x y x )dydx [ y xy x y y ] dx [ ( x) x( x) x ( x) ( x) ]dx


                    

33 3 3 32 2 2 2 26 2 2 6 2 6 3 3 2 3 3
   

   
x x x

( x x x )dx [ x ]        
32 3 43 2 3 3 8 29 3 8 2 9 92 3 4 

  
 

، از نوع تابعي است، با استفاده از آزمون ريشه داريم:شده دادهكه سري با توجه به اين» 1«گزينه ـ 728
n

n n
nn n

x ; x
x

lim f (x, n) lim ; x
x ; x

 

 
  

  

1
1 1

1 1 1
  

xهاي بالا، دقت كنيد؛ وقتيدر مورد چگونگي تساوي 1  ،در مخرج كسر مقدار آنگاهباشدnxارزهمشود و لذا حد مي 1از  تركوچكنهايت ، در بي 

با
n

n
n

x
lim
 xشود. از طرفي وقتيمي xحاصل حد برابر با جهيدرنتاست و 1 1 ،در مخرج كسر رشد آنگاهnx  شود و بنابراين حد مي 1بسيار بيشتر از

ارز باهم
n

nn
nn n

x
lim lim

x 
 xشود و بالاخره اگرمي 1حاصل حد برابر با  جهيدرنتاست و 1 1 ،شود.مي 1حاصل حد برابر با  آنگاه  

xبنابراين سري در حالت 1 همگراست (چون حاصل حد نيز همانx از يك است). اما در مورد حالت تركوچكاست كهx 1 توجه كنيد كه در اين

مله عمومي مخالف صفر است (حالت حد ج
n n

n nn n

x x
lim lim

x x 
 


1

1
x) و چون سري شرط لازم همگرايي را ندارد، پس واگراست. در مورد 1  

  شود:مقابل مي صورتبهنيز سري 
n n

n n
n n n

( )
x S ; x S

( )

  

  


       

  
  

1 1 1

1 1 11 121 1 1 1
 

  .كه در هر دو حالت، حد جمله عمومي مخالف صفر است، پس سري واگراست
  

tبا توجه به شكل تابع زير انتگرال، واضح است كه بايد از تغيير متغير»  3«گزينه ـ 828 x  .داريم: جهيدرنتكمك بگيريم  

t

dx
dt

x

t x x t I (sin t cos t)e dt

x t



 

       


  




1
1
2

2
1 1
4 2
1 1

   

  م:يگيرتشكيل جدول كمك مي صورتبه جزءجزءبهجديد، از روش  انتگرالبراي حل 
t

t

t

(sin t cos t) e

(cos t sin t) e

(sin t cos t) e







 

  

  

   

t t tI (sin t cos t)e (cos t sin t)e (sin t cos t)e dt   
      

1
1
2

1 1 1
11 1
22 2

  

[(sin cos )e (sin cos )e ] [(cos sin )e (cos sin )e ] I
           

1 1
1 12 21 1 1 11 1 1 12 2 2 2  

cos cos
I ( sin cos cos sin )e (sin cos cos sin )e I ( e cos e cos )

ee

                 
1 1

1 12 2
1

1 1 1 1 1 1 122 1 1 1 1 2 1 22 2 2 2 2 2  
  

A

x y 3 

3

3

y

x
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 شده دادهي ي از آن نقاط كه در ناحيهامجموعهكنيم. سپس مقدار تابع را در ابتدا با استفاده از آزمون مشتق، نقاط بحراني تابع را پيدا مي  »3«گزينه ـ 289
  آيد: دستبهكنيم تا مينيمم و ماكزيمم آن مقدار تابع بر روي مرز ناحيه را محاسبه مي علاوهبهد، قرار دارن

x x

y y

y x
f x y f x y

;
xf xy y f y( x )

y

                         




 

2 2 2 2

2

1
6 2 1 6 2 1 21 14 2 2 2 1 6 4

  

)دونقطهپس فقط  , ) 1
6

xشوند ( به ازاي تعريف مي  
1
)به معادله 2 ) y y   2 2 21 66 2 2 12 yدهدم كه نتيجه ميرسيمي 4  2 1

كه غيرقابل  4

xروي بيضي كهنياو با توجه به قبول است)  y
 

2 2
11 1

6 2

 قابل آمدهدستبه دونقطهگيرد، پس هر قرار مي 1قرار دارند، و اين بيضي درون دايره به شعاع  

y  هستند. حالا داريم: قبول xx y y x f (x, y) f (x) x x( x ) x ( x ) x x                2 22 2 2 2 3 2 2 2
11 1 2 2 1 1 1  

max min

f (x) x x y ( )

f ( , ) ( ) ( )( )

f ( , ) ( ) ( )( )

f ( , ) ( ) ( )( ) f , f

             

         


          




            

2

3

3

3

1 1 32 1 12 2 2
1 3 1 1 3 1 3 52 22 2 2 2 4 2 4 4

1 1 1 1 2 2 2 2 1 22 2 3 36 6 6 6 3 6 3 2 3 3 2 3
1 1 1 1 2 1 2 1 2 52 2 3 3 3 3 46 6 6 6 3 6



  

  

  

  

nبه طور كلي هرگاه »3«گزينه  - 902  داريم ،n
x x nx x             

2
2   ، بنابراين داريم:2

n
n n

n
n

n lim a lim
n

 
 

               

2
2

2

2 222 2 2 2 22 2  
  ارزي: اثبات هم

n n n n

k k k k

n n

n n n nk k

n(n ) n(n )
x x x kx kx kx (kx ) kx kx x n kx x

n(n ) n(n ) n n
lim [ x n] lim kx lim x x lim kx x

   

    

 
                            

 
            

   

 

1 1 1 1
2 2

1 1

1 11 1 1 2 2
1 1

2 2 2 2
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ده را به صورتسري داده شروش اول: 
Lnx

n n







1

در نظر بگيريم، يعني به فرم Pنويسيم تا بتوانيم آن را به صورت يك سريمي 1
P

n n






1

و اين سري با  1

Pشرط 1 :يك سري همگراست، پس داريم  Lnx Lnx x e        11   بايد 1
xتعريف شده باشد بايد Lnبراي آن كه   باشد، پس حدودx يبراي همگرايي سري بازه( ,e )1 باشد.مي  

nكنيم و حاصلاز آزمون رابه استفاده ميروش دوم: 

n n

a
Lim n( )

a



   آوريم.را به دست مي 11

Lnx
Lnx

Lnxn n

(n ) n
Lim n( ) Lim n( ( ) )

nn 

 
    

1 11 1    
  كنيم.دهيم و سپس از هوپيتال استفاده ميكننده را در مخرج كسر قرار مينهايتبراي رفع ابهام از اين حالت عكس عامل بي

LnxLnx
HOP Lnx

n

(Lnx)( ) ( )( )
nn nLim ( Lnx)( ) Lnx

n n







    
      



1
2 1

2

1 11 11 1
11 1

 


   

)طبق آزمون رابه شرط همگرايي اين است كه حاصل حد يعني Lnx) باشد، يعني داشته باشيم 1تر از بزرگLnx Lnx x e       11 1 
xتعريف شده بايد باشد Lnهمچنين براي آن كه   باشد، پس بازه همگرايي سري( ,e )1 باشد.مي  
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x                           اي ابتدا دامنه تابع را محاسبه كنيم. قبل از هرگونه محاسبه»  4«ه گزين - 292 x x    28 8    

x  آوريم:حال نقاط بحراني تابع را به دست مي
f (x) Ln( x x ) f (x) x

x x

      


2
2

8 28 4
8

  

رهاي مخرج تعريف نشده است. براي محاسبه مجانب تابع نيز، نقاطي را كه به ازاي توجه داشته باشيد اين نقطه تنها نقطه بحراني تابع است. زيرا تابع در صف
x             آوريم: برابر صفر است به دست مي Lnها تابع درونآن x x , x    28 8    

xهر دو خط , x  8 طهمجانب عمودي تابع است و فاصله نق( , Ln )4   است. 4از هر دو خط برابر  16
 

  كنيم:نهايت استفاده ميارزي در بينهايت ناسره است. براي بررسي همگرايي اين انتگرال از همفقط در بي Iانتگرال»  2«گزينه  - 392

x x x

dx dx
I ~

xe e xe

 



 1 14

  

I  همگراست
x xx x

x
lim x ( ) lim p , A

xe e 
      2 1 2 1   

Lnxنهايت ناسره است. براي بررسي همگرايي اين انتگرال ابتدا از تغيير متغيرنيز فقط در بي Jانتگرال  t كنيم:استفاده مي  

dx x e t
Lnx t dt ,

x x t

      
  

2 2  

e

dx dt
J

xLn(Lnx) Lnt

 
  2 2  

J واگراست
t
lim t( ) p , A

Lnt
      

1 1 1   

 

tgدر اين سؤال با توجه به موجود عامل»  2«گزينه  - 429
2
كنيم معادله شود. در اين حالت سعي مي، استفاده از فرمول انحناي منحني قطبي توصيه نمي2

باشيد كه بايد نقطه متناظر با را به فرم استاندارد دكارتي تبديل كنيم. فقط توجه داشته
 

2
  را نيز محاسبه كنيم:    3

r (tg ) r (tg ) x r cos , y r sin


 

               
2

2 231 1 1 1 1 31 1 416 2 16 3 16 4 8 8   

cos
r ( tg ) r cos r( ) r r cos r r cos

cos

   
              


2 2

2
1 1 1 1 1 1 1116 2 2 16 2 16 8 816 2

   

r ( r cos ) x y ( x) x x x y             2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 48 8 64 4 4  

y

y

| x |

[ x ] [ ( y) ] [ ( ) ]

 
      

    
3 3 3

2 2 22 2 2

8 8 8 18
1 1 8 1 3

  

 
  حصور توسط منحني قطبي كه داريم:سؤالي بسيار ساده از به كارگيري فرمول مساحت م»  1«گزينه  - 295

b

a
S r d ( sin cos )d ( sin ) [( sin ) ( )]

 
 

                 2 2 221 1 1 14 4 4 2 4 2 122 2 2 2 2 2
 


  

)توجه داشته باشيد كه در ربع اول، تابع sin cos )  
1
24 شود. به همين خاطر مقدار اين انتگرال با مقدار مساحت برابر است و اي صفر نميدر هيچ نقطه 4

  نيازي به شكستن انتگرال نيست.
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  اي داريم:با كمك گرفتن از رابطه مشتق زنجيره » 1«گزينه  - 296
r u v w , s v w , t u v w

z z r z s z t z z

u r u s u t u r t
z z r z s z t z z z

v r v s v t v r s t
z z r z s z t z z z z z z

w r w s w t w r s t u v w

        
        

     
        
         

      
         
            

          
            

3 2 2 2 4

3 2

2 2

1 4





  

 
  آوريم:به دست مي xyيي تصوير را بر روي صفحهي دو رويه ناحيهابتدا با مساوي قرار دادن معادله»  1«گزينه  - 729

z x y x y
x y x y y x x y

z x y

                  
  

2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 4 2 11 12 3 3 4 1 1114 2 11
4

   

aي بيضيضي است كه در اين معادلهي تصوير يك بيناحيه 1 وb 
1
باشد. اكنون حجم محدود به دو رويه را با استفاده از انتگرال دوگانه به دست مي 2

  آوريم.مي
D D D

V (z z )dydx V (( x y ) ( x y ))dydx ( x y )dydx             2 2 2 2 2 2
2 1 4 2 11 1 3 3 12   

كنيم كه بايد از تغيير متغيرهاي زير يك بيضي است، از مختصات بيضوي استفاده مي xyيهگيري تصوير آن بر روي صفحي انتگرالبا توجه به اين ناحيه
  استفاده كنيم.

x r cos
x ar cos

, dxdy abrdrd rdrd
y br sin y r sin

, r

            
     

1
1 2
2

2 1 

   

  پس داريم:
r

V ( (r cos ) ( sin ))( rdrd ) r (cos sin ))( rdrd )
 

             
22 1 2 12 2 2 2 2 21 13 3 12 3 34 2 2   

  حجم 

r r
V (r r )drd ( ) d ( )d ( )

   
                  

1 22 42 1 2 233 3 3 1 1 3 1 3 322 2 2 4 2 2 4 2 4 8 4    
   

 
    »4«ـ گزينه 298

k)يهاي جملات آن. طبق فرمول جملهگويا بودن جملات يك بسط يعني صحيح بودن توان منظور ازروش اول:  )1ُاي نيوتن بسط دو جمله در ام
n(a b) :داريم  n k k

k
n

T a b
k




 
  
 

1   
k k

k k
k( ) T ( ) ( ) ( ) ( )

k k





   

      
   

2
2 23 3 2 31

2 23 2 3 2 3 2


     

kبه ازاي , , , 6 12 18 ي گويا دارد.جمله 4شود. پس اين بسط هاي هر دو جمله يك عدد صحيح ميتوان  

k  نويسيم. يعني:ها را ميي راديكالابتدا مضارب فرجهروش دوم (روش تستي):  , , , , , , , , , ,

k , , , , , ,


 

2 2 4 6 8 1 12 14 16 18 2
3 3 6 9 12 15 18

  


   

)  ا داريم، يعني:ي گويباشد، جملهمي 2ها برابربه تعداد جفت اعدادي كه جمع آن , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )2 18 8 12 14 6 2    
  ي گويا است.جمله 4پس اين بسط داراي 

  
yنكه خطبراي آ  »2«ـ گزينه 929 k نمودار تابع درجه سومf (x) x x  32 6 نقطه را در سه  1

  مقادير مينيمم و ماكسيمم اين تابع باشد. بين  kبايد مقدار قطع كند،
yتا خط رو باشد،يعني فقط به حالت روبه k  .نمودار تابع را در سه نقطه قطع كند  

  پس فقط كافي است مقادير ماكسيمم و مينيمم تابع را بدست بياوريم. 
f (x) x x x , x

f ( ) , f ( )

         
          

2 26 6 1 1 1
1 2 6 1 3 1 2 6 1 5

   

kپس بايد  3   باشد.  5
 

max

y = k

min
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Lهاي برخورد هر جفت از خطوطمحل  »3« ـگزينه 300 :x y 1 2 Lو 7 :y x 2 2 Lو 1 : y x  3 3   . آوريم تا رئوس مثلث مشخص شودرا بدست مي 2

  x y
A : y y x

y x

 
      

2 7 5 15 3 12 1 

 
x y

B : y y x
y x

 
       

2 7 5 5 1 53 2 

 
y x

C : y y x
y x

 
          

2 1 5 5 1 13 2 

Aرئوس مثلث عبارتند از نقاط ( , )1 )Bو  3 , )5 )Cو  1 , ) 1 1 .  
,M(xفرض كنيم y)  رأس مثلث به يك فاصله است. در واقع:  3مركز دايره محيطي باشد. اين نقطه از هر  

  R | AM | | BM | | CM |   شعاع دايره 

 R (x ) (y ) (x ) (y ) (x ) (y )            2 2 2 2 2 2 21 3 5 1 1 1 

 x y x y x y x y x y x y               2 2 2 2 2 22 6 1 1 2 26 2 2 2 
 x y x y x y           2 6 1 1 2 26 2 2 2 

 
x y

x x , y
x y

 
       

  
8 4 16 2 4 212 4 24 

)Mمركز دايره نقطه , )2  .است  R | AM | ( ) ( )       2 22 1 3   شعاع دايره1
 

z  نويسيم:ابتدا شرط نامنفي بودن زير راديكال را مي zيبراي تعيين دامنه  »2«ـ گزينه 130 x y y   2 24 16 12 

 x y y   2 24 16 12 
  كنيم: هاي كامل معادله استاندارد بيضي (يا دايره) را ايجاد ميبا ايجاد مربع

  x y y x [y y ] x [(y ) ] x (y )              2 2 2 2 2 2 2 24 16 12 4 4 3 4 2 1 4 2 4 

x  داريم:  zيبنابراين در دامنه (y ) x (y )       2 2 2 24 2 4 4 2 4 

 
x

(y )  
2

22 14 

)نقاط خارج و روي بيضي به مركز , )   دهند. را تشكيل مي zو شعاع عمودي يك، دامنه 2و شعاع افقي  2
zدر تابعكوتاه: روش  x y y   2 24 16 شويم كه دامنه به يك بيضي علامت است اما برابر نيست متوجه ميهم y2و x2از اين كه ضريب 12

  دهد كه نقاط روي و خارج بيضي در دامنه قرار دارد.اند نشان ميمثبت آمده با ضريب y2و x2مربوط است. اين كه
 

  كنيم:با استفاده از اصل ضرب، دو حالت را بررسي مي  »3«ـ گزينه 302

!از هر حرف حداكثر يك بار استفاده شود                                                             
 

  
 


7 3 213  

!حرف از حروف تكراري و يك حرف از حروف غيرتكراري انتخاب شود                     2

!

  
  

  

3 4 3 541 2 2   

تعداد كل حالات                                                                                     21 54 264   
  

به راحتي با رسم دو نمودار خواهيد ديد كه دو   »2«ـ گزينه 303
xنقطه تقاطع دارند؛ يكي در 1 و ديگري درx  .  براي به دست
  آوردن اين دو نقطه داريم:

x ( x) (x ) x y

x x x x y

           
        
 3 1 1 2
1 3 1 2 1   

uتوان با تغيير متغيرهايحال مي x y  وv x y   مساحت
تر ناحيه محدود بين اين دو منحني را محاسبه كرد، اما راه حل ساده

اين است كه اگر توجه كنيد، شكل حاصل از تقاطع دو منحني يك 
2و2مستطيل به اضلاع است. پس مساحت ناحيه برابر  2

 2 2 2   است. 4
  

A(1,3)

B(5,1)

C( 1, 1) 







y

x
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  شود. يعني:نقاط بحراني توابع قدر مطلق، نقاطي است كه تابع داخل قدر مطلق صفر مي»  3«گزينه  - 304

f (x) | x x | | x x | | (x x ) | | x x |            2 2 2 23 1 3 4 3 4 5 3 4  
x f ( )

x x
x f ( )

                        

2 1 1 1 3 1 1 3 4 53 4 4 4 16 12 1 16 12 4 5  

x x x x , x x x f (x ) f (x ) | | | |               2 2
1 2 1 23 1 3 4 5 5 5   

 
حرف آن متمايزند تشكيل شده است. براي حل اين سؤال، سه حالت  4حرف كه فقط  7ه كلمه داده شده از ابتدا در نظر داشته باشيد ك»  2«گزينه  -305

  را بايد در نظر بگيريم:

!                                                                   هايشان:در تعداد جايگشت) انتخاب چهار حرف رمز از چهار حرف متمايز ضرب1
 

 
 

4 4 244  

ها تكراري حرف ديگر. در اين حالت نصف جايگشت 3) حالتي كه دو حرف از چهار حرف رمز را از دو حرف تكراري انتخاب كنيم و دو حرف باقيمانده را از 2

!                                         هاي چهار حرف را تقسيم بر دو كنيم:                              است، بنابراين بايد تعداد كل جايگشت  
  

  

2 3 4 721 2 2  

حرف ديگر انتخاب كنيم. در اين حالت فقط جايگشت اين يك حرف مهم  3قرار دهيم و يك حرف باقيمانده را از بين  Aحرف رمز عبور را 3) حالتي كه 3
هاي قرارگيري يك حرف متمايز هاي اين انتخاب، برابر تعداد حالتشود. پس تعداد جايگشت، كلمه جديدي ساخته نمياست، زيرا با جابجايي حروف ديگر

                          خواهد بود. پس داريم: 4در يك كلمه چهارحرفي است كه برابر   
   

  

1 3 4 121 1   

1مجموع اين سه حالت برابر   .است 8
 

  ارتباط داشته باشد. در نتيجه: Bرا برحسب پارامتري بنويسيم كه با سرعت جابجايي نقطه OABبايد مساحت مثلث»  3«گزينه  - 603

A(x , y) , B( , y)  

OAB
x x x x dS x dx

S AB OB x y ( ) ( )
dt dt

            
2 3 21 1 1 312 2 2 2 2 4 2 4  

x
y vt y y x x             

2
2

12
3 12 1 19 1 19 36 62 2  

x dy dx dx dx dS
y x ( )

dt dt dt dt dt


           

2 3 1 1 3 36 1 551 62 2 4 2 4 4 8  

 
   »4«ـ گزينه 307

ارزي با  استفاده از همروش اول: 
k

k k k k n
n

k


   



1
1 2 3 1  ارزيو همsin

n n

1 1توان چنين نوشت: مي  

n n n

n n n
lim sin( )( ) lim ( ) lim ( )( )

n n nn n  

  
  

139 139 1391
139 139

1 1 2 1 1 1
1391 13911391

 

 
  

nوقتي روش دوم:   داريم
n


1  ارزيپس، از همsin
n n

1 1 كنيم. عبارت داخل پرانتز را به مجموعاستفاده ميnكنيم:جمله تبديل مي  

n n

n n
lim ( ... ) lim ( ) ( ) ... ( )

n n n n nn n n 

          

139 139
139 139 139

139 139 139
1 1 2 1 1 2 

  
  مقدار حد  

kيك حد مجموع ريماني داريم كه در آن k
f ( ) ( )

n n
 139 ،است پسf (x) x 139 :و خواهيم داشت  x

x dx
 

   
  


113911 139 1

1391 1391





  جواب حد
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

  كنيم كه اطلاعات آن در صورت سؤال داده شده است: انتگرال داده شده را با استفاده از روش جزء به جزء به فرمي تبديل مي  »4«ـ گزينه 308
F(x) x dx

x
I xF(x)dx F (x)

x
dx




 



2 2

2
2

2

  

x x x sin x sin x
I F(x) F (x)dx I F( ) F( ) dx I A dx

x

 

 

                  
   

2 22 2 2 2
2 2

2
2 2 2 22 2 2 2 2  

cos x
I A I A


       


2 222 2 12  

 
Fشار گذرنده ميدان  »1«ـ گزينه 309


برابر است با:            S1از سطح 

S
F.n ds 
 شار  

zكردنبسته نيست. با اضافه S1سطح   كنيم.به آن يك سطح بسته ايجاد مي  
Sشود. از آنجايي كه سطحتشكيل مي S2و S1اين سطح از دو بخش S S 1   بسته است،  2

  ي ديورژانس داريم:   با استفاده از قضيه
   

S R R
F.nds divFdv dv    
     

   بنابراين داريم:
S S S S

F.n ds F.n ds F.n ds F.n ds       
      

1 2 1 21 2 1 2  

nبردار S2حبردار قائم برونسو براي سط k 


باشد، لذا:مي 2
S D

F.nds sin(x y )dA   
 

2
2 2  

zبا استفاده از مختصات قطبي داريم:      rx y z
x y  

           
 



2 2 2
2 2 21 4 24 4 5

  

  هاي فوق در انتگرال داريم:با جايگذاري عبارات و كران
S

F.nds r sin r dr d cos r | d (cos ) (cos )
 

               


  2 2 2

2
2 2 21 12 4 1 4 12 2  

  ي قبل داريم:اري مقدار فوق در رابطهبا جايگذ
S

F.n ds (cos ) ( cos )      1
4 1 1 4

   

 

nهايدنباله  »2«ـ گزينه 310
n| a nو |

n

a
| |

a
1 :حد برابري دارند به عبارتي  n n

n
n nn

a
lim | | lim | a |

a


 
1 

nپس
n

n
lim | a |


1 است. همچنينn

n
lim n


1 است. اكنون شعاع همگرايي سريِ توانيnn
n

n

na
x






1 2
  برابر است با: 

nn
nn

R
( )( )n | a |

lim


   
1 1 2 1

1 1 1 5
22
 

 

 

ابتدا يادآوري كنيم كه:  »3«ـ گزينه 311
n

n k

k
lim f ( ) f (x)dx

n n 
 

1

1

1


  حالت مجموع را پيدا كند: گيريم تاميLn. در اين سؤال ابتدا از دنباله

n
n n

n n

n n
a (cos( )cos( ) cos( )) lim Ln(a ) lim [Ln(cos ) Ln(cos ) Ln cos( )]

n n n n n n n 
     

11 2 1 1 2   

n

n k

k
lim Ln(cos( )) Ln(cos(x))dx A

n n 
   

1

1

1


 

Aبنابراين
n

n
lim a e


.  
 





 جزء به جزء

 

y

z

x
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

fنقـاط بحرانـي تـابع     »3«ـ گزينه 312 (x , y , z) x y z  2    (شـرط) را تحـت دو قيـدg(x , y , z) x y z   2 2 2 h(xو  3 , y , z) x y z   1 
yمقـدار  hي شـرط تـر شـدن حجـم محاسـبات بهتـر اسـت از معادلـه       خواهيم. براي كممي z  را برحسـبx  يافتـه و درf        قـرار دهـيم. بـه ايـن ترتيـب خـواهيم

yداشت: z x  1 پسf (x , y , z) x x  2   ژ باشد داريم:ضريب لاگران مشخص كنيم. هرگاه gرا با داشتن شرط fو اكنون  كافيست نقاط بحراني 1
yx z

x y z

ff f x
;

g g g x y z


       


2 1

2 2 2
 

 

)مخالف صفر باشند داريم: zو yاگر x x )   
12 1 2   

xداريم gيصفر باشند با استفاده از معادله zو yو اگر 2 xپس 3   f. مقادير بحراني3 (x) عبارتند ازf ( )
1
fو 2 ( )

1
3

fو  ( )
1
3

  

f ( ) ( )

f ( ) ( ) min f

f ( ) ( )


    




      



       


2

2

2

1 1 1 312 2 2 4
1 1 1 4 1 31 3 43 3 3 3

1 1 1 4 11 33 3 3 3

 

 

yگيـري را تشـخيص دهـيم. در اولـين انتگـرال داريـم      يـه انتگـرال  هاي بالا و پايين داده شـده، ناح لازم است با توجه به كران  »4«ـ گزينه 313 x 
2
3 

xو  y. خط1   و منحنيy x
2
  بناميم. R1مرزهاي اين ناحيه هستند اين ناحيه را 3

yانتگرال خطدر دومين    و منحنيy x x   21 4 مرزهاي بـالا و پـايين را تعيـين     3
xكنند ومي 1 هـا  بناميم دقت كنيد كه رسم تقريبـي ايـم منحنـي    R2است. اين ناحيه را 2

  رض نقاط مهم براي ما اهميت دارد.كافي است و رعايت كردن طول و ع

  دست آوريم.به yرا برحسب xهايصورت دو عدد ثابت نوشته آنگاه كرانرا به yهايخواهيم با عوض كردن ترتيب متغيرها ابتدا كراناكنون مي

yيد در اين ناحيهتوان دبه سادگي مي  Rها از ناحيهxاست. اگر در جهت محور 1 R1 yبگذاريم مرز ورودي 2 x
2
yاست: 3 x x y  

2 2
3 3 

yو مرز خروجي x x   21 4   است: 3
y x x x x y (x ) y (x ) ( y) (x ) ( y)                       2 2 2 2 2 2 21 4 3 4 3 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1

| x | ( y) | x | y y        2 22 1 1 2 2  

xدانيم كه در ناحيه مورد نظرمي  xاست پس 2   2 بنابراين| x | x   2 xپس 2 y y    22 بـه صـورتx    جـا كـران بـالاي   و از ايـن  2

x y y   22 y  آيد. دست ميبه 2 y

y

f (x , y)dx dy
 

  
2

3
2

1 2   جواب2

 

xبا تغيير متغيرِ»  2«ـ گزينه 314 m
dx du u

s s


 

1 mداريم « x  پسu  :  
x m

( ) us
m

e dx e du


   
2 2


  

xeسأله كهو با توجه به فرض م dx
  


2

2
  ، پس:

x m
( )

s
m

e dx s


 


2

2  

 

با توجه به اينكه»  3«ـ گزينه 531
n

n

( )

n





 
     


1

1 1 1 1 1 1
2 1 3 5 7 9 11  باشد و با توجه به بسط سري توانيميtan x1 :داريم  

n
x

n

x x ( )
tan x x tan ( )

n


 



  
                


3 5 11 1

1

1 1 1 1 11 1 13 5 4 3 5 4 3 5 2 1    

 

1

1 2

2

3y x 2y 1 4x x 3   

1R 2R   
x 

y 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

wتابع»  1«ـ گزينه 613 U(x , y , z) را همگن از درجةn گوييم هرگاه به ازاي هر  داشته باشيمnU( x , y , z) U(x , y , z)    .  
  ي صفر است:داده شده در صورت سؤال همگن از درجه Uدهيم كه تابعنشان مي

U( x , y , z) sinh(cosh(


   
x  y z

 x  
3 3 2 y  

3 3 7
)) U(x , y , z)

z
 5 3 3 1


  

xي اويلر براي توابع همگن داريم:بنا بر قضيه y zxU yU zU nU   و چون تابعU ي صفر است، داريم:همگن از درجه  x y zxU yU zU     
  ي صفر است.بود كه همگن از مرتبه ي صورت و مخرج در اين كسر برابر است، واضحكه درجهبا توجه به آنتوضيح: 

 

n  توان به اين صورت نوشت:حد مجموع داده شده را مي  »1«ـ گزينه 731
n n
lim A lim

n n n n 
   

  2 2 2 2 2 2
1 1 1

4 1 4 2 4
  

توانيمدر عبارات زير راديكال مي n2با فاكتورگيري از
n

  در اين صورت خواهيم داشت: را از مجموع فاكتور بگيريم و 1

n
n n
lim A lim ( )

n n
( ) ( ) ( )
n n n

 
   

  2 2 2

1 1 1 1
1 24 4 4

  

kبنابراين در حد مجموع داده شده داريم
f ( )

n k
( )
n


 2

1

4
f. پس (x)

x


 2
1

4
  و طبق فرمول حد مجموع ريماني داريم: 

n
n

dx x
lim A f (x)dx dx arcsin

x


   


 

11 1
2 2 64  

  

 

)nLnابتدا توجه كنيد كه  »4«ـ گزينه 831 ) nLn2 توان از سري خارج كرد. بنابراين كافيست حاصل سريرا مي Ln2و ضريب ثابت 2
n

n

n
Ln

e






1
را حساب  2

|كنيم. هرگاه x |1 :باشد، خواهيم داشتn

n

x
x






 1
1

n:  كنيمرا در سري ايجاد مي nفين تساوي، ضريبگيري از طر. حالا با مشتق

n

nx
( x)








 1

2
1

1
  

nرا در سري ايجاد كنيم. در ضمن به ازاي nxتوانيممي xبا ضرب طرفين در   توان سري را ازشود، پس ميي صفر ميي سراولين جملهn 1 :آغاز كرد  
n

n

x
nx

( x)







 2

1 1
  

xحالا با جايگذاري
e


  خواهيم داشت: 1

n n
n n

n n ee
e e (e )( )

e

 

 
  


  221 1

1

1 11
  

  آيد:به دست مي ، حاصل سري داده شدهLn2با در نظر گرفتن ضريب ثابت
n

n

n eLn
Ln

e (e )







 2

1

22
1

  

 
fيبا آوردن جملات به يك طرف تساوي، به معادله  »2«ـ گزينه 931 (x) tgx sin x   1  رسيم. اكنون به دو مطلب توجه كنيد:مي  

xهرگاه ( )


  fداريم: 2 (x)  و هرگاهx ( )


 fداريـم:  2 (x)   بنـابراين تـابع .f (x)  يدر بـازه( , )
 

 2   دهـد.  تغييـر علامـت مـي    2
fدر ضمن (x) بازه دارد. ي مقدار مياني حداقل يك ريشه در اين در اين بازه پيوسته است. پس طبق قضيه  

fياز طرفي با محاسبه (x) :داريم  f (x) tg x cos x    2 1   
fپس تابع (x) .در اين بازه صعودي است. در نتيجه فقط يك ريشه در اين بازه خواهد داشت  

 
xيدر مختصات كروي هستند. كافيست روي كره هايكران Bو Aطبق صورت سؤال،  »3«ـ گزينه 203 y z  2 2 2 zيو صفحه 2 1  مقـادير 

xيرا به دست آوريم. از معادله y z  2 2 2 داريم 2 2 در نتيجه 2  2  .  
zيروي صفحه 1 :خواهيم داشت  z cos sec

cos
         


11 1  

zيي مورد نظر بالاي صفحهناحيه 1 و درون كره قرار دارد، پسsec   كران پايين و    خواهد بود. كران بالاي 2
sec A sec , B       2 2  
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         آيند، داريم: هاي پنجم واحد از رابطه روبرو به دست ميبا توجه به اين كه ريشه»  3«ـ گزينه 123
k

i
z z e , k , , , ,



   
2

5 51 1 2 3 4   
kهاي مورد اشاره، غير حقيقي هستند؛ پس در رابطه بالاطرفي طبق سؤال، ريشه از   كنيم:است. حال خواسته سؤال را به صورت زير بازنويسي مي  

k k
i i

k
k k k

S w (e ) e
 

  
    

2 64 4 43 35 5
1 1 1

   

اي با جمله اولجمله 4اين سري، يك سري هندسي 
i

e

6
ر نسبتو قد 5

i
e

6
  است. در نتيجه داريم: 5

i i i i i i i in i

i i i i i

a( q ) e ( (e ) ) e ( e ) e e e e e
S

q
e e e e e

       


    
     

       


    

6 6 6 24 6 3 6 6
4 65 5 5 5 5 5 5 5

6 6 6 6 6
5 5 5 5 5

1 1 1 1 11
1 1 1 1 1



  

 

sin(xyبا توجه به اين كه در همسايگي مبدأ مختصات»  3«ـ گزينه 223 ) xy

x y x y 

2 2

2 2 2 2  و در اين تابع تنها ريشه مخرج مبدأ مختصات است و هر دو

از مخرج يك درجه بيشتر است، پس حد تابع در مبدأ برابر صفر است؛ در نتيجه تابع در اين نقطه پيوسته است.  بوده و درجه صورت 2جمله مخرج توان 
  آوريم:پذيري در مبدأ ابتدا مشتقات جزئي تابع در مبدأ را به دست ميبراي بررسي مشتق

x y
h h h h

sin(h ) sin( h )
f (h , ) f ( , ) f ( , h) f ( , )h hf ( , ) lim lim , f ( , ) lim lim

h h h h   

 
 

       

2 2
2 2

   

  
             

  صفر باشد:پذيري تابع در مبدأ بايد حد زير برابر براي مشتق

x y

(h,k) ( , ) (h,k) ( , )

sin(hk )
f (h, k) f ( , ) hf ( , ) kf ( , ) h kL lim lim

h k h k 

      
 

2
2 2

2 2 2 2   

         

(h,k) ( , ) (h,k) ( , )

sin(hk ) hk
lim lim

(h k ) (h k )
 



 

2 2

3 3
2 2 2 22 2

   
  

  پذير نيست.در مبدأ مشتق fدر حد اخير درجه صورت و مخرج با هم برابر است، پس حد وجود ندارد، يعني 
 

  خط داريم:سازي اين چهار پارهرامتريخط تشكيل شده است. با پادر واقع از چهار پاره Cمنحني»  4«ـ گزينه 323

C C C C C

C : ( , , ) ( , , )t (t , , ) t

C : ( , , ) ( , , )t ( , t , t) t

C : ( , , ) ( , , )t ( t, , ) t

C : ( , , ) ( , , )t ( , t , t) t

F.dr F.dr F.dr F.dr F.dr

   

   

     

       

       1 2 3 4

1
2
3
4

1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

       
   


   
            

  

(sin t t )dt (t t )dt (t cos t )dt (sin( t) ( t) )( dt) ( t) ( dt) cos( t) ( dt)                   
1 1 1 12 4 2 4 2 2 2 4 4 21 1 1 1
   

  

I I I I

(sin t t )dt t dt (t cos t )dt (sin( t) ( t) )dt [( t) cos( t) ]dt                
1 2 3 4

1 1 1 1 12 4 2 4 2 2 4 4 22 1 1 1 1
       

  

aكه به طور كليبا توجه به اين a
f (x)dx f (a x)dx   

I، پس I , I I 1 3 2   و داريم: 4

t
I I t dt I I I t dt        

31 12 2
1 2 1 2

12 22 2 3 3  
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tاز تغيير متغير »2«ينه ـ گز432 Lnx كنيم. پس داريماستفاده ميtx e وtdx e dtبه ازاي .x e داريمt 1 و به ازايx 1 داريمt  .  
e t t tI (xLnx) dx (te ) e dt t e dt    

1 12 2 2 3
1  

  

  كنيم:حالا از جدول جزء به جزء استفاده مي

t t t
I e ( ) e ( ) e ( e )          

23 3 3 312 2 1 2 2 2 5 2 1 5 23 9 27 3 9 27 27 27 27 27
           

t

t

t

t

t e

t e

e

e

2 3

3

3

3

12 3
12 9
1

27

  

  
xاي به فرم كليها رويهxاز دوران يك خط حول محور  »3«ـ گزينه 532 f (y z ) 2 شود حاصل مي 2

همان  rباشد كه اين مقدار مي rكه اين رويه در واقع يك مخروط است و مقطع آن يك دايره به شعاع 
x)يهاست. يعني اگر نقطه xبر روي محور xمقدار , y, z) اشد، داريم:اي از مخروط بنقطه  

  y z r 2 2 2  

xحال با توجه به خط y z
 1 2 x  داريم: 3 y , z x 2 3  

)  بنابراين خواهيم داشت: x) ( x) x x x   2 2 2 2 22 3 4 9 13  
rو اين يعني x yصورتي اين مخروط بهباشد و معادلهمي 13 z x 2 2   است. 213

  
xابتدا تغيير متغير  »1«ـ گزينه 632 u  هاي انتگرال جديد عبارتند از:گيريم، لذا كرانرا در نظر مي  

x u sin( x) sin( u)
I dx ( du)

x u sin x sin( u)





    
        

 
1392 1392 1392






  

sin(xبا توجه به اينكه  n ) sin x  2 وsin( x) sin x   ريم:باشد، دامي  sin( u) sin( u)
I du du ( )*

sin( u) sin u 


  

  
1392 1392 

  

)sin  دانيم كه:از طرفي مي u) sin( u)
du du I

sin u sin u




    

1392 1392


  

)و با جايگذاري در رابطه I  داريم:*( I I I     2    
 

tgدانيم كهتوانيم عبارت داخل سري را به صورت تلسكوپي بنويسيم. ميمي  »2«ـ گزينه 732 tg tg    
   

 
1 1 1

1.  

n)  در نتيجه داريم: ) (n)
tg (n ) tg (n) tg ( ) tg ( )

(n )(n) (n )n
    

   
   

1 1 1 11 11 1 1 1 1  

  باشد، لذا:عبارت سمت راست همان عبارت داخل سري داده شده مي
n n

tg ( ) tg (n ) tg (n)
(n )n

 
  

 
  

  1 1 1

1 1

1 11 1  

n  باشد، بنابراين مقدار سري برابر است با:سري فوق يك سري تلسكوپي مي n
n

tg ( ) tg (n ) | tg (n) |
n(n )


  

 


  
     

  1 1 1
1

1

1 11 1 2 4 4  

 
  

0x

0(x ,y,z)

r

x

y

z
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  كنيم:ابتدا هر يك از عبارات دو طرف تساوي را محاسبه مي »1«زينه ـ گ328

  طرف اول تساوي:
r rn

n t tr t r
t e e

r t

   
  



2 2
1

4 42
4 2  

  گيريم:دوباره مشتق مي rكنيم و سپس نسبت به ضرب مي r2عبارت فوق را در
r r rn n n
t t tt r r t t r r

r e (r ) e e
r r r t

       
     

  

2 2 2
1 3 2 1 1 32 24 4 43 2

2 2 2 4  

r r
n nt tr

(r ) r t e t e
r r

   
    

 

2 2
42 2 1 24 43

2 4  

بارت فوق را درع
r2
  كنيم تا طرف اول تساوي محاسبه شود:ضرب مي 1

r rn
n t tt r

(r ) t e e ( )*
r rr

  
  

 

2 2
2 22 1 4 4

2
1 3

2 4  

  كنيم:طرف دوم تساوي را نيز محاسبه مي tگيري نسبت بهبا مشتق
r r r rn

n n nt t t tr t r
nt e t e nt e e ( )**

t t

    
     



2 2 2 2
2 2 21 14 4 4 4
2

4
416

  

n  گيريم:يجه ميبا مساوي قرار دادن (*) و (**) نت  
3
2  

 
  با استفاده از قضيه ديورژانس داريم: بسته است پس sسطح  »3«ـ گزينه 932

S R
F.nds divFdv 
   

Fديورژانس
 كنيم:را حساب مي  (y(x y ) ) ( x(x y ) ) ( z )

divF xy x y xy x y
x y z

      
        

  


3 3

2 2 2 22 2 2 2 2 22 1 3 3 2 2  

بنابراين مقدار انتگرال
S

F.nds
  :برابر است با  

S R
I F.n ds dv   2

   

zعبارتند از zحدود  zو 5 x y  2 zصورتاي بهكه در دستگاه استوانه 29 r  xيبا هم دايره zشود. از برخورد حدودنوشته مي 29 y 2 2 4 
آيد پسبه دست مي   2 وr  2 .است  

r

R
I dzdydx rdzdrd ( r ) r drd ( d )( ( r r )dr)

  
               

2 2 2 2 22 2 9 2 3
52 2 2 4 2 4

    
  

r
I ( r ) | ( )        

42 22 2 2 4 8 4 164   

  

  كنيم:س، از قضيه ديورژانس استفاده ميسطح مكعب باشد. اين سطح بسته است پ Sكنيم فرض مي  »3«گزينه ـ 330

S D D
F.nd divFdv (y z x)dv       
  شار  

Iنويسيم:تر اين انتگرال ميي جملات يكسان است براي محاسبه سادهو چون توان همه (y z x) (D )    ´\e حجم مكعب برابر يك و مركز هندسي.

)آن , , )
1 1 1
2 2 xمكعب است. (دقت كنيد كه در اين2 1 وy 1 وz 1 است. مركز آن( , , )

1 1 1
2 2   خواهد بود. پس: 2

D
I (x y z)dV x y z            

1 1 1 3
2 2 2 2´\e ´\e ´\e شار  

  

  ي داده شده لازم است.ي معادلهابتدا توضيحي درباره»  1«ـ گزينه 331
aمكنيفرض مي b 1  باشد. اگر داشته باشيمf (ax by) af (x) bf (y)  آنگاه تابع ،f (x) يك خط است يعنيf (x) mx h .  
fاز شرط ( )  1 شويم كهمتوجه ميm  1 و از شرطf ( ) 1 شويممتوجه ميh 1 .است  

fپس داريم (x) x  1حالا با جايگذاري .x  f  خواهيم داشت: 2 ( )     2 2 1 1  
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xواضح است كه»  1«ـ گزينه 233  1 قيقي معادله داده شده است، چرا كـه: ي حيك ريشه( ) ( ) ( )           7 4 31 1 1 1 1 1 1 1   از طرفـي .
fدانيم كه اگر معادلـة ي رل ميي قضيهبنا به نتيجه (x)   دارايn  ي حقيقـي باشـد، آنگـاه   ريشـهf (x)    حـداكثر(n )1     ريشـه حقيقـي دارد. بـا

fفرض (x) x x x   7 4 3 f  داريم: 1 (x) x x x x ( x x )        6 3 2 2 47 4 3 7 4 3  
fكنيدگونه كه مشاهده ميهمان ( )  دهيم كه. در ادامه نشان ميx x  47 4 3  ورتكـار ابتـدا معادلـه را بـه ص ـ    ي حقيقي ندارد، براي ايـن ريشه 


g(x) h(x)

x x  47 4 3 هايكنيم. تعداد تقاطعبازنويسي ميg وh هاي حقيقي معادلةبرابر با تعداد ريشهx x  47 4 3  باشد.مي  

تلاقــي ندارنــد و ايــن بــدين معناســت كــه  hو gطــور كــه از شــكل پيداســت، نمودارهــايهمــان
xمعادلة x  47 4 3  ي حقيقي ندارد.ريشه  

  را كه در زير آمده مورد توجه قرار دهيد: fحال جدول تغييرات تابع
x

f (x) x x x

f (x) x x x

  

     

     

6 3 2

7 4 3

1
7 4 3

1 1



   

  

 



x1

y

7

h(x) x  4 3



 

1

3

g(x) x 47

  

fي حقيقي داشته باشد و چونتواند بيش از يك ريشهدي اكيد است، بنابراين نميصعو fهمواره مثبت است پس تابع  fمشتق  ( ) 1  پس دقيقاً يك ،
  ي حقيقي دارد.ريشه

 
aفرض كنيد»  3«ـ گزينه 333 i j k    

   ينبرداري ناصفر باشد. همچن1،2 و3 به ترتيب زواياي بينa
 و بردارهاي يكةi

،j
 وk

  باشند. در

cos  م:اين صورت داري cos cos
| a | | a | | a |

  
     1 2 3  » »  

  ها داريم:با توجه به بردار هادي خطوط در هر يك از گزينه

( ) : a ( , , ) , | a | ( ) cos cos

( ) : a ( , , ) , | a | ( ) cos cos

( ) : a ( , , ) , | a | cos cos cos

( ) : a ( , , ) , | a |

            

            

           

  

2 2 2
1 2

2 2 2
1 2

2 2 2
1 2 3

2 2

1 21 1 2 1 1 2 1 6
6 6
2 12 2 1 1 2 1 1 6
6 6

13 1 1 1 1 1 1 3
3

4 2 1 1 2 1

 

 

 

 

¾¹Äq¬

¾¹Äq¬

¾¹Äq¬

¾¹Äq¬ cos cos










        


2
1 2

2 11 6
6 6

  

ˆبنابراين از آنجا كه بايد ˆ ˆ    1 2   ) خواهد بود.3باشد، پاسخ صحيح گزينه ( 3

 
t)يز حل معادلهشخص كنيم. ارا در اين نقطه م tابتدا بايد مقدار »  1«ـ گزينه 433 t t t t ) ( , )      2 3 24 2 6 11 5 1    tمقـادير ممكـن را بـراي     «1

  آوريم:به دست مي
t t t t (t )(t ) t ,

(t )(t )(t ) t , ,t t t t t t

                                

2 2

3 2 3 2
4 2 1 4 3 1 3 1 3

1 2 3 1 2 36 11 5 1 6 11 6
 


  

tدر نتيجه ,1 Rدانيم كه برداراند. ميهاي معادلهجواب 3 (t)


R(t)بر 


  است، بنابراين داريم: مماس 
R ( ) ( ( ) , ( ) ( ) ) ( , )

R (t) ( t , t t )
R ( ) ( ( ) , ( ) ( ) ) ( , )

             
     

2
2

2
1 2 1 4 3 1 12 1 11 2 22 4 3 12 11
3 2 3 4 3 3 12 3 11 2 2




  

Rاز طرفي ( ) . R ( ) ( , ) . ( , ) ( ) ( )       1 3 2 2 2 2 2 2 2 2
 

در نتيجه ،R ( ) 1


Rو  ( ) 3


 بـر هـم عمودنـد و ايـن يعنـي منحنـي داده شـده در نقطـة         
( , )1   دو مماس عمود بر هم دارد. 1
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x

y

x = 4

r  داده شده است. در واقع داريم:  rبرحسب  در اين مسأله  »1«ـ گزينه 533 sinh t
f (r) dt

t
   1  

fبنابراين از فرمول محاسبه طول قوس براي تابع (r)  كنيم: استفاده مي  r

r

d
L r ( ) dr

dr


  2

1
2 2 1  

d  ال داريم: گيري از انتگربا مشتق sinh r
f (r)

dr r

    

dحالا با جايگذاري sinh r

dr r


 ازايو بهr 1   داريم:  2

sinh r
L r ( ) dr sinh r dr cosh r dr sinh r sinh sinh

r
         

2 2 22 2 2
1 1 1

21 1 2 11  

 
  برابر است با: Iهمان مربع واحد است، بنابراين حاصل Dيناحيه  »4«ـ گزينه 633

D
I dx dy (D )     1 1 1SeIv¶    

dxبراي تبديل dy بهdu dv :بايد ژاكوبي تبديل را حساب كنيم  u v
uv

u v

x x u
J u

y y


   

4 8 4 81



  

  داريم: uvيدر صفحه Sگيري روي مربعبا انتگرال
S

J | u |du dv | u |du dv ( dv)( | u |du) | u |du            
1 1 1 1 14 8 4 8 4 1 2 4 1 2
    

  

uبراي 
1
2 :داريم| u | u  1 2 1 uو براي 2 

1 |داريم: 12 u | u   1 2 1     . در نتيجه:2

  J [ ( u)du ( u)du] J [(u u ) ( u u ) ] [ ]                
11 1 2 2 122 1 1

2 2

1 14 1 2 1 2 4 4 24 4
   

 
    »4«گزينه  -337
  مرتب كنيم تا بتوانيم مجانب اين منحني را به دست آوريم. xرا برحسب yايد در معادله منحني داده شدهابتدا ب

x
y xy x y ( x) x y

x
       



22 2 2 2 2 24 4 4   

xي مخرج يعنيريشه   yي منحني به جايباشد. توجه داشته باشيد كه اگر در معادلهمجانب اين منحني ميمجانب قائم اين منحني و در واقع تنها  4
مساحت بين قسمت بالاي ها متقارن است، پس ما xكند و اين يعني نمودار اين منحني نسبت به محوري منحني تغييري نميمعادله yقرار دهيم

  كنيم.آوريم و سپس آن را دو برابر ميها تا منحني را به دست ميxمحور

x u
dx du

x
S dx ( u)u du

x

 
 

   
 

1
4 4 22 2 4

4
   

( ( u u )du) ( u u )


      
1 1

32 2 22 4 2 4 2 3  

( x ( x) ) ( ( ))         
432 16 642 8 4 4 2 163 3 3

   

  

  
cosشودهاي داده شده نتيجه مياز تلاقي معادله  »1«ـ گزينه 833 2 cos، يعني2 1پس ،  اما به ازاي .   و    داريم: 2

x sin cos     ،y sin sin     ،z cos    )ينابراين نقطهب 2 , , )2  .تنها محل برخورد اين دو رويه است  
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    »3«ـ گزينه 339

Aيرابطه از A كه معكوس يك ماتريس مانندبا توجه به اين روش اول: N
| A |

  1 |مـاتريس الحـاقي و   Nآيـد كـه در ايـن رابطـه    دست ميبه 1 A | 

|پذير نباشد، آن است كه دترمينان اين ماتريس برابر صفر باشد. پس بايـد كه يك ماتريس وارونباشد، پس شرط آنمي Aدترمينان A I |      باشـد تـا

A)ماتريس I) كنون ماتريسپذير نباشد. اوارونA I آوريم.دست ميرا به  
     

             
           

2 1 1 2 1
1 3 1 1 1 3 1

1 2 1 1 2

   
 

   
  

|حال A I |   آوريم.دست ميرا به  

( )( ) ( ) ( )( )

    
                                     

2 2
2

22 1
1 3 1 2 5 5 1 2 2 5 4 45 41 2 1


  




  

Aبراي اين كه ماتريس روش دوم: I وارون نداشته باشد، لازم است| A I | برابر صفر شود. يعني مقادير دانـيم  باشـند. مـي  همان مقادير ويژه مي
tr(A)ماتريس است و (Trace)مجموع مقادير ويژه همان اثر      تواند صحيح باشد.) مي3، پس تنها گزينه (7

  

   »1«ـ گزينه 340
yاي حجم حاصل از دوران خمستفاده از روش پوسته استوانهبا اروش اول:  f (x)  حول محورyها در فاصلهa x b  :برابر است با  

  b

a
V | x f (x)dx |  2  

yبنابراين براي خم f (sin x) :داريم  V | x f (sin x)dx |


  2


  

xفاده از تغيير متغيربا است u


    داريم: 2

  
x u

x u dx du ,

x u

              


2
2

2


  

  بنابراين حجم حاصل از دوران برابر است با:

V | u f (cosu)du f (cos u)du |

 

 
 


    2 2

2 2
2 2V | (u )f (sin(u )du | | (u )f (cosu)du |

 

 
 

  
       2 2

2 2
2 22 2 2  

  كنيم.زير انتگرال را بررسي مي باشد، فرد يا زوج بودن توابعگيري متقارن ميهاي انتگرالبا توجه به اين كه كران
g(u)تابع uf (cos u) فرد و تابعh(u) f (cosu) باشد.زوج مي  

V  بنابراين داريم: | f (cosu)du |


     22 22 
  

fبا استفاده از صورت مسأله (cos u)du A


 2


V  است، بنابراين داريم:  A A   22 2  
  توانيم به شكل زير عمل كنيم؛ از همان ابتدا داريم:  اگر نكات انتگرال معين كتاب را حفظ باشيم، ميروش دوم: 

xf (sin x)dx f (sin x)dx
 

 2 
   

V | f (sin x)dx | | f (sin x)dx |
 

    22 2  
   

xحالا از تغيير متغير  t


 2 كنيم:استفاده مي  x t , x t
 

       2 2  

V f (sin( t)dt) f (cos t)dt f (cost)dt A

  

 



           2 2 2 22 2 2

2 2
2 22 
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n{aدنباله  »1«ـ گزينه 143 ها كه بعد از اولين راديكال، زير همه راديكالنويسيم كه به يك دنباله بازگشتي تبديل شود، با توجه به اينصورتي ميرا به {

1عامل
1ها، عاملن عاملوجود دارد، از هركدام از اي 4

  كنيم.صورت زير بازنويسي ميآوريم و دنباله را بهرا بيرون مي 4

n n
...a 

1 1 1 1 1 1
2 4 8 16 32 2

   

n

n
...a  

1
1 1 1 1 1 2

12 2 2 4 8
4

   

n

n n n n nn

a

...a a a a a



 
    

2

2 22
1 1 1 1 1 1 1
4 2 4 8 4 22


   

nاگر
n

lim a L


 باشد آنگاهn
n

lim a L


2 باشد، پس داريم:مي  

n n
n n

lim a lim a L L L L L L L
 

         2 2
2

1 1 1 1 1
2 2 4 4 4   

n{aپس دنباله 1به عدد {
  همگرا است. 4

  
fبسط تيلور تابع »2«ـ گزينه 243 (x) يحول نقطهx :برابر است با  

(n)
n

n

f (x ) f (x ) f (x )...f (x) f (x ) (x x ) (x x ) (x x )
! ! n!





 
       2

11 2
  

      

fاكنون بايد بسط تيلور تابع (x) cos x يرا حول نقطهx


  4 آوريم.دست به  

  f (x ) cos( ) cos( )
 

   
2

4 4 2   

f (x ) sin( ) sin
     

2
4 4 2  

f (x ) cos( ) cos( )
        

2
4 4 2  

f (x ) sin( ) sin
       

2
4 4 2  

( )f (x ) cos( ) cos( )
 

   4 2
4 4 2  

f...  پس داريم: (x) (x ) (x ) (x ) (x )
! ! ! !

   
         1 2 3 4

2 2 2 2
2 2 2 2 2

2 1 4 2 4 3 4 4 4   
nباشند و برايكه علامت جملات اين سري يكي در ميان مثبت و منفي نميبا توجه به اين , 1 مقدارش مثبت و برايn , 2 باشد، مقدارش منفي مي 3

بايد در جمله عمومي سري عامل
n

[ ]
( )   را داشته باشيم. پس داريم: 21

n
[ ]

n

n

( )
f (x) (x )

n!





 
 

22 1
2 4
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

    »1«ـ گزينه 343

كنيم و در ادامه به ترتيب عمليات كنيم. ابتدا چهار برابر سطر دوم را از سطر چهارم كم ميرا به صورت ماتريس بالا مثلثي تبديل مي A: ماتريس روش اول
  هيم:دزير را انجام مي

  

                             

16 16 1 1 8116 16 1 1 81
2 2 1 1 32 2 1 1 3
4 4 1 1 94 4 1 1 9

3 3 153 3 15
3 3 52 2 2 2 2
2 2 2

  
 

  

  

   
         
   

     
   

    
   
    
   

16 16 1 1 81 32 16 1 1 81
2 2 1 1 3 2 1 1 3

3 3 45 3 3 45
4 4 4 4 4 4
3 3 15 3 3 15

3 3 5 3 3 5
2 2 2 2 2 2



   

   

   

  

  

   
         
   

     
   

   
   
   

32 16 1 1 81 32 16 2 1 81
2 1 1 3 2 1 3

3 3 45 3 3 45
4 4 4 2 4 4
3 3 15 3 15

2 2

  

   

    
         

  

|  باشد، لذا:هاي روي قطر اصلي ميدترمينان اين ماتريس بالا مثلثي برابر حاصل ضرب درايه A |      
332 2 3 2 5762    

ع و تفريق سطرهاي ماتريس با يكديگر بايـد سـطر يـا سـتوني را توليـد كنـيم كـه داراي        با ضرب يك عدد در سطرهاي ماتريس و همچنين جمروش دوم: 
  دست آوريم.بيشترين تعداد صفر باشد و سپس حاصل دترمينان را براساس بسط دادن برروي آن سطر يا ستون به

R R R , R R R
R R R , R R R

R

R

R| A | | A |

R

R

   
   

    
          
       
   

       
      

4 5 4 3 5 3
2 5 2 1 5 1

1
2

4 2
3 8
4
5

16 16 1 1 81 15 15 65
2 2 1 1 3 4 1 3 1
4 4 1 1 9 3 3 5
8 8 1 1 27 16 7 9 19
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

 

 


  

  آوريم.دست ميشد، حاصل دترمينان را براساس بسط بر روي ستون اول بهباكه ستون اول داراي بيشترين تعداد صفر ميبا توجه به اين

R R R| A | ( )  

      
               
      
   
      

4 2 445 1

15 15 65 15 15 65
4 1 3 1 4 1 3 11 2 23 3 5 3 3 5
16 7 9 19 3 3 15

 

 


  

  دهيم و داريم:اكنون دوباره برحسب ستون اول بسط مي

| A | ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ) ( )
  
                         
  

2 1
15 15 65

2 1 4 3 3 5 8 15 45 15 15 45 15 65 9 9 8 9 45 117 8 72 576
3 3 15

      

  

1كم كردن 
برابر سطر  2

 سوم از سطر پنجم

1كم كردن 
 اول برابر سطر 4

 سوماز سطر 

به  2ستون كردن  اضافه 
 1ستون 

كم كردن دو برابر سطر 
 سوم از سطر پنجم

اضافه كردن ستون چهارم 
 به ستون سوم
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

r(t)با توجه به معادلات پارامتري  »3«ـ گزينه 434
 :داريمz sec t 25 2،y tg t sec t 2 22 3،x tg t 23 secاز اتحـاد مثلثـاتي   1 t tg t 2 21 

  خواهيم داشت:

  
x tg t

y tg t x y z

z tg t

  
        


 

2

2

2

3 1
3 2 4

5 3
  

xيبه عبارتي اين منحني در يك صفحه با معادله y z   2 ر است. (هر منحني كه در يك صفحه قرار داشـته باشـد، تـاب    قرار دارد پس تاب آن صف 4
  آن صفر است).

  

xهايبا توجه به محدوديت  »2«ـ گزينه 534 1 2،x y 2 2 وz 1  :خواهيم داشـتu 1 4،v  2 وw  3   اكنـون ژاكـوبين را .
  كنيم:محاسبه مي

xyz xyz uvw uvw

u u u

x y z x
v v v dududw

J xy x J x x x J J dxdydz
x y z u u u ux
w w w

x y z

  
  
  

           
  
  
  

2 2 3
3

2
1 12 2 3 6

6 663

 


 

  

  با جايگذاري تغيير متغيرهاي در نظر گرفته شده در تابع زير انتگرال داريم:
  dudvdw

I (u v u v w) I (v v w) dudvdw
u u u

            
3 2 4 3 2 42 2

1 1
1 1
66   

  

  

dtفرض كنيم  »3«ـ گزينه 634
A

Lnt



1
1متغيـر  . با تغييرx Lnt        آغـاز كنـيم. بـه ايـن ترتيـب خـواهيم داشـتxt e  و در نتيجـهxdt e dx .

tچنين وقتيهم 1 داريمx   .  
xdt e

A dx
Lnt x

 
  

1
1 1




 

zاكنون تغيير متغير x 1 دهيم.را انجام ميdx dz  و به ازايx   داريمz 1 و اگرx  داريمz .  
x z

ze e
A dx ( dz) e e z dz

x z


 

  
    

  
11 1 1

1


 

zA  كنيم:ها انتگرال را قرينه ميجا كردن كرانايم و در پايان با جابهرا از انتگرال خارج كرده eثابت e e z dz ef ( )
    1

1 1 

  

الزاويهدر مثلث قائم » 4«گزينه  ـ734
 

OABچون ضلع مقابل زاوية ،B وتر اس ت، نصف
Bپس:  3  وAOB  6  در نتيجهBOC 12 .  

BODمساحت مثلث


برابر است با: 




13 32
2 4  

2همروي  ODCو OBCهاياز طرفي قطاع
  اند، پس مساحت اين نواحي برابر است با:كرده مساحت دايره را اشغال 3

( )  22 213 3  

)ي بخش پر شده از مخزنِ نفتي،بنابراين مساحت قاعده ) 
2 3
3   است. در نتيجه: 4

( )      
2 3 12 8 3 33   حجم مايع درون مخزنمساحت قاعدهارتفاع4

 

3

2

 

1

2

12  12 

1
3 

1

B
A

6 
D

A

O

C
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

براي آنكه رابطه بين» 2«زينه گـ 834
xe

dx
x



 و 4
xe

dx
x



 كنيم. اگر ازمشخص شود، از روش جزء به جزء با استفاده از جدول استفاده مي  2
x2
دو بـار   1

مشتق بگيريم به
x4
  خواهيم رسيد.  6

بار جزء به جزء به انتگرال 2پس از 
xe

dx
x



 2 4
  رسيم. پس خواهيم داشت: مي 6

     
x x x x x x x

x xe e e e e e e x
dx e dx dx dx e

x x x x x x x x x

      
  

       
         2 2 2 3 2 4 2 2 4 2 2 3 2 3

2 6 6 2 2  

 

sinدانيم كهمي  »2«گزينه  ـ 934 t
dt

t

 
 2

است. براي محاسبه انتگرال 
nsin x

I dx
x


  از تغيير متغيرnt x كنيم. استفاده مي  

nxخواهيم داشت tو
n n

dt
dx

n t 


1
x. از آنجا كه    است، پسt   :   

n n n

sin t dt sin t sin t
I dt dt

nt n t nt n t
  
  




      1

1
2  

nاولاً به ازايرد گزينه:   داريمsin( )
dx sin( )Lnx

x





  
1 nدانيم به ازاي) غلط هستند. ثانياً مي4) و (1هاي (، پس گزينه1 1  بايـد

بـه   2

  يح است.) صح2دست آيد، پس گزينه (
 

nبراي آن كه اين سري همگراي مطلق باشد، بايد سري  »4«ـ گزينه 503

n

n x
| |

n x



  
1 1 2 دانيم كههمگرا باشد. مي 1

n

n
lim

n



تـوانيم  ، بنابراين مي11

nي حدي با سرياز آزمون مقايسه

n

x
| |

x



 
1 2 xاش اين است كهاست و شرط همگرايياستفاده كنيم. اين سري، هندسي  1

| |
x




12   باشد. 1

x
| | | x | | x |

x
   


1 2 12 1  

|نمودارهاي x |2 yو 1 | x | يدر دو نقطه
1
قـاط از  كننـد. ايـن ن  با هم برخورد مـي  1و 3

xيحل معادله x  2   آيند. به دست مي 1
]يدر بازه , ] 

11 |داريم 3 x | | x | 2 xو در ساير نقاط يعني 1  
1
xو 3  1   :داريم  

| x | | x | 2 1  
  

كنيمبراي راحتي بيشتر فرض مي »3«ه ـ گزين153
 


  باشد. با توجه به صورت سؤال داريم: 2

n

n
i

i i i i( )P z z z e e e P e e
 


  






      


          
1 2 1 2

1 2  

|با توجه به آن كه | 1 است، داريمn

n 




 

  1
  آيد:صورت به دست ميبه اين  P، بنابراين مقدار1

i
i i

P e e e P cos isin i
 


   

      

1
1 211 2

2 2  

 
xحاصل جزء صحيح  »2«ـ گزينه 253 y   بستگي به اين دارد كهx y  بين كدام دو عدد صحيح

ــرار دارد. خطــوط xق y m   ــداد صــحيح ــراي اع mرا ب , , 1 1 ــي ــر م ــهدر نظ ــريم. ناحي ي گي
xداريــم D1يتشـكيل شــده اسـت كــه در ناحيـه    D2و D1گيـري از دو بخــش انتگـرال  y  1 ؛

x]پس y]   يو در ناحيهD2 داريمx y   1 ؛ پس[x y]  1 .است  
مساحت(

D D D
I ( )dydx ( )dydx dydx (D        1 2 2 21   

Dگيري يعنيي انتگرالكل ناحيه D1 2 يك لوزي با مساحت


2 2 و  D2راين مساحتاست؛ بناب 22
Iلذا  1 شود.مي    

 

x

x

x

e
x

e
x

e
x















2

3

4 2

1

2 1

6 1

| 2x 1 |
| x |

1

3


1 1

2


x

y

1D

2D

1

1

1

1
x y 1  

x y 

x y 1 
x

y
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

با فرمول Sيمساحت رويه  »3«ـ گزينه 353
S

d يي نيمكرهآيد. معادلهبه دست مي  ,g(xتـوان بـه صـورت   را مي 2 y,z) x y z   2 2 2 4 

zنوشت كه   كنيم:است. المان سطح را حساب مي  

x y
x y x y z

d z z dydx ( ) ( ) dydx dydx d dydx
z z z x y

 
          

 

2 2 22 2 2 2
2 2 2

21 1
4

  

d  صورت نوشت: را به اين dتواندر مختصات قطبي مي rdrd
r

  
 2
2

4
  

ي موردنظر از برخورد مخروطكنيم. ناحيهرا تعيين مي و rاكنون حدود
  يبا نيمكره 3    آيد. در مختصات كروي داريم:به دست مي 2

x sin cos x sin cos cos

y sin sin y sin sin sin

         
          


2 33
2 33

  

xبنابراين y 2 2 آيد. در اين دايره داريمبه دست مي 3اي به شعاعهيعني داير 3   2 وr  3.  

( r ) rdrd ( r ) d ( )( )
 

              
1 1 32 3 22 22 24 2 2 4 2 2 4 4

  


جواب 
S

d rdrd
r


    


  

2 3
2

2
4 

  جواب

 
  نوشته شده است. جرم اين رويه برابر است با: و rتغيرهايي موردنظر با معادلات پارامتري برحسب مرويه  »1«ـ گزينه 453

S
M (x, y,z)d    

xدر اين مثال y r   2 22 f  شود:است و المان سطح به اين صورت محاسبه مي 2 f
d | | drd

r

 
   

 
  

i j k
f f

cos sin sin i cos j rk d sin cos r drd d r drd
r

r sin r cos

 
                   

 
  

2 2 2 2 1
1

  
  

  

M  در فرمول جرم داريم: dبا جايگذاري r r drd M (r ) d ( )( ) ( )
  

             
3 312 1 22 2 2 22 2 42 1 1 2 2 1 2 2 13 3 3  


  

 

x  كنيم:را محاسبه مي Aابتدا مقدار  »1«ـ گزينه 535 y
A dxdy

(x y )




 
2 21 1

2 2 2 
  

yمتغير است. به علت حضور xعدد ثابت و  yدر انتگرال مياني،  x2 xاز تغيير متغير 2 ytg  :داريم  dx y( tg )d ysec d      2 21  
  پس با حل انتگرال نامعين داريم:

  x y (y tg y ) y (tg ) tg
dx ysec d ysec d d

(x y ) (y tg ) (y sec ) ysec

    
       

      
2 2 2 2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1  

sin

cos d (sin cos )d ( cos )d sin sin cos
y y y y y

cos




               



  

2
2 2 2

2

11 1 1 1 12 21 2  

xبـــا توجـــه بـــه تغييـــر متغيـــر ytg  داريـــمx
tg

y
  پـــسx x y

sec tg
cos y y


       



2 2 22 2
2 2 2

1 1 yدر نتيجـــه 1
cos

x y
 



22
2 2 

xو
sin cos

x y
    



22 2
2  به اين ترتيب جواب انتگرال مياني برابر است با: 21

  xy x
f (x , y)dx sin cos

y y x y x y
       

  2 2 2 2
1 1  

x  به اين ترتيب با جايگذاري حدود انتگرال داريم:
A f (x , y)dxdy [ ] dy dy tg (y)

x y y

 
        

    
11 1 1 1 1

2 2 2
11

41    
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x، داريم:Bي براي محاسبه y
B dydx

(x y )




 
2 21 1
2 2 

yثابت است. از تغيير متغير xمتغير و  y. در انتگرال مياني  xtg  كنيم.استفاده مي  

x  بينيم كه:با انجام محاسبات قبلي مي y xy y
dy sin cos

x x(x y ) x y x y


     

  
2 2

2 2 2 2 2 2 2
1   انتگرال مياني1

y  داريم: Bي حالا با محاسبه
B f (x , y)dydx [ ] dx dx [tg (x)]

x y x
 

    
    

1 11 1 1 1 1
2 2 2

1
41    

  

Aپس B  .است  

  
  ناميم.مي ي مورد نظر رازاويه »2«ـ گزينه 635

M(xرا به صورت Mي مختصات نقطه , ) دهيم. نشان مي  

Bبرابر است با: BMخط شيب پاره M

B M

y y
m

x x x

 
 

 1
2
2
   

Aبرابر است با: AMخط رهو شيب پا M

A M

y y
m

x x x

 
 

 2
1
1
  

  

m  ي بين اين دو خط باشد داريم:زاويه اگر m x xtg
m m

( x)( x)

    
 

 

1 2
1 2

2 1
2 1

21 1 2 1

  

)با ضرب صورت و مخرج در x)( x) 2 )  داريم: 1 x) ( x) x x
tg tg | |

( x)( x) x x x x

   
     

      2 2
2 1 2
2 1 2 3 4 3 4

  

  ماكزيمم شود. tgرا چنان پيدا كنيم كه xبه دست آيد. پس بايد خواهيم بيشترين مقدارما مي
  داريم: xگيري نسبت به كنيم. بنابراين با مشتقي بحراني كسر را پيدا ميابتدا نقطه

x (x x ) ( x )(x) x
( ) x
x x (x x ) (x x )

          
     

2 2
2 2 2 2 2

3 4 2 3 4 2
3 4 3 4 3 4

  

xبه ازاي  x  كنيم:را حساب مي tgمقدار 2
tg

x x


       

  2
2 2 14 6 4 2 43 4

  

 

  طبق تعريف مشتق داريم: »4«ـ گزينه 573
x

x x

f (x) f ( ) | x | a
f ( ) lim lim

x x 

   
 

  

fشرط لازم (نه كافي) براي وجود ( ) آن است كه ،fدرx   :پيوسته باشد. بنابراين بايد داشته باشيم  
x xLn|x|

x x x
f ( ) lim f (x) a lim | x | lim e

  
   

  
  

دانيم كهمي
x
lim xLn | x |





 ي اين حد از سمت راست داريم:است. براي محاسبه  

x x x x

Lnx xlim xLnx lim lim lim x

x x

      


     

  2

1

1 1   
−ITÃQ¼À  

xLnاز سمت چپ نيز، به صورت مشابه مقدار حد | x |xLn|x  شود پس داريم:برابر با صفر مي |

x
a lim e e


  1


  

  حالا با استفاده از تعريف مشتق داريم:
x xLn|x|

x x x

f (x) f ( ) | x | e
f ( ) lim lim lim

x x x  

     
1 1

  

  

ueارزياز هم u1 كنيم:استفاده مي  
x x x

xLn | x | xLn | x |
f ( ) lim lim lim Ln | x | Ln( )

x x


  

       
1 1
  

   

f، مقدارaپس به ازاي هيچ مقداري از ( )  صحيح است.4شود. پس گزينه (عددي حقيقي نمي (  
  

y

x

A(1,1)

B(2,2)

M(x, )


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nاگر »1«ـ گزينه 835
x
lim x


nيباشد، آنگاه حد دنباله Lموجود و برابر با 
n

x x x
S

n

  
 1 2  رابر باهم موجود و بL    است. اما عكس ايـن مطلـب

nدرست نيست. يعني اگر
n
lim S L


 موجود باشد، ممكن استn
n
lim x


  موجود باشد يا نباشد. 

nيمثلاً براي دنباله
nx ( ) 1 :داريم  

n
n

n
n n n

x x x ( )
lim S lim lim

n n  

        
   


1 2 1 1 1 1  nHj·Ho¨  

nكهر حاليد
n
lim x


  وجود ندارد. 
 

xyبا توجه به توضيحات صورت سؤال، حاصل انتگرال »4«ـ گزينه 935

x
f (t)dt مستقل ازx توان آن را به صورتاست، پس ميg(y) :نشان داد  

xy

x
g(y) f (t)dt   

yf  داريم: xگيري نسبت بهبا مشتق (xy) f (x) f (x) yf (xy)     
xبه ازاي  fداريم 2 ( ) 2 f  ي فوق خواهيم داشت:و با جايگذاري در معادله 2 ( ) yf ( y) yf ( y) f ( y)

y
    

22 2 2 2 2  

tبا فرض y f  خواهيم داشت: 2 (t)
tt

 
2 4
1
2

  

fبه صورت fي تابعپس ضابطه (t)
t


  است. 4

xرا براي A(x)توانيمحالا مي   :محاسبه كنيم  xx x
A(x) f (t)dt dt [ Lnt] Lnx

t
     11 1

4 4 4  
  

n(nاز فرمول گاوس داريم »2«ـ گزينه 603 )
n


   

11 2 2 پس، سري داده شده به صورت
n

n

( )

n(n )








1

2 1
  شود.نوشته مي 1

Aي كسرها داريم:با تجزيه B

n(n ) n n
 

 
1

1 nAكه 1 |
n  

1 11  وnB |

n   1
1   داشت: به اين ترتيب خواهيم 1

n n
n

n n n

( ) ( )
( )( )
n n n n

  

  

 
    

   
1

1 1 1

1 1 1 12 1 2 21   حاصل سري 1

)Lnلورنها با استفاده از بسط مكي مقدار اين سريبراي محاسبه x)1 :داريم
n n

n

( ) x
Ln( x)

n






 


111 1

xبه ازاي  1 :داريم  
n

n

( )
Ln

n






     

 1 1 1 12 11 2 3 4
  

)  را حساب كنيم: توانيم مقدار سريحالا مي ) ( ) ( Ln ) ( Ln ) Ln                  
1 1 1 1 1 12 1 2 2 2 2 2 1 2 4 22 3 4 2 3 4  حاصل سري  

  
   »1«ـ گزينه 361

tاز تغيير متغير روش اول: Lnx كنيم. در اين صورتاستفاده ميtx e  وtdx e dt است. وقتيx  داريمt   و به ازايx 1 داريمt  .  
n n

t n t
t

(Lnx) t
I dx e dt t e dt

x e

       2 21  
  

n  طبق فرمول تابع گاما داريم: tI t e dt (n ) n!
      1


  
nبه ازاي توانيد مسأله راكه فرمول تابع گاما را به خاطر نداشته باشيد، ميدر صورتي روش دوم:    به روش جدول حل كنيد: 3

t tI t e dt I e ( t t t ) !
           3 3 23 6 6 6 3
 

                             

t

t

t

t

t

t e

t e

t e

e

e















3

23
6
6


  

  ) صحيح است.1ي (بنابراين گزينه
nتوانيد ميروش سوم:  1 قرار داده و حاصل انتگرالLnx

I dx
x


  vرا به روش جزء به جزء بـا فـرض   21 Lnx وdx

dv
x

 حـل كنيـد كـه جـواب      2
I 1 اين شرايط را دارد.1شود كه فقط گزينه (مي (  
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xيبازه برابر با صفر است. در Ln1مقدار »2«ـ گزينه 623 1 داريمLnx

x


 21
 يو در بازهx  1 داريمLnx

x


 21
.  

  با جدا كردن اين دو بخش داريم:
I I

Lnx Lnx
I dx dx

x x


 

  
1 2

1
2 211 1 

  

xبا تغيير متغير I1در انتگرال
t


dxداريم: 1 dt

t
  2

x. در1 1 داريمt 1 و وقتيx   داريمt .  

Ln Lnt Lnt LnttI ( dt) dt dt dt I
t t tt ( )

t t



  

 
       

  
   

1 1 1
1 22 2 212

2 2

1
1

1 1 1 11 1
  

I  ي هم هستند. در نتيجه داريم:قرينه I2وI1پس I I I I     1 2 2 2   
  

aطبق متن درس اگر بردارهاي »4«ـ گزينه 363
 وb

 :موازي نباشند، طبق يك اتحاد داريم(a b) c (a.b)c (b.c)a   
        صحيح است.1( يبنابراين گزينه (  

aشود زيرا اين اتحاد نيازي به شرط عمود بودن) معلوم مي4ي (بودن گزينهجا غلط از همين
 وb

 .ندارد  
  كند:جا نكنيد، با تغيير محل پرانتز، حاصل آن تغييري نميها را جابهپذيري است يعني اگر آنضرب خارجي بردارها، داراي خاصيت شركتحاصل

(a b) c a (b c)    
      

  ) هم صحيح است.3پس گزينه (
|  ) دقت كنيد كه:2ي (براي بررسي گزينه a b | (a b).(a b) a.a a .b b.a b.b       2               

|و  a b | (a b).(a b) a.a a.b b.a b.b       2             حالا از تساوي| a b | | a b |  
   داريم| a b | | a b |  2 2   :در نتيجه  

a .a a .b b.b a.a a .b b.b a.b a b        2 2
                

  ) هم صحيح است.2ي (گزينه
  

f  كنيم:بردار گراديان رويه را حساب مي »3«ـ گزينه 436 (x , y,z) xyz 1  
x y zf f i f j f k yzi xzj xyk       
       

x)يپس در نقطه , y ,z )   .داريم  f y z i x z j x y k        
    

y  نويسيم:ي مماس بر رويه را ميي صفحهمعادله z (x x ) x z (y y ) x y (z z ) y z x x z y x y z x y z          3                   

axيوجود آمده توسط صفحهطبق فرمول متن درس، حجم چهاروجهيِ به by cz d   1در
dاول برابـر بـا   8

V
abc


31

اسـت. بنـابراين در مـورد ايـن      6

)  صفحه داريم: x y z )
V x y z

(y z )(x z )(x y )
 

331 9
6 2

  
  

     
  

xي رويه داريماكنون توجه كنيدكه طبق معادله y z 1   پسV 
9
  است. 2

 

1ي يك اسـتوانه اسـت كـه در   قسمتي از پوسته Sسطح »1«ـ گزينه 536
 ي آن بـه صـورت  اول قـرار گرفتـه اسـت. ايـن سـطح بسـته نيسـت و معادلـه         8

g x y   2 2 16  .استg
nds

| g. i |


 




  توان به صورتاين رويه را نميz g(x , y) ينوشت پس، تصوير آن بر صفحهxoy يافتد. ما صفحهنمي 

yoz كنيم. پس داريم:ي تصوير انتخاب ميرا به عنوان صفحه  g ( x , y, )
nds dA dA (x , y, )dA

| x | x| g. i |


     


2 2 1

2


    

nds  كنيم:مثبت را انتخاب مياست، علامت  Sكه شار رو به خارجبا توجه به آن (x , y, )
x


1   

F.n  ي ضرب داخلي داريم:با محاسبه ds (xz xy)dA (z y)dA
x

   
1   

  پس داريم:
S D D

I F.n ds (z y)dA (z y)dydz      
   

zدر صورت سؤال داده شده است: zحدود  5.  
xيبه معادله yبراي تعيين حدود y 2 2 xو شرط 16  ،y   كنيم. در ربع اول داريمتوجه ميy  4.  

y
I (z y)dydz (zy ) dz ( z )dz ( z z)           

25 4 5 5 24 54 8 2 8 92   


 
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xيبا برخورد دادن رويه »2«ـ گزينه 636 y z  2 2 22 2 zيو صفحه 1 
1
2

xيبه رابطه  y 2 2 12 2 xرسيم يعنـي مي 2 y 2 2 1
. بـه عبـارتي   4

xيدايره Sمرز y 2 2 1
zدر ارتفاع 4 

1
2

  است. 

zيبخشي از صفحه Sي مسطح داخل اين دايره بگيريم،را ناحيه Sاگر 
1
2

nاست پس بردار قائم بر آن  k
 .خواهد بود  

x  در نتيجه داريم: y( F).n curlF.k Q P ( )       3 3 6
    

  ي استوكس داريم:ضيهبا استفاده از ق
S S S

I curlF.n ds curlF.n ds ds (S )
 

          
36 6 6 4 2

   SeIv¶  

  
xياز معادله »3«ـ گزينه 736 y xy 3 3 x  داريم: 3 y x y x y

( ) ( )
xy xy y x y x

       
3 3 2 2 2 23 3 3  

xدر اين معادله   وy   .است  
xبا فرض

u
y

 وy
v

x
 :خواهيم داشتu v 2 2 u. البته3   وv   يپس ربع اول از دايرهu v 2 2   آيد.به دست مي 3

  كنيم:ژاكوبي دستگاه جديد را حساب مي

x y
xy uv

x y xy

x

y
u u xy uvy

J J
v v uv Jxy xy xyy

(xy) x yx
x



          


3
2

1 3 3
2 2 23

2

1

1 1 1 3 3 1 42
4 34 41

4
2

  

uيبع اول از دايرهدر ر v 2 2 خواهيم داشت: 3
   2 وr  3:  S


  

321  
  

D D

uv sin sin r
S dydx dvdu (r cos )(r sin )rdrd r drd [ ] d

   
               

343 3 32 2 21
4 4 4 2 4 2

3 3 3 2 3 2 4     
  

cos
sin ( )d ( )

 
 

          22 9 2 9 2 2 9 32 123 4 3 4 2 3 4 2


  

  ه شكل زير حل نمود:توان بمعادله را از روي بحث انتگرال روي خط هم ميروش دوم: 
yكنيم و به همين دليل از تغيير متغير تر شدن كار ، مسئله را در حالت پارامتري حل ميبراي ساده tx كنيم.استفاده مي  

y  اگر از دو طرف تساوي فوق مشتق بگيريم داريم: tx dy tdx xdt     
  هاي زير:باشد كه در جهت مثلثاتي پيموده شده است، آنگاه مساحت برابر است با قدر مطلق هريك از انتگرال Cي ستهمساحت ناحيه محصور به خم ب Sاگر 

C C C
)S ydx )S x dy )S y dx x dy       

11 2 3 2     

xdy  آوريم:دست مي) حاصل مساحت را به3اكنون با استفاده از فرمول شماره ( ydx x(tdx xdt) txdx xtdx x dt xtdx x dt       2 2  
yكههمچنين با توجه به اين tx دهيم تا از روي آن بتوانيم ي منحني قرار ميي اوليهباشد، اين رابطه را در معادلهميx  وy  را برحسبt دست آوريم.به  

t t
x y xy x t x x(tx) x ( t ) tx x , y

t t
          

 

2
3 3 3 3 3 3 3 2

3 3
3 33 3 1 3

1 1
 

  صورت مقابل است.باشيد كه منحني داده شده موسوم به منحني فوليوم دكارت است كه نمودار آن به توجه داشته
tبه ازاي   نقطه( , )  را داريم و همچنين اگرt   با توجه به مقاديرxوy دست آمده همبهx  و همy صورت به

,x)وقتي نقطه tكنند پس حدودحدي به صفر ميل مي y) برابر( , )  صورتباشد بهميt   باشد و داريم:مي  

t u

t dt du

t t t du
S x dt ( ) dt dt dt

t ( t ) ( t ) u

u
u du ( ) ( ) ( ) ( )

u t



     






    
  

         
 

    



3
2

2 2 12 2
3 3 2 3 2 23

1
2

3

1 1 3 1 9 9 9
2 2 2 2 61 1 1

3 3 3 1 3 1 3 312 2 1 2 2 2 21 

   



   

  

x

y

y x
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r(t)كنيمفرض مي »3«ـ گزينه 836 (cos t ,sin t ,f (t))
 ي پارامتري يك منحني مسطح باشد. در اين صورت اين منحنـي در يـك صـفحه قـرار     معادله

ax  كه  وجود دارند چنان dو  a  ،b  ،cدارد. پس اعداد ثابت  by cz d a cos t bsin t cf (t) d        
f  از اين معادله داريم: (t) (a cos t bsin t d)

c


  

1  

aبا فرض
A

c
 ،b

B
c

  وd
C

c
  :خواهيم داشتf (t) Acos t Bsin t C  ي مسطح بودن منحني) نتيجه1ي (. بنابراين گزينهr(t)

  .است  
fطبق صورت سؤال (t)  تابع ثابت نيست پسA  وB توانند هر دو با هم صفر باشند. پس نميa  وb ي توانند صفر باشند. در نتيجه معادلـه هر دو با هم نمي

r(t)ي منحنيِي دربرگيرندهصفحه
 به صورتax by cz d   است كهa   ياb  بردار نرمال اين صفحه به شكل .n (a ,b,c)

  است و چونa  و
b كدام از محورهاي مختصات نيست.صفر نيستند، اين صفحه، موازي هيچ  

f) توجه كنيد كه اگر3ي (در مورد گزينه ( )     باشـد، داريـمf ( ) Acos( ) Bsin( ) C A C         پـسC A     ي اسـت؛ يعنـي معادلـه
axي مورد نظر به شكلصفحه by az d   شود. اين صفحه ممكن است از مبدأ مختصات عبور كند يا از آن عبور نكنـد. بسـتگي بـه آن دارد   نوشته مي 

dكه   ياd   .باشد  

  

Pيبردار نرمال صفحه »2«ـ گزينه 963 : x y z  1 2 2  به صورتn ( , , )1 1 2 2     ياسـت. بـردار نرمـال صـفحهP : x y z   2 2 2 5     بـه صـورت
n ( , , ) 2 2 1 2 .يي مورد نظر ما بر هـر دو صـفحه  صفحه استP1وP2        عمـود اسـت پـس، بـردار نرمـال آن بايـد بـرn1

وn2
      عمـود باشـد. پـس داريـم

n n n 1 2
  .  

i j k

n i j k ( , , )       


1 2 2 6 6 3 6 6 3
2 1 2

  
    

x)  ي اين صفحه را بنويسيم:توانيم معادلهحالا مي ) (y ) (z ) x y z          6 6 3 2 2      
  

   »2«ـ گزينه 370
fتابعروش اول:  (x) sin x :را در نظر بگيريد. طبق فرمول تقريب توابع يك متغيره داريم(h x)   

f (x h) f (x) hf (x) sin(x h) sin x h cos x       

fتقريب حداكثر برابر است باخطاي اين  "(c)
| h |

!
2

f  . به عبارتي داريم:2 (c) sin(c) h
| sin(x h) sin x h cos x | | h | | h |

! !

 
     

22 2
2 2 2  

  دهيم.باشد، به اين سؤال پاسخ ميصورت زير ميبا استفاده از فرمول كلي تقريب خطي كه بهروش دوم: 
n

(n)( x) ( x)...f (x x) f (x ) f (x ) x f (x ) f (x )
! n!

        
2

2       
xو  xاي بين نقطه ق مرتبه دوم باشد و پذير و داراي مشتتابعي مشتق fو اگر  x  :باشد، در اين صورت داريم  

( x)
| y dy | | f (x x) f (x ) f (x ) x | f ( )

!

          
2

2     
fكه در اين مثال چون (x) sin x   باشد به ازايمي :داريم  f ( ) sin | sin |        1   

fاگر كوچكترين كران بالاي تابع ( )  باشد مي 1جا عدد را كه در اينk يبناميم، همواره رابطهk
| y dy | ( x)    2

  باشد، پس داريم:برقرار مي 2

h
| sin(x h) (sin x h cos x) | (h)    

2
21

2 2   
 قرار گرفته است. xجايبه xو xجايبه hاين مثالتوجه داشته باشيد كه در 

fهمچنين توجه داشته باشيد كه فرمول كلي تقريب خطي همان بسط تيلور تابع (x) يحول نقطهx باشد، كه در اين فرمولميx x  را مساويx 
x  گيريم و درواقع داريم:درنظر مي x x x x x          

fبسط تيلور تابع  (x) يحول نقطهx:  
n

(n)(x x ) (x x ) (x x )...f (x) f (x ) f (x ) f (x ) f (x )
! ! n!

      
1 2

1 2
  

      
xجايحال اگر به x  قرار دهيمxآيد.دست مي، فرمول كلي تقريب خطي به  

n
(n)( x) ( x) ( x)...f (x x) f (x ) f (x ) f (x ) f (x )

! ! n!

        
1 2

1 2      
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  تا مبدأ است در نتيجه: ي آن نقطهكره برابر با فاصلهز نيمطبق صورت سؤال تابع چگالي در هر نقطه ا  »4«ـ گزينه 371
(x , y,z) x y z z    2 2 2   

  بنابراين جرم نيمكره برابر است با:
R R

m (x , y,z)dv x y z dv      2 2 2  
  هاي انتگرال در مختصات كروي داريم:كنيم، براي يافتن كرانبراي حل انتگرال فوق از تغيير متغير كروي استفاده مي

  x y z ay a sin sin a sin sin           2 2 2 22 2 2  
yي كره معلوم است كهاز معادله   يبنابراين، تصوير آن در صفحهxy يدر ناحيهy     گيـرد پـس  قـرار مـي      كـره  . همچنـين در ايـن نـيم

zداريم   پس
   2.  

  

a sin sin

     


    
    


2

2






    

  

sin sin a sin sin
m sin d d d sin d d m a sin sin d d

  
      

                     
22 2 242 4 5 42 44      

  

a ( sin d )( sin d )




     
24 5 44
 

  

nبراي حل هر دو انتگرال از فرمول m (m) (n)
(sin t) (cos t) dt

(n m)


   


  2 1 2 12

2
  كنيم.استفاده مي 

( ) ( ) !
I sin d

( )

   
     

      
 521

13 2 82
1 5 3 1 152 3 22 2 2 2


  

( ) ( ) a
I sin d sin ( )d cos d m a

!( )

 





       
                   

 
  

44 4 4 42 22
2

1 5 3 1
6 4 6 42 2 2 22 2 41 52 2 16 15 16 52 2 2

 
  

 
  ي موردنظر به صورت مقابل است:ناحيه  »4«ـ گزينه 372

  در مختصات قطبي برابر است با: gو  fمساحت بين دو تابع 
  S (f ( ) g ( ))d




     2

1

2 21
2  

  براي يافتن نقطه تلاقي دو منحني داريم:
  r r sin sin sin ,

 
             1 2 1 2

1 53 2 2 6 6  
  

fهاي قطبيبا جايگذاري منحني ( ) وg( ) و حدود  :در رابطه انتگرال داريم  

( cos )
S (( sin ) ( sin ) )d ( sin sin )d ( sin )d

  

  

 
                  

5 5 5
6 6 6

6 6 6

2 2 21 1 1 8 1 23 2 4 4 8 4 42 2 2 2  

S (sin cos )d ( sin cos )







              


5
6

6

5
1 3 3 3 362 2 2 2 2 3 32 4 2 4 2

6

  

 
  

تصوير روي
xyصفحه 

y

y

x

x

z

y

x

r 3sin 

r 2 sin  
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دانيم كه حجم ناحيه از فرمولمي  »3«ـ گزينه 373
D

V dzdydx  حـدود آيد. دست ميبهz       در صـورت سـؤال مشـخص هسـتند. صـفحاتz   

zو  zداريم ي مخروطدهند. همچنين از معادلهرا مي zحدود 2 x y  2 2 zيعني 1 r 2  zمعادله كه بـراي  3حالا بايد ببينيم از بين اين. 1
  كنند.را مشخص مي zها حدودداريم كدام

zاز برخورد صفحات   وz  xهايي مخروط دايرهبا معادله 2 y 2 2 xو 1 y 2 2   آيند:دست ميبه 5
z x y r r        2 2 21 1 1   
z x y r r        2 2 22 4 1 5 5  

rيي درون دايرهناحيه 1 راR1 ي بينو ناحيهr 1 وr    ناميم.مي R2را 5
zداريم R1يدر ناحيه  2اي به شعاع. در واقع در اين ناحيه استوانهr 1 و ارتفاعz    داريم. 2
V  از حجم استوانه داريم:  با استفاده r h      2

1 1 2 2  
xداريم R2يروي ناحيه y z   2 2 1 rبه عبارتي 2 z  2 1 2.  

  آيد:دست ميمقدار حجم به اين صورت به R2يبنابراين روي ناحيه

r
V rdzdrd ( r )r drd ( r r r )dr d

 


               

2 5

2 1

2 5 2 2 5 2 2
2 1 11

2 1 2 1
 

  

V (r (r ) ) d (( ) )
 

          
2

3
22 2

2
2 2 851 2 5 8 13 3 31

  

V  برابر است با: Vبنابراين حجم كل V V
 

    1 2
8 142 3 3  

 
xيي صفحهمنظور تست بيشترين فاصله  »1«ـ گزينه 743 y  xاز رويه 4 y 2 24 . بـا  بوده اسـت  4

xي خـط در مسـأله كـافي اسـت كـه بيشـترين فاصـله       zتوجه به وجود نداشتن متغير y  از بيضـي   4
x y 2 24   را بيابيم. 4

x)يكنيم كه نقطهفرض مي , y )  با شرطx , y    ي ي نقطـه ر روي بيضـي فـوق قـرار دارد، فاصـله    ب

(x , y )  از خطx y  4            :برابر است با| y y || x y |
d

   
 



2

2 2
4 2 14

21 1
    

dبايد را بدون قدرمطلق در نظر بگيريد. براي يافتن بيشترين فاصلهdيضابطه   :باشد، لذا  
y y

d y y y y , y
y y

                
 

2 2 2 2
2 2

2 2 1 52 1 1 4 1 5 1 5 52 1 1
 

    
 

   

  داريم: با جايگذاري اين مقدار در رابطه
| |

d
       

  

1 5 2 5 54 2 1 4 2 4 55 5 5 5
2 2 2

  

 
  باشد:مثلث موردنظر به صورت زير مي  »4«ـ گزينه 375

  
( ) y

( ) x

( ) x y

 
 
  

1
2
3 1


  

fكنيم:             ررسي ميابتدا مقدار تابع بر روي هر يك از اين مرزها را ب (x , y)  ) 2) و (1براي مرزهاي(  
x) داريم:                      3براي مرز ( y x y f (y) ( y)y( y y) f (y)            1 1 1 1 1   

xfحال بايد مقدار تابع در نقاط اكسترمم درون مرز را بيابيم كه براي اين منظور بايد   وyf   :قرار دهيم  
x

y

f y( x y) x y ,
f (x , y) xy x y xy ( , ), ( , ), ( , )

f x( y x) y x ,

                       

2 2 1 2 1 1 11 2 1
   

   
   

  

f  ها برابر با صفر است. اين سه نقطه روي مرز هستند و مقدار تابع براي هر يك از آن ( , ) f ( , ) f ( , )   1 1      

x  نقطه اكسترمم ديگر برابر است با: y
y ,x f ( , ) ( )

y x

  
           

1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 111 2 3 3 3 3 3 3 3 3 27



  

min  دير فوق عبارتند از:بنابراين ماكزيمم و مينيمم مقا maxf , f 
1

27  
  

1R

2R
x

y

x y 4 2 2x 4y 4 





y

x

(3)(2)

(1)






y

x
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  گيريم. لذا هزينه ساخت كل برابر است با:در نظر مي bهزينه هر مترمربع ساخت براي استوانه را  »1«ـ گزينه 637
b2 مساحت جانبي مخروطb ت جانبي استوانه = هزينه كلمساح  

ah  مساحت جانبي استوانه و مخروط برابر است با: 2مساحت جانبي استوانه  
a a h a a h        2 2 2 21   مساحت جانبي مخروط22

f:  بنابراين كل هزينه ساخت برابر است با: ahb a a h b ab(h a h ) ( )*          2 2 2 22 2   هزينه كل2
  كه حجم كل ثابت است داريم:از طرفي با توجه به اين

  حجم مخروط + حجم استوانه = حجم كل
V h

V a h a h h ( )**
a


      


2 2

2
1
3 3  

)ي فوق در رابطهبا جايگذاري رابطه V  داريم: *( h
:f ab( a h )

a


    


2 2

22   هزينه كل3

  را برابر صفر قرار دهيم. hبراي داشتن كمترين هزينه كافي است مشتق عبارت فوق نسبت به 
f h a a

h a h a h h a h h
h a h

                     
 

2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 23 9 83 42 2
   

)يبا جايگذاري مقدار فوق در رابطه V  داريم: **( a
h

a
 
 2

2
12  

 
f  ا:بر رويه داده شده مماس است، بردار نرمال آن برابر است ب از آنجايي كه صفحه  »4«ـ گزينه 737 :x y z n f ( x , y, )      2 2 3 2 2 3

  
x)يبا فرض اينكه صفحه موردنظر در نقطه , y ,z )   :بر رويه مماس باشد داريم  

: x (x ) y (y ) (z ) x x y y z          2 2 3 1 2 2 3 3      ي صفحه مماسمعادلهn ( x , y , )  2 2 3 
  

  بردار هادي خط عمود است، لذا:با توجه به اينكه صفحه موازي خط است بنابراين بردار نرمال صفحه بر 
u.n ( , , ).( x , y , ) x y y x ( )*           2 1 2 2 2 3 4 2 6 2 3     
     

x)ياز طرفي نقطه , y ,z )   كند، لذا:در هر دو معادله صفحه مماس و رويه صدق مي  
x y z

x y
x y z

       
   

2 2
2 2

2 2
3 3

2 2 3 3
  

 
  





  

)يبا جايگذاري رابطه x  ي فوق داريم:در رابطه *( ( x ) x x x         2 2 2 22 3 3 4 12 9 3       
x x x x (x ) x            2 2 23 12 12 4 4 2 2         

y x x
y

y , x y z z z  


               2 3 22 2
12 2 3 1 3 4 1 3 1  


        

x  ي مماس بر رويه و موازي خط برابر است با:ي صفحهبنابراين معادله y z x y z           2 2 2 1 3 3 4 2 3 3   
 

f)  مشتق تابع معكوس برابر است با:  »2«ـ گزينه 837 (y))
f (x)

  


1 1  

f  آيد:دست ميع معكوس از اين رابطه بهو مشتق دوم تاب (x)
(f (y))

(f (x))

 
  


1

3  

  گيري از تابع انتگرالي داده شده داريم:با مشتق
x

f (x) ( t ) dt f (x) ( x )
 

    
1 1

3 32 21 1


  

fبنابراين (x) :برابر است با  f (x) x ( x )


   
3

2 3 23 12  

fبا جايگذاري (x) وf (x) :داريم  
x ( x )f (x)

(f (y)) x
f (x)

( x )







 
     




3
2 3 2

1 2
3 3

3 2

3 1 32
2

1
  

fاز طرفي با توجه به اينكه (y) x 1 باشد داريم:مي  (f (y)) f (y)  1 1 23
2  

c  شود كه:با مقايسه با صورت تست معلوم مي 
3
2  
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  دهيم:روش پاسخ مي سؤال را به دو  »4«ـ گزينه 379
xبا استفاده از تغيير متغيرروش اول:  tg  :داريم  dx ( tg )d sec d      2 21  

xكه xبا توجه به حدود 1 باشد داريم:مي  
   4   

)tg  پس داريم: tg )d d
I d

tg cos sin(tg ) tg

      
   

     
  

22
4 4 4

2
11

11 1  
   

cosكهبا توجه به اين sin cos( )


   2   باشد، داريم:مي 4

t

d dt

d dt dt
Ln | sec t tgt |) (Ln( ))

sec t sec tcos( )

 

 


       



  
444 4

4

1 1 1 1 2 1
2 2 2 22 4




 

  

duتوجه داشته باشيد كه 
Ln | sec u tgu | c

sec u
   باشد.مي  

dxهايي كه به فرمبراي حل انتگرالروش دوم: 

(ax b) mx nx k  
 2

axر متغيرتوانيم از تغييباشند، ميمي  b
t

 
استفاده كنيم و سپس انتگرال  1

xبنويسيم. پس با استفاده از تغيير متغير  tداده شده را برحسب متغير
t

 
  داريم: 11

x t
, dx dx , x

tx t t

  
    

  
2

1 1 1 111 2


   

  كنيم:بازنويسي مي tمتغير صورت زير برحسب پس انتگرال داده شده را به

dt dt dt dt dtt t tI
t t( ) (t t ) (t )

t t tt t

   
     

        
    

2

22 2 2
2 2

1 1 1
1

1 1 1 2 1 2 1 11 2 21 1 2 2 2 2 4

   

duياكنون با استفاده از رابطه
Ln | u u a |

u a
  


 2 2

2 2
  داريم: 

(Ln | (t ) (t ) |) (Ln | (t ) (t ) |) (Ln( ) Ln( ))             

1
12

1 1
2

2 21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 4 2 2 4 2 22 2 2 2

   

(Ln Ln ) (Ln ) (Ln( ))
 

    
1 2 2 1 1 2 2 1 2 122 2 2 2 2 2

  

 
  با استفاده از تعريف مشتق داريم:  »1«ـ گزينه 380

h h h h

f (x) f (h)
f (x)

f (x h) f (x) f (x) f (h) f (x)[ f (x)f (h)] f (h)( f (x))f (x)f (h)
f (x) lim lim lim lim

h h h( f (x)f (h)) h( f (x)f (h))   




         
 

21 11
1 1   

  

xاكنون توجه كنيد كه از تساوي داده شده در صورت سؤال به ازاي y   :داريم  f ( )
f ( ) f ( )

f ( )
  

 2
2

1
  


  

  در نتيجه:
h h

f (h) f (h) f ( )
lim lim f ( )

h h 

  
 

   

f  به اين ترتيب با جايگذاري در تعريف مشتق داريم: (x)
f (x) f ( )( f (x)) f ( )

f (x)


     


2

21
1

   

Arctg(f  گيري از طرفين داريم:ا انتگرالب (x)) f ( )x b   
xبه ازاي   داريمf ( )   :پس  Arctg( ) b b       

fيبه اين ترتيب ضابطه (x) شود:معلوم مي  Arctg(f (x)) f ( )x f (x) tg(f ( )x)      
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)يگون در نقطهابتدا بردارهاي نرمال صفحه و هذلولي  »3«ـ گزينه 183 , , )1 1 n  آوريم:را بدست مي 3 ( , , ) 1 1  بردار نرمال صفحهx 1  
( , , )n f ( x, y, z) n ( , , )       11 3

2 22 2 2 11 3
  گون بردار نرمال هذلولي  

  ها برابر است با:اس بر منحني فصل مشترك آنبنابراين بردار هادي خط مم

  
i j k

u n n ( , , )   


1 2 1 3 1

1 1 3

  
      

  بنابراين معادله خط مماس چنين است:

  y z
(x , )

 
 

1 31 13
يا     

x

y t

z t




 
  

1
3 1

3
  

  
g(xبه شكل Sمعادله رويه  »4«ـ گزينه 283 , y,z) z x   1  :است. بنابراين  x yds z z dydx dydx   2 21 2   

xاست كه با دايره Rنيز ناحيه xyتصوير اين سطح بر صفحه y 2 2 zكهمحدود شده است. بنابراين با توجه به آن 1 x 1 :است داريم  

S R R
I zds (x ) dydx (x )dydx      1 2 2 1  

xفرد است اماxحال توجه كنيد كه y 2 2 زوج است. در نتيجه xنسبت به 1
R

xdydx    :است. پس  

)  2مساحت
R

I ( )dydx (R 2 1 2  

  وجود آمده را بدون استفاده از تقارن زوج و فرد حل كنيم در مختصات قطبي خواهيم داشت:اگر بخواهيم انتگرال دوگانه به توجه:

R

r r
I (x )dydx (r cos )rdrd ( cos ) d

 
            

3 22 1 2 12 1 2 1 2 3 2   
 

( cos )d ( sin )
 

         
2 21 1 1 12 2 23 2 3 2 

 

 

xفرض كنيم  »1«ـ گزينه 383 y
z

xy y x


  

1 z، در اين صورت1

x x


 

 2
zو 1

y y


 

 2
ضـرب و قاعـده   حاصـل  ي مشـتق . اكنون بـا رعايـت قاعـده   1

uاي براي تابعزنجيره xyf (z) :داريم  u
yf (z) xyf (z)

x x

  
 2

1  

uبنابراين
x x yf (z) xyf (z)

x

  


2 uو به همين ترتيب 2
y y xf (z) xyf (z)

y

  


2 2  .  

uها داريم:لا از تفاضل آنحا u
x y xyf (z)(x y) (x y)u

x y

 
    

 
2 G(xپس2 , y) x y .  

xتـابع ثابـت يـك باشـد؛ يعنـي      fكنـيم است پس فرض مـي  fيها، جواب مستقل از ضابطهبا توجه به گزينه روش كوتاه: y
f ( )

xy


1   در ايـن صـورت .

uداريم xy و در نتيجهu u
x y x y y x xy(x y) (x y)u

x x

 
      

 
2 2 2 G(x. پس2 , y) x y  .است  

 

1

1

1

1

R

y

x
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    »3«ـ گزينه 384
fنقاط بحراني تابعروش اول:  (x , y,z) x y z  2 g(xرا بـا دو قيـد   3 , y,z) x y  2 2 h(xو 5 , y,z) y z   كنـيم. فـرض   مشـخص مـي   4

  ضرايب لاگرانژ باشند.  و كنيم
fداريم fدر نقاط بحراني g h   

  .  
x x x

y y y

z z z

f g h x

f g h y

f g h

      
         
      

2 2
1 2
3




 

بنابراين  و 3
x y

   
1 y، پس2 x 2با جايگذاري در معادله .x y 2 2 xداريم 5 x 2 24 x، پس5  1   به اين ترتيب دو نقطـه بحرانـي .

)Aخواهيم داشت: , , )1 2 )Bو 6 , , )1 2 f  را حساب كنيم. fمقادير بحراني 2 (A) f (B)        2 2 18 22 2 2 6 2 

 
yبا استفاده از قيدروش دوم:  z  zداريم 4 y 4:بنابراين خواهيم داشت .  f (x , y,z) x y z x y y x y         2 3 2 12 3 2 4 12 

fع دو متغيرهاكنون مقادير بحراني تاب (x , y) را با قيدg(x , y) x y  2 2   دست آوريم.به 5
x x

y y

f g x
y x x x x y

f g y x y

                          

2 22 2 1 2 2 2 5 1 24 2   

f :داراي دو مقدار بحراني است  f ( , )    1 2 2 8 12 22 

f ( , )     1 2 2 8 12 2  
 

fاي تيلور درجه دوم تابعچند جمله  »1«ـ گزينه 538 (x , y) در همسايگي( , )  شود:به اين صورت نوشته مي  

x y xx xy yy
x xy y

f (x , y) f ( , ) f ( , )x f ( , )y f ( , ) f ( , ) f ( , )
! ! !

    
2 2

22 2 2              

x  با محاسبه مشتقات جزئي مرتبه يك و دو در مبدأ خواهيم داشت: y
x y( x)

f (x , y) f ,f
y y ( y )

 
   

  2 2 2 2
1 1 2 1
1 1 1

 

xx xy yy
y ( x)( y ) y( y )( y)( x)

f , f , f
( y ) ( y )

    
  

 

2 2 2
2 2 2 4

2 2 1 1 4 1 2 1
1 1

  

x y xxf ( , ) , f ( , ) , f ( , )   1         

xy yyf ( , ) , f ( , ) , f ( , )  2 1        

xبرابر است با: fاي تيلور درجه دومپس چند جمله y  21  
yyf  دست آوريم.اي بهرا در اين چند جمله y2است. كافي است ضريب y2ها در ضريباختلاف گزينه روش كوتاه: ( , ) ( )

! !
  

1 1 2 12 2 ضريب)y2(  
 

برابر است با Rدانيم كه مساحتبناميم. مي Rناحيه مورد نظر را  »2«ـ گزينه 638
R

I dydx با معرفي دستگاه جديد .(u ,v) به صورتx
u ( )

a


1
3 

yو
v ( )

a


1
u)تري در دستگاهرا به ناحيه ساده Rكنيم ناحيهسعي مي 3 ,v) تبديل كنيم. مرز اين ناحيه دايرهu v 2 2 چنـين بـا توجـه بـه     است. هم 1

yداريم: vو uمعادله av xو 3 au  بنابراين: 3

 

 
au(x , y)

a u v
(u ,v) av


 



2
2 2 2

2
3 9

3



 

 
  دايره واحد است. آن را به صورت قطبي بيان كنيم: (u,v)در دستگاه Rناحيه

R R
I dydx a u v dudv a r cos r sin r dr d




        

2 12 2 2 2 2 2 2 29 9
 

r a sin( ) a a a
a cos ( )sin ( ) ( ) d ( ) d ( ) ( cos( ))d ( )( )( )[ sin( )]

    
               

6 2 2 2 22 2 22 2 2 21 29 2 9 1 1 9 1 1 1 39 1 4 46 6 2 6 4 2 6 4 2 4 8   
 

 

1

1

1

1
R

v

u
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yطول منحني  »2«ـ گزينه 738 f (x) در فاصلهa x b  برابر است باb

a
s (y ) dx    دست آوريم.را به y. ابتدا21

y ye tghx Ln(e tghx) Ln( ) y Ln(tghx) y Ln(tghx)       2 2 11 1 2 2  

sinh x
tgh x cosh x sinh xcosh xy

sinh xtghx cosh x.sinh x
cosh x


    

2
2 2 2211 1 1 1

2 2 2  

coshحال دقت كنيم كه x sinh x 2 2 coshو 1 x.sinh x sinh( x)
1 y  بنابراين: 22

sinh( x)sin( x)
  

1 1 1
12 222

  

  دست آوريم:خواسته شده به توانيم طول منحني را در فاصلهاكنون مي
sinh ( x) cosh ( x)

s (y ) dx dx dx dx
sinh ( x) sinh ( x) sinh ( x)

        
2 22 2 2 22

2 2 21 1 1 1
1 2 1 21 1

2 2 2
 

cosh( x) sinh
s dx Ln(sinh( x) [Ln(sinh( ) Ln(sinh( )] Ln( )

sinh( x) sinh
     

2
1

22 1 1 1 42 4 212 2 2 2 2  

xدر ناحيه توجه: 1 )sinhتوابع 2 x)2 وcosh( x)2 ها از راديكال نيازي به قدر مطلق ندارد.نامنفي هستند پس خارج كردن آن  
 

yهرگاه  »4«ـ گزينه 883 uv ضرب دو تابع باشد، آنگاه مشتقحاصلnِامy آيد:دست ميبه اين صورت به  
n

(n) (k) (n k)

k

n
y u v

k




 
  

 



 

kشد به ازاياي درجه دو بايك چند جمله uحال اگر  u(k)داريم  3   :بنابراين  
(n) (n) (n ) (n ) (n) (n ) (n )n n n n(n )

y uv u v u v uv nu v u v                      
     

1 2 1 21
1 2 2

  

uدر اين تمرين داريم x uپس 2 x  uو 2    چنين:. هم2
x x x x

xe e e e
v cosh x sinh x e

 
 

    2 2  
(k)برابر است با vامkبراين مشتق مرتبهبنا k xv ( ) e 1با جايگذاري در .(n)y :داريم  

(n) n x n x n n xn(n )
y ( ) x e nx( ) e ( ) ( ) e     

      2 1 2 22 11 2 1 1 12  
nامُ،ي مشتقوقتي در ضابطه روش تستي:   ار دهيم بايد خود تابعقرy هـا دست آيد. بنابراين در گزينهبهn          قـرار دهـيم، گزينـه صـحيح بـا خـود

  برابر خواهد شد. yتابع
n) به ازاي4شوند. در گزينه () رد مي3) و (2) و (1هاي (وضوح گزينهبه   :داريم  ( ) xy x e x (cosh x sinh x)  2 2  

 

n) نادرست است. براي مثال به ازاي3گزينه (  »3«ـ گزينه 938  x  داريم: 2 y
x y

x y


 



2 2
  

yحال با توجه به شرط x  داريمx y x  n. بنابراين به ازاي2    داريم: 2
n n

nx y
nx

x y





1  
  ها نيز را بررسي كنيم:اما ساير گزينه

xداريـم:  xe) با استفاده از بسـط مـك لـورن   1( در گزينه x x
e x

! !
    

2 3
1 2 3  ؛ بنـابراينx x x

e ( x)
! !

    
2 3

1 2 3       جملـه غالـب ايـن بسـط
x

!


2

2  است پس براي هرx داريمxe x 1.  

x) نيز وقتي2در مورد گزينه (   :داريم  x x x
x sin(x) x x

! ! !
      

3 3 5

3 3 5  

  ها داريم:ورن در ناحيه همگرايي آنهاي مك ل) با استفاده از بسط4در مورد گزينه (

n n n n

n n

x
x x ( ) x ( ) x x x

x x

x
Ln( x) x

 


 


       

 



   

  1 2

2

1 1 11 1

1 2

 




 

xكه با توجه به آن
x

2 2
xداريم 2

Ln( x)
x
 


)Lnچنين از دو جمله اول بسط. هم11 x)1 معلوم است كه در ناحيهx   داريمLn( x) x 1. 
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fفرض كنيد  »2«ـ گزينه 903 :[ , ]   پذير باشد.نزولي و مشتق  I f (x)cos(x)dx f (x)cos(x)dx f (x)cos(x)dx


 
    2

2
 

 

هاي انتگرالدر انتگرال دوم از خاصيت انتقالِ انتگرال معين استفاده كنيم به اين ترتيب كه از كران
x،x؛ اما در انتگرالده به جايكنيمكم مي 2


 قـرار   2

cos(xدهيم. يادآوري كنيم كهمي ) sin x


  2. 

I f (x)cos(x)dx f (x )cos(x )d(x ) f (x)cos(x)dx f (x )sin(x)dx
      

           2 2 2 2
2 2 2 2   

 

[f (x)cos(x) f (x )sin(x)]dx
 

   2
2

 

]ياكنون به دو مطلب دقت كنيم. يكي آن كه در بازه , ]

2 داريمcos(x) sin(x) كه به علت نزولـي بـودن تـابع   و دوم آنf  داريـمf (x) f (x )


  2 .

fبنابراين (x)cos(x) f (x )sin(x)


  Iو در نتيجه تابع زير انتگرال مثبت است پس 2   .خواهد بود 

yيمنحن توجه: cos x در بازه[ , ]  نزولي است و در
  دهد.تغيير علامت مي 2

fبه همين علت تصميم گرفتيم انتگرال (x)cos(x)dx

 را درx


   بشكنيم.   2

]در بازه fنيز استفاده كنيم زيرا مقادير fشرط نزولي بودن داد كه ازكار به ما امكان مياين , ]

2 از مقاديرf در بازه[ , ]


2 .كمتر (يا مساوي) هستند  

  

|براي  »1«ـ گزينه 193 x |1 دانيم كه:مي  n n

n

( ) x x x x (I)
x




      

  2 31 1 11 
 

n  گيري از طرفين داريم:و با مشتق n

n

( ) nx x x
( x)







      


 1 2

2
1 1 1 2 3

1 
  

x  داريم: x3با ضرب دومين سري در
x x x (II)

( x)
     


2 3

2
3 3 6 9

1
  

x  كنيم:را با هم جمع مي (II)و (I)حالا روابط x x
x x x f (x)

x x( x) ( x) ( x)


         

   
2 3

2 2 2
1 3 1 3 1 21 4 7 11 11 1 1

   

  
  نهايت داريم:ي حد در بيبا محاسبه  »4«ـ گزينه 293

n
nn kn

n nn)n n n k

x
lim a lim (a lim a ( )

x

 


   


  




1 21
2

1

1
2

  

xبا يك سري هندسي همگرا با قدر نسبت 
r

x


  



2
2

1 1
2

 ي ايم، بنابراين با توجه به مقدار يك سري هندسي همگرا، يعنمواجه
r1

−»H ¾±μ] :داريم  

n kn
n

n k

x
x xlim a ( ) x
x x

x




 


    
 






2
2 21 2
2 2

1
2

1
1 2 1
2 11

2

  

 
fتوجه كنيد كه  »3«ـ گزينه 393 ( ) f ( ) 1 ي، معادلهf (x)   كنيم و نقاط بحرانيرا حل ميf ي را در بازهx 1 يابيم:مي  

p q q p p qf (x) px ( x) q( )( x) x x ( x) (p( x) qx)             1 1 1 11 1 1 1 1   
pي بحرانينقطه

p( x) qx p (p q)x x
p q

        


1   

pو چون
f ( )

p q



 اماf ( ) f ( ) 1  پس تابعf درp

x
p q




  كند.ماكزيمم مطلق خود را اختيار مي 

  شود:ها با شرط زير ماكزيمم ميضرب آنمجموع ثابتي دارند، لذا حاصل xو x1اين است كه چون ترادهروش بهتر و س

  x x p
qx p px x

p q x p


     


1  

 



y cos x

2



y

x
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  »1«ـ گزينه 394

از فرمول Dيحجم ناحيه روش اول:
D

V dzdydx  ي آيد. بهتر است از مختصات كروي استفاده كنـيم. از معادلـه  دست ميبهx y z z  2 2 2 2 

cosداريم   2 cosپس 2  2    است. درون ايـن كـره داريـمcos   2 حـدود .  روي محـورz  هـاي مثبـت      و روي سـطح مخـروط
z x y 2 2 صورتبه 2

  هم در مختصات كروي هميشه است. حدود 4   2 حدوديتي رويكه ماست مگر آنx وy .داده شده باشد    

coscos cos
V sin d d d sin [ ] d d cos sin d d ( d )[ ]


  

     
                         

2 43 42 2 2 2 22 34 4 4 8 8
3 3 3 4        

  

                                               ( )( )( ) V      
2 12 13 4  

zمطابق شكل مخروط و كره در ارتفاعروش دوم:  1 ها كنند و مقطع آنبا هم برخورد مي
xدايره y 2 2   است. پس داريم: 1

Vحجم نيمكره بالايي  حجم مخروط  V V  1 2  
  ( ( )) ( )( )

 
       3 21 4 1 21 1 12 3 3 3 3  

  
  

  

 
  »2«ـ گزينه 395

uكنيمفرض مي روش اول: cos x sin x  2   نويسيم:مي uو uباشد. حالا صورت كسر را به صورت مجموعي از 3
u cos x sin x

u sin x cos x

  
    

2 3
2  

sinكه در صورت كسربراي آن x نداريم بايد از اين معادلاتsin x كنيم. بنابراين داريم: را حذف  u u cos x   2 5 6  
u  شود.اكنون انتگرال داده شده به راحتي حل مي u u

I dx ( )dx Ln | u | x Ln | cos x sin x | x
u u

 
         

2 2 2 2 3 2  

I  ها داريم:با جايگذاري كران [Ln | cos x sin x | x] Ln Ln Ln



        
2 42 3 2 4 5 5

  

x با تغيير متغير روش دوم:
u tg 2،u

cos x
u






2
2

1
1

،u
sin x

u


 2
2

1
duو 

dx
u


 2
2

1
  تري است.توان انتگرال را حل كرد كه روش سختمي 

( u ) ( u ) du u
du

( u ) u ( u ) u (u u )( u )

   
 

        
2 2 21 1

2 2 2 2 2
5 1 6 1 112 2

2 1 2 3 1 1 2 5 1 
 

( u )
cos x duudx

cos x sin x ( u ) u u

u u





 

   
 

 

 2

2
21

2 2
2 2

5 1 65 6 21
2 3 2 1 2 13

1 1
 

  

u)  ي كسرها داريم:به كمك تجزيه )du udu du
( )

u u u u


  

     
1 1 1

2 2 2
1 2 1 1 22 22 22 5 1 1  

u u
( du du)

u u u

 
 

   
1 1

2 2
1 22

2 5 1 
  

( (Ln Ln ) (Ln Ln ) ( )) Ln Ln Ln


           
1 1 8 42 8 5 2 1 2 22 2 4 5 5( Ln(u u ) Ln(u ) tg u )     2 2 11 1 11 12 2 5 1 22 2  

  

 
  كنيم:را از داخل راديكال و سري خارج مي m2ابتدا   »1«ـ گزينه 639

m m m

m m mk k k

k m k m k
L lim lim lim

m m mmm m    

 
     2

1 1 1

1 1 1   

fسري به دست آمده يك مجموع ريمان براي تابع  (x) x 1 :است. در نتيجه داريم 

dx
L x dx x t tdt dx t(t )dt

x

t t
L t t(t )dt t t dt ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

         

 
               

 



 

1 2 2

25 32 22 4 2
1 1 1

1 1 2 4 1
2

4 2 2 2 1 1 2 2 2 84 1 4 4 4 4 2 15 3 5 3 5 3 15 15 15


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nكهبا توجه به اين»  3«ـ گزينه 739
n

a





1
nهمگراست، پس 

n
lim a


 :حال با توجه به آزمون خارج قسمت داريم .  

na2 نيز همگراستn
n

n nn

a
lim lim a

a 
  

2
  

nsin(a nنيز همگراست (

n n

sin(a )
lim

a
 1   

nLn( a )1 نيز همگراستn n

n nn n

ln( a ) a
lim lim

a a 


 

1 1   

  ) داريم:3اما در مورد گزينه (
n n
lim arctan arctan arctan

a 


    

1 1
2 


   

  اين سري شرط لازم همگرايي را ندارد.

  
fابتدا تابع  »4«ـ گزينه 839 (x) cos x x   211 ]كنيم. حالا در بازهرا تعريف مي 2 , ]

 
 2   آوريم:نقاط بحراني اين تابع را به دست مي 2

f (x) x sin x x         
xپس     يك ريشه براي مشتق تابعf .است. در گام بعدي خواهيم ديد كه اين تنها ريشه است  

x

( ) ( )

f (x) cos x f ( )

f (x) sin x f ( )

f (x) cos x f ( )

  
 

 

     
   

   4 4

1

1
   

xدانيد كه در اين شرايطمي   كنيم:    يك مينيمم نسبي است. حال دو نقطه بحراني دو سر بازه را نيز بررسي مي  

                              f ( ) cos( ) ( ) f ( )
    

       
221 812 2 2 2 8    

xپس    ازاي هر مينيمم مطلق تابع نيز هست. يعني بهx در بازه[ , ]
 

 2   داريم: 2

f (x) f ( ) cos x x cos x x       2 21 11 12 2    

سريع به روش تستي حل كرد و اساساً حل و بررسي چهار گزينه كار راحتي  xگونه سؤالات را سر جلسه آزمون بايد با توجه به مقداردهي به : اينتوجه

,هاي مناسب در بازهxنيست. براي تمرين اين كار را با درنظر گرفتن 
    2   انجام دهيد. 2

  
  گيري تابع داراي مجانب قائم است، بايد حتماً بازه را بشكنيم، يعني:با توجه به اين كه در بازه انتگرال  »2«ـ گزينه 399

dx dx dx
I sin x Ln(x x ) Ln( ) Ln( )

x xx

    
           

  
  

212 1 2 1 2
12 22 1

2 4 11 2 32 21 1 11 11  
  

  

  ستاندارد مختصات كروي درآوريم:هاي اكنيم معادله را به فرمسعي مي » 3«ـ گزينه 400
coscos sin cos

sin sin cos sin sin cos
cos cos cos

                    
2  

x  حالا با برگرداندن عبارات بالا به مختصات كارتزين خواهيم داشت: y z x y z (x ) (y ) (z )           2 2 2 2 2 21 1 1 3
2 2 2 4  

)دهنده يك كره به مركزواضح است كه معادله فوق نشان , , )
1 1 1
2 2 3و به شعاع 2

  است. 2
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x                آوريم:          را به دست مي zهاي ابتدا كران  »4«ـ گزينه 140 y
z , z c

a b
     
 
1   

  آوريم: را به دست مي xoy، ابتدا تصوير جسم بر صفحه yو  xحال براي به دست آوردن حدود 

     
x y z

x y
a b c

a b
z

      
 

1 1


   

xحال اگر در بازه a   در راستاي محورy،ها از پايين به بالا حركت كنيمx
b

a
    
 
1  :خواهد بود. در نتيجه  

x x y x
a b( ) c( ) a b( ) a

a a b a
D

a a

x y x bx x x
V dzdydx dzdydx c( )dydx c b( ) ( ) (b ( ) ) dx

a b a a a b a

x x x x x a a a cba
cb ( )dx cb( ) cb( )

a a aa a a

                 

         

      



1 1 1 2 2

2 2 3 2 3

2 2 2

11 1 1 12
1
2 2 2 2 2 62 6 6

     



  

  
  كنيم:  بازنويسي مي زيرابتدا منحني را به صورت »  2«گزينه  - 402

xy x( x) y x x y ( x) x        32 29 3 3 3 3 3  
ها متقارن است. پس كافيست فقط xكنيد، منحني نسبت به محوره ميگونه گه ملاحظهمان

ها را محاسبه كنيم. در نتيجه با xمساحت حاصل از دوران نيمه بالايي منحني حول محور 
   ها داريم:xتوجه به رابطه مساحت سطح حاصل از دوران منحني حول محور

b

a
S y y dx

( x) x
y

  




 22 1

3
3

  

x x
y ( x ) ( x ) ( x )

x x x

         
1 3 1 3 1 1
3 3 2 22 2

  

y ( x ) ( x )
x x

     2 2 21 1 1 11 1 4 4   

( x) x
S ( x ) dx ( x) x ( x )dx ( x)( x)dx

x x

  
           

3 3 323 1 1 2 1 12 3 3 13 4 3 2 3  
  

x
( x x )dx ( x x ) ( )

  
          

33 2 2 3 273 2 3 9 9 33 3 3 3 3 
  

 
  دارند توجه كنيد كه صفر بايد باشد: 4رند يا دو تا دا 4ندارند يا فقط يك  4كنيم. اعدادي كه اين اعداد را به چند دسته تقسيم مي  »4«ـ گزينه 403

   3 3 2 1   اعدادي كه چهار ندارند:     18
  
  

   

        



   

4 3 2 1 24

4 3 1 2 24 18 72 27 99

4 1 3 2 24
72

  اعدادي كه يك چهار دارند و صفر ندارند:     


:

 
     

 

3 1 1 1 3   اعدادي كه دو تا چهار دارند و صفر دارند 91

  
 

غير از صدگان به  3يا  5يا  7
 همراه صفر

 صفر
 جايگاه براي صفرانتخاب 

 صفر

 صفر

 صفر
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fمحل نقطه بحراني تابع  »1«ـ گزينه 404 (x , y) x y x y x   3 2   كنيم:را تعيين مي 22

  x

y

f x xy

f y x

    


  

2

2
3 4 1
2 2




 

yاز معادله دوم داريم x y  . با جايگذاري در معادله اول:2 xx x x y      
22 33 4 1 1 1 

)Pنقطه , )1   كنيم:نوع آن را تعيين مي است. حال با استفاده از محكf نينقطه بحرا 1
(x , y) ( , )

xx yy xy(f )(f ) (f ) ( x y)( ) ( x) ( )( ) ( )              1 12 2 26 4 2 4 6 4 2 4 12  

   است، پس نقطهP .نقطه زيني است  
xيدر حل معادله توضيح: x  2 33 4 1  كه مجموع ضرايببا توجه به آن  3 4 1  صفر است متوجه شديم كهx 1  جواب معادله است. با توجه

  ندارد.ي ديگري شويم كه اين معادله ريشهي بحراني نام برده شده، متوجه ميها فقط از يك نقطهكه در صورت سؤال و گزينهبه آن
xكهتري ارائه دهيم، با توجه به آناما اگر بخواهيم توضيح كامل 1 توانيم ازهاست، مييكي از ريشه(x )1    هـاي احتمـالي   فاكتور بگيريم تـا سـاير ريشـه

  ها قابل انجام است:ايدست آيند. اين كار با تقسيم چند جملهبه
(x )x x
x x

( x x )

x

( x x)

x

( x )

  
  

  

 

  
 

  

3 2
2

3 2

2

2

14 3 1
4 14 4

1

1
1



  

x  پس داريم: x (x )( x x )       3 2 24 3 1 1 4 1  
  منفي است: ي دوي به دست آمده، مقداردر عبارت درجه    1 16 15  

xپس به جز 1 ي ديگري وجود ندارد.ريشه  
  

)اين كه مختصات نقطهبا توجه به   »3«ـ گزينه 405 , )2 yي منحنيدر معادله 3 x x   2 2 ي خط مماس را كه از اين كند، ابتدا معادلهصدق مي 5
مماس تا  ي محدود به اين منحني و خطنويسيم و سپس با استفاده از فرمول مساحت بين دو تابع مساحت ناحيهشود مينقطه بر منحني مماس مي

  آوريم:ها را به دست ميyمحور
xy x m      22 2 6   

y y m(x x ) y (x ) y x           3 6 2 6 9    
b

a

x
S (y y )dx S (( x ) ( x x ))dx (x x )dx ( x x)                  

232 22 2 2
2 1

86 9 2 5 4 4 2 43 3 
   

  
  بنويسيم: nاز كنيم آن را به صورت تابع صريحي را باز كرده و سعي مي nSابتدا سري  »2«ـ گزينه 406

   nS ( ) ( ) ( ) ( n ) n n n(n ) n                      2 3 4 21 1 1 2 1 3 1 3 5 2 1 2 4 6 2 1    

n    حد داده شده برابر است با:   nxنهايت براي عبارات مخرجارزي در بيحال با استفاده از هم
n n

n
L lim x lim

n n 

 
  


1

2 3   

  
ان در مختصات قطبي استفاده كرد؛ ولي اگر دقت داشته باشيد واضح است كه توان از فرمول محاسبه حجم حاصل از دوربراي حل اين سؤال مي  »3«ـ گزينه 407

rمنحني cos  اي به مركزدر واقع دايره( , )
1
2  1و به شعاع

1يك كره به شعاع xاست. پس حجم حاصل از دوران آن حول محور  2
  خواهد بود. يعني داريم:      2

                                V r ( )


    3 34 4 1
3 3 2 6   

  

 

 مجموع ضرايب صفر است
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x)ابتدا در نزديكي نقطه داده شده، نقطه»  4«ـ گزينه 408 , y ) ( , ) 2 1  كهگيريم. با توجه به اينرا در نظر ميz(x , y ) Ln( ) Ln  22 1 5   
  است. در نتيجه داريم: dzاقع خواسته سؤال همان مقدارپس در و 

x

y

x y

x
z

x y

z Ln(x y) , x x x / / , y y y / /

y
z

x y

yx ( )
dz z dx z dy x y ( / ) ( / ) /

x y x y

                 

 
 

          
   

2
2

2

2 2 2 2

2

1 1 97 2 3 1 4 1 4
2

1 1
22 2 2 2 13 4 2

2 1 2 1

 



   

    

     

   

  
fبا فرض»  2«گزينه  - 940 (x) Lnx

x
 

xكه دامنه تابعو با توجه به اين 1   هاي معادلهاست، با كمك مشتق، تعداد ريشهf (x)   كنيمرا بررسي مي:  

xمعادله داده شده حداقل يك ريشه در بازه e 1 دارد
f ( )

f (e)
e

   


   

1 1
11

 


  

fاز طرفي (x)
x x

   2
1 1  زيرا همانطور كه گفتيمx   توان گفت تابعاست. در نتيجه ميf (x)  صعودي اكيد بوده و در نتيجه فقط همان يك ريشه

x              را دارد. يعني:     ( ,e) ; f (x ) Lnx Lnx x Lnx
x x

         
1 11 1     
 

   

 
ين رو كافيست فقط حجم حاصل از دوران ها متقارن است. از اyكنيد كه ناحيه مورد نظر، نسبت به محوربا توجه به شكل، ملاحظه مي»  3«گزينه  -410

  توان استفاده كرد:ها منظم است، از رابطه زير ميxجا كه ناحيه، در راستاي محورنيمه سمت راستي ناحيه را محاسبه كنيم. از آن
b

a

y
V x (y)dy ( y )dy ( y )dy ( y ) ( )




                

32 22 2 2
2

2 8 523 2 3 2 3 2 63 3 3 
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fهايمساحت بين منحني  »4«ـ گزينه 411 (x)
x


g(x)و 1 x x    كنيم.خواهيم. ابتدا نقاط برخورد دو منحني را تعيين ميرا مي 22

f (x) g(x) x x x x
x

       2 3 21 2 2 1   
xهامجموعه ضرايب صفر است پس، يكي از ريشه 1 است. با تقسيم بر(x )1 هاي ديگر را مشخص كنيم.توانيم ريشهمي  

xx x

x x(x x )

x
x x (x )(x x )

( x x)
x

( x )

 

  

 
       

  
 

  

3 2

23 2
2

3 2 2
2

12 1
1

1
2 1 1 1

1
1





  

xياز معادله x  2 1  داريمx



1 5

xريشه داريم كه عبارتند از 3. بنابراين 2 1 وx



1 5

2.  

مطابق شـكل بـا هـم برخـورد      Cو A،Bينقطه 3ه شده در هاي داددر واقع منحني

xهـا كـه طـول آن   Bو Aي مورد نظر ما به نقاطكنند. ناحيهمي 1 وx



1 5

2 

yشـود. منحنـي  است محـدود مـي   x x  yدر ايـن ناحيـه بـالاتر از    22
x


قـرار   1

xگيرد. اگر شكل را رسم نكرده باشيد بـا عددگـذاري، مـثلاً بـا قـرار دادن     مي 
3
در  2

  شديد.جه ميها اين مطلب را متوآن

x
( x x )dx [x Lnx] ( ) ( ) Ln( ) Ln( )

x

   
           

1 5
2

1

1 5 32 2 2 32
1

1 1 5 1 1 5 1 5 12 1 13 2 3 2 2   مساحت3

( )( ) Ln ( ) Ln( )
        

       
1 2 5 5 1 1 2 5 5 1 5 1 5 2 6 2 5 1 5 2 1 514 3 4 2 2 3 4 6 3 2  

( ) Ln( )
   

   
2 5 5 5 2 1 5 5 3 5

2 6 3 2 12  

 
   »4«ـ گزينه 412

fاز فرمول مقابل كه انتگرال روش اول: (x) وf (x)1 كنيم.كند استفاده ميرا به هم مربوط مي  B b

A a
f (x) f (x)dx Bb Aa    1  

f  در اين مثال داريم: (x) sin x f (x) sin x   1 1  

sinدر ضمن ( ) 1   وsin ( ) 
1 1   پس داريم: 2

sin xdx sin xdx ( )( ) ( )( ) sin xdx [cos x] sin xdx


    

           
21 1 11 1 12 1 12 2 2   

   

  كنيم.از جزء به جزء استفاده مي روش دوم:
dx

u sin x du
x

dv dx v x

   
 
   

1
21  

xdx  در نتيجه:
sin xdx uv vdu xsin x xsin x x( x ) dx xsin x ( x )

x

            


   
1 1

1 1 1 2 1 22 2
2

1 1
1

  

I  ها داريم:حالا با در نظرگرفتن كران [x sin x ( x ) ] 
    

1
1

1 2 21 12
  

 
  
  

C

A
B

y

1
y

x


2y 2x x 

x
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  فرمول محاسبه گشتاور ماند چنين است:  »2«ـ گزينه 413
b aa b a a

o D

y b b b
M (x y ) (x , y)dydx (x y )( )dydx [x y ] dx (bx )dx [ x x]              

3 3 32 2 2 2 2 2 31 3 3 3 3    
  

ba b a ab(a b )
  

3 3 2 2

3 3 3  

  
zهر چند رسم شكل لازم نيست اما رويه »2«ـ گزينه 414 x y  2   باشد:گون رو به پايين به شكل زير مييك سهمي 24
  
  
  
  

گانه برابر باحجم يك ناحيه با استفاده از انتگرال سه
D

V dzdydx  .است  

zداريم xyيواضح هستند. در صفحه zحدود   ي رويه داريمو از معادلهz x y  2 24.  
xيبه دايره zبا برخورد دادن حدود yو xبراي تعيين حدود y 2 2   اي استفاده كنيم. لذا:رسيم. پس بهتر است از دستگاه استوانهمي 4

  r , , dxdy rdrd       2 2        و
x r cos

y r sin

x y r

  


 


 
2 2 2

  

zاي به صورتهم در دستگاه استوانه zحدود   وz r    شوند.نوشته مي 24
r r

V rdzdrd ( r )rdrd ( r r )drd ( r ) d ( )
    

                      
2 42 2 4 2 2 2 2 22 3 2 24 4 2 2 8 4 84        

  

  
xاز تغيير متغير   »4«گزينه  ـ541 tgu   كنيم، لذا:استفاده مي 2

  x u tg

x u tg





    

   

1

1

2 1 4
6 3

xو   tgu dx sec udu   22 2  

  بنابراين انتگرال داده شده برابر است با:

  tg tg tgsec udu sec udu cos uI du
tg u sec u tg u sin u

cos u

  

    
  

1 1 123 3 3
2 2 2

4 4 4 2

1
2 1 1

4 44 2
  

  
tg

tg
I (sin u) cos udu (sin u) u

sin(tg )sin( )




 
 

     


1
1 3
3 2 1

1
4 4

1 1 1 1
4 4 4 34 4

  

sin(tgيبراي محاسبه )13 كنيمفرض ميtg  tgباشد. در اين صورت 13  tgخواهيم. چـون را مي sinو ما مقدار 3  cotپـس  3 g 
1
3 ،

cot  حالا داريم: g csc csc sin sin(tg )
sin

              


2 2 2 1
2

1 1 1 3 31 1 39 9 1 1


 
  

I  بنابراين داريم: ( )   


1 1 1 3 2 13 124 2 4
12





  

  

z

4

y

x
2 2x y 4 

2 2z 4 x y  
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وقتي ناحيه داده شده به كره (يا مخروط) محدود شده باشد، بهتر است انتگـرال را در دسـتگاه كـروي      »3«ـ گزينه 416
هـاي دو كـره   همـان شـعاع   هـاي قـرار داد. پـس كـران    rو Rهـاي حل كنيم. ناحيه داده شده بين دو كـره بـا شـعاع   

rهستند: R  در مورد باند . نيز به اين توجه كنيد كه تصوير اين ناحيه روي صفحهxy ي كامل اسـت  يك حلقه
پس   2شدن باند . براي مشخص يناحيه داده شده را در صفحهzy يعني به ازايx   كنيم:رسم مي  

  

 زاويه با محورzمورد نظر ما ها است. در ناحيه كند. پسهمه مقادير خود را اختيار مي      هـاي . دقت كنيـد كـه كـران   ي را فقـط از ناحيـه
ترين مقدار آنن و بيشتريدار نيست و كمعلامت سمت راست يا ناحيه سمت چپ مشخص كنيد.   و   .هستند  

sinدر نهايت يادآوري كنيم كه ژاكوبي دستگاه كروي 2 .است  
R R

r rE

sin
dz dy dz d d d sin d d d

(x y z ) ( )

   
 

         

  
      

2 22
3

5 5
2 2 2 22 2

1
   

 

  ها را تفكيك كرد:توان انتگرالست و باندها هم ثابت هستند ميجا كه تابع انتگرالده قابل تفكيك به صورت ضرب توابع يك متغيره ااز آن

  
R

r

R
( d )( sin d )( d ) ( )( cos )( ) ( )( )( ) ( )

r r R r R

 
 

                 
  

2 3
2 2 2 2 2

1 1 1 1 12 2 1 1 4
2 2 2  

  جواب

 
  

xاگر انتقال را به صورت  »2«ـ گزينه 741 X X x

y Y Y y

   
   

  در نظر بگيريم در اين صورت داريم: ،

Y (X ) (X ) X ( )X Y X ( )X ( )                   2 2 2 2 22 1 2 1  
( )       


       2

2 1 5 3
6

  

)ين نقطهنابراب , )3 )به نقطه fروي نمودار 6 , )  شود.منتقل مي  
 

yي بحراني تابعتنها نقطه  »2«ـ گزينه 841 x c 2 درx   :است، زيرا داريمy x x    2    ي. پـس در بـازه[ , ]1 ي مقـدار  بـا محاسـبه   1

f (x) | x c | 2درx  1 وx   :خواهيم داشت  max
f ( ) | c |

f max(| c |,| c |)
f ( ) | c |


     

11 1
  

|)maxهرگاه كمترين يا بيشترين مقدار تابع t a |,| t b |)   كنـيم. عبـارات  هـا را تعيـين مـي   را بخواهيم، محل برخـورد آن| c |و | c |1 درc  
1
بـا   2

cشود كهوقتي حاصل مي maxfشوند. بنابراين كمترين مقدار براييكديگر برابر مي  
1
fباشد. در اين حالت داريم 2 (x) | x | 2 1

  در نتيجه: 2

f ( ) | | | |   
1 3 32 2 2 2 2  

 
رتي شـيب  نهايت است. پس بايد نقاطي را پيدا كنيم كه در آن نقاط، خط مماس بر منحني، قائم باشد يا به عبـا ها داراي شيب بيyمحور »4«ـ گزينه 941

sin  نهايت باشد.منحني بي x
y cos x x ( k ) k

cos x

           
3 2

2 1 2 23
oŸ‚ oMHoM Zoh¶  

xاكنون يكي از اين نقاط مثلاً


 fخواهيم نوع اين نقطه را تشخيص دهيم. به علامترا در نظر بگيريد. مي 2 (x) در دو طرف
  كنيم.توجه مي 2

sin x
y

cos x
  

3 23
  

)sinمخرج كسر همواره بزرگتر يا مساوي صفر است. )


12 است پس چه در

و چه در 2


yداريم 2 

    
1


در ايـن نقطـه    yپـس، علامـت   

كند. در نتيجهري نميتغيي
  ) صحيح است.4ي عطف است. گزينه (نقطه 2

 

y

z

  

0 
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fبراي تعيين كمترين و بيشترين مقدار تابع  »3«ـ گزينه 204 (x) max(| g(x) ,| h(x) |)ِعلاوه بر نقاط بحراني ،| g |و | h هـا را  برخـورد آن  بايد محل |
xو x2نيز در نظر بگيريم. توابع 1 نقطه بحراني ندارند. نقطه تلاقي| x |و 2| x |1 آوريم:را به دست مي  

x x x
| x | | x |

x x x

   
   

    

2 1 1
2 1 12 1 3

  

xبه ازاي



1

xو 3 1 مقدارf (x) كنيم:را حساب مي  f ( ) max{| | , | |}
  

   
1 1 1 22 13 3 3 3  

f ( ) max{| |,| |}  1 2 1 1 2  

fبنابراين كمترين مقدار (x) 2برابر با
  ت.اس 2و بيشترين مقدار آن،  3

 
x)يي هر نقطهفاصله »1«ـ گزينه 124 , y) از خطy 1 برابر است با| y |1 .  

  شود:بنابراين گشتاور ماند حول اين خط به اين صورت محاسبه مي
  
  

D D
dydx ( y) dydx      گشتاور ماند 21

  
  

  

را به انتگرال مياني بياوريم. ترتيب dxاست، بهتر است yتگرال فقط برحسبچون زير ان
D

( y) dxdy yداريمDيبهتر است. در ناحيه 21 1  و از

xچپ به راست، مرز ورودي y xو مرز خروجي 2 1 .است  

yy
( y) dxdy [( y) x] dy ( y) ( y )dy (y y )( y )dy

  
              

1
2 2

1 1 1 1 12 2 2 2 2 2
1 1 11 1 1 1 2 1   گشتاور ماند 1

y y y
( y y y )dy [ y]

             
15 4 21 4 3

11
2 2 2 82 2 1 25 4 2 5 5  

 

xشيب خط مماس بر منحني در نقطه   »1«ـ گزينه 224 
5
yبرابر است با: 4 ( ) 5

  كنيم:تر ميرا ساده yيبتدا ضابطه. ا4

  x x x x
y y x x

x xx x x x x x

   
       

      

2 2 2
2 22 2 2

1 1 1 1 1
11 1 1

  

  x
y x x y

x
     



2
2

1 1
1

  

xدر نقطه  
5
m  داريم: 4 y ( )       



5 5
5 5 84 41 1 134 3 325 1 416

  

xعرض اين نقطه را هم با قرار دادن 
5
  كنيم:  حساب مي yدر 4

x
y x x y


         

5
2 4 5 25 5 31 1 24 16 4 4  

)يمعادله خط مماس بر منحني در نقطه , )
5 y  چنين است: 24 (x )  

8 52 3 4  

yبا قرار دادن  نقطه تلاقي خط با محور ،xشود:ها مشخص مي  y (x ) x x             
8 5 6 5 3 5 12 3 4 8 4 4 4 2  

  

صورت و مخرج را در مزدوج 
 كنيم.مخرج ضرب مي

x

y

y 1

1 2x y

1

1
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yحجم حاصل از دوران منحني  »4«ـ گزينه 324 f (x) در فاصلهa x b   حول محورx:ها (محور قطبي) برابر است با  

b  براي منحني داده شده با استفاده از مختصات قطبي داريم:

a
V y dx  2  

  x r cos x ( cos )cos
, r cos

y rsin y ( cos )sin

      
          

11 1  

b  داريم: Vبا جايگذاري در فرمول b

a a
V y dx (( cos )sin ) d(( cos )cos )          2 21 1  

y، منحني پارامتري را با محور دوران يعني خطبراي تشخيص حدود  دهيم.برخورد مي  y ( cos )sin ,             1  
rته اگر نمودارالب cos  1 ي بالايي آن به ازايدانيد كه يك دلوار است و نيمهرا بشناسيد مي     آيد. به اين ترتيب حجـم حاصـل از   دست ميبه

  ها برابر است با:xدوران حول محور 

  V ( cos ) sin ( sin sin cos )d sin ( cos ) ( cos )d
 
 

                   2 2 3 21 2 1 1 2  

  ي مقدار حجم خواهد بود.دهندهمنفي شد، قدرمطلق آن نشانالبته اگر حاصل انتگرال 

كه بتوانيم از زوج يا فرد بودن توابع استفاده كنيم، از حدود انتگرالبراي آن
در انتگرال كنيم و به جايكم مي 2

   دهيم.قرار مي 2

)sinكنيم كهدآوري مييا ) cos


  2 وcos( ) sin


   2 :پس داريم  V cos ( sin ) ( sin )d






         3 22

2
1 1 2  

V cos ( sin sin sin )d






       3 3 22

2
2 5 4 1  

cosتوابع sin 3 cosو 3 sin 3 ه زوج هستند داريم:شود. براي ساير عبارات كها صفر ميفرد هستند. انتگرال آن  

V cos ( sin )d ( sin )( sin )cos d ( sin sin )cos d
  

                       3 2 2 2 2 42 2 22 5 1 2 1 5 1 2 1 4 5
  

  

|  ي انتگرال داريم:به اين ترتيب با محاسبه V | (sin sin sin ) ( )


          3 54 5 4 82 2 1 123 5 3 3
  

  
  كنيم:سازي) ابتدا فاصله نقطه داده شده با مبدأ را محاسبه مي(بدون استفاده از بهينه  »3«ـ گزينه 424

  d ( ) ( ) ( )            2 2 23 4 12 9 16 144 169 13  
باشد، بيشترين و  dاز مركز كره يعني مبدأ مختصات، Aيايم وقتي فاصلهدر شكل نشان داده طور كههمان

dكمترين فاصله اين نقطه از كره برابرند با r وd r.  
  

  : d d r     1 13 3   كمترين فاصله 1
  : d d r    2 13 3   بيشترين فاصله 16

  

  

d
A

y
r

r
½o¨ cˆw

z
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  از شروع كار باشد.  tبه ترتيب شعاع سطح آب، ارتفاع آب و حجم آب وارد شده به مخزن در زمان v(t)و h(t)و r(t)فرض كنيم  »3«ـ گزينه 524
Hجا كه ارتفاع مخزناز آن  Rو شعاع قاعده آن 8   متر است، بنابر قضيه تالس خواهيم داشت: 2

h(t) r(t) R
r(t) h(t) h(t)

H R H
   

1
4  

v(t)با استفاده از فرمول حجم مخروط داريم: (r(t)) h(t)  21
  ي قبلي داريم:پس با جايگذاري معادله 3

  v(t) ( h(t)) h(t) h (t)
 

 2 31
3 4 48  

dv(t)گيري از طرفين داريم:با مشتق dh(t)
h (t)

dt dt


 23

dvدانيم كه سرعت ورود آب به مخزن. از صورت سؤال مي48

dt


 1  .متر مكعب در هر دقيقه است

h(t)متر باشد داريم 3وقتي فاصله سطح آب تا سطح مخزن   8 3   . بنابراين در اين زمان خواهيم داشت:5
dv dh(t) dh(t) dh(t)

h (t) ( ) /
dt dt dt dt ( )( )

  
       2 23 3 16 16 645 6448 1 48 1 25 25 1  

    
 

 

,x)ينقطه فاصله  »4«ـ گزينه 642 y,z) از نقطه( , , )3 4 fبا تابع 9 (x, y,z) (x ) (y ) (z )     2 2 23 4 را  fشود. ما بيشترين مقـدار داده مي 9
,g(xبا شرط y,z) x y z z    2 2 2 6 f  تر شدن محاسبات فرض كنيم:خواهيم. براي سادهمي 7 (x, y,z) (x ) (y ) (z )     2 2 23 4 9  

    ترمم خواهيم داشت:گيريم. بنابر دستگاه لاگرانژ در نقطه اكسدر پايان كار از مقدار ماكزيمم بدست آمده جذر مي
yx z

x y z

ff f (x ) (y ) (z ) x y z

g g g x y z x y z

     
       

 
2 3 2 4 2 9 3 4 9

2 2 2 6 3  

xyاز تساوي اول داريم: y xy x  3 yپس 4 x
4
3.  

xzاز تساوي دوم داريم: x z xz x    3 3 9 zپس 9 x 4 3.  
x  با مرتب كردن معادله كره خواهيم داشت: y (z )   2 2 23 16  

x  كنيم:جايگزين مي xرا برحسب zو yحالا x x  2 2 216 16 169  

ــن ــااز اي xج 2 144
ــس169 x. پ  

12
ــط  13 ــتفاده از رواب ــا اس y. ب x

4
zو 3 x 4 ــي    3 ــت م ــي بدس ــه بحران ــه دو نقط ــد. نقط )Aآي , , )

12 16 9
13 13 13 

)Bو , , )  
12 16 87
13 13 )فاصله بيشتري از نقطه B، واضح است كه نقطه13 , , )3 4 )دارد. پس بيشترين فاصله از نقطه 9 , , )3 4   برابر است با: 9

     
1 1 22126 1 4624 41616 48841 1713 13 13max f ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )           2 2 2 2 2 212 16 87 51 68 2 43 4 913 13 13 13 13 13

  

 
x)يي مركز ثقل ايـن منحنـي يعنـي، نقطـه    فاصله »4«ـ گزينه 742 , y)  از محـورx   هـا برابـر بـاy ت. بـراي محاسـبه ي  اس ـy     ابتـدا طـول قـوس را در

tيبازه   كنيم. طبق فرمول داريم:حساب مي  s (x ) (y ) dt


   2 2


  طول قوس

t
s ( cos t) (sin t) dt cos t sin t cos t dt ( cos t) dt cos dt

   
              2 2 2 2 21 1 2 2 1 2 2 2   

  

t t
s cos dt [ sin ]


    2 4 42 2 

  

  رابر است با:حالا طبق فرمول، عرض مركز ثقل منحني ب
b

a
y (x ) (y ) dt

y
s

 

 2 2

  

  با استفاده از محاسبات قبلي داريم:
t

( cos t) cos dt
t t t t t

y ( sin )( cos )dt sin cos dt [ sin ]




 


    


 
2

2 2 3
1 4 1 2 22 2 24 4 2 2 2 2 3 2 3


 

  

tدر آخرين انتگرال اگر فرض كنيم
u sin tآنگاه 2

du cos dt
1
2   است. 2

 

h(t)

r(t)

R

H
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xيادلهبه مع L1شيب خط  »4«ـ گزينه 824 y   5 12 mبرابر با  2


1
5

yيبـه معادلـه   L2و شيب خط 12 x 3 4 mبرابـر بـا   5


2
4

اسـت.   3
ه به فرمـول  برابر است. با توج  و L2با زاويه بين و L1ي بيناند پس زاويهقرينه نسبت به خط  L2وL1گيريم. چونمي mرا برابر با  شيب خط

  ي بين دو خط داريم:زاويه
m m m m

tg tg
m mm m

     
      

  
1 2

5 4
5 12 3 412 3

5 4 12 5 3 41 112 3

  

mي دومي درجهبا طرفين وسطين كردن تساوي فوق به معادله m   263 32 mهايرسيم كه از حل آن جوابمي 63 , 
7 9
9 آيـد و  به دسـت مـي   7

mمورد نظر است، مقدار چون شيب منفي خط



7

  قابل قبول است.  9

 
ي مسـيرهاي ديگـر هـم كمتـرين هزينـه بـه دسـت        اگر بتوانيم براي مسيري با طول يك كيلومتر هزينه را به حداقل برسانيم، براي همه  »3«ـ گزينه 429
dآيد. اگر مسيري به طولمي 1 متر را با سرعتكيلوx جايي برابر است باكيلومتر بر ساعت طي كنيم، مدت زمان جابهd

t
x x

 
و حقوق راننده بـراي   1

اين مدت زمان برابر است با
x x

 
1   آيد:. اكنون تابع هزينه به اين صورت به دست مي2727

x

x
  

2712 3    حقوق راننده + هزينه كاميونf (x)  هزينه كل  
fگيري ازبا مشتق (x)كنيم:ي بحراني آن را پيدا مي، نقطه  

f (x) x x
x x

                 2
2 2

1 27 1 27 3 27 3 27 1 81 1 9 1 93 3       
   
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چي دوست داري بـه  ها، فقط عدد داريم؛ يعني طراح خودش گفته هر داده و در گزينه xبه سؤال خوب دقت كنيد، طراح يك عبارت بر حسبروش تستي: 
xدردسرتر از همه، انتخابتر و بيشود. چه پيشنهاد خوبي! راحتقرار بده، عبارت داده شده مساوي يك عدد ثابت مي xجاي   باشد:مي  

Arctg  به دست آمده را بلديم حساب كنيم!) Arcsinو Arctg(چون حداقل Arcsin
 

    1 2 2  مقدار عبارتx    
  شود؟هاي دامنه مقدار عبارت چقدر ميxحل اصلي يعني اول دامنه را حساب كن، بعد ببين به ازاي روش تشريحي:

  بايد كوچكتر از يك باشد، پس داريم: Arcsinبايد بزرگتر يا مساوي صفر باشد و اندازه عبارت جلوي Arctgعبارت جلوي
x x x(x ) x x

| x x | | x (x ) |

        


      

2

2 2 2
1 1

2 2 1 1 1 1
    

xهاي نامساوي بالايي را بايـد در نامسـاوي پـاييني امتحـان كنـيم. بـا فـرض       xكند و لذامنه عبارت را مشخص مياشتراك دو نامساوي فوق، دا 1   آنگـاه
x 2 x)، چون1 ) xجه به نامساوي پايينيهمواره بزرگتر يا مساوي صفر است، لذا با تو 21 2 x، دو نامسـاوي 1 2 xو 1 2 را داريـم كـه فقـط يـك      1

xجواب دارند و آن فقط 1 تواند باشد. (فقط حالت تساوي ممكن است.) اما اگرميx  ًآنگاه قطعا ،(x ) 21 xدانيماست و چون مي 1 2   پس بـا ،
xتوجه به نامساوي پاييني فقط   تواند انتخاب شود تا نامساوي برقرار باشد. بنابراين دامنه تابع برابر مجموعهمي{ , }1 باشد، لذا كافي است مقدار تابع مي

xرا به ازاي دو نقطه     وx 1   .به دست آوريم  
x Arc tan( ) Arcsin( ) , x Arc tan( ) Arcsin( )

 
       1 1 12 2    

در هر دو حالت، مقدار تابع برابر
به دست آمده بنابراين 2

  جواب است. 2

 

  نويسيم:ي عمومي اين بسط را به صورت مقابل ميابتدا جمله  »4«ـ گزينه 134
k

n k k k
k k kT ( ).(x ) .( x ) ( ). .x


 

  
3 24 7

8 2 82 21 3 3  

kرا چنان پيدا كنيم كه k، كافي است x5اكنون جهت تعيين ضريب


24 7 kو در نتيجه 52    ، لذا جواب برابر است با: 2
! !

( ).
!( )! ! !

  
      

  
8 2
2

8 6 7 8 9 563 9 28 92 8 2 9 2 6 2 252  

 
  

يا
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  يابيم:ابتدا دامنه تابع داده شده را مي  »1«ـ گزينه 432
  D :sin (x x ) x x (x ) (x ) (x ) x                         1 2 2 2 2 2

1 2 2 1 2 2 1 1 1 1 1 2 1 1 1   
  D : tg x x x      1

2 2 2 2  
D  بنابراين دامنه كل تابع برابر است با: D D { } {x } { }     1 2 1 2 1   

xطه بنابراين تنها نق  1 باشد و مقدار تابع به ازاي اين مقدار برابر است با:جزو دامنه تابع داده شده مي  
  x    sin ( ) tg sin ( ) tg ( )      

           1 1 1 1 51 1 2 2 2 1 1 3 2 3 6  

 
|يكه ضابطهبا توجه به آن  »4«ـ گزينه 334 x xدر |   و| x | xدر 4  4 توان ضابطهكند ميتغيير ميf :را در هر ناحيه به اين صورت نوشت  

xالف) اگر  4 آنگاهx  x)هر دو مقادير منفي دارند پس xو 4 ) (x)
f (x)

x x

   
  

4 4 8  

yدر اين ناحيه داريم
x

 
xپس 8

y
 

fپذير است. (در واقعمعكوس fو 8 (x)
x

  1 8(  

xب) اگر  4 آنگاهx   وx  4  بنابراين(x ) (x) x
f (x)

x x

  
  

4 4 2   تابع ثابت است، يك به يك نيست و در نتيجه وارون ندارد. f. پس2

xج) اگر   آنگاهx وx  x)هر دو مثبت هستند پس 4 ) (x)
f (x)

x

  
 

4 4 باز هم .f .تابع ثابت است و وارون ندارد  
)بنابراين، اين تابع فقط در بازه , )    پذير است.معكوس 4

  
    »1«ـ گزينه 434

xجا كه درهاي مخرج. از آنپيوسته است مگر در ريشهيك تابع گويا است كه در همه جا  fتابعروش اول:   fشـود پـس  مخرج صفر مـي  2 ( تعريـف   2(
yنشده است. براساس همين استدلال تابع f (f (f (x))) در نقاطي ناپيوسته است كهx  fيا 2 (x)  fيا 2 (f (x))  2.  

f (x) x
x

    

42 22   

f (f (x)) f (x)
f (x) x

       
 

4 42 22 2   جواب ندارد.

xبنابراين   وx    هستند. fofofتنها نقاط ناپيوستگي 2
}ها درباره اعدادگزينه جا كه همهاز آن روش دوم: , , , }1 2 4 هستند و تنها ناپيوستگيf (x) تـوانيم مقـدار  هاي مخرج است، ميدر ريشهy f (f (f (x))) 

  شود در آن نقطه ناپيوستگي داريم.را در اين نقاط حساب كنيم؛ اگر تعريف نشده باشد معلوم مي
xيف نشدهتعر   f (f (f ( ))) f (f ( ))  2   

xتعريف نشده   f (f (f ( ))) 2 2  
x f (f (f ( ))) f (f ( )) f ( )    1 1 4 2 1 

x f (f (f ( ))) f (f ( )) f ( )    4 4 2 1 4  
  

fيبراي تعيين دامنه  »3«گزينه ـ 534 (x) :دو شرط بايد رعايت شود  log(x x) ( )

x x ( )

   


 

2

2
2 15

15




−I§ÄjHn oÄp RnIL–

´TÄnI«² ®iHj RnIL–
  

  پردازيم:قراري شرط اول ميابتدا به بر
log(x x) log(x x) x x x x (x )(x )                2 2 2 2 22 15 15 2 15 1 15 1 2 5        

]ي بين دو ريشه يعنيهستند. در فاصله 2و 5هاي اين عبارتريشه , ]5 2 مخالف علامتx2 است پس، در اين بازه داريم(x )(x )  2 5 .  
xپردازيم:اكنون به دومين شرط مي x x(x )    2 15 15  هاي اين عبارتريشه هستند. بين دو ريشه، علامت آن منفي است اما در  15و

xهايبازه 15 وx   داريمx x 2 15 .  
]يبنابراين اولين شرط در بازه , ]5 2 يو دومين شرط در مجموعه( , ) ( , ) 15  يبرقرار است. دامنهf  جايي است كه هر دو شرط برقرار باشند

f  پس داريم: fD [ , ] [( , ) ( , )] D [ , ) ( , ]      5 2 15 5 15 2        
xبا جايگذاري روش ردگزينه:  5 در تابعf (x) :داريمf ( ) log( )     5 2 1 2 2  بنابراين .x  5  در دامنـهf   هـاي  قـرار دارد. گزينـه

  را ندارند. 5چونشوند ) رد مي4) و (2(
xحالا اعدادي مثل 1 ياx  x  كنيم.را امتحان مي 2 f ( ) log( )    1 1 2 14   

log( )14 تعريف نشده است پسx 1  تواند جواب باشد.) مي3) نادرست است. فقط گزينه (1داشته باشد در نتيجه، گزينه (نبايد در دامنه قرار  
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ــ 643 ــه ـ ــه  »2«گزين ــرب هم ــر ض ــابع  اگ ــيم، ت ــاب كن ــا را حس fي پرانتزه (x)  ــه ــد جمل ــك چن ــه ي ــا درج ــم    6ياي ب ــي داري ــود. يعن ــد ب خواه
f (x) ax bx k   6 5 ي جملات به جزبار مشتق بگيريم، همه 6اي. اگر از اين چند جملهax6 :به صفر خواهند رسيد و داريم  

( )f (x) a !a       6 6 5 4 3 2 1 داشـتن  پذير است زيرا بـا نگـاه  تشخيص دهيم. اين كار به سادگي امكان fرا در تابع x6است ضريب پس كافي 6
f  بزرگترين درجه از هر پرانتز داريم: (x) x( x ) ( x ) x( x) ( x) x    3 2 3 2 61 1 41 2 1 24 4 64

¾]nj ̧ ÄoT¬nqM  

)  با اين توضيحات داريم: ) ( )!
a f (x) ! f (x)

    
          

  
6 64 4 6 1 2 3 4 5 66 3 5 3 4564 64 16 2 2 2 2  

  
]شـود كـه  وقتي حاصل مـي  kيوسته باشد. بيشترين مقدارشرط پيوستگي تابع بر يك بازه آن است كه در همه نقاط آن بازه پ »3«گزينه ـ 743 , k)3 3 

xقطهبعد از ن fاولين نقطه ناپيوستگي k3بر آن پيوسته است. پس fاي باشد كهبزرگترين بازه  ازاي آن عبـارت  است. بنابراين ابتدا نقاطي كه بـه   3
xآوريم. چون دردست ميشود را بهداخل جزء صحيح عدد صحيح مي  xداريم 3  2 1 xو اين تابع براي 8    سـتگي بعـدي   صعودي است پـس ناپيو

xشود كهوقتي حاصل مي  2 1 x  باشد: 9 x x     2 21 9 1 1   
xدر fلذا  1 ناپيوسته است پسk 3 1 بنابراينk  1 3.  

xتوجه داشته باشيد كه در  1 حالت خاصي كه عاملn(x ) 21 دهد؛ پسدر جزء صحيح داشته باشيم رخ نميx  1 ي ناپيوستگي جـزء  نقطه
  صحيح است.

  
yمنحني را با خط »1«گزينه ـ 843  |دهيم:برخورد مي 5 x |

x






2 4   كنيم.معادله را در دو حالت بررسي مي 52

xاگر حالت اول:  2 xباشد مقدار 2 2 x)  منفي است پس داريم: 4 )
x x x x

x

 
         



2 2 24 5 4 5 1 5 62    
(x )(x ) x ,      2 3 2 3  

xفقط  2 قابل قبول است چونx  2   است. 2
xاگر حالت دوم:  xيا 2  2 داريمx  2 4  :پس  

x
x x x x (x )(x ) x , x

x


                



2 2 24 5 4 5 1 5 14 1 7 2 2 72     
xپس    ها است.هم جزء جواب 7

xيشهري 2كهنتيجه آن  xو 7  2 آيند.دست ميبه  
xحالا به اين مطلب توجه كنيد كه  2 ي تابع قرار ندارد پس اين منحني با خطاصلاً در دامنهy    ي برخورد دارد.فقط يك نقطه 5

  
fتابع »3«گزينه ـ 943 (x, y,z) x y z  4 fگيريم. هدف ما محاسبه مقدار تقريبيرا در نظر مي 23 ( / , / , / )1 98 3 2 1 98 است. نقاطx،y وz  را

  گيريم:در نظر مي zو x،yدر نزديك مقادير اعشاري
x x / /

y y / /

z / /z

      
       
      

2 1 98 2 2
3 3 2 3 2

1 98 2 22







 
  

 
  

)يرا در نقطه fهاي جزئيمشتق , , )2 3   كنيم:حساب مي 2

x

y

z

f x (x y z)

f y(x y z)

f (x y z)

 

 

 


       




      


      



2 2
3 4 2 3 3

2 2
4 2 3 3

2 2
4 2 3 3

4 4 328 273 3 27
2 2 23 273 3 9
1 1 1273 3 27

  

x  كنيم:يره استفاده ميحالا از فرمول تقريب توابع چند متغ y zf ( / , / , / ) f ( , , ) f x f y f z     1 98 3 2 1 98 2 3 2   
/

f ( / , / , / ) ( / ) ( / ) ( / ) / /


               
32 2 1 541 98 3 2 1 98 3 2 2 2 3 3 2 2 9827 9 27 27

          
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x
-10            -5            0                 5             10

y

10

-10

5

-5

يك راه حل براي اين مسأله قطع دو منحني و تحليل   »2«ـ گزينه 440
xمعادله حاصل ( x x   3 23 1 (  است. اما چون ريشه اين معادله

 هاي مشتق آنبه سادگي قابل محاسبه نيست و ريشه
)x x  23 6 1 ها در تابع اوليه و باشند، جاگذاري آن) نيز گويا نمي

گير خواهد بود. از اين به دست آوردن مقدار تابع در اين نقاط، اندكي وقت
رو بهتر است از همين اول كار، نمودار دو منحني را با هم در يك دستگاه 

 يد.ها تحقيق كنرسم كرده و در مورد برخورد آن

xبينيد دو نمودار فقط در يك نقطه باهمانطور كه مي 3 يكديگر  4
  كنند.را قطع مي

  

  
xبا استفاده از تغيير متغير بيضوي  »4«ـ گزينه 144 r cos

y r sin

 
  

2
يك  xoyگيري بر روي صفحه اي، تصوير ناحيه انتگرالو تغيير به مختصات استوانه 3

  خواهد بود. در نتيجه داريم: 1ره به شعاع داي
r cos r sin

V
V abrdzdrd rdzdrd r( r cos r sin )drd

r dr cos d r dr sin d rdr d ( ) ( ) ( )

    

  

        

                      

     

     

2 1 2 2 3 4 2 1

1 2 1 2 1 22 2

2 3 3 2 2 6 4

43 4 12 8 3 4 4 2 243

    

     
 

  

  
  ، شيب خط مماس بر نمودار، صفر است. يعني:Mبا توجه به گفته سؤال، در نقطه»  1«گزينه  -244

k k
y r sin sin cos

cos
x r cos cos cos k k

                              


2 22 2 4 42 3 32 2 2 24 4

  

sindy cos cos sin
dy sin sin cos coscosdm

dx sindx sin cos cos sinsin cos cos
d cos

m sin sin cos cos sin cos cos ( sin ) sin cos cos


   

      
        

 

                 2 2 2

4 22 2 2 22 2 2
4 2 2 22 2

2 2 2
2 2 2 1 2 4  

  

cos x k

sin sin k

                 


2
2

1 1
4 2 6


  

kدر اين حالت فقط نقاط به فرم


2 قابل قبول هستند، زيرا ساير نقاط در دامنه تعريف منحني قرار ندارند. از طرفي توجه داشته باشيد كه همين نقاط  6
  اند كه به ازاي آنها مخرج صفر نشود. پس:در صورتي قابل قبول

sin cos cos sin sin ( cos ) cos sin sin cos sin               2 2 22 2 2 1 2 4   
sin k

cos cos k

     



         

2 1 1
4 2 3


  

  كنند. حال در اين نقاط داريم:پس نقاط پيدا شده در مرحله اول، مخرج را صفر نمي
sin

r cos ( sin ) sin r


           
2 1

2 2 42 2 2 1 2 2 4 2 1 1  
 

 yحني يكسان است. از طرفي طبق سؤالبراي دايره و اين من yكه دايره بر سهمي مماس است، در نقطه تماس مقداربا توجه به اين » 4«گزينه  - 344
شود. اين يعني دايره مورد نظر همان دايره بوسان و شعاع آن نيز براي هر دوي آنها يكي شده است. در نتيجه انحناي آنها و شعاع انحناي آنها با هم برابر مي

x  همان شعاع انحناي منحني است: ( (y ) ) ( )
y x y x y , y

y
                



3 3
2 22 212 1 1 1 2 5 51 2 2 2 2 2  
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yدانيم تحت هر تبديل خطيمي»  3«گزينه  -444 Ax مساحت هر شكل در دستگاه ،
 است. يعني: Aجديد، برابر حاصلضرب مساحت اوليه در قدر مطلق دترمينان ماتريس 

S

A S A S

   

      

1 3 4 62
2 1 3 3 6 181 2

  

  
  
  
  

  

 
است، براي دو ريشه ديگر نيز  1آوريم. توجه كنيد كه مجموع ضرايب معادله صفر است، پس يك ريشه هاي معادله را به دست بايد ريشه   »3«گزينه  - 445

zمعادله داده شده را بر  1 كنيم:تقسيم مي   
  

iz iz z i (z )(z ( i)z i) z e            3 2 2
11 1 1  

i

i

( i) ( i) i
z ( i)z i z

i i
z i e(i ) ( i) (i ) ( i)

i i
z e







    
      

               
      

2
2

22 2

3

1 1 41 2
1 1

1 1 1 1 2
2 2 1 1 12

  

 

xدر تابع »1«ـ گزينه 644 2 xبايد 4  xيا 2  2 ي اين راديكالباشد. دامنهD ( , ] [ , )   2 2   است. از طرفـي در تـابعArcsin(x )1 
xبايد   1 1 xباشد، يعني1  2 .  
Dنتيجــه در [ , ]  2 ي تــابع داده شــده اشــتراك. دامنــهD D اســت. فقــطx  2   در اشــتراك قــرار دارد. پــس دامنــه عبــارت داده شــده فقــط

xشامل  2 اين مقدار از است. پس كافي است مقدار عبارت داده شده را به ازايx :محاسبه كنيم  x y Arcsin( )


       2 1 2   

 
    »2«ـ گزينه 447

  روش اول:

axتوابع به فرم نكته: bx c
y

a x b x c

 


   

2

aبا شرط 2 b c

a b c
 
  

bداراي محور تقارني به معادله  b
x

a a


   

2   باشند.مي 2

x  پس در اين مثال داريم: x b
y x

ax x

 
     
  

2

2
2 4 3 4 12 42 4

·nI£U n¼d¶   

x  دهيم:اكنون اين محور تقارن را با منحني تابع قطع مي y f ( )
  

      
  
2 4 3 51 1 11 2 4 5   

x)اگر در يك تابعروش دوم:  a) xوجود بيايد، خطبه 2 a كنيم:اهد بود. با استفاده از اتحادها صورت و مخرج را مرتب ميمحور تقارن نمودار آن تابع خو  
(x x ) [(x ) ] (x )

y
(x x ) [(x ) ] (x )

      
  
        

2 2 2
2 2 2

3 32 2 2 1 1 2 1 52 2
2 4 1 1 4 5 1

  

xمشخص است كه خط yياز ضابطه 1 توان ديد كهمحور تقارن آن است. در واقع به سادگي ميf ( x) f ( x)  1   است: 1
( x ) ( x) x

f ( x)
( x ) ( x) x

    
  

   

2 2 2
2 2 2

2 1 1 5 2 5 2 51
5 1 1 5 5


 

  

xبا جايگذاري 1 يدر ضابطهy :داريم  y


  


5 15



  
  

z 1  z iz z i  3 2  
z ( i)z i  2 1 z z 3 2  

  ( i)z z 21   
  ( i)z ( i)z   21 1  
  i(z )1   
  i(z ) 1   
  0  
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nfضابطه  »2«ـ گزينه 844 (a   برابر است با: (

  
n

n

n
( )

f (a )
n

( )
n

 
   







3 1
2

2
1 1

3 1 52

  

nبراي محاسبه حد

n

 
  

3 1
nبه ازاي 2  توجه كنيد كه

n

n
lim

n





3 1 يـك مقـدار    nكوچكتر است كـافي اسـت بـه     3كه همواره از اما مقدار اين 32

nبزرگ مانند 1   :بدهيم، لذا  

  n
n

n

                      
3 1 3 1 1 3 11 22 1 2 1 2

       
     

  

n  بنابراين حد مورد نظر برابر است با:
n n

( )
lim f (a ) lim

n ( )( )
n

 

 
  

 


2
22

1 1 2 1
3 1 23 552

  

 
fبراي نوشتن تابع  »4«ـ گزينه 944 (x)  كنيم:به شكل زير عمل مي» مجموع دو تابع زوج و فرد«به صورت  

f ( x) f (x) f (x) f ( x)
f (x)

   
 2 2

Z»p ”MIU jo  ”MIU

  

xسوال از ما مقدار تابع زوج به ازاي  fرا خواسته و بنابراين لازم است مقادير 3 (x) وf ( x) :را حساب كنيم  

f (x) f ( ) , f ( )
x x ( ) ( )

      
       2 2 2
1 1 1 1 13 37 131 3 2 1 3 3 1

  

f  بنابراين داريم:  ( ) f ( )    
1 1 23 3 7 13 91

  

f]ي تابع زوج به صورتو چون ضابطه (x) f ( x)] 
1
xكنيم، بنابراين مقدار تابع زوج به ازايمي 2بود، لذا عبارت بالا را تقسيم بر  2  )برابر 3 ) 

1 2 1
2 91 91

  شودمي.  

  

n(xدانيم در بسطمي  »3«ـ گزينه 504 y z)  شودنوشته مي مقابل، جمله عمومي به صورت:  k k kn!
T x .y .z , k k k n

k !k !k !
   1 2 3 1 2 3

1 2 3
  

nbبا توجه به عبارت
(a ) 2 x، داريم23 a 2،b

y   zو3  aها درو با توجه به توان 2 b2   گونه باشند:ها اينبايد توان 2

n
n

k
n! b

k T a ( ) ( )
! !(n )!

k n




       

1
2 2 3

2
3

1
2 21 2 3 33

  

aي موردنظر به صورتدقت كنيد، با توجه به اين كه جملهتوضيح:  b2 256
3
 باشد، لذاميk1 وk2  نوشته شدند و بنابراين بـا توجـه بـه شـرط      2و  1برابر

k k k n  1 2 k، داريم3 n  31 kو لذا 2 n 3   به دست آمد. 3

aي حل سؤال، با توجه به اين كه جمله به صورتخب حالا برويم سراغ ادامه b2 256
3
 :داده شده، لذا داريم  

n na b n! b a b (n )!(n )(n )(n) b
a a

(n )! (n )!
   

        
   

2 2 2 2 2 22 3 2 356 56 3 2 12 23 1 2 3 9 3 2 3 9
   

n n(n )(n )(n) (n )(n )(n)              3 4 36 56 2 1 2 5 6 7 2 2 1 23 2 9 nj ¸Ã oŠJo†  
nحتيبا مقايسه طرفين تساوي، به را    آيد.به دست مي 7
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zيابتدا از معادله   »2«ـ گزينه 154
z

 
4 zدست آورده و بعد از نوشتن نمايش قطبي آن حاصلرا به zمقدار 2 (z)5   يابيم.را مي 5

z z z z i
z

        24 2 2 4 1 3  

بـه ازاي   كنـد كـدام جـواب را در نظـر بگيـريم؛ پـس      متقـارن اسـت بنـابراين، فرقـي نمـي      zو zدقت كنيد، عبارت داده شده در صورت سؤال نسـبت بـه  
z i 1   كنيم. در اين نقطه داريم:جواب را پيدا مي 3

  r   1 3 tgو     2 ( ) 
  1 3 3  

i i

i i

z i e z e (cos( ) sin( )) i
z (z)

z i e (z) e [cos( ) i sin( )] i

 

 
 

          
   
 

         


553 3
5 5

553 3

5 51 3 2 32 32 16 16 33 3
5 51 3 2 32 32 16 16 33 3

32  

  

yي نيمساز ناحيه اول و سوممعادله  »4«ـ گزينه 254 x باشد، لذا با جايگذاري در تابع داده شده داريم:مي  
x x x x x xx x x x (x ) (x )                                

2  
x xx x

x x(x )(x )
x xx x

                                    
1

1 1





  

  باشند، لذا:در نتيجه تنها نقاط صحيح بازه داده شده قابل قبول مي x , , , ,  2 1 1 2  
  بنابراين نمودار تابع داده شده در پنج نقطه با نيمساز ناحيه اول و سوم مشترك است.

  
  .Hو Aو A H M D S Tي مربوط عبارتند از: حروف كلمه »3«ـ گزينه 354

  كنيم:بندي ميحرفي را دسته 3بار تكرار كرد. رمزهاي توان فقط يكها را ميحرف متمايز داريم كه دوتا از آن 6بنابراين 
  شماريم:ها را ميهاي آنحرف انتخاب كرده و سپس جايگشت 6حرف از بين  3حرف مختلف ساخته شده باشند. پس  3دسته اول: رمزهايي كه از 

!
 

  
 

6   تعداد اين دسته33

!  است: Aحرف متمايز غير  5اند كه * يكي از و * ساخته شده Aو  Aهايي كه از دسته دوم: رمز

!

 
  
 

5 3
1   تعداد اين دسته2

  است: Hحرف متمايز غير  5اند كه * يكي از ته شدهو * ساخ Hو  Hدسته سوم: رمزهايي كه از 

  !

!

 
  
 

5 3
1   تعداد اين دسته2

  ! ! ! !
!

! ! ! !

       
                 
     

6 5 53 3 6 3 5 6 5 63 12 15 15 153 1 12 2 3 3 2 2   جواب  

 
حجم ناحيه مورد نظر را به صورت  »4«ـ گزينه 454

D
V dzdydx نويسيم.مي  

zيعني xoyيعبارتند از صفحه zحدود   يو صفحهz x y  تصوير حجـم   .2
yي محــدود بــه خــطناحيــه xoyمــورد نظــر در صــفحه   و منحنــيy x و 2

xخط 1 ر اين ناحيهاست. مطابق شكل دx 1 وy x  2.است  
  بنابراين حجم استوانه مورد نظر برابر است با:

x
x x x

V (x y)dydx (xy y ) | dx (x x )dx ( ) |             
21 1 12 4 52 3 4 1 1 1 92 4 5 4 5 2   

  
  

  

باشندفقط نقاط صحيح جواب مي
xxاين حالت غيرممكن است زيرا هميشه  1 .است

y

2y x 

x

x 1

1

D
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صورتبا كمي دقت واضح است فرم كلي اين سري عددي به »3«ـ گزينه 554
n

n

( ) ...( )
n n






  

1

1

1 1 11   باشد.مي 2

nبراي   ارزيتوانيم از هممي( ... Lnn)
n

   
1 1 11 2 3  صورت زير بازنويسي كنيم.استفاده كنيم و سري داده شده را به  

n

n

( )
(Lnn)

n






1

1

1   

nياين سري يك سري متناوب است و دنباله
Lnn

a
n

 مخرج از صورت بيشتر است). نزولي و همگرا به صفر است (زيرا رشد  

نيتز سريپس طبق آزمون لايب
n

n

( )
(Lnn)

n






1

1

باشد. اكنون براي تشخيص همگرايي مشروط يا مطلق بايد سري مثبت يك سري همگرا مي 1

n

Lnn

n






1
  را بررسي كنيم و بهتر است از آزمون كوشي استفاده كنيم. 

  
n

n n
n

n n n n

Lnn Ln
Ln nLn

n

   

   
      

1 1 1 1

22 2 2
2

   

است، بنابراين طبق آزمون كوشي سري ي عمومي آن باشد، چرا كه حد جملهاين سري يك سري واگرا مي
n

Lnn

n






1
باشد و اين نيز يك سري واگرا مي 

يعني سري
n

n

( )
(Lnn)

n






1

1

  فقط همگرايي مشروط دارد. 1

  

nيعني naي ميانگين حسابي حاصل ازهمگرا باشد، دنباله Lبه naيهرگاه دنبالهقضيه:   »1« ـ گزينه645 nS (a ... a )
n

  1
  همگرا است. Lنيز به 1

مدر اين مسأله اگر قرار دهي
n

n
n!

a
n

 كهو در صورتيna L باشد، آنگاه جواب مسأله برابرL خواهد شد. حدna ،را با استفاده از فرمول استرلينگ  

          كنيم:محاسبه مي
n n nn n

n n

n n! n!
n! n ( ) ( n) lim lim ( n)

e n e n e e e 
        

1 1
2 21 1 1 12 2 2 1   

ب مسأله برابرپس جوا
e

   خواهد بود. 1
  

   »2«ـ گزينه 457

  جمله از تصاعد هندسي داريم: nكنيم. با استفاده از مجموعرا بررسي مي Aابتدا سريروش اول: 
n

n n
( )

( ) ( ) ( )


      



1
2

111 1 1 121 212 2 2 21 2

  

بنابراين داريم:
nn

A
( )









1

1
12 2

  شود زيرا داريم:ي عمومي اين سري صفر نمي. حد جمله
n n
lim

( )
  



1 1 1
1 2 22 2




  

ت ترين روش براي اين سـري اسـتفاده از آزمـون نسـب    كنيم. سادهرا بررسي مي Bپس اين سري شرط لازم براي همگرايي را ندارد و واگراست. اكنون سري

n  است. در اين سري داريم: n
n n (n )

a ( ) a ( )
( n ) ( n ) ( n )

         
  

           

1 1
2 21

1 2 3 1 2 3 1
3 5 7 2 1 3 5 7 2 1 2 3

 
 

  

naبنابراين با تقسيم 1 برna ها خواهيم داشت:كردن آن و سادهn

n

a n
| | ( )

a n
 




1
1 21

2 3
  آوريم:اكنون حد موردنظر در آزمون نسبت را به دست مي 

n

n nn

a n
L lim | | lim ( ) L

a n


 


    



1
1 21 1 12 3 2

  

  همگراست. Bپس سري
  شود:توانيم از آزمون رابه نيز استفاده كنيم. حد موردنظر در اين آزمون به صورت زير محاسبه ميمي Bدر مورد سريروش دوم: 

n

n nn

a n
L lim n( ) lim n( ( ) ) L ( )

a n


 


         



1
1 21 11 1 12 3 2

  

Lچون 1 با توجه به آزمون رابه سري موردنظر همگراست.است ،  
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2y 4 x 

y c

x

y

fبا توجه به تساوي »4«ـ گزينه 845 (x)
x f (x)

 
2 2

fمعلوم است كه 1 (x)
x

  2
1يگيري از طرفين در بازه. حالا با انتگرال[ , t]1 :داريم  

t tt t
f (x)dx dx [f (x)] [ ] f (t) f ( )

x tx
             1 121 1

1 1 11 1    

fرت سؤالطبق صو ( ) 1 f  است. بنابراين داريم: 1 (t)
t

   
11 1  

f  با اضافه كردن يك واحد به طرفين داريم: (t)
t

  
11 2  

tدهد كه وقتياين نامساوي نشان مي  :داريم  
t
lim f (t)


 1 2  
  شود.ها مشخص مي)، نادرست بودن ساير گزينه4گزينه ( پس ضمن اثبات

  

wباشد، با فرضمي zمزدوج عدد مختلط zبا توجه به اين كه  »4«گزينه ـ 945 z wداريم 3 (z) w  ، پس داريم:3 w 2 1   

wاگر x iy  ي به دست آمده قرار دهيم، داريم:را در معادله  (x iy) (x iy) x iy x , y         
12 1 3 1 3 kÄIM   

w  دهيم:حال قرار مي x iy w z w z z         3 3 31 1 1
3 3 3   

1هاي سوم عدد مختلطاكنون بايد ريشه
r  را به دست بياوريم. 3 x y , tg        2 2 1 1

9 3     

n n k k
z r (cos isin ) , k , ,

n n

   
  

2 2 1 2   

k k
z (cos i sin )

 
 3 3 1 2 2

3 3 3   

k z ( )    3 3
1 11
3 3

    

k z (cos i sin ) ( i )
 

      3 3
1 2 2 1 1 31 3 3 2 23 3

   

i
k z (cos i sin ) ( )

 
      3 3

1 4 4 1 1 32 3 3 2 23 3
   

  تند.) هس3) و (2) و (1ها (هاي موجود در گزينههاي به دست آمده همان جوابكنيد كه جوابملاحظه مي
  

yيبا توجه به اين كه صفحه  »2«گزينه ـ 604 c ي محدود به منحني حجم جسم حاصل از دوران ناحيه
y x  دو  آيد و اين صفحه اين ناحيه را بهها به وجود ميyو محورهاي مختصات در ربع اول حول محور 24

yي بالاي خطكند، پس حجم حاصل از دوران ناحيهميهاي مساوي تقسيم ناحيه با حجم c ي پايين و ناحيه
yخط c ي محدود به سهمي و محوربا هم برابر هستند. در واقع حجم حاصل از دوران ناحيهy و خطهاy c 

  آوريد.اي ابتدا حجم كل را به دست ميباشد. حال با استفاده از روش پوسته استوانهنصف حجم كل مي
b

a
V xf (x)dx 2 حجم كل  

x
V x( x )dx ( x x )dx ( x ) ( )              

242 22 3 22 4 2 4 2 2 2 8 4 84  
   

yي بالاي خطاكنون حجم ناحيه c وريم (نقطه تلاقي سهمي و خط برابرآرا به دست ميx c x c    24   باشد.)مي 4
b

a
V x(f (x) g(x))dx  1 2   

cc x x ( c) c
V x( x c)dx ( x c ) ( ( c)) ( c))

 
             

44 2 22 2 2
1

42 4 2 2 2 2 4 44 2 4 2
   

( c) c c c ( c) ( c)
( c)( ) ( c)( ) ( c)

      
           

24 8 4 2 4 42 4 2 2 4 2 44 2 4 4 2   

V  باشد، داريم:نصف حجم كل مي V1پس با توجه به اين كه حجم V ( c) ( ) ( c) c c


             2 2
1

1 14 8 4 8 4 2 2 4 2 22 2 2   
  



  

 138

96ـ  91ارشد و دكتري  ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

2 2z x y 

2 2z x y  

3

4


 

4



z

y

x

udv  آوريم:با استفاده از روش جزء به جزء حاصل انتگرال را به دست مي  »1«گزينه ـ 164 uv vdu     
sin x

I dx
x


 

2

2
   

u sin x du sin x cos xdx

dx dv v
xx

   



   


2

2

2
1 1   

x x

sin x sin x cos x sin x sin x sin x
I dx Lim ( ) Lim( ) dx

x x x x x

 

 

  
      

2 2 22 2
 

   

u x
du dx

sin x sin u
I dx ( du) sin udu

ux

 



       2

2
2 1

2 2
2

 
    

sin(kx)كه در حالت كلي حاصل انتگرال البته توجه داشته باشيد
(k ) dx

x

 
  2
 بّاشد، يعني حاصلميsin x

dx
x




2


بدون استفاده از فرض برابر 
  باشد.مي 2

  

uniformlly)همگرايي آن از نوع يكنواخت nfيبراي آن كه بتوانيم يك حد را از انتگرال عبور دهيم، بايد دنباله  »1«گزينه ـ 246 convergence)  ،باشد
nfييعني اگر دنباله (x) به عددf در بازه[a , b] يهمگرا باشد با قرار دادن دنبالهnx يبه جاx دوباره به عددf .همگرا شود  

c n
x uc n c n c n

n xdx du

n u
f (x)dx n x( x ) dx n x( x ) dx n ( ) u du ( )

n


 

 


      
   

2 11 1 1 12 2
2

11 1 2 2 1  
   

c n c cn ( x ) n n
( ) ( )

n n (n )

  
   

  

12 11 1
2 1 2 1 2 1

   

]گيريي انتگرالبا توجه به اين كه بازه , ]1 باشد، پس بايدميn
n
Lim f (x)


xبراي  1 محاسبه گردد. به ازاي دو سر بازه يعنيx   وx 1  مقدار

nf (x)   شود.شود و حاصل حد نيز برابر صفر ميمي  
xبراي 1 مقدارx  21 1 باشد، پسيمn

n
Lim( x )


 21  باشد و با توجه به اين كهميc  يك عدد ثابت است پس حاصل

n
n
Lim f (x)dx



1


 است و براي آن كه تساويn n
n n
Lim f (x)dx Lim f (x)dx
 

 
1 1
 

nبرقرار باشد بايد حاصل 
n
Lim f (x)dx



1


  ،باشد

دپس باي
c

n

n
Lim

(n )


2 1  باشد و اين يعني توانn در صورت كسر كه همان عددc باشد از توانميn تر باشد و چون توان مخرج در مخرج كوچك

cبشود يعني 1تر از باشد، پس توان صورت بايد كوچكمي 1برابر  1 .باشد  
  

    »2«گزينه ـ 463

tg t tg ,
 

       2 31 1 4 4  


  zي مخروطمعادله 4 x y 2 يباشد و معادلهدر مختصات كروي مي 2
 

3
ي معادله 4

zمخروط x y  2 zي مخروط به صورتباشد و در حالت كلي معادلهمي 2 x y 2 2 باشد كه مي 2
  شكل آن به صورت مقابل است.

  
  باشد.مي yو  xتابعي برحسب متغيرهاي  zهاي داده شدهبا توجه به گزينه  »1«گزينه ـ 446

uبا فرض  x y z  2 2 vو  2 z xy 2 fداريم  2 (u, v)   پس بايد .x  وy  وz  را بينu و v  حذف كنيم و شرط لازم و كافي براي اين كار

,u)آن است كه  v)

(x, y)





 .باشد  x y

x y

x zz y zz(u, v)

zz y zz x(x, y)

 
 

 

2 2 2 2
2 2 2 2    

 yzz2و  xzz2ك هاي مشتردهيم تا عاملكنيم و سپس حاصل را در سطر دوم قرار ميي اين دترمينان سطر دوم را از سطر اول كم ميبراي محاسبه
  تر بشود.حذف شوند و دترمينان ساده

x y x y
x y x y

x zz y zz x zz y zz
( x y) ( x y)(x zz zz y) x zz zz y

x y x y

   
              

   

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 1 1
   

x y x y
y x z z y x

z(z z ) y x z z
z x y z

   
        

 
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xبا توجه به اينكه محور دوران يعني خط »  3«گزينه ـ 546  1 كند، براي يي مثلثي را قطع نمناحيه
  صورت مقابل است.كنيم كه بهي پاپوس استفاده ميي حاصل از دوران از قضيهي حجم ناحيهمحاسبه

ضرب مساحت ناحيه در كند برابر است با حاصلحجم حاصل از دوران يك ناحيه، حول محوري كه ناحيه را قطع نمي
  محيط پيموده شده توسط مركز ثقل ناحيه.

  ت مثلث برابر است با:با توجه به شكل مساح   
1 1 2 Sقاعده ارتفاع 12  

1
2  

مزكر ثقل مثلث برابر است با ميانگين همه رئوس آن، يعني:
A B C

A B C

x x x
x

G( , )
y y y

y

               


1 1
13 3 3
31 1

3 3

 


 

   

xتا خط Gيي نقطهفاصله  1 :كه همان محور دوران است برابر است با  d | ( ) |   
1 413 3  

Vي مورد نظر)(مساحت ناحيه ي مركز ثقل از محور دوران)(فاصله  ي پاپوس داريم:پس طبق قضيه  2 حجم  

V ( )


   
4 82 1 3 3  

  
aهاي به فرمانتگرال  »2«گزينه ـ 664

P

dx
(a )

x
   به ازايP 1 واگرا و به ازايP 1 .همگرا هستند  

x) چون اين انتگرال در2در انتگرال گزينه (   :ناسرگي دارد، داريم  cos x
dx ~ dx

x x
  

1 1
2 2

1   

Pچون  2   كنيم:ها را بررسي ميباشد، پس اين انتگرال واگراست. اكنون ساير گزينهمي 1

xاين انتگرال در): 1بررسي گزينه ( 1 :ناسرگي دارد، پس داريم  dx dx dx

( x) x x
( x) ( ) ( x)

 
  

 
    

1 1 1
1 1
2 2

1
1 1 1 2 2

1 2 2 1
   

bهاي به فرمانتگرال

Pa

dx

(b x) برايP 1 همگرا و برايP 1 جا چونواگرا هستند و در اينP  
1   باشد، اين انتگرال يك انتگرال همگراست.مي 12

  كنيم.) دو قضيه زير را بيان مي4) و گزينه (3براي بررسي گزينه (
fاههرگ: 1قضيه  (x)   وP

x
Lim x f (x) A


 باشد، با توجه به وضعيتAوP :داريم  

Pاگر) 1 1 وA توان نتيجه گرفتمتناهي باشد، مي
a

f (x)dx

 .همگراست  

Pاگر) 2 1 وA ) مخالف صفر باشدA توان نتيجه گرفت.نهايت نيز باشد) ميتوان بيمي  
Pاگر: 2قضيه 

x a
Lim (x a) f (x) A ,f (x)


    باشد، با توجه به وضعيتA وP :دو حالت زير را داريم  

Pاگر) 1 1 وAتوان نتيجه گرفتمتناهي باشد، ميb

a
f (x)dx .همگراست  

Pاگر) 2 1 وA   توان نتيجه گرفتنهايت نيز باشد) مياند بيتو(ميb

a
f (x)dx  .واگراست  

  پردازيم:) مي3اكنون به بررسي گزينه (
xاين انتگرال در   و درx 1 .ناسرگي دارد، پس بايد بازه انتگرال را به دو قسمت تقسيم كنيم  

t

t t t t
Lnx t

x e

dx e dt e dt e e dt
dt

Lnx t t t t

     


    
    

1 1
1


  

   

  كنيم.را با استفاده از قضيه اول بررسي مي I2را با استفاده از قضيه دوم و انتگرال I1اكنون انتگرال

Pچون  2 همگراست I2عددي متناهي است Aو 1
t

tt t

e t
Lim t ( ) Lim

t e t



 
  

22    

Pچون  
1 هم همگراست I1عددي متناهي است انتگرال Aو 12

t t

t t

e e
Lim t ( ) Lim ( ) e

t 

 

 
   

1
2 11



 
   

  پس در كل يك انتگرال همگراست.

x

y

-1

1

1

x = -1
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  ده از قضيه دوم داريم:با استفا): 4بررسي گزينه (
x x
Lim x Ln(sin x) ~ Lim xLn(x) ( )

  
  

1
2

 
   

دهيم تا به حالت مبهمبراي رفع ابهام از اين حالت عكس عامل صفر كننده را در مخرج كسر قرار مي


تبديل شود و سپس با استفاده از هوپيتال آن را   

HOP  كنيم.رفع ابهام مي

x x x

Lnx xLim Lim Lim ( x )

xx

    
   


3
2

1
21 1

2
  

  

Pچون  
1 A)باشدمتناهي مي Aو 12 )  .پس اين انتگرال هم همگراست  

  

x)فاصله نقطه  »2«گزينه ـ 746 , y) يدر صفحهxoy ياز مبدأ مختصات يعني نقطه( , )  برابر است باx y2 كه اين راديكال را اگر در مختصات  2
ني را در دستگاه مختصات قطبي ي منحرا به دست آوريم، معادله rباشد. اكنون براي آن كه بخواهيم كمترين مقدارمي rقطبي بخواهيم بررسي كنيم برابر

r  نويسيم و داريم:مي cos (r cos )(r sin ) r sin r (cos cos sin sin )           2 2 2 2 2 2 28 7 225 8 7 225   
cos

r ( sin sin sin ) r ( sin sin ) r ( ( ) sin )
 

               2 2 2 2 2 2 1 21 4 2 7 225 1 6 4 2 225 1 6 4 2 2252   

r ( cos sin ) r
cos sin

       
  

2 2 2251 3 3 2 4 2 225 4 3 2 4 2   

aبراي آن كه اين كسر مينيمم بشود، مخرج آن بايد ماكسيمم شود. با توجه به اين كه همواره b a sin u bcos u a b     2 2 2 باشد، مي 2
sin  يم:دار cos sin cos             16 9 4 2 3 2 16 9 1 4 4 2 3 2 9   

min(r  است، داريم: 9پس با توجه به اين كه ماكسيمم مقدار مخرج برابر  ) min(r)   2 225 25 59   

  
AAيپيدا كنيم، از رابطه Aو مشتق ماتريس Aخواهيم يك رابطه بين مشتق ماتريس معكوسبا توجه به اين كه مي  »3«گزينه ـ 846 I 1  استفاده

باشد كه معكوس مي tيك ماتريس وابسته به زمان Aگيريم (توجه داشته باشد كه ماتريسمشتق مي tكنيم و از دو طرف اين تساوي نسبت به متغيرمي
AA  وابسته است): tاين ماتريس هم به متغير I 1   

dA dA dA dA
A A A A

dt dt dt dt

 
     

1 11 1   

  كنيم و داريم:ضرب مي A1اكنون دو طرف تساوي را از سمت چپ در
I

dA dA dA dA
A A A A A A

dt dt dt dt

 
        

1 11 1 1 1 1   

  
fپذير بودن تابع بررسي شده است، بايد ابتدا ببينيم كه تابعها مشتقبا توجه به اين كه در گزينه  »2«گزينه ـ 964 (x)  در چه نقاطي پيوسته است و به

  را مساوي يكديگر قرار دهيم و داريم: xو xي تابع به ازايهمين دليل بايد دو ضابطه
x x x x (x ) x          2 2 22 1 2 1 1 1    

xاين تابع فقط در 1 پيوسته است و در بقيه نقاط به جزx 1 ناپيوسته است و در نتيجه درx 1 باشد.پذير نيز نميمشتق  

xپذير بودن تابع را درشتقاكنون بايد م 1 كه به بازه( , )2 :نيز تعلق دارد بررسي كنيم  x
f (x) f ( )

     
 

2 212 2   

xيها در نقطهي تابع مقدار مشتق آنچون هر دو ضابطه 1  باشد، پسمي 2برابرf (x) درx 1 پذير است ومشتقf ( ) 1 باشد و اين يعني مي 2
  ) صحيح است.2گزينه (

  

tg(tgبا توجه به اين كه  »2«گزينه ـ 704 x) x 1 و برايx   نيزtg cot x
x

 1 گيريم و با ي داده شده تانژانت ميباشد، از طرفين معادلهمي 11

tgي مثلثاتياستفاده از رابطه tg
tg( )

tg tg

  
  

  1 :داريم  tg(tg x) tg(cot x)
tg(tg x cot x) tg

tg(tg x)tg(cot x)

 
 

 
 

   


1 11 1
1 1 14 1

   

x
x x x x x

xx( )
x

   
             



2
1

1 2 4 4 2 2 21 2 2 1 1 21 2 21
   

xچون با شرط   ها رسيديم پس فقط جواببه اين جواب1   قابل قبول است. 2
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دست آوريم و سپس ناحيه درون دايره و داخل سهمي را مشخص كنيم تا بتوانيم مساحت اين ناحيه ابتدا بايد محل تقاطع دو منحني را به  »2«ـ گزينه 471
  را محاسبه كنيم: 

  y ( x) x
x x x(x )

xy x

              

2
2

2 2
4 1 4 4 4 4 44


    

xبه ازاي  y   داريم:  4 ( ) y    2 24 1 4 12   
xكه اين غيرقابل قبول است، پس محل تقاطع دو منحني در   باشد كه به ازاي اينميx :داريم  

xy x y y      2 2 24 4 2  
)دونقطهپس اين دو منحني يكديگر را در  , )2 و( , )2 نيم موردنظر شامل يك  ناحيه كنند،قطع مي

Rدايره برابر است با:       باشد كه مساحت اين نيمها ميyدايره در سمت چپ محور ( )    21 1 4 22 2  

sباشد كه مساحت اين ناحيه را با استفاده از فرمولها نيز ميyناحيه بين سهمي و محورهمچنين اين مساحت شامل  f (y)dy  آوريم. دست ميبه  
y y y

xdy ( )dy ( )dy (y ) ( ) ( ) ( )
 

             
2 2 32 2 2 2

2 2
8 2 4 81 2 1 2 2 2 2 2 24 4 12 12 3 3 3

  = مساحت    

S  پس مساحت كل ناحيه موردنظر برابر است با:   
82   كل 3

  

    »2«ـ گزينه 472
صورت را بهنشكنيم و آتر را ميتوان عامل با توان كوچك باشد،صورت ضرب سينوس و كسينوس با توان فرد ميهايي كه بهدر انتگرالروش اول: 

ها يد تجزيه كنيم كه توان يكي از عاملكنيم تا بتوانيم سينوس و كسينوس را كه مشتق يكديگر هستند در كنار هم ايجاد كنيم (طوري بازيربازنويسي مي
sinيك بشود يعني يا توان  x و ياcos x(  

sin xsin x cos xdx sin x( cos x)cos xdx sin x cos xdx sin x cos xdx
   

      2 5 2 5 5 72 2 2 21
   

   

uاكنون با تغيير متغير cos x وdu sin xdx  ،داريم:  در هر دو انتگرال  

u u (cos x) (cos x)
u du u du ( ) ( ( )) ( ( ))


    

            
6 8 6 85 7 2 1 1 4 3 1

6 8 6 8 6 8 24 24    

mيتوان به اين سؤال پاسخ داد. با توجه به رابطهميبا استفاده از خواص توابع بتا و گاما هم روش دوم:  nsin x cos xdx (m,n)


    2 1 2 12 1
2

  داريم: 

m m
n n

sin x cos xdx ( , )


   
   

  2 1 3 23 52 2 1 5 3
1 2 32

   

m,nهايهمچنين با استفاده از رابطه   و(m) (n)
(m,n)

(m n)

 
 

 
)و  ) !    1 داريم:  ( ) ( ) ( !)( !)

( ) ! !

 
    


1 2 3 1 1 2 1 1
2 5 2 4 4   حاصل انتگرال 24

  
  »2«ـ گزينه 473

اندازهكه دستگاه مختصات بهاينباتوجه به روش اول:
)Mتوانيم نقطهمي كند،دوران مي 6 , )3 )هاندازرا به 3 )


  دوران دهيم، ولي دستگاه ثابت بماند.  6

اندازهماتريس دوران به
    باشد: مي زيرصورت به 6

  R

( )

cos( ) sin ( )
cos sin

( ) R
sin cos

sin ( ) cos( )




                                  
6

3 1
6 6 2 2

1 3
6 6 2 2

   

  مختصات نقطه جديد برابر است با: 
( )

M R .M M M M


                                 
6

3 33 1
33 2 22 2

3 3 3 3 31 3
2 22 2

   

2y 4(1 x) 

x

y

2

2
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نقطه تا مبدأ  فاصله اگر محورهاي مختصات را دوران دهيم،كه توجه داشته باشيد  روش دوم:
تا مبدأ برابر Mاينكه فاصله نقطهكند و با توجه به تغييري نمي 3 9 فقط در  باشد،مي 12

)) يعني نقطه2گزينه ( , )3 ) 2باشد و اين يعني گزينه (مي 12بدأ برابرفاصله اين نقطه تا م 3
  صحيح است. 

  
  

  
fبسط تيلور تابع»  4«گزينه ـ 447 (x) حول نقطهx بّاشد.به صورت زير مي  

n
(n)(x x ) (x x ) (x x )

f (x) f (x ) f (x ) f (x ) f (x )
! ! n!

      
1 2

1 2
  

       

xحال اگر در اين بسط قرار دهيم x x    و از روي آنx x x   آيد كه به صورت زير است:را به دست آوريم، فرمول كلي تقريب خطي به دست مي  
n

(n)( x) ( x) ( x)
f (x x) f (x ) f (x ) f (x ) f (x )

! ! n!

        
1 2

1 2        

xو xاي بيننقطه پذير و داراي مشتق مرتبه دوم باشد وتابعي مشتق fاگرحال  x  :باشد، در اين صورت داريم  f ( )
y dy ( x)

!

 
    2

2   

k  بناميم داريم: kترين كران بالاي آن رادار باشد و كوچكو اگر مشتق دوم كران
| y dy | ( x)    2

2   
fپس در اين مثال اگر ( ) sin   را در نظر بگيريم، عبارتsin x cos   يدر واقع عمل تقريب خطي در نقطه( x)  :است و داريم  

f ( ) sin f ( ) cos         

f  پس داريم: (c)
sin( x) sin( ) x cos | sin( x) sin x cos | | (x ) | | sin c | x

!


            2 21

2 2   

xو اي بيننقطه cي گفته شدهجه به نكتهكه با تو  :است و داريم  |sin c| k| sin c | x kx x  1 12 2 21 1 1
2 2 2   

sinبرابر sinتوجه داشته باشيد كه مشتق دوم  كه در بالا قدرمطلق آن منظور شده است.باشد مي   

  
  كنيم.  صورت زير بازنويسي ميابتدا حد داده شده را به ضرب،با استفاده از فرمول مجموع به حاصل»  3«ـ گزينه 475

sin sin sin cos
   

    2 2 2  

  پس داريم:
x

x x x x
Lim (sin x sin x ) sin ( )cos ( )


   
  

3 33 333 1 11 2 2 2   
  بايد كل كسر را در مزدوج صورت آن ضرب و تقسيم كنيم.  را داريم كه براي رفع ابهام از اين حالت، اكنون در پرانتز اول حالت مبهم 

x x x

(x ) x(x ) x (x ) x
Lim ( x x ) Lim Lim

(x ) x(x ) x x x x x  

     
      

     

32 23 333
3 3 3 3 32 2 2 2 2 23 3

1 11 1 1 1 112 2 21 1 3
   

اينكه با توجه به
u
sin u u

 باشد،  پس كل عامل اول يعنيمي(x ) x

sin ( )
  33 1

xصورتعامل دوم نيز بهند، كمي به صفر ميل 2
cos( )

32
تبديل  2

xشود كه وقتيمي  صورت (كراندارپس كل حاصل حد به شود،يك عامل كراندار مي شود كه اين يعني حاصل حد صفر است. ) مي   
 

nارزي استرلينگ وقتينتيجه هم با استفاده از  »4«ـ گزينه 647   :داريم  an an
(an b)! ( )

e
    

aارزي اگراين همكه در 1 وb    :باشد، داريم  n n
n!

e
   

  دهيم و داريم: هاي فوق را قرار ميارزيپس درحد داده شده در صورت و مخرج آن هم

n

nn n n n

nn ( )( )( n )! n ee eLim Lim ( ) Lim ( ) Lim
n nn n n en! n e
e e

   


      

2
2 22

2 2

42
2 11 1 1 4 4   

 

6



x

M
y

N
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tgبا استفاده از رابطه  »2«ـ گزينه 747 x
cos x

  2
2

1 )          داريم: 1 )dx ( tg x)( tg x)dx
cos x cos x

 
     2 28 82 2

1 1 1 2 1 2
2 2 

  

uاكنون با استفاده از تغيير متغير tg x du  داريم:  2 ( tg x)dx  22 1 2   

u  دهيم: پس قرار مي tg x
( u )du (u ) (tg x ) ( ) ( )



        
3 32 81 1 1 2 1 1 1 4 21 2 12 2 3 2 3 2 3 2 3 3   

 
  »  2«گزينه ـ 478

قرار دارند،  شده دادهي از آن نقاط كه در بازه امجموعهكنيم. سپس مقدار تابع را در ابتدا با استفاده از آزمون مشتق، نقاط بحراني تابع را پيدا ميروش اول: 
  آيد: دستبهكنيم تا مينيمم و ماكزيمم آن ها را محاسبه ميسر بازهمقدار تابع در دو  علاوهبه

x

y

f (x, y) (x x)cos y

x ,f ( x )cos y x
, ( n )

y n yf (x x)sin y

 
              

2

2

4
42 4 2

2 14 2





  

)، تنها نقطه بحراني،شده دادهدر بازه  , )2  :است. حالا داريم  

min max

f ( , ) ( ) cos

f ( , ) ( ) cos( ) f , f

f ( , ) ( ) cos( )


   


            

 

      


2 4 8 4
3 2 3 21 1 4 44 4 2 2

3 23 9 124 4 2

 

   

yكه برايبا توجه به اينروش دوم: 
 

  4 cosداريم 4 y 
2 g(x)، پس مي توانيم مسئله را به يافتن اكسترمم 12 x x 2 تبديل كنيم. در  4

g(x)  اين حالت خواهيم داشت: x x g (x) x x       2 4 2 4 2  

xبه ازاي  x)، مقدار تابع دو متغيره ما در نامساوي 2 x)cos y    22 2 4 كند. همچنين مانند روش اول، مقدار تابع دو متغيره را در صدق مي4
  رسيم:كنيم و به نتيجه مشابه ميها نيز محاسبه مينقاط انتهاي بازه

min max

f ( , y)

f ( , ) ( ) cos( ) f , f

f ( , ) ( ) cos( )


   


            

 

      


2 2 2 4
3 2 3 21 1 4 44 4 2 2

3 23 9 124 4 2

  

  
  توان كمك گرفت:براي حل اين انتگرال، از دو روش مي»  4«گزينه ـ 479

ixeابطهبا استفاده از ر روش اول: cos x isin x قسمت حقيقي انتگرال  درواقع، شده خواستهتوان فهميد كه انتگرال ، ميix xJ x e e dx
   2


 

x(i  داريم: جهيدرنتاست.  )J x e dx
   2 1


  
    

x(i )

x(i )

x(i ) x(i )

x(i )

x e

x e
i

i
e e

(i )

i
e

(i )





 








 




2 1

1

1 1
2

1

12 1
12 21

2 1

   

x x x
ix ix ixx e ixe ie i i( i ) i

J e e e ( ) i
i (i ) (i ) (i )( i )

         
           

      

2 2 2 1 1 1 1
1 2 2 1 1 1 1 1 1 2 2

  

    
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سرعت رشد  مراتببهگيرد، در مخرج قرار مي xe صورتبه درواقعكه  ،xeنهايت، توجه داشته باشيد كه عاملدر بي آمدهدستبهتابع  3در محاسبه حدود 
  بنا با قانون رشد، حد آن صفر است. جهيدرنتبيشتري نسبت به عوامل صورت دارد، 

}Re  است، حاصل آن برابر است با: J، فقط قسمت حقيقي انتگرال شده خواستهتگرال حالا با توجه به اينكه ان i }   
1 1 1
2 2 2   

  جويي در وقتتان در جلسه آزمون، كمك شاياني كند:توان در چنين مواردي به صرفهبه خاطر سپردن دو رابطه زير مي روش دوم:
ax b

) e sin(bx)dx , (a )
a b

   
 2 21


                                                   ax a

) e cos(bx)dx , (a )
a b

   
 2 22


   

مشتق بگيريم، خواهيم  aبار نسبت به  2)، 2از طرفين انتگرال ( كهيدرصورتتفاوت داشته باشند؛ ولي  سؤالها با انتگرال مورد در نگاه اول، شايد اين انتگرال

  داشت:
d d

da daax ax axa b a a ab
e cos(bx)dx ( x)e cos(bx)dx ( x) e cos(bx)dx

a b (a b ) (a b )

     
      

    
2 2 3 2

2
2 2 2 2 2 2 2 3

2 6
  

  

a، با جايگذاري آمدهدستبهدر انتگرال  b 1 :داريم  I
( )

 
   

 3
2 6 4 1

8 21 1
  

  
  »4«گزينه ـ 480

t، ابتدا با يك تغيير متغير ساده با روش تشريحي براي حل اين انتگرالروش تشريحي:     آن را به فرم ،d
I

sin

 


 
2

21
ا نويسيم. حال بمي 

sinتابع زير انتگرال، تابع زوجي از كهنياتوجه به  t توانيم بنويسيم:است، مي    
dt dt dt

dt dt sin t sin t sin tI
sin t sin t cot t cot t

sin t

    
    

    
    

2 2 24 2 2 2 2 22 2 2 2
2

4 4 4 411 1 1 1 21    
  

uحال با استفاده از تغيير متغير cot t  :داريم  
dt

du
sin t

du du u
u cot t t u I tan ( )

u u
t u


 



 
              

     


 

2
1

2 2
44 4 2 2 222 22 2

2





 



   

dtبه شكل سازي فرم انتگرالاز ساده بعدروش تستي: 
I

sin t




 2 24
1

كه تابع زير انتگرال همواره پيوسته و مقدار آن در دو سر بازه ، با توجه به اين

  گيريم:انتگرال برابر نيست، از اين روش تقريبي براي محاسبه انتگرال كمك مي

dt
I ( )f ( ) f ( ) .

sin t




   
        

 
 2 2

2 424 4 2 1 3312 2 4 31 1 2



  

2/با توجه به مقدار تقريبي 1  ترين گزينه به اين مقدار است.نزديك »4«، گزينه 4

  

  كنيم:، از دو روش اقدام ميسؤالبراي حل اين »  1«گزينه ـ 481
sinكه توان تابع با توجه به اين روش اول:  گيريم:در زير انتگرال، زوج است، از فرمول طلايي براي كاهش توان كمك مي  

cos
I sin d ( ) d ( cos cos cos )d

   
            6 3 2 31 2 1 1 3 2 3 2 22 8  

 

cosهاي فرد تابع از طرفي براي توان a) در هر بازه به طول ضريبي صحيح از دوره تناوب آن ،
a

2 كه در اين مثال (
 

2
است، انتگرال برابر صفر  2

cos  پوشي كنيم:در تابع زير انتگرال چشمها توانيم از آن، ميجهينت درخواهد بود. 
I [ ( )]d ( )d

   
         

1 1 4 1 5 1 5 51 38 2 8 2 8 2 16 
  

m ازجملهخواص توابع بتا و گاما،  كهيدرصورت روش دوم: nsin cos d (m,n)


      2 1 2 12 1
2

 ،( ) ( ) !       1 و( )  
1
را به خاطر  2

sinوج بودن تابع زير انتگرال نسبت بهتوانيم ابتدا با استفاده از خاصيت زسپرده باشيد، مي  آن را به فرم ،I sin d


   622


  بنويسيم؛ سپس داريم: 
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m m , n n

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
I ( , ) ( ) ( )

( ) !( )

( ) ( )

       

        
            

 

   
         

7 12 1 6 2 12 2
7 1 5 1 5 511 7 1 5 3 5 3 32 2 2 2 2 22 17 12 2 2 4 3 12 2 12 2 2
2 2

5 1 5 1 1 5 518 2 8 2 2 16 16



 

  
f  با توجه به رابطه اصلي گراديان يك تابع، داريم:»  3«گزينه ـ 248 f f

f (x, y, z) (x, y, z) ( , , ) (x, y, z)
x y z

  
   

  

   

ها در ها و قرار دادن آنگيري از آنهاي تكميلي و مشتقگيري نسبت به يك متغير و تعريف تابعگاه معادله ديفرانسيلي، انتگراليك روش حل اين دست

]همان درواقع fتوان فهميد كه تابع ي ميسادگبهدستگاه اوليه است. ولي در اين مورد،  (x y z ) c]  2 2 21
  نيم:كها را بررسي مياست. حال گزينه 2

(  درست است.» 1«گزينه  f ( , , ) ( ) c ( ) c f ( , , )         
1 11 1 1 1 1 2 22 2        

(  درست است.» 2«گزينه  f ( , , ) ( ) c ( ) c f ( , , )            1 12 1 1 1 1 1 1 1 12 2 

(  نادرست است.» 3«گزينه  f ( , , ) ( ) c ( ) c f ( , , )           
1 13 1 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1 22 2  

(  درست است.» 4«گزينه  f ( , , ) ( ) c ( ) c f ( , , )            1 14 2 1 2 1 1 1 1 1 1 12 2  

  
  ها مشتق تابع صفر است و يا موجود نيست:جاهايي كه در آن يابيم، يعنيرا مي fابتدا نقاط بحراني تابع   »4«ـ گزينه 483

xواضح است كه , 1 نقاط بحرانيf هستند چرا كهf   :در اين نقاط تعريف نشده است  

  f (x)x x x x
f (x) (x x ) x x x( x )

(x x ) (x x )

             
 

2 2 33 2 2 23
3 2 2 3 2 23 3

3 2 3 21 1 3 3 2 3 2
3 3

 ·H¼U¾M  

x

(x (x ))

(x x ) x ( x ) x (x ) x ( x x x ) 



         
3

2 2

23 2 3 3 4 2 3 3 2

1

27 3 2 27 1 27 54 36 8  

x(x x ) x x x x      2 3 2 327 2 1 27 54 36 8 27 x 254 x x  327 27 x 254 x 36 8  

x x , f ( )


      
8 8 49 8 9 9 3  

fاز طرفي ( )   وf ( )  1 برابر با صفر و مينيمم آن برابر با fلذا ماكزيمم  1
4
,صورتاست. لذا برد به 3

   

4
3  .است  

  

sin  كنيم، بنابراين:معين مساحت مورد نظر را محاسبه مي به كمك انتگرال  »2«ـ گزينه 448 x cos x
A dx

sin x cos x






2 2


  

xبا تغيير متغير t


 2 ،dx dt  :داريم  
sin ( t) cos( t) cos t sin t cos x sin x

A dt dt dx
cos t sin t cos x sin xsin( t) cos( t)

 



 
 

   
     

  
2 2

2

2 2 22 2

2 2



 
  

sin cos xdx cos x sin xdx sin x cos x( sin x cos
A ( )

sin x cos x sin x cos x

 


   

  
2 22 21 1

2 2 

x)dx

sin x cos x




2


  

 sin xdx cos x) (cos cos )




 
      

2 2
1 1

1 1 1 12 24 8 8 4
   
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x)يي به معادلـه ي توصيف شده در صورت سوال از دوران دايرهگونه فرض كرد كه چنبرهتوان ايندر حقيقت مي  »4«ـ گزينه 548 ) y  2 22 حـول   1
xها حاصل شده است. با تغيير متغيرyمحور  cos t 2 وy sin t هـاي دواري كـه مولدشـان يـك     ي مساحت سطح رويـه توجه به فرمول محاسبهو با

  اند، داريم:ها حاصل شدهyمنحني پارامتري است و از دوران حول محور 
b

a
A x(t) (x '(t)) (y '(t)) dt ( cos t) ( sin t) (cos t) dt ( t sin t) (( ( ) ) )

 
                  

22 2 2 2 2

1

22 2 2 2 2 2 2 2 8


  
  

 2است و چون مركز هندسي دايره روي دايره به شعاع  حول يك محور حاصل شده 2اي به شعاع يك، محيطچنبره در اثر دوران دايره روش ديگر:
dكند، فاصله آن تا محور دورانحركت مي  d  است و از قضيه دوم پاپوس داريم: 2 ( )     22 2 2 2   مساحت سطحمحيط 8

  
ي ر صورت سوال بايد حجـم زيـر رويـه بـه معادلـه     بنا به توضيحات آورده شده د  »2«ـ گزينه 648

z M(x, y) x    كه در شكل زير نمايش داده شده است، به دست آوريم: Rي و بالاي ناحيه 2
x

x
R

V M(x, y)dA x dydx



   

22 6 2
  حجم3

x
x y dx (x ( x ) x (x))dx

x 
    

22 22 2 2 2
3 3

6 6  

x x
( x x x )dx x


     


5 42 2 4 3 3

3
26 2 35 4  

( ) ( ) /       
32 243 8116 4 54 31 255 5 4  

  
  

  
گاهنمايش دهيم، آن xاگر طول مركز ثقل را با »2«ـ گزينه 748

R

x xdA
A

 
xمحصور بين Rي مساحت ناحيه Aاست كه در آن  1 y 2  و

x y y  2   است. بنابراين: 2

  
x y

y y y y y y(y ) y ,
x y y

               
  

2 2
2

2
2 2 4 4 4

2
    

  
)تيجه نقاطدر ن , )  و( , )8   محل تقاطع دو نمودار است: 4

  
y y

y

y
A dxdy ( y y)dy y )

 




          

2 34 2 4 2 2 4
2

64 324 2 323 3 3 
  

  
  
  

  داريم: xبنابراين طبق فرمول

 y y

y
R

x y y
x xdA xdxdy ( ) dy (( y y) ( y) )dy

A y

 


        
    

2 2 24 2 4 4 2 2 2
2

1 3 3 32 2 232 32 2 642  
  

(y y y  4 3 23 4 464 y 24 y ( )
)dy ( y ) ( ) ( ) /         

5 5 44 4 443 3 4 3 4 4 124 1 2 464 5 64 5 64 5 5 
  

  

2
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ــ848 ــه  ـ ــدا   »4«گزين ــه ابت ــر روي ــائم ب ــردار ق zيب (x y ) x y   2 2 2 ــه 21 ,M(xيرا در نقط y, z)  ــي ــه دســت م ــيب ــم، م ــهآوري ــيم ك  دان
z z

N ( , , )
x y

 
  

 
1


  : بنابراين 

      

z
x x y (x y )

x


    


2 2 2 2 22 1 x

2
x( x y )

x y x y

z
y x y (x y )

y

 


 


    



2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

3 3 1

22 1 y

2
y( x y )

x y x y






  
 

2 2

2 2 2 2
3 3 1

  

)x  در نتيجه:   x y ) y( x y )
N ( , , )

x y x y

     


 

2 2 2 2

2 2 2 2
3 3 1 3 3 1 1


  

x ( x y ) y ( x y )
N ( x y )

x y

    
      



2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2
3 3 1 3 3 1 1 3 3 1 1


  

kز طرفي بنا به تعريف ضرب داخلي و با در نظر گرفتن ا
  به عنوان برداري كه در جهت مثبت محورz :ها واقع است، داريم  

N.k N k cos ( x y ) ( )cos cos
( x y )

        
  

2 2 2
2 2 2

11 3 3 1 1 1
3 3 1 1

    

,x)وقتي y, z) ( , , )   گاه، آنcos 
1
2

چرا كه 
(x,y) ( , )

Lim
( x y )


  2 2 2

1 1
23 3 1 1 

.  

  
  توجه داريم كه: »3«ـ گزينه 948

x x

x xbb
dx lim dx

 


  
2 2

4 1 4 1
   

پس ابتدا
x

xb
dx


2

4 1
 كنيم. داريمرا بررسي ميx x x( ) ( ) 2 24 2 پس داريم 2

x

xb
dx

( )  2
2

2 1
 با قرار دادنxy    داريم: 2

dy
Lny x Ln dx Ln

y
  2 2  

  لذا:
x x

x b
x xb

y dy
dx tg (y) tg ( ) (tg ( ) tg ( ))

bLn y Ln Ln Ln( ) y ( )

        
    1 1 1 1

2 2 2
2 1 1 2 1 12 1 22 2 2 22 1 1 2 1

   

b

b
lim (tg ( ) tg ( ) ( tg ( ) tg ( )) ( )

Ln Ln Ln Ln
   



 
      1 1 1 11 1 11 2 12 2 2 4 4 2   

  

xطبق اتحاد »2«ـ گزينه 904 y (x y) (x xy y )    3 3 2 n)  داريم: 2 ) n
(n ) n

(n ) (n ) n n

 
  

   

1 1
3 3

2 1 1 2
3 3 3 3

11
1 1

  

عبارت با
n3 2

1
3

    ارز است. هم 

Pصورتپس سري به

n

( )

n




 2

31

1

3

Pكه براي است   
3
  سري همگراست. 2

  

fبا فرض »1«ـ گزينه 194 (x) x 2 ،g(x) x ) شوند. با فرض) رد مي3) و (2و لذا گزينهf (x) x ،f '(x)  1   كه چون تابع ثابت است، صـعودي

fباشد، پسمي نيز (x)
g(x)

x
  1 ) شود.) نيز رد مي4كه تابعي مثبت نيست لذا گزينه  
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|ي مقدار ميانگين براي يافتن كران بالايقضيه از  »3«گزينه ـ 249 f (x) ]يكنيم. طبق اين قضيه در بازهاستفاده مي | , x] :داريم  
f ( ) c

f (x) f ( ) f (c)(x ) ; c ( , x) f (x) xf (c) f (x) x
c

         


2

21
     

cكنيم كهگيريم و از اين نكته استفاده مياكنون از طرفين قدرمطلق مي

c




2
2 1

1
|  است در نتيجه داريم:  f (x) | | x |  

  
  باشد.) مي1وش دوم با استفاده از مفاهيم رياضي (كنيم، روش اول براساس مفاهيم آناليز رياضي و راين سؤال را به دو روش حل مي »4«ـ گزينه 493

nsinابتدا در تابع زير انتگرال از عاملروش اول:  x كنيم.گيريم و آن را به صورت زير بازنويسي ميفاكتور مي  
n n n nsin x sin x sin x( sin x) sin x cos x   2 2 21   

n  پس داريم:

n
Lim (n )sin x cos xdx




 22 1


   

  توان حد را از اين انتگرال عبور داد يا خير؟كه آيا مي اكنون بايد ببينيم
  توانيم حد را از انتگرال عبور دهيم.اي كه داخل انتگرال قرار دارد از نوع يكنواخت باشد، ميدر واقع اگر همگرايي دنباله

nsinمقدار حد اي در آناليز رياضي چونبراساس قضيه x يدر بازه( , )

2 وقتيn   باشد، اگر به جايبرابر صفر ميx يدنبالهnx  را قرار دهيم به

)يدليل آن كه در بازه , )

2 اين دنباله مقداري بين صفر و يك دارد، پس درn   باشد (چرا كهنيز مقدار حد اين دنباله برابر صفر ميnx   

nsinاي باشدهر دنباله xيدر بازه( , )

2 گوييم همگرايي اين ت ميشود.) كه در اين صورنهايت صفر ميمقداري بين صفر و يك دارد. كه حد آن در بي

  توانيم حد را از انتگرال عبور دهيم.باشد و در اين صورت ميمي (uniformlly)دنباله از نوع يكنواخت

nاز طرفي با توجه به اين كه   ارزياز هم(n ) ~ n1 كنيم و داريم:استفاده مي  n

n
Lim n sin x cos xdx



  22


   

nدر عبارت مانند
nf (x) sin (x) xيدر بازه 2  2 مقدار حد وقتي كهn   كند، در همه نقاط به جز نقاطميل ميx


 xو 2




3
2 

n  داريم:

n
Lim sin (x)


2    
  باشد.اما به ازاي اين دو نقطه مقدار حد برابر با يك مي

nfحال اگر فرض كنيم (x) يدر بازه[a ,b] ياي است كه در همه نقاط به جز نقطهدنبالهc ي تابع پيوستهشود، اگر اين دنباله در مقدارش صفر مي
    ي زير را داريم:ضرب شود، دو رابطه h(x)ديگري مانند

b
nan

) Lim f (x)h(x)dx


1    
b

nan
) Lim n f (x)h(x)dx f (c)h(c)


2   

در انتگرال ضرب شده باشد، فقط بايد مقدار انتگرالده را در  nكند و اگردر انتگرال ضرب نشده باشد، مقدار انتگرال به صفر ميل مي nبه عبارت ديگر اگر
fجا منظور ازحساب كنيم كه در اين cينقطه (c) همان مقدار حدnf (x) درx c .است  

nاين مثال، با توجه به اين كه در تابع پس در
nf (x) sin x يدر بازهx


  2 مقدار حد تابع وقتيn   كند، در همه نقاط به جز ميل مي

x


 b  باشد و داريم:برابر صفر مي 2
nan

Lim n f (x)h(x)dx f (c)h(c)


   

fكه (c) مقدار حدnf (x) درx c باشد كه در اين مثالميc


   است، پس داريم: 2

n n

n
Lim n sin x cos xdx sin ( )cos ( )





 
    2 22 12 2

    

nsinگير است! ابتدا در تابع زيـر انتگـرال از عامـل    انتگرال بسيار وقت قطعاً مدنظر طراح همان روش اول بوده چون با روش دوم حل روش دوم: x   فـاكتور
  كنيم:صورت زير بازنويسي ميگيريم و تابع زير انتگرال را بهمي

n n n nsin x sin x sin x( sin x) sin x cos x   2 2 21  

mي اكنون با استفاده از رابطه nsin t cos tdt (m, n)


    2 1 2 12 1
2

m  داريم: بع از خواص مهم تا  n n
m ,n

n

  
    

2 1 1 3
2 1 2 2 2   
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n  پس داريم:

n
( ) ( )n

I ( , )
n

( )


 

  




1 3
1 1 3 2 2

42 2 2 2 2

  

nاكنون بايد حاصل مقادير 
( )




1
nو  2

( )



4

  را عددي زوج و يكبار عددي فرد درنظر بگيريم. nرا بيابيم كه بايد يكبار  2

nعدد زوج  nاگر  الت اول:ح k n  باشد، داريم: 2 kn k
( ) ( ) (k ) (k ) 

        21 2 1 1 1 12 2 2 2   

)ي اكنون با استفاده از رابطه ) ( )     1 :داريم  (k ) (k ) (k ) (k ) (k )(k ) (k )            
1 1 1 3 1 3 312 2 2 2 2 2 2  

n)به همين ترتيب اگر ادامه دهيم  ) 
1
n)...  آيد:دست ميبهصورت مقابل به 2 ) (k )(k ) ( )        

1 1 3 3 1 1
2 2 2 2 2 2  

k k k

...( k )( k ) ( k)! ( k)!...(k )(k ) ( )
...( k) k!

    
            

   2
1 3 3 1 2 1 2 3 3 1 2 2
2 2 2 2 2 2 2 4 2 2

   

n  همچنين داريم: k
( ) ( ) (k ) (k )!

 
       

4 2 4 2 12 2  

n  پس داريم: nk k k

( k)! ( k)! k ( k)!.I (n )I ( k )
k(k )! (k!) (k!)(k )! (k!) 

     
     

 2 2 2 2 2

12 2 2 1 22 1 2 1 12 1 2 2 1 2
  

nحال اگر     در نتيجهk  ل نمائي و چون رشد مخرج به دليل وجود عامk22 .از صورت بيشتر است پس حاصل حد صفر است  

nعددي فرد باشد، داريم:  nاگر  حالت دوم: k 2 n  ، پس:1 k
( ) ( ) (k ) k!

 
      

1 2 2 12 2   

  و همچنين:
k k k

...n k ( k )( k ) ( k )! ( k )!
( ) ( )

...( ( k )) (k )!  
         

      
    2 2 2 4

4 2 5 2 3 2 1 3 1 2 4 2 4
2 2 2 2 2 4 2 4 2 2

   

k
k

n n

k! (k )! ( k )(k )(k ) (k!)
I (n )I .

( k )( k )( k )( k ) ( k)!( k )!





      

    
    

2 4 2 2 22 2 2 2 1 2 22 1 2 1 2 2 2 3 2 4 22 2 4
  

nاكنون اگر    آنگاهk   هايو به دليل وجود عامل(k!) و( k)!2 ارزي استرلينگ در صورت و مخرج از همn

n

n
n! ( ) n

e
2  استفاده

   كنيم و داريم:مي
k k

n
n k kk

k
(( ) k )k ( k )elim (n )I lim lim

k k kk ( ) ( k)
e



  

   
    

 

2 2 23

4 2

2 22 2 41 2 8 216 2 2
  

  باشد.حد تابع در كل نيز برابر صفر ميپس 
  

x  خواهيم داشت: x5با تقسيم طرفين بر  »2«ـ گزينه 449 x x x( ) ( ) f (x) ( ) ( )      
3 4 3 41 15 5 5 5   

fهاي تابعحالا مسأله تبديل به يافتن تعداد ريشه (x)    3شد. اين تابع به وضوح نزولـي اسـت؛ زيـرا
4و 5

اعـدادي كـوچكتر از يـك هسـتند و هرچـه تـوان        5
fشود. با اين حال با توجه به علامتبزرگتري داشته باشند، حاصل كوچكتر مي (x) توانيم از نزولي بودنهم ميf :مطمئن شويم  

x xf (x) ( ) Ln( ) ( ) Ln( )   
3 3 4 4
5 5 5 5   

4
3و5

Lnكوچكتر از يك هستند پس 5 
4
5  وLn 

3
5 دانيم كه. تا اينجا ميf (x) منفي است، پسf (x)  لـي اسـت. هـر تـابع اكيـداً نزولـي       اكيـداً نزو

تواند صحيح باشد. با اين حال براي اطمينان از وجود يك ريشه، كافي است به اين مطلـب  ) مي2ي (ها فقط گزينهحداكثر يك ريشه دارد. پس در بين گزينه
fدقت كنيد كه ( )    1 1 1  وf ( )    

27 643 1125 125 مياني،ي مقدار . پس طبق قضيهf (x) .حداقل يك ريشه در اين بازه دارد  
دارد،  4و  3ي اي كـه دو ضـلع قائمـه   الزاويـه ها اعداد فيثاغورثي هستند، يعني مثلث قـائم آوريم كه اينبه خاطر مي 5و  4، 3با كمي دقت به اعداد توضيح: 

دارد، در واقع 5ي وتري به اندازه 2 2 23 4 x. پس5  fيريشه 2 (x) ي ديگري وجود ندارد.داديم كه ريشهاست و ما بايد نشان مي  
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xكنيمفرض مي  »1«ـ گزينه 549 y
u

xy




2 2
zباشد. در اين صورت داريم  f (u)كه . حالا توجه كنيدz  ي صـفر اسـت؛ زيـرا در    تابعي همگن از مرتبـه

xكسر y

xy

2 2
x  درجه هستند. پس طبق فرمول اويلر داريم:صورت و مخرج هم  yxz yz    

x  در نتيجه: y x y x y x y(x )z (y )z (xz yz ) (z z ) z z         1 1   

x  اي داريم:ي زنجيرهحالا از قاعده x
df u yx y

z f f (u)( )
du x x y

   


2 3
2 2  

)يدر نقطه , )2 uداريم 1 
5
xz، پس2 f ( )( )

5 3
2 y  به صورت مشابه برابر است با: yنسبت به z. مشتق4 y

df u xy x
z f f (u)( )

du y x y

   


2 3
2 2  

)ينقطهپس در  , )2 yzداريم: 1 f ( )( )


5 6
2 x  . در نتيجه:4 yz z f ( ) f ( ) f ( )       

3 5 6 5 3 5
4 2 4 2 4   جواب2

  
Fبسته نيست. ميدان برداري Cمنحني   »3«ـ گزينه 649

 .هم پايستار نيست  
زيرا براي ميدان برداري

P Q

F (cos xsin y , xy sin x cos y )  1


  :داريم  

x
x y

y

Q y cos x cos y
Q P y

P cos x cos y

      
  

  

 Cتوان كمك گرفت. يك راه خوب آن است كه با اضافه كردن منحنيمي Fتوان استفاده كرد و نه از پايستار بودنپس در حال حاضر نه از قضيه گرين مي
)يهكه از نقط , )4 روي محورyيها به نقطه( , )  يآيد، مرز بستهميC C ي گرين حاصـل را ايجاد كنيم و با استفاده از قضيه

C C
Pdx Qdy


 
  كنيم:را از جواب به دست آمده كم مي Cويرا به دست آوريم. سپس انتگرال ر

x yC C D

y
I Pdx Qdy (Q P )dydx ydydx [ ] dx dx


              

422 4 2 2
1 8 8 2 162      

حالا
C

I Pdx Qdy


 2 كنيم. روي مسيررا حساب ميC داريمx    پـسdx    مسـير مقـدار   . همچنـين روي ايـنy ازy  yتـا  4     تغييـر

  ها داريم:كند. با اين جايگذاريمي
C

I P Qdy ( )dy y


         2 4 1 44
 

    

  بنابراين داريم:
C

I Pdx Qdy I I ( )        1 2 16 4 2  

  
  ناميم. حجم اين ناحيه برابر است با:مي Dناحيه موردنظر را   »3«ـ گزينه 749

D
V dzdydx    

x)يبا توجه به معادله y z) (y z)
z

  
  

2 2 2 14 u)بهتر است از تغيير دستگاه 9 , v, w) :به اين صورت استفاده كنيم  
x y z y z

u , v , w z
  

  2 3  

uي داده شده، در دستگاه جديد به شكلي رويهدر اين صورت معادله v w  2 2 2  Dي واحد است (ناحيـه درون ايـن كـره را   شود كه كرهنوشته مي 1
  كنيم.ناميم). ژاكوبين دستگاه جديد را هم حساب ميمي

x y z

xyz x y z uvw
xyz

x y z

u u u

J v v v J
J

w w w



      

1 1 1
2 2 2

1 1 1 1 63 3 6
1



 

  

(  بنابراين داريم: ( )    346 1 حجم83
D D

V dzdydx dwdvdu (D


     6 6  

  

y

x
2

(2,4)4

C
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   » 1«گزينه ـ 498
n  ي بازگشتي داده شده را حل كنيم:توانيم رابطهميروش اول:  na a  12 1  

nي قسمت همگن يعنيي مشخصهمعادله na a  12  به صورتr  2  كه جواب آنr  (h)شـود. پـس جـواب عمـومي همگـن     مي 2 n
na C 2 

(p)است. با در نظر گرفتن قسمت ناهمگن معادله خواهيم داشت
na b:با جايگذاري در معادله ناهمگن داريم .  

(p) (p) (p)
n n na a b b b a          12 1 2 1 1 1  

(h)  مگن داريم:هاي همگن و ناهبا جمع كردن جواب (p) n
n n na a a C   2 1  

aاز شرط 1 Cداريم 1  2 1 Cپس 1 1 .است  n
na a , a a a           1 9

1 9 1 92 1 2 1 1 23 2 1 511 512
   

  توان فرم عمومي جواب را پيدا كنيم:ي اول ميي چند جملهبا محاسبهروش دوم: 
a a

a a a a
a a a a

  
             

1 21 2
2 1 3 2

2 1 3 2

1 32 4 22 1 3 2 1 7  

a  به همين ترتيب داريم: a  9
1 9 2 512  

  
rاي با وترالزاويهمطابق شكل، مثلث قائم » 4«گزينه ـ 949 18 و اضلاع قائمx وy غييرات مساحت را نسبت به گيريم. با توجه به آن كه نرخ تدر نظر مي

Sنويسيم:خواهيم، فرمول مساحت را ميزمان مي xy
1
2

  

dدانيم كهاز صورت سؤال مي

dt

 
 9 ي بينكنيم رابطهپس سعي ميS و جـود  دست آوريم. از روابط مورا به

  كنيم.در دستگاه قطبي استفاده مي
x r cos cos , y r sin sin       18 18  

S ( cos )( sin ) cos sin S sin sin
 

           
1 18 18 18 1818 18 2 81 22 2 4  

dS  داريم: tگيري از طرفين نسبت بهبا مشتق d
( cos )

dt dt


 162 2  

dطبق صورت سؤال

dt

 
 9 و

  dS  داريم: پس 6
( cos )( )

dt

   
   

2 162 9162 6 9 2 9 1  
  

  
دانــيم كــه هــاي مثلثــاتي مــيبــا اســتفاده از انتقــال » 3«گزينــه ـــ 500

cos( x) cos( x) cos x     ي، پس ضابطهf (x) :چنين است  
cos x ; x

f (x)
cos x ; x

   
    




  

fبا رسم نمودار (x) و خطوطy  
1
شويم كـه چهارضـلعي   متوجه مي 3

hالاضلاع است كه ارتفاع آنموردنظر يك متوازي 
2
ي و طـول قاعـده   3

Sاست، پس مساحت اين چهارضلعي برابر با آن  
2
  است. 3

  
rمنحني »  4«گزينه ـ 150 sin 2 و خط

  r  دهيم:را برخورد مي 3 sin


 
32 3 2  

r)يبنابراين نقطه , ) ( , )


 
3

2  آيد. در مختصات دكارتي داريم:به دست مي 3
x r cos cos

y r sin sin

 
   


      

3 3
2 3 4
3 3 3 3

2 3 2 2 4

  

x)يپس نقطه , y) ( , )
3 3

4 ي اين نقطه از محور قطبي برابر است با عرض ايـن  ها است. فاصلهxآيد. محور قطبي همان جهت مثبت محوردست مي به 4

y  نقطه يعني داريم: 
3
  جواب 4

    ي مختصات داريم:در دستگاه محورها Aتر براي هر نقطهكاملتر: توضيح كامل
y r sin   فاصله تا محورxها  
x r cos   فاصله تا محورyها  

  

x

y

0

r 18

A

y

x





1
y

3


1

3

1

3


1
y

3
 


2



y

x

1

1

2






 



r x y  2   فاصله تا مبدأ مختصات، 2
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eدانيممي » 4«گزينه ـ 250 e
tgh

e e

 

 


 


Lnxدر اين سؤال  Ln x  
1
  نابراين داريم:و ب 2

Ln x Ln x

Ln x Ln x

x
e e xxtgh( Lnx)

xe e x
x






 

  
 

1
1 1

12 1  

x  دهيم:به جاي سمت چپ عبارت معادل را قرار مي
x x x x

x


        


1 1 3 3 1 2 4 21 3

  
  

xكه مركز مكعب است را از صفحه Aياگر فاصله»  4«گزينه ـ 350 y z   2 2 2  ضلع مكعب به دس ت آمده است.حساب كنيم، نصف  
| ( ) ( ) ( ) |

( )

   
  

  2 2 2
2 1 2 2 5 2 12 432 1 2

  از وجه مكعب Aفاصله 

ي ضلع اين مكعببنابراين اندازه 2 4 Vو حجم آن 8    8 8 8   است. 512
  

  ي مهندسي! ي رياضي و يكبار به روش دانشجوهاي رشتهشتهكنيم، يكبار به روش دانشجوهاي رسؤال را به دو روش حل مي  »3«گزينه  ـ504
n  اي از اعداد مثبت باشد، داريم:دنباله nxبا توجه به اين كه اگرروش اول:  nn n

n n
n n

x x
liminf liminf x limsup x limsup

x x
   1 1  

nيحال اگر دنباله

n

x

x
 

 
 

nهمگرا باشد، لذا Lبه  1
n

n
lim x L


.  

nxاگر قرار دهيم ...
cos cos cos

n

  
1 1 1

1 11
2

n  در اين صورت: 

n nn

x
lim lim

x cos( )cos
n


 

 




1 1 1
1 1

1


  

n  توان نوشت:با توجه به توضيحات بالا مي
n nn n

lim x lim ...
cos( ) cos

n
 

   
1 1 111  

naاگر  روش دوم:
cos

n


1

nآنگاه با فرض 1 nb a a ... a   1   است. طبق نكته داريم: naنگين هندسي جملات دنبالهباشد كه ميامي 2

n n
n n n
lim b lim a lim

cos
n

  
  

1 11   

  
  كنيم:ابتدا قضيه مقدار ميانگين (فرم كلي) را بيان مي »3«گزينه  ـ505

fتوابع«  ,g :[a,b]  اند و بررا درنظر بگيريد كه بر اين بازه پيوسته(a, b) صورت:پذيرند. در اينمشتق  
« c;a c b:[f (b) f (a)]g (c) [g(b) g(a)]f (c)        

fبا توجه به فرض سؤال، اگر تابع (x)
F(x)

x
 وg(x)

x


aرا با فرض 1   كنند. لذا:ميكنيم كه در شرايط قضيه بالا صدق درنظر بگيريم، ملاحظه مي  

 

c;a c b :

f (b) f (a) cf (c) f (c) bf (a) af (b) (a b)
cf (c) f (c)

b a b ac c abc abc

  

                            2 2 2 2
1 1 1  

bf  خواهيم داشت: aو  bو  cحال با توجه به ناصفر بودن  (a) af (b)
f (c) cf (c)

b a

  


  
) صحيح است. 3بنابراين گزينه (   

  
fاگر تابع» 2«ـ گزينه 650 :   پذير باشد و داشته باشيم:مشتق  

x x
lim f (x) L , lim f (x) L
 

 1 2  
Lكه , L 1 2  ًباشند، در اين صورت حتماL 2 حال با توجه به اين سؤال چون .

x
lim f (x) L


   2 1 ًلذا حتما ،
x
lim f (x)


 هاي پس گزينه
xيي دوم اگر بر بازهنادرست هستند. براي اثبات درستي گزينه 3و  1 , [x, x ] 1      قضيه مقدار ميـانگين را بنويسـيم، آنگـاه يـكxx x   1 

|x  وجود دارد كه: f (x ) f (x) | f ( )    1 1  
x  حال اگر از طرفين حد بگيريم:

x x
lim | f (x ) f (x) | lim f ( )
 

    1 1  

x  ) نيز داريم:4توجه كنيد كه در مورد گزينه ( x
x x

f (x h) f (x)
lim lim f ( ) ; x x h

h 

        1  
  ي چهارم نادرست است.لذا گزينه
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xدانيم كهبا توجه به خاصيت تابع سينوس، مي » 2«گزينه ـ 750
sin


  1 n  است. حالا داريم: 15

n

x x
sin lim (sin )



 
     1 15 5  

n n

n n

n n

n n

x x
sin lim (sin ) lim ( )

; n Ex x
sin lim (sin ) lim ( )

; n O

 

 

 
   

 
       

1 1 15 5
11 1 15 5

  

xدر حالتمقدار اختيار كند. توجه داشته باشيد كه  2تواند پس تابع ما مي
sin


 15دنباله كراندار و فاقد حد است. پس فقط مقادير ،  عنوان برد به 1و

  تابع قابل قبول هستند.
  

  كنيم:ها را جداگانه بررسي ميگزينه  »2«ـ گزينه 508
tr(A)  هاي قطر اصلي ماتريس:برابر است با مجموع درايه Aماتريس (trace)اثر): 1بررسي گزينه (         

  ) صحيح است.1گزينه (
مانـده،  كنـيم و از مـاتريس دو در دوي بـاقي   ي ماتريس الحاقي براي هر درايه، سطر و ستون مربوط بـه آن را حـذف مـي   براي محاسبه): 2بررسي گزينه (

  ها فرد باشد، بايد قرينه شوند.هايي كه مجموع شماره سطر و ستون آنگيريم. درايهنان ميدترمي
( )

adj(A) ( ) ( )

( ) ( )

       
             
            

2 1 4 2 1 4
4 2 1 4 2 1

1 4 2 1 1 4 2

  
  
   

  

  ) صحيح نيست.2گزينه (
  ي دترمينان به روش ساروس داريم:با محاسبه پذير نخواهد بود.وارون Aصفر باشد، ماتريس Aاگر دترمينان): 3بررسي گزينه (

det(A) ( ) ( )      1 8 9     
det(A)چون   پس ماتريسA صحيح است.3پذير است. گزينه (وارون (  

det(A)از آنجا كه): 4بررسي گزينه (   ي سطرهايپس همهA    .نسبت به هم مسـتقل خطـي هسـتندA  سـطر مسـتقل خطـي اسـت پـس       3داراي
  ) صحيح است.4است. گزينه ( 3برابر با  Aيرتبه

  
xuدرخت متغيرها رسم شده است. داريم  »3«ـ گزينه 950 1 وxv  tuو 2  1 وtv 1اي داريم:ي زنجيره. طبق قاعده  

x u x v x u v xx uu x uv x vu x vv x

uu uv vu vv uu uv vv

z z u z v z z z (z u z v ) (z u z v )

(z z ) (z z ) z z z

        

      

2 2
2 2 2 4 4  

  كنيم.را حساب مي ttzحالا
t u t v t u vz z u z v z z      
tt uu t uv t vu t vv t uu uv vu vv uu uv vvz (z u z v ) (z u z v ) ( z z ) ( z z ) z z z              2  

xx  در معادله داريم:با جايگذاري  tt uu uv vv uu uv vv uu vv uu vvz z (z z z ) (z z z ) z z z z              2 4 4 2 2 3 6 2     
  

  دهيم:دترمينان را نسبت به سطر اول بسط مي  »4«ـ گزينه 510

( ) ( )


   


1 4
2 1 2

1 1 1 1 1
2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  
 

      
 

1 1 1 2 1 3
1 2 1 2 2 1 2 1 1

1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 1 1 2
1 2 1 2 2 1 2 1 1

  

  
3هايحال دترمينان هر يك از ماتريس )  آوريم:را به روش ساروس به دست مي 3 ) ( ) ( ) ( )        12 2 8 12 8   دترمينان48

  
fبا توجه به اين نكته كه براي تابع خطي»  3«ـ گزينه 115 (x, y) ax by c     اگر ناحيه مورد بررسي از تقاطع خطوط راست بوجود آمده باشد، نقاط

نتيجه در مورد اين سوال نيز، كافيست محل برخورد خطوط افتد، در هاي ناحيه (يعني محل برخورد خطوط ناحيه) اتفاق مياكسترمم تابع در گوشه
xمحدودكننده نواحي را به دست آوريم. از طرفي با توجه به اين كه   وy    است، بايد توجه كرد كه برايx  وy  مقدار صفر وجود ندارد، پس

y  ر را به دست آوريم:كافيست فقط محل برخورد دو خط ديگ x
y / , x / max(x y) /

y x

 
       

2 14 5 6 4 2 9 83 21  

  

z

u v

yxyx
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gبا توجه به تعريف دامنه تابع  »4«ـ گزينه 251

f
       داريم:                              g g f

f

D D D x f (x)      

f

f g
g

g

f

D
D D ( , ) ( )

D : x x

f (x) x x x x x x x

x x x ( )

( ), ( ) D [ ,

 
  

      
                                                             

               

 

2
2 2 12 2 3 34 9 3 3

2 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 2 23 3 3 3 3 3 3
1 1 2 11 1 23 3 3 3

1 21 2 3 3






  



)

  

  
  »1«ـ گزينه 513

رسم توابع دو طرف تساوي در يك دستگاه  ،لايك روش براي حل اين سؤ
  مختصات و بررسي وجود نقاط تقاطع است:

كنيد اين دو تابع به هيچ وجه با هم تقاطع گونه كه ملاحظه ميهمان
  نخواهند داشت.

  توان معادله را به شكل زير نوشت:ميروش ديگر: 
(x ) x 21   

xتوان نتيجه گرفت به دليلمي   كه(x ) x 21  و اين يعني
  شود.وقت تساوي برقرار نميهيچ

  
  

  
ابتدا توجه داشته باشيد كه مرتبه هر ماتريس كوچكتر يا مساوي مينيمم تعداد سطر و ستون ماتريس است. در نتيجه مرتبه اين ماتريس »  2«ـ گزينه 451

Rشود كهكمي دقت مشاهده مي است. حالا با 3حداكثر  R R 3 1 به  3يا  1است. حالا با انتخاب هر يك از سطرهاي  2پس مرتبه ماتريس حداكثر  22
  است. 2، دو سطر مستقل خطي داريم، پس مرتبه اين ماتريس 2همراه سطر 

  

  دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »2«ـ گزينه 515

dعبارت طبق فرمولروش اول:  y

dx

2
xبرابر با 2 t

t

(y )

x




tدانيمرا حساب كنيم و مي xyاست. پس ابتدا بايد 
x

t

y
y

x


 


 Lnuكنـيم مشـتق  است. يـادآوري مـي   

uبرابر با 

u

 :است  x

tt
t(t )(t )ty

t
t t

    


 

2
22

21 11
1 1 1

1 1

   

xحالا بايد t(y ) :را حساب كنيم  x t
(t ) ( t)

(y )
(t ) (t )

     
 2 2

2 1 1 2 2
1 1

   

x  بنابراين داريم: t

t

(y )d y (t )(t )
xdx (t )

t


    
 



2 2
2 2

2
2 11

1 1
1

   

xمقدار عبارت فوق به ازاي Ln 2 xو به عبارتي به ازاي 2 Ln xداريم. از تساوي tخواسته شده، ولي ما عبارت را برحسب  4 Ln(t ) 1 :داريم  
Ln Ln(t ) Ln Ln(t ) t t         2 2 1 4 1 4 1 3   

d  بنابراين داريم: y ( )
(t )

dx ( )


        



2
2 2 2

2 3 1 8 83 243 1 2
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  به دست آورد.) xرا برحسب yتوانگونه سؤالات، نميگيري انجام دهيم؛ (البته در تمام اينتعيين كرده و مشتق xرا برحسب yتوانيمميروش دوم: 
LnAB LnA LnB x Ln(t )y Ln(t ) Ln(t )(t ) y Ln(t ) Ln(t ) y x Ln(t ) ( )*

                12 1 1 1 1 1 1   
Ln(tبراي تبديل )1 برحسبx توان به شكل مقابل عمل كرد:مي  x xx Ln(t ) t e t e       1 1 1   
x  حالا داريم: xLn(t ) Ln(e ) Ln(e )     1 1 1 2   

)يبا قرار دادن عبارت فوق در ضابطه   داريم: *(
x x x x x x

x
x x x

dy e d y e (e ) e (e ) d y e
y x Ln(e )

dx e dx (e ) dx (e )

  
         

  

2 2
2 2 2 2

2 22 1
2 2 2

   

Ln
x Ln

Ln

d y e

dx (e ) ( )

    
     

 

2 44
2 4 2 2

2 2 4 8 242 4 2
  

  

  نويسيم:      تدا تابع را به صورت مقابل مياب »4«ـ گزينه 651 
n

n i

g(x)

i
F x x lim tg( x

n n
)

 
  2 21


       

حد فوق يك سري ريمان است كه به فرم
i

i
g( )

n n




1


iنوشته شده و در آن  i
g( ) tg )( x

n n
   توان با توجه به تعريف، حد را محاسبه كرد:است. لذا مي 2

 g x tg(tx dt Ln co) )s(tx Ln cos )(x
x x

 
  

1 2 2 2
2 2

11 1
 

  

x sin x
F(x) x Ln cos(x Ln cos(x         F (x) xtgx

x cos x
) )


      

2
2 2 2 2

2 2
1 2 2  

  

axطور كه در متن درس گفته شده، وقتي كسرهمان » 4«ـ گزينه 751 by

cx dy




fدر ضابطه  (x, y) به كار رفته باشد، تغيير متغيرهايu ax by   و

v cx dy تر شدن انتگرال شود.باعث سادهتواند مي  x y
xy uv

x y xy

u uu y x
    J        J

v y x v v J

  
       

 
1 1 1 121 1 2  

  پيدا كنيم: uovمشخص كرده و سپس تبديل آن را در دستگاه xoyحالا بايد ناحيه را در صفحه
xداراي سه مرز است كه عبارتند از xoyدر صفحه Dناحيه y 1،y  وx  ها در ضابطه. با قرار دادن اين معادلهu y x   

vو y x  اي برحسبهر كدام از اين مرزها را به معادلهu وv كنيم. از مرزتبديل ميx y 1 به وضوح بهv 1 رسيم. همچنين ازميy    اين به
uرسيم كهنتيجه مي x  وv x  كه معادل است باu v با قرار دادن .x   نيز خواهيم داشتu y وv yيعني ،u vبنابراين ناحيه .D  در

uهايراي سه مرز به معادلهدستگاه جديد دا v،u v  وv 1 هاياست. كرانv عبارتند ازv 1 و اگر در امتداد محورu ،حركت كنيمu v   مرز

uورودي و v مرز خروجي است. پسv u v   است. تابع زير انتگرال را درuvJ 
1
  نويسيم:مي vو uضرب كرده و آن را برحسب 2

y x u u
vy x v v
v

u
I e dxdy e dudv (ve ) du (ue ue )du (e e udu (e e

u
) )


  


        

     
1 1 1 11 1 11 1 1 1 1

2 2 2 2 4   
  

  

      كنيم:  بازنويسي مي مقابلابتدا سري را به صورت   »1«ـ گزينه 851
n

n k

k k k
lim ( )sin

n nn n
n

 


 1

12

1 1 1  

kدر مورد كسر k

n n

1 با تفكيك جملات داريمk k

n n n n


، كسربه nن ، حال توجه كنيد كه با ميل كرد1
n n

به صفر ميل خواهد كرد، پس در  1

k  ارزي مقابل را داريم:نهايت همبي k k k k
( )
nn n n n


 

3
21   

  با اين توضيحات داريم:
n

n nk

k k
L  lim ( ) sin lim x sin xdx

n n n n
n

 
   

3 3
12 2

1
12

1 1 1


  

xه با توجه به پيوسته بودن تابع زير انتگرال در بازهفقط بايد توجه داشت ك .نيازي به محاسبه انتگرال نيست 1 اين انتگرال يك مقدار حقيقي ،  

  ) است. در اين صورت:     C (مثلاً
n

I
L lim

n
    
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Lnnارزيبراي بررسي اين سري، از هم  »1«گزينه  ـ915
n

   
1 1 11 2   يم كه خواهيم داشت:كناستفاده مي 3

ααn n n(Lnn)n( )
n

 

 


  
 

2 2

1 1
1 1 11 2 3

  

nدر مخرج اشكال ايجاد نكند، جملات سري را براي Ln1(براي آن كه صفر شدن  دانيم كه كنار گذاشتن يك يا چند جمله ايم. البته ميدر نظر گرفته 2

هاي به فرمدانيم سريطور كه ميكند.) همانرايي سري اشكالي ايجاد نمياول در بررسي همگ
p q

n (Ln nn )






2

pاگر 1 1 باشد، با شرطq 1  همگرا

αهستند. پس سري
n n(Lnn)






2

با شرط 1 1 .همگراست  

  
  هاي تابعي داريم:با استفاده از آزمون ريشه براي سري  »2« گزينه ـ520

     nn n n ! n !n!

n n n

n n
lim n! x lim ) x lim (

e e
( ) x 

  
 1 1  

xدر حد اخير اگر 1 ،نگاه حد برابرآلذا سري واگراست و اگر ،x 1  است. 1شود، پس شعاع همگرايي صفر و سري همگرا ميآنگاه حاصل حد برابر با  

  
xبا توجه به وجود تابع  »1« گزينه ـ125   پذير نباشد. اما با توجه به اين كه تابع در اين نقاط داراي در ضابطه تابع، ممكن است در نقاط صحيح مشتق

،z(در همسايگي هر عدد صحيح  است 2ريشه مرتبه 
x z x z

sin πx sin π(x z) π x z)(
  

   2 2 2 2


) پس داراي مشتق اول خواهد بود. همچنين در نقاط 

xغيرصحيح، مشتق تابع   :صفر است. پس داريم  
f (x) ( x ) sin πx  π x sin πx        2 2  

x  f (x) ( x ) sin πx  π x sin πx         
2 2  

x  f (x) ( x ) sin πx  π x sin πx π x sin πx               2 2 2  

πهم مشتق تابع و هم تابع با توجه به اين كه در نقاط صحيح x sin πx     توان مشتق كلي را برابر اين تابع در نظر گرفت.برابر با صفر است، مي 2

  
  را حذف كرد. tتوان به صورت زير پارامتر مي r(t)ابتدا توجه داشته باشيد كه براي رسم منحني نظير  »3«گزينه  ـ252

 
 

 

 

x t a cos t x t a cos t
 x y a cos t sin t) a

y t a sin t
y t a sin t

(t) (t) (

 
         

 
 

2 2
2 2 2 23 23 3 2 23 3 3 3

3 2 2
23 3

  

 
 

كند بهتر با توجه به اينكه محور دوران خطي مايل است كه منحني را قطع نمي
  پاپوس استفاده كنيم. طول اين منحني برابر است با:- است از قضيه گلدن

  
'
t
'
t

x a cos t sin t

y a sin t cos t

 




2

2
3
3

  

  



 

a

a

4x+3y +5=0
2 2 2
3 3 3x +y =a

5-
4

5-
3
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' '
t tx y a cos tsin t a sin tcos t a cos tsin t( cos t sin t ) a cos tsin t      2 2 2 4 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
9 9 9 9  

π
a a a

L a cos tsin tdt acostsint dt costsintdt sin t
  

      2 2 2 22 2 23 3 39 3 2 22 2 2  


  

  آيد.هاي پارامتري از روابط زير به دست ميكز ثقل منحنيمختصات مر
t ' '

t t tt

t ' '
t t tt

x x x y dt                                          
L

y y x y dt
L

 

 





2
1

2
1

2 2

2 2

1

1  

xبا توجه به تقارن منحني نسبت به نيمساز ربع اول، y :خواهد بود. پس  
π π

t ' '
t t tt

π
a a

x y x x y dt a cos t( a cos t sin t)dt a cos t sin tdt cos t
aL

         2
1

2 2 3 4 52 21 1 2 23 2 23 5 5
2

 


  

Sپاپوس داريم - حال طبق قضيه گلدن L πd 2  كهd :فاصله مركز تقارن از محور دوران بوده و برابر است با  
a a a( ) ( )

x y a a a a
d S π ( ) π aπ

   
           

 

2

2 2 2 2

2 2 144 3 5 54 3 5 5 5 14 3 14 425 1 2 1 35 25 2 25 254 3 4 3
  

  
  راديان خواهد بود. حال با استفاده از روش ساده شده لاگرانژ داريم: πزواياي يك مثلث هستند، مجموع آنها  zو  x ،yبا توجه به اينكه   »3«گزينه ـ 523

x y z
tgx tgy tgzcos x sin ysin z sin x cos ysin z sin x sin ycos z

   
 

  




1 1 1
  

xتوان نتيجه گرفت كهگيرند) از تساوي اخير ميبا توجه به اينكه با زواياي مثلث روبرو هستيم (و همواره در ربع اول و دوم قرار مي y z   يعني مثلث

π  متساوي الاضلاع بوده و داريم:
w sin ( )      3 33 3 3

3 2 8  

  

  كنيم: د تفكيك ميح 2حد داده شده را به »  3«ـ گزينه 524

           
n n

L
L

(n ) n
L lim lim

nn n n 

  
     

  
21

2 2 2

3 3 3
1 2 1 1


   

n n

n n n nk k

n (n ) k k
L lim , L lim lim lim ( )

n n nn n n n

 

    

  
        

  
 

2 2 2 21 1 2
2 1 3 3 3 3

1 1

1 1 2 1 11  

iحد به دست آمده يك مجموع ريمان است كه i
f ( ) ( )

n n
 L      . در نتيجه خواهيم داشت:   2 x dx L L L       

1 2
1 1 2

1 1 413 3 3
    

  

)كه در مخرجبا توجه به اين   »3«ـ گزينه 552 x) kرا داريم، پس بايد از سري 31

k

x
x






 1
1 

  دو بار مشتق بگيريم؛ يعني: 

d
xk k kdx

k k k

k n

k n

n

n

x
kx k(k )x k(k )x ( )

( x) ( x) ( x)

k n k(k )x (n )(n )x ( )

x
( ), ( ) (n )(n )x

( x)

  
  

  
 



 




      
  

      

   


  

 



4 4
1 2 2

2 3 3
1 2 2

2

2 4
4

3
4

1 2 21 1 1
1 1 1

2 1 2 3 2

11 2 2 321
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zx         آوريم:          را به دست مي xoyگيري بر صفحه ابتدا تصوير ناحيه انتگرال » 1«ـ گزينه 652 y z x y     2 2 2 2 29 9   

R    داريم:   Rاست. از طرفي براي سطح يك كره به شعاع  3اي به مركز مبدأ و شعاع كه در واقع دايره
d dxdy

R x y
 

 2 2 2
   

   در نتيجه خواهيم داشت:

      
S S S

I z x y d ( x y ) x y dA ( x y ) x y dA
x y

          
 

  3 2 2 2 2 3 2 2 2 2 2 2
2 2

39 3 9
9

  

S

r
( r ) r rdrd r ( r )drd ( r r )dr ( r ) ( )

 
                     

35 52 3 32 2 2 2 4 3 3 9723 9 3 9 6 9 6 3 6 3 275 5 5  


  

  
داريم: 2به شعاع ي بالايي از دايره دايرهدر نيم»  2«ـ گزينه 752    وr  2:در نتيجه با استفاده از مختصات قطبي خواهيم داشت .  

I r sin cos r sin r(rdrd ) [ sin d ] [ r cos r sin rdr]
 

         
2 2 2

   
  

cosاز فرمول مثلثاتي r sin r sin r
1 I  كنيم. در اين صورت داريم:استفاده مي 22 [ cos ] r sin rdr r sin rdr


     

2 22 21 22 22 2  
  

  كنيم:حالا از روش جدول استفاده مي
r sin r

r cos r

sin r

cos r







2 2
12 22
12 24
1 28

  

r r
I [ cos r sin r cos r] cos sin cos cos sin            

22 1 1 1 7 12 2 2 2 4 4 4 4 42 2 4 4 4 4 4
  

  
xهر دو انتگرال در نقطه  »2«ـ گزينه 852    ناسره هستند. براي بررسي همگرايي انتگرالA كنيم:تر ميابتدا با كمي تغيير متغير آن را ساده  

u

(Lnx) (Lnt )
A dx x t dx tdt A tdt ( Lnt) dt (Lnt) dt

tx
dt

Lnt u du dt e du
t



       

       

   
1395 2 13951 1 1 12 1395 1396 13952 2 2 2 2

      

u uA ( u) ( e )du u e du ( ) ( !)
 


           1396 1395 1396 1395 1396 13962 2 2 1396 2 1395


  

  :كنيمتوانيم مثلاً از آزمون مقايسه استفاده اگر بخواهيم انتگرال را حل نكنيم مي

  
x x

(Lnx)

xLim Lim x(Lnx)

x

  
 

1395

13958

8 5
1 

   

dxو چون

x


1

8
5

  همگراست، لذا انتگرال اصلي هم همگراست. 

(sin x) x
B dx dx dx

x x x

  
   

1395 1395
2 2 21397 1397 2

1
  

  

aبا توجه به اين كه انتگرال

p
dx

x


1


pبه ازاي  1  همگرا ست، پس انتگرالB .واگرا خواهد بود  

  






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  بايد پيوستگي هركدام را به صورت جداگانه بررسي كنيم:»  1«ـ گزينه 529
)بر يك است، پس حد تابع دربا توجه به اين كه تابع همگن و اختلاف درجه صورت و مخرج برا , )   وجود دارد و برابر صفر است يعني تابع در اين نقطه

  پيوسته است.

fابتدا

x




fو 

y




  كنيم:بدأ، از تعريف استفاده ميآوريم، سپس براي محاسبه اين مشتقات جزئي در مرا در هر نقطه به غير از مبدا به دست مي 

f x (x y ) x(x y ) x x y xy f y (x y ) y(x y ) yx x y y
,

x y(x y ) (x y ) (x y ) (x y )

            
   

    

2 2 2 3 3 4 2 2 3 2 2 2 3 3 3 2 2 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 2 3 2 3 2 2 3 2   

fبا توجه به اين كه اختلاف درجه صورت و مخرج صفر است،

x




fو 

y




fهر دو در صفر فاقد حد هستند پس بدون محاسبه 
( , )

x




  وf
( , )

y



  توان مي

  نتيجه گرفت در مبدأ پيوسته نيستند.
  

  است. در نتيجه با توجه به فرمول محاسبه عرض مركز ثقل يك جسم همگن داريم: yها در واقع همانxفاصله مركز ثقل از محور   »2«ـ گزينه 305
x

b

b
x a

M
y

S

S ydx ( sin x)dx ( cos x)

sin x
M y dx ( sin x) dx ( sin x)dx ( cos x)dx (x ) y



  



    


 

          

 

   

33

32 2 23 3 3

2 42 3 33 3

1 1 1 6 32 3 4 3 1 6 42 2 2 6 3 4
3

  

   

  

  

كنــيم. توجــه داشــته باشــيد كــه در ايــن      اي اســتفاده مــي پيــدا كــردن حجــم مطلــوب، از روش پوســته اســتوانه      بــراي  »4«ـــ گزينــه  531
yحالت شعاع دوران  xو ارتفاع استوانه 2 1   خواهد بود. حدودy آيد:نيز به سادگي به دست مي  

    x y x y , y       21 4 4 2 2   
y y y y

V y x dy (y )( )dy ( y )dy ( )dy

y
( y ) ( )

  
               


      

   
2 2 3 22 2 2 2

2 2 2
23

2 2 1 2 2 1 2 2 4 24 2 4 2
8 324 2 4 46 6 3





  

  

rتوجه داشته باشيد كه  »4«ـ گزينه 235 x i yj zk  
  

Rيك ميدان برداري است اما  r x y z   2 2 2  يك تابع حقيقي است، بنابراين طبق
)divرابطه F) ( .F) ( ).F     

     :خواهيم داشت  
R R R

div(R r) R ( .r) ( R ).r R ( , , ).(x, y, z) ( , , ).(x, y, z)
x y z x y z

x y z R R R
R ( ) (x y z )

x y z x y z

  
   

  


       
                 

     
     

     

1 1 1
1 1 1 1

1 1 1
1

   

  

  گيري ضمني خواهيم داشت:و استفاده از مشتق Rتوجه به تعريف تابع  حالا با

  R x x R y R z
, ,

x R y R z Rx y z

  
   

   2 2 2
2

2
  

R R R R
R R x , R y , R z

x x y z

div(R r) R ( ) ( R x R y R y ) R R (x y z ) R R (R ) R R R

  
   

           

   
        

   

                

1 1 12 3 3 3

1 1 3 2 3 2 3 2 1 3 2 2 2 1 3 2 1 1 1

1

1 1 1 3 3 3 2
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96ـ  91ارشد و دكتري  ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

)ابتدا توجه كنيد كه نقطه داده شده يعني  »4«ـ گزينه 353 , , )
 2 6 روي منحني قرار ندارد زيرا روي منحني داده شده 4

  باشد، پس ابتدا آن را به مي 3

)صورت , , )
 2 3 xدانيم در مختصات كرويكنيم. مياصلاح مي 4 sin cos    وy sin sin    وz cos   باشد پس منحني داده شده را مي

)Rتوان به صورتمي ) ( cos , sin , )   3 3 1
 نوشت. از معادله به دست آمده واضح است كه خم در صفحهz 1  قرار دارد و بنابراين تاب در تمام نقاط

xاي به صورتآن صفر است. از طرفي خم دايره y 2 2 zو به ارتفاع 3 1 يم انحناي دايره برابر عكس شعاع آن است پسدانباشد و ميمي 
1
3

.  

  
با توجه به شكل داده شده هدف محاسبه مساحت قسمتي از كره  »1«ـ گزينه 453  است كه داخل مخروط 2

    قرار دارد. 3

xمعادله كره y z  2 2 2 zو معادله مخروط4 x y 2 21
3

  باشد.مي 

zپس مساحت قسمتي از كره كه داخل مخروط (x y ) 2 2 21
zو 3   كنيم. چون قسمت بالايي كره مدنظر است داريم واقع است را محاسبه مي

ds
x y


 2 2

2
4

  را بين معادله كره و مخروط حذف كنيم.zبايدxyناحيه بر صفحه . براي يافتن تصوير

z (x y ) x y (x y ) x y r           2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 4 3 33 3  

S D

r r
ds dA drd ( d )( dr) ( r | )

x y r r

 
           

   
     

2 3 2 3 32
2 2 2 2

2 2 2 4 4 4
4 4 4    

  مساحت

  
|  باشد، يعني:فاصله دو صفحه داده شده برابر قطر كره مي  »4«ـ گزينه 553 |

R R


   
 

9 32 2 3 3
1 1 1

  

P(xمركز كره را نقطه , y , z )   كنيم، در اين صورت با توجه به اينكه طبق فرض مركز كره روي صفحاتفرض ميy x zو 2 x قرار دارد پس  3
P(xبه صورت Pنقطه , x , x )2 3   آيد. فاصله اين نقطه از صفحه مماس برابر شعاع كره است، بنابراين:در مي  

| x x x |
| x | x ,

  
     

 

2 3 3 3 6 3 3 1
1 1 1

  
    

xمقدار   قابل قبول نيست و به ازايx 1 نقطهP يعني مركز كرهP( , , )1 2 axتا صفحه Pشود. حال فاصله نقطهمي 3 y z  2   را به دست
  دهيم:آوريم و برابر شعاع كره قرار ميمي

  | a |
| a | a a

a

 
       

 

2
2

2 6 3 23 4 15 3 2 21 4
 

 
    »1«گزينه ـ 536

اگرنكته: 
n

A
 

   
1 
 يميك ماتريس قطري باشد و داشته باشA A A A

e I
! ! !

    
2 3

1 2 3  گاه حاصلآنAe :برابر است با  
n

A e
e

e





 
 
  

1 


  

Aپس در اين مثال چون
 

  
 

1 
 

  برابر است با: Aeيك ماتريس قطري است، حاصل 

  A e e
e

e

    
    
     

1 1

1

 

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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

zاگر  »4«ـ گزينه 753 x iy دانيم، ميRe(z) x و همچنين| z | x y 2 iي. با محاسبه2
z i



1   داريم: 2

x (y )i x (y )i
i i ( ) i i

z i x (y )i x (y )i x (y )i x (y )

   
       

        2 2
1 1 1 1 12 2 2 21 1 1 1

  

 x
Re( i) (I)

z i x (y )
  

  2 2
1 2

1
  سمت چپ    

Re z Re(x iy) x
(II)

| z | x y x y


  

 2 2 2 2   سمت راست     2

x  از تساوي اين دو عبارت خواهيم داشت: x

x (y ) x y


  2 2 2 21
  

xپس يا  است يا با حذفx:از طرفين داريم  x (y ) x y y y y y y             2 2 2 2 2 2 11 2 1 2 1 2  

xپس يا   ياy  
1
  ) صحيح است.4دهد گزينه (كه نشان مي 2

 
    »1«ـ گزينه 538

nكنيمطبق صورت سؤال فرض مي روش اول:
n

n
lim | a | a


   ِدر اين صورت شعاع همگرايي سري توانيn
n

n

a x






Rبرابر است با 
a


حـالا طبـق    1

1داشته باشيم شعاع همگرايي به توان nx2، در سري تواني،nxمتن درس اگر به جاي
a  رسد پس:مي 2 a

R ( )
a aa a

   
1
21 1  

  كنيم:با استفاده از آزمون ريشه، ناحيه همگرايي و سپس شعاع همگرايي را تعيين مي روش دوم:

nn
n

n

a a
lim | a x | a | x | | x | | x | | x | R

a a aa
         2 2 2 1 11  

 

حد فوق مبهم و از نوع  »1«ـ گزينه 395


  است، پس با توجه به قاعده هوپيتال و مشتق از انتگرال داريم:   
x x x

x

t t x t
x

x x xx x x x xt

( e dt) ( e dt)(e ) e dt
eHOP HOPlim lim lim lim lim

xe e xee dt
    

   


  



2 2 2 2
2

2 2 22

2

22

2 2 2 1 1
2

  



  

 

Vبگيريم حجم آب درون ظـرف   r باشد شعاع سطح مقطع آب را hاگر زماني كه ارتفاع آب درون ظرف   »3«ـ گزينه 405 r h  21
اسـت. بـا توجـه بـه      3

rشكل داريم h
3 rدر نتيجه  4 h

3
Vو لذا  4 h


 33

  گيري از رابطه حجم داريم:  اكنون با مشتق ،16

dV dh dh dh
h ( )

dt dt dt dt

 
       


2 23 3 23 5 3 216 16 9

  
  

 

uبا استفاده از تغيير متغيرهاي  »2«گزينه  ـ415 x y 4 vو 3 x y 2يي دايره، به معادلهu v 2 2 رسيم، واضح است؛ مساحت ناحيه مي 25
  آيد:غيير متغير به شكل زير به دست مياست. از طرفي ژاكوبين اين ت 25محصور در مختصات جديد برابر

xy uv
(u,v)

J ( ) J
(x, y)


        


4 3 14 1 2 3 12 1 1


  

5
2


    

1 25251 1 
(مساحت ناحيه در مختصات جديد)

A
dydx ( )du dv dudv     

1 1 1
1 1 1  

  مساحت موردنظر

 
  

3

r

h

4
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات نتخب مپاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

sin  كنيم:انتگرال داده شده را به صورت مقابل ساده مي  »4«ـ گزينه 254 x sin x
I dx dx sec xtg xdx

cos x cos x cos x

  

  
  

3 3 33 3 2 3
5 3 2  

  

uحالا از تغيير متغير   tgx كنيم.استفاده ميdu sec xdx tg  است. 2 x ( )
I


  

4 43 934 4 4
  

 
  كنيم:ميها از تغيير متغير قطبي استفاده گيري يك مربع است. با توجه به گزينهي انتگرالناحيه  »3«ـ گزينه 543

x r cos
x y r

y r sin

 
    

2 2 2  
  گيري داريم:براي تبديل ناحيه انتگرال

  
y r sin r cosec

sinD :

         
    


2

11 1

4 2

                       
x r cos r sec

cosD :

         
    


1

11 1

4
  

  بنابراين انتگرال داده شده در مختصات قطبي برابر است با:
sec cosec

I r f (r)dr d rf (r)dr d


 





     
2

4

4
  

  

 
uمتداد نيمساز دو بردارا  »2«ـ گزينه 454

 وv
 ها:ي آنبرابر است با برآيند بردارهاي يكه شده  

u v ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

| u | | v |

   
     

  
1 2 2 3 4 1 2 2 3 4

3 51 4 4 9 16

   
 بردار نيمساز  

( , , ) ( , , )


     
1 3 2 2 4 14 2 22
3 5 3 3 5 15 3 15 بردار نيمساز  

 
  گيريم:ين تساوي قدرمطلق مياز طرف »1«ـ گزينه 545

n
n niz ai ( y) ix ai ( y) x a

z x iy | | | | | | | | ( ) ( )
iz ai ( y) ix ai ( y) x a

       
        

       

12 2 2
2 2

2 2 2
1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1

  

( y) x
( y) x ( y) x y y x y y x y y y

( y) x

 
                    

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1 1 1 2 1 2 2 2
1

  

zهاي اين معادله به صورتي جوابپس همه x هستند يعني حقيقي هستند.  
 

divبا توجه به اتحادهاي مربوط به كرل و ديورژانس داريم:  »3«ـ گزينه 654 (F G) .(F G) ( F).G F.( G) G.curlF F.curlG         
               

 

  ي صفحه قرار دهيم:ي پارامتري خط را در معادلهبراي يافتن محل تلاقي خط و صفحه كافيست كه معادله  »3«ـ گزينه 547
x t

: y t

z t

 
  
  

2 1
3 2
4 3

xي پارامتري خط معادله y z  
  

1 2 3
2 3 4  

t  ي صفحه داريم:با جايگذاري روابط فوق در معادله t t t t          2 1 3 2 4 3 15 9 6 15 1  
y  ي تلاقي برابر است با:در نقطه yمقدار  بنابراين t     3 2 3 1 2 5  

 

    »1«ـ گزينه 548

nكنيمطبق صورت سؤال فرض مي روش اول:
n

n
lim | a | a


   ِدر اين صورت شعاع همگرايي سري توانيn
n

n

a x






Rبرابر است با 
a


حـالا طبـق    1

1داشته باشيم شعاع همگرايي به توان nx2، در سري تواني،nxمتن درس اگر به جاي
a  رسد پس:مي 2 a

R ( )
a aa a

   
1
21 1  

  كنيم:حيه همگرايي و سپس شعاع همگرايي را تعيين ميبا استفاده از آزمون ريشه، نا روش دوم:
nn

n
n

a a
lim | a x | a | x | | x | | x | | x | R

a a aa
         2 2 2 1 11  

  

 
 
1

1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

fرويه  »4«ـ گزينه 954 (x , y , z) x y z c    را در نظر بگيريم. فرض كنيمP(x , y , z )   اي دلخواه از اين رويه باشد.نقطه  

x  هاي جزئي را حساب كنيم:نويسيم. ابتدا مشتقرا مي Pمعادله صفحه مماس بر رويه در نقطه y zf (P) , f (P) , f (P)
x y z

  
1 1 1

2 2 2  
 

x)  پس معادله صفحه مماس چنين است: x ) (y y ) (z z )
x y z

     
1 1 1

2 2 2  
  

  

  دست آوريم:طول از مبدأ اين صفحه را به
y y z

(x x ) x x ( y z ) x x ( y z x ) c x
z x y z


            


1

2 2 2
 

         
  





 

xبه همين ترتيب با جايگذاري   وz   عرض از مبدأ برابر است باy c y  و به ازايx   وy   ارتفاع از مبدأ برابر است باz c z .  
c  مجموع اين سه مقدار برابر است با: x c y c z c( x y z ) c c c            

 

ي واحد است. در اين ناحيه داريمربع اول از دايره Dيناحيه  »1«ـ گزينه 505
   2 وr 1.  

D

xy(x y ) dxdy (r cos )(r sin )(r ) rdrd


      
3 3

12 2 22 22
 

  

r  كنيم:انتگرال دوگانه را در مختصات قطبي حل مي
( sin )( ) d ( cos ) (cos cos )

 
 

       
7

2
11 1 1 1 12 2 22 7 14 2 28 14


 

  

 
  ها را جايگزين كرد، يعني داريم:هاي شامل توابع هيپربوليك، معمولاً بايد فرم تواني آندر انتگرال  »1«گزينه ـ 551

x

x x x

dx dx e dx
I sech xdx I

cosh x e e (e )
    

     2
2 2

1
  

xeحال اگر از تغيير متغير u :استفاده كنيم، داريم  x x xe u e dx du , (e ) u   2 2  

xdu  بنابراين خواهيم داشت:
I tan u tan (e )

u

   


1 1
2

2 2 2
1

  

  
  »  3«ـ گزينه 552

r(t)شويم كه روي منحنيبا توجه به معادلات پارامتري داده شده متوجه ميروش اول: 


x  داريم:   cos t , y , z sin t  3 2 4 3 2   
xبنابراين z 2 2 yو 9    است.  4

Rپس اين منحني يك دايره به شعاع  yاست كه در صفحه 3  در هر نقطه برابر با Rاي به شعاع قرار دارد. انحناي دايره 4
R

 
است، در نتيجه 1 

1
3 

  ت. اس
rبردارهايروش دوم:  (t) وr (t) دهيم: را تشكيل مي  

  r (t) ( sin t , , cos t)  6 2 6 2


  
r (t) ( cos t , , sin t)   12 2 12 2


  

rبردار r 
 

 كنيم: را حساب مي 

  
i j k

r r sin t cos t ( sin t cos t) j j

cos t sin t

        
 

2 26 2 6 2 72 2 72 2 72
12 2 12 2

  
   




  

|  اريم: اكنون طبق فرمول انحنا د r r |

( )| r |

 
    

 3 33
72 72 1

336 6

 

  

  

  xeصورت و مخرج ضرب در
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات نتخب مپاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

yهـاي حجـم حاصـل از دوران ناحيـه محـدود بـه منحنـي      »  1«ـ گزينه 355 f (x)1 
yو g(x)2 حول خطy k در بازهa x b  آيد:به اين صورت به دست مي  

b

a
V [(f (x) k) (g(x) k) ]dx     2 2  

fهايدر اين مثال منحني (x) x g(x)و 2 1 در نقاطx  1 كنند؛ پسبا هم برخورد ميx  1   است. 1
x x

V [(x ) ( ) ]dx (x x )dx [ x] ( ) V
 

 
                      

1

1

5 31 12 2 2 4 2
1 1

4 2 8 6 4 9 562 1 2 4 3 3 65 3 5 3 15 15
   

  
)اط يعني نقاطچهار تا از اين نق»  1«ـ گزينه 455 , , )1 ،( , , )1 1 ،( , , )1 1 و( , , )1 1 yيروي صـفحه  1 1 

 قرار دارند. 

)نقاط , , )  ،( , , )1 1 و( , , )1 1 zينيز روي صفحه 1 y    هـا مقـدار  ي آنقرار دارنـد، زيـرا در همـهy وz 
zصورتبه zيكسان است. بنابراين حدود y  هـاي فهآيند. در ضمن اگر فقط به مؤلدست ميبه(x, y) 

)مثلثـي بـا رئـوس    xyشويم كه تصوير اين هرم در صفحهدر اين نقاط توجه كنيم، متوجه مي , )  ،( , )1 1 
)و , )1 .است  
  

    ايم:ادهاين ناحيه را در شكل مقابل نشان د
yدر اين ناحيه داريم: 1 ،و اگر از چپ به راست حركت كنيمx   مرز ورودي وx y  مرز خروجي

xاست. پس y .  
y  گانه خواهيم داشت:با نوشتن حدود انتگرال سه y

V sin( y )dzdxdy   
1 3
  

  
  

  

dzdxدر مورد ترتيب dy توجه كنيد كه چون تابع زير انتگرال برحسب متغيرy گيري نسبت بهاست، بهتر است انتگرالy  را در آخرين مرحله انجام دهيم
  تر شود.هاي مياني سادهتا محاسبه انتگرال

  y yy y
V sin ( y )[z] dx dy ysin ( y )dx dy ysin ( y )[x] dy y sin ( y )dy [cos( y )]


         

     
11 1 1 13 3 3 2 3 31

3       
  

  V [cos( ) cos( )]     
 
1 2

3 3  

  
شمار جواب داريم كه دترمينان ماتريس ضرايب صفر باشد و همچنين با جايگذاري ماتريس مقادير براي دستگاه ناهمگن، در صورتي بي  »3«گزينه ـ 555

  ر باشد. يعني داريم:هاي ماتريس ضرايب نيز، دترمينان ماتريس حاصل صفي هريك از ستونجابه

( )*

b b ( a b) (ab b) ( b ) a ab b ( )*
a

b b ( b) ( b b) ( b ) b a a

          

            





1 1 1
3 3 2 2 2 6 3 2 6

2 2
1 1 3

3 3 21 6 7 6 3 2 6 3 3 3 6 6
2 2 7

 

aكهيدرصورتكند؛ ولي اگر دقت كنيد، نمي aبه يك معادله بديهي رسيديم كه كمكي به محاسبه  bبراي  3بينيد، با قرار دادن مقدار طور كه ميهمان  2 
aدستگاه جواب نخواهد داشت، پس بايد شوند وباشد، معادلات اول و سوم دستگاه ناسازگار مي    باشد. 2

  
r  ي تاب به اين صورت است:هاي محاسبهيكي از فرمول  »1«ـ گزينه 655 .(r r )

| r r |

  
 

  2

  
   

r  در نتيجه داريم: .(r r ) | r r |        2      
rيدانيم كه انحنا از رابطهاز طرفي مي r |

| r |

  
 

 3

 
 ي بردار سرعت نويسيم، اندازهآيد. در ضمن وقتي منحني را بر حسب پارامتر طول قوس ميبه دست مي

|شود يعنيبرابر با يك مي r | 1:در نتيجه .r r |   
 شود:. به اين ترتيب عبارت مورد نظر به اين شكل نوشته مي  r .(r r )    2    

 

x

y

z

(1,1,0)

(0,1,0)

(0,1,1)
(1,1,1)

(0,0,0)

x

y

(1,1)

x=y

(1,0)

(0,0)

-1 1
x

y

y = 2

1

2y = x
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات منتخب پاسخنامه 

|  كنيم:هاي قطبي استفاده مياز فرمول انحناي منحني  »2«ـ گزينه 755 r r rr |
( )

(r r )

  
  



2 2
3

2 2 2

2  

rدر مبدأ مختصات داريم   :در نتيجه  r
| | | |

rr


    



2
3

2 2  

dr  شعاع انحناء برابر است با:
| r | | |

d
   

 
1 1 1

2 2  

  ) صحيح است.2ي (، گزينهrض مثبت بودنبا فر
 

fبردار  »2«ـ گزينه 855
ي، در هر نقطه از منحني، بر آن عمود است. در نقطه(x , y )  :داريمx yf (f (x , y ),f (x , y ))     

 ي خـط  . پس معادلـه

y  ين است:قائم بر منحني، چن x
x y

x x y y
f (x , y )(x x ) f (x , y )(y y )

f (x , y ) f (x , y )

 
      

     
   

  

 
  :داريم براي به دست آوردن مشتق جهتي مرتبه دوم، بايد گراديان مشتق جهتي مرتبه اول را به دست آوريم، يعني  »2«ـ گزينه 559

f (x, y, z) xyz  
f f f

f i j k
x y z

  
   

  

     

f yzi xzj xyk   
     
A i j k

| A |

 


3

  
  

A
f. (yz xz xy)

| A |
    

1
3


ي اولمشتق جهتي مرتبه  

)  گيريم و داريم:حال گراديان اين عبارت را مي , , )A
( f . ) ( z y)i (z x) j (y x)k i j k

| A |


            2 3 11 1 1 4 1 1

3 3 3 3 3 3

      
  

A  در نتيجه خواهيم داشت:
( i j k).

| A |


        

1 4 1 1 44 3 3 3 33

  
 مشتق جهتي دوم  

 

fلورن برابر است بادر بسط مك x3ضريب» 2«گزينه ـ 605 ( )

!


3
گيريم:بنابراين ابتدا از طرفين رابطه داده شده مشتق مي  

f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) ( )*      1 91 1   
f  گيري مجدد از رابطه فوق داريم:  با مشتق (x) f (x) f (x) f (x) f (x) ( )**     9 2 81 9   

xبا جايگذاري   آمده داريم: ي معادلات به دستدر همه  
f ( )  2 18     ،f ( )    1 2 1 2    ،f ( ) f ( )     11 1 1 2   

  f ( )

!


  

38 19
3 6 3
   ضريبx3 لورندر بسط مك  

 

n  بل است:صورت مقابه naدنباله يدرواقع ضابطه  »1«ـ گزينه 615
n n

n
a ( ) 


  1

11
2

  

n  برابر است با: naبنابراين حد دنباله
n nn n

n
lim a lim ( ) 

 
  1

11
2

  

  باشد بنابراين مقدار حد فوق برابر صفر است.صورت ميبا توجه به اينكه سرعت رشد مخرج بيشتر از 
 

fبا توجه به اينكه  »3«ـ گزينه 265 (a)f (b)   باشد بنابراين معادلهميf (x)   در بازه[a, b] حداقل يك ريشه دارد. از طرفي چونf (x)     اسـت
fبنابراين تابع (x) صعودي است و طبق متن درس معادلهf (x)   صحيح است.3ي (تنها همان يك ريشه را دارا خواهد بود. در نتيجه گزينه (  

 
  

 گيريممشتق مي
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96ـ  91 و دكتري ارشد ) ـ2و  1( رياضي عموميسؤالات نتخب مپاسخنامه  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

aبا جايگذاري  »2«ـ گزينه 356 b   ي داده شده داريمدر معادلهf ( ) (f ( )) 2  پس با توجه به شرطf ( )   داريمf ( ) 1 .مشتق تابعf (x)  

  برابر است با:
h

f (x h) f (x)
f (x) lim

h

  


  

  داريم:   fبا توجه به تعريف تابع 
h h

f (x)f (h) f (x) f (h)
f (x h) f (x)f (h) f (x) lim f (x) f (x) lim

h h 

        
1

 
  

fاز آنجا كه ( ) 1 :است داريم  
h h

f (h) f (h) f ( )
lim lim f ( )

h h 

   
1

 

   

fدر  با جايگزيني اين مقدار (x)                                                                   :داريم                                         f (x) f (x) f ( )     
 

  كنيم.گيري را عوض ميرا رسم كرده و ترتيب انتگرال Dابتدا ناحيه   »4«ـ گزينه 564
y x

y x

x


  
  

2
2 4

  

 D1توان آن را به دو ناحيه منظمباشد و مينامنظم مي xنسبت به Dشود ناحيهطور كه ديده ميهمان
  باشد:گيري به صورت زير ميهاي انتگرالا كرانهتبديل كرد. براي هر از اين ناحيه D2و

y

y

D D

I f (x, y)dxdy f (x, y)dxdy I f (x, y)dxdy f (x, y)dxdy         
4 8 4

2 2 4
1 2 2

  

 

|دانيم كه برايمي  »4«ـ گزينه 556 x |1 ِتساويn

n

x
x






 1
1

  شود: گرفتن از طرفين تساوي، نتيجه مي باشد، با مشتقبرقرار مي 

x
n n

n n

nx n( )
( x) ( )

 
 

 
   

 
 

2
1 13

2 21 1

1 2 1 9231 1 3

  

 

R(t)طول قوس منحني پارامتري  »2«ـ گزينه 656 x(t) i y(t) j 
  :برابر است با  b

t ta
L (x ) (y ) dt   2   

tx  بنابراين براي منحني داده شده داريم:  (t) sin t cos t sin( sin t) sin( t).sin( sin t)
    4 42 22 2  

ty (t) sin t cos t cos( sin t) sin( t).cos( sin t)
    4 42 22 2  

L  داريم: Lبا جايگذاري روابط فوق در رابطه sin ( t)sin ( sin t) sin ( t) cos ( sin t) dt



 
 

2 2 2 4 2 2 42 22 2
  

cos t
sin ( t)[sin ( sin t) cos ( sin t)] dt | sin t | dt sin t dt |

   
        

22 2 4 2 42 2 2 22 2 2 12 2 2   
  

 

  با استفاده از تعريف حد مجموع ريماني داريم:  »3«ـ گزينه 567
n

n k

k cos x
lim sin sin xdx dx (x sin x) | ( )

n n 

  
        

  
1 12 2 1

1

1 1 2 1 1 1 12 12 2 2 2 2 
   

 

n  شود.سري داده شده به دو سري مقابل تفكيك مي  »4«ـ گزينه 856 n
n n

n n n

(r ) r
r r

  

  
    1 1

  
  

  باشد، لذا:هاي سمت راست تساوي جواب مورد نظر مينابراين اشتراك مقادير همگرايي سريب
n

n

r | r | r



      1 1 1


  

n
n

r
| r |

r| r |r






       


11 1 1 1 1

  

rبراي اعداد  1 nسري 1

n

r






همگرا و سري 
n

n r




 1


  باشد.ها واگرا ميمجموع آنواگراست پس  

 بازه همگرايي

 گراييبازه هم
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rبراي اعداد 1 وr  1 سريn

n

r






واگرا و سري 
n

n r




 1


  شود.ها واگرا ميهمگراست پس مجموع آن 

rها نيازي به بررسيبا توجه به گزينه 1 وr  1 صحيح است.4ي (نيست و گزينه  (  

rبا اين حال در 1 وr  1 ي عموميِ سريآيد. زيرا حد جملهنيز يك سري واگرا به دست ميn
n

n

(r )
r




 1


  شود.صفر نمي 

heي سادگي بيشتر؛ ابتدابرا  »2«ـ گزينه 965
xنويسيمكنيم. يعني ميرا از انتگرال خارج مي 2 h h xe e e 

2 2 2 heو 2
كنـيم  را از انتگرال خارج مـي  2

hثابت است. در ضمن xچون نسبت به

h
e

e

 
2

2
 است. 1

  
h x

hh

e (x )dx
lim

he





2

2

2 1
جواب  

حد داده شده فرم مبهم


  كنيم:دارد. از هوپيتال استفاده مي 
h

h hh h h

e (h ) h h
lim lim lim

h he h e  

 
 



2

2 2

2 2 2

2 22
1 1 1

21 2 22
  

 
A  »4«ـ گزينه 705 aM b(M N)  

    
  داشته باشيم اكنون از فرض استفاده كنيم: bو aها فرض كنيم براي اعداد حقيقيمطابق گزينه

A N M A  
    
(aM b(M N)) N M aM b(M N)      
         

a(M N) b(M N)) N ( a)M b(M N)       1
         

Nو بردارهاي
 وM

 متعامد و يكه هستند پس(M N) N M   
    :بنابراين  a(M N) bM ( a)M b(M N)     1

       

aاز اين تساوي خواهيم داشت b  وb a  1 پسa 
1
bو 2  

1
2.  

 

xهـاي ي بسته است كه از سطح اسـتوانه و در پـوش  يك رويه Sر رفته است،با توجه به ادبياتي كه در صورت سؤال به كا » 2«ـ گزينه 715  xو 2  1 
x  كنيم:ي ديورژانس استفاده ميشود. پس از قضيهتشكيل مي y zdivF P Q R y z (y z )       2 2 2 23 3 3


  

yيبا توجه به معادله z 2 2 xو معادلات 1  1وx    اي استفاده كنيم. به اين ترتيب داريم:از مختصات استوانه yozيتوانيم در صفحهمي 2
y z r , r , , x          2 2 2 1 2 1 2   

V
I divFdx dydz r rdx dr d ( d )( r dr)( dx) ( )( )( )

 

 


             
2 1 2 2 1 22 3

1 1
1 93 3 2 94 2   

  
 

اي افقي باشد، مماس، صفحه خواهيم صفحهدانيم كه بردار نرمال صفحه مماس در هر نقطه از رويه، برابر با بردار گراديان است. اگر ميمي » 2«ـ گزينه 572
nبايد بردار نرمال آن به صورت ( , ,c)

   است كهc  :به عبارتي بايد داشته باشيم .  

x y
x y

f ( , ,c) f , f x x y
x y

  
                

2 4 12 6 24 4 14 4 12
 

    


  

z  داريم: zبا جايگذاري اين مقادير در        16 16 2 48 12 1 31  
zيي مماس افقي به معادلهيك صفحه  31 .وجود دارد  

 
  ها داريم:ييك سري تابعي داده شده است. با استفاده از آزمون ريشه براي سر » 2«گزينه  ـ573

xnn
n

x x
lim | | | | | x | | x | x x x x x

n x x




 
            2 2 21 1 1 11 1 2 1 2 1 2

 ·H¼U ¾M  Hn ̧ Ã o‡
´ÃºIwnÂ¶

  

xحالا كافيست كه همگرايي سري داده شده در 
1
  را بررسي كنيم: 2

n
n n

n n n

( )
( ) ( )

n n n

  

  

 
    

1 1 1

1 11 1 12 11
2

  

xيك سري متناوب همگرا به دست آمد، پس 
1
]همگرايي اين سريي ي همگرايي است. در نتيجه بازهمتعلق به بازه 2 , )

1
  است. 2

  ي همگرايي اين سري تابعي استفاده نمود.توان براي تعيين بازهاز آزمون نسبت هم مي نكته:
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  هاي تلسكوپي داريم:ي سريي محاسبهبه كمك تجزيه كسرها و با توجه به قاعده » 4«گزينه  ـ574

nn n

( ) ( lim ) ( )
n(n ) n n n

 

 
      

   
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 113 1 3 1 3 2 1 3 3  

 
yي مورد نظـر بـالاتر از منحنـي   كنيم. ناحيهگيري را رسم ميي انتگرالابتدا ناحيه » 4«گزينه  ـ557 x  و

yزيرخط  xقرار دارد و در اين ناحيه 2 1   است. 4
  

x y

x

  

 

2
1 4

   

yكنيم. مثلاًاي را مشخص مياط گوشهطول و عرض نق xوy  xدر 2  كنند. حالا با با هم برخورد مي 4
  گيري خواهيم داشت:تعويض ترتيب انتگرال

  
y

x

x y
f (x , y)dy dx f (x , y)dx dy

y

    
 

   
22 4 2 2

1 1 1
1
1 2

    

 

fايي مشتق زنجيرهز قاعدهابتدا با استفاده ا » 1«گزينه  ـ657

s




  كنيم:را حساب مي 
f f x f y y x

( ) ( )
s x s y s (y x) (y x)

     
    

      2 2
4 43 2
2 2

      

xبا جايگذاري t s 2 yو 3 t s  fي فوق داريم:                                     در رابطه 2 t

s ( s t)

 


  2
28

8 3
  

  خواهيم داشت: sگيري دوباره نسبت بهالا با مشتقح
t , s

f t ( )( s t)( t) ( )( t)
( )

s ( s t) ( s t) ( s t)  

       
   

2

2 2 4 3 2 1
28 2 8 8 3 28 2 8 28 112

8 3 8 3 8 3
  

 
  كنيم:ها را بررسي ميهمه گزينه  »4«ـ گزينه 577

nشرط لازم همگرايي را ندارد            ):       1گزينه ( n

n
lim n( ) lim n( )

n n n

n

n
lim ( ) e e e

n
 

 







   

1 11 11   

nشرط لازم همگرايي را ندارد          ):         2گزينه ( n

n
lim n( ) lim n( )

n n n

n

n
lim ( ) e e e

n
 







   

1 111   

nشرط لازم همگرايي را ندارد              ):     3گزينه ( n

n
lim n ( ) lim n ( )

n n n

n

n
lim ( ) e e e

n
 









     

2 22
1 111   

  كنيم:) صحيح است. براي اثبات اين موضوع از آزمون ريشه استفاده مي4پس گزينه (

nسري مورد نظر همگراست             n
lim (n )( ) lim (n )( )

n n n n nn
n n

n
lim ( ) lim ( ) e e e

n n
 

    
  

 


      

2
1 11 1 1 11 11 11 1 

  
لورنكنيم با استفاده از بسط مكسعي مي  »3«ـ گزينه 857

x
1

xبراي 1 1  كهبه سري داده شده برسيم: (با توجه به اينn(n )1  ،در صورت داريم
  گيري مطرح است.)پس بحث مشتق

d d
n n ndx dx

n n n

x nx n(n )x
x ( x) ( x)

  
 

  
     

  
  1 2

2 3
1 2

1 1 2 11 1 1
  

nتوجه داشته باشيد كه به ازاي 1 :جمله اول سري به دست آمده برابر صفر است. در نتيجه  
x

n n n
n

n n n n

n(n )
n(n )x n(n )x n(n )( )

( x) ( )

   
  


   


         

 
   

1
2 2 24

3 232 1 1 1

2 2 1 1 2 1281 1 11 274 271 41 4 64

  

  

f

x y

t s t s

y

y 2

x

2



1
2x y

4

x 1

1

y

y 2

x

2



1 y x

41
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 با توجه به تعريف شيب خط قائم بر منحني در هر نقطه داريم:      »2«ـ گزينه 579

           dx
m

dy
     

x
x x x x

( , )x x x

dx e
dy (x )e dx dy (x )e dx y (x )e e c

dy x

y ( x)e c ( )e c c y e xe


               



             

 1 1 11
2 2 2 2 2   

  

  
Lnxابتدا انتگرال داده شده را با تغيير متغير » 4«ـ گزينه 805 t  كنيم:   بازنويسي مي      

m

dx dt
Lnx t dt I

x t


     1   

mنهايت ناسره است و شرط همگرايي آن اين انتگرال فقط در بي 1 .است  

  
Aدانيم حجم متوازي السطوحي كه روي سه بردارمي  »3«ـ گزينه 815


 ،B

 وC


A.(Bشود، برابر است با ساخته مي   C)
  كنيم يك . حالا فرض مي

1مكعب در
بعدي داشته باشيم كه يك رأس آن بر مبدأ مختصات و وجوه آن موازي صفحات مختصات است. در اين صورت با توجه به اندازه اول فضاي سه 8

  ضلع مكعب، مختصات سه بردار قطر ذكر شده برابرند با:

  
A ( ,a,a) a a

B (a, ,a) V a a a( a ) a(a ) a

a aC (a,a, )




       
 

2 2 32


 
 




  

  
Aبا فرض » 2«ـ گزينه 285 i j 

 ،B j 2
 وC i j  2

  :داريم  

  A ( , ) B ( , ) C ( , )
u , v ( , ) , w

BA C

  
       

1 1 2 1 2122 5

 
      

fحال به محاسبه (p ) 
 كنيمپردازيم. فرض ميميf (p ) ( , )   

:در اين صورت داريم .  

u

v

w

D f (p ) f (p ).u
f (p ) ( , )

D f (p ) f (p ).v

( , )D f (p ) f (p ).w ( , ).

              
      

      

2 2
3 1 1 32

3
1 2 71 3

5 5

 


 

 

  
 

 
  

 
  اند، احتياجي به محاسبه نقاط بحراني نيست. اما جهت اطمينان داريم:ها سه نقطه يكسان معرفي شدهبا توجه به اين كه در تمام گزينه  »4«ه ـ گزين583

x

y

f y x
y x (y ) y y , , x ,

f x y

           
   

3
3 3 3 9

3
4 4

1 1
4 4


 


  

xxحالا براي مشخص كردن نوع هر يك از اين نقاط بحراني، از مبين  yy xyf f f     :گيريمكمك مي 2

xx yy xyf x , f y , f    2 212 12 4 

)نقطه , )  نقطه زيني است( , )        16 16       
)نقطه , )1 )xxfماكزيمم نسبي است 1 , ) ( ) ( )          1 1 12 12 16 128    

)نقطه , ) 1 )xxfماكزيمم نسبي است 1 , ) ( ) ( )            1 1 12 12 16 128    
  

uگيري، بهتر است از تغيير متغيرهايا توجه به ناحيه انتگرالب  »2«ـ گزينه 458 x y  وv x y  :كمك بگيريم. در اين حالت داريم  
x y

xy uv
x y xy

a a a ax y u u a a
x y a a a a a

u u
J J

v v J

I e dydx e dudv dv e du ( a)(e e ) a sinh a 
     

      


          

1 1 1 121 1 2
1 1 1 2 22 2 2
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 4و  2هاي ، فضاي بين دو دايره به مركز مبدأ و شعاعxoyگيري بر صفحه احيه انتگرالكنيم. تصوير ناي استفاده مياز مختصات استوانه  »3«ـ گزينه 585
  است. زيرا:        

                            
z

x y r

x y z r

   

    

2 2

2 2 2
4 2

16 4
   

تعيين نشده، با توجه به اينكه محدوديتي براي   2 د بود. حدود خواهz شود:نيز از معادله كره معلوم مي  

r

D r
V dv rdzdrd r r drd ( )( r ) ( )

  

 


                   

2
2

43
2 4 16 2 4 2 2 2

2 16 2
2

2 42 16 2 16 12 12 32 33 3 
   

  
yبا توجه به تابع برداري  »1«ـ گزينه 658 yF(x, y) (e , xe )


Pبينيم كهمي   Q

y x

 


 
Fو اين يعني ميدان 


ع پتانسيل پايستار است. لذا كافي است تاب  

y  را حساب كنيم. آنگاه: yf (x, y) e dx dy xe      

f f s sF.dr f (x , y ) f (x , y ) f ( , ) f ( , ) ( )e e          1 1 1 1 2      

  
)با توجه به اين كه مختصات نقطه»  3«گزينه  - 587 , )2 yدر معادله تابع 5 x x   2 2 ي خط مماس را كه از كند، پس ابتدا معادلهصدق مي 3
)نقطه , )2 آوريم و سپس با استفاده از فرمول مساحت بين دو تابع، مساحت بين خط مماس و تابع داده شده شود به دست ميبر منحني تابع رسم مي 5

  آوريم.ها را به دست ميyو محور
xy x m      22 2 6   

y y m(x x ) y ( ) (x ) y x            5 6 2 6 7    

b  حل داريم:

a

x
S (y y )dx ( x ) ( x x ))dx (x x )dx ( x x)                 

232 22 2 2
1 2

86 7 2 3 4 4 2 43 3 
   

 

c  به آساني با استفاده از رابطه طول بردار تفاضل دو بردار خواهيم داشت:»  4«گزينه  - 588 b a b b a b cos     
2 2 2

       
bزاويه بين دو بردار توجه داشته باشيد كه

وb a
 

  درجه است. پس: 9است كه با توجه به تعريف ضرب خارجي، برابر 
c       2 22 1 2 2 1 5   

 
rدانيم نمودار پروانهاست. ميتنها نكته مهم اين سوال تشخيص محدوده»  1«گزينه  -895 cos 2 4 در واقع شامل دو بال در دو طرف محور  2
yها را به دست آورده، و با استفاده از رابطه هاست كه نسبت به اين محور و همچنين محور قطبي متقارنند. پس كافيست فقط محدوده زاويه يكي از بال

  مساحت يك منحني قطبي، مساحت محصور در اين بازه را محاسبه كنيم:

b

a

r cos

S r d ( cos )d ( cos )d sin ( )

 




   
            


              

2

2 4 4

4

4 2 22 2 4 4

1 1 4 2 4 2 2 2 2 1 242 2 






  

  ) صحيح است.1البته توجه داشته باشيد كه خواسته سؤال نصف اين مساحت است. پس گزينه (
 

x)     »4«ـ گزينه 905 y z )
D

I e dx dy dz , x y z , z      
2 2 2 3 2 2 21 4   

  كنيم.از مختصات كروي استفاده مي Dيبا توجه به كروي بودن ناحيه
در دستگاه كروي هميشه   2 كه محدوديت خاصي روياست مگر آنx وy .داشته باشيم  

zيكرهدر نيم   داريم
   2 و حدود ها هستند:هم شعاع كره   1.  

I e sin d d d ( e ] )( )( ) (e e)




  
           

2 22 3 3 2

11
2 81 21 23 3 
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  كنيم.ي ديورژانس استفاده ميباشد. از قضيه Sي درونناحيه Dكنيمبسته است. فرض مي Sسطح»  4«ـ گزينه 915

S D
F.nds divFdv , divF       1 1 1 3
  شار  

D

x
dv (D ) , x y z y z        

2
2 2 2 2 23 3 4 4 4 14´\eشار  

xيدانيم كه حجم بيضي گون با معادلهمي y z

a b c
  

2 2 2

2 2 2 vياز رابطه 1 abc 
4
  گردد؛ پس خواهيم داشت:محاسبه مي 3

(D )            
4 8 82 1 1 3 83 3 3´\e nI{  

  
(*)           كنيم: ه ديورژانس استفاده ميبسته است، از قضي Sبا توجه به اينكه سطح   »1«ـ گزينه 925

S D
F.nds div Fdv 
   

(x ) (y ) (z )
F(x, y , z) (x , y , z ) divF (x y z )

x y z

  
       

  

3 3 3
3 3 3 2 2 23

   

  با جايگذاري عبارت فوق در رابطه (*) داريم:
S D

F.nds (x y z )dv    2 2 23
   

  كنيم.كروي استفاده ميي واحد است، پس براي حل اين انتگرال از دستگاه درون كره Dيناحيه

  در مختصات كروي عبارتند از: هاي انتگرالكران
  

    
    

1
2





xيدرون كره y z  2 2 2 1  

  ها در انتگرال داريم:با جايگذاري اين كران
S

F.nds sin d d d ( sin d )( d )( d )
   

                  
2 1 2 12 2 43 3

     

   

( cos )
  

        
5 13 3 122 2 25 5 5 

  

 
    »4«ـ گزينه 593

  براي يافتن معادله خط مماس ابتدا بايد ضريب زاويه خط مماس را بيابيم، لذا: ل:روش او
dxdy x cos sin cos

dy dy sin cosdd ,
dx dydx dx sin cos

y sin sin cos
d d

              
        

  

2

2

2 2 122
  

براي نقطه
    داريم: 4

  
x cos x cos

y sin y sin







      


 

    


2 24

2 24

1
4 2

1
4 2

  

y  بنابراين معادله خط مماس بر منحني داده شده برابر است با: y m(x x ) y (x ) y x          
1 11 12 2   

xصورت معادله منحني داده شده به با حذف  روش دوم: y 1 ي خط مماس آن هم خواهد بود و لذا معادلهx y 1 .خواهد بود  
  

yدر منحني  »4«ـ گزينه 945 x x sin ( x )  2 xبايد داشته باشيم 1  1 xو 1   وx x 2 بنابراين .x 1.  
Lطول منحني برابر است با (y ) dx 

1 21


  . با محاسبه مشتق داريم:

x x x ( x) xxy
xx x( x)x x x x x x x x

           
    2 2 2 2

1
1 2 1 2 1 2 2 2 1 12

1 2 12 2 2 2
 

x  بنابراين:
L (y ) dx dx dx x dx x

x x

          
1 1

1 1 1 12 2 2 11 11 1 2 2
    
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xوقتي  »2«ـ گزينه 595   داريمsinh(ax) ax a

sinh( x) x


  
 پس تابع زير انتگرال درx        ناسره نيست. بنابراين كافيسـت شـرط همگرايـي را در كـران

)بالايي ) :انتگرال بررسي كنيم  

xهرگاه  :خواهيم داشت  
ax ax |a|x |a|

x
x x x

sinh(ax) e e e e
( )

sinh( x) e e e e



   
 

  
 

 

aاگر در واقع   باشد داريمax ax axe e e  و اگرa    باشدax ax axe e e  .  
|بنابراين شرط همگرايي انتگرال آن است كه a |  ) در اين ناحيه قرار ندارد.2باشد. گزينه (  

 

nدر سري  »2«ـ گزينه 659
n

n

a (x x )





1
 :شعاع همگرايي برابر است با   

n
n

n

R
lim | a |



1  

nدر اين تمرين داريم
n

n
a ( )

n






32
2

2
1

  . بنابراين:

n
n n n nn

n
n n n n n

n (n )
lim | a | lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim e e

en n n




    

  
      

  

2
2 2 2 22 2

11
2 2 2

2 1 1 1 11
1 1 1

 

Rن شعاع همگرايي برابر است بابنابراي e.  

nحد توجه:

n
lim ( )

n




2
2
11

1
vاست. در چنين مواردي از قاعده 1داراي فرم  vu( u) e1  تـر رفـع شـده مقـدار     گيريم تا حالت مبهم سريعكمك مي

  حد معلوم شود.
 

    »4«زينه ـ گ597
xيتلاقــي رويــهروش اول:  y z  2 2 2 zبــا صــفحه 1 1 ياســتوانهx y 2 2 اســت. اكنــون  2

yي برخورد صفحه x  yجا كه مطابق شكل، خـط  با اين استوانه را بررسي كنيم. از آن 3 x  3 
ــره  ــا دايـ xي بـ y 2 2 ــيچ 2 ــه هـ ــفحه   نقطـ ــابراين صـ ــدارد بنـ ــوردي نـ yيبرخـ x  و  3

xاستوانه y 2 2   نيز برخوردي با هم ندارند. 2
  

  به صورت جبري معادلات را برخورد دهيم:روش دوم: 
 

x y z

z x (x ) x x

y x

   


               
  

2 2 2
2 2 2

1
1 3 1 1 2 6 7 36 56

3
   نقطه برخوردي وجود ندارد

 

)Cخطي كه ازمعادله پارامتري پاره  »3«ـ گزينه 859 , , )   بهB( , , )1 1 R(t)شود چنين اسـت: كشيده مي 1 C t(B C) (t , t , t)   
  كـهt 1 .

xبنابراين y z t   وdx dy dz dt   كردن مسير خواهيم داشت:پس با پارامتري  

C
A.dr ( x yz)dx ( y xz)dy ( xyz )dz ( t t ) ( t t ) ( t )dt             

12 2 2 2 2 43 6 2 3 1 4 3 6 2 3 1 4



 

( t t )dt (t t t )       4 2 5 12 4 61 2 4 2 5 5 
 

 

tgدانيم كهمي»  3«ـ گزينه 959 h x  1 tg، بنابراين:1 h x 4 1 كردن يك واحد به طرفين داريم:داريم و با جمع  

tg h x
tg h x

     


4
4

1 11 1 2 12 1
·»nH»  

x4،fبا ضرب طرفين در (x) آوريم:وجود ميرا به  
x x x x x x

x f (x) x dx f (x)dx x dx b b
tg h x

             
   

4 4 4 4 5 51 1 14 4 4
4

1 1 1 1
2 2 2 1 5 1 51      

−Ho«TºH  

 

3

3

2

2

y

x

y x 3 

2 2x y 2 
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ieدانيم كهبا توجه به فرمول اويلر مي»  1«ـ گزينه 600 cos isin   :بنابراين ،  iie sin icos    iie icos sin      
  به كمك تساوي اخير داريم:
 

i i i i( ) i(sin i cos )(sin i cos )(sin i cos ) ( ie )( ie )( ie ) i e i (i)e i(cos isin ) i      


                      1 2 3 1 2 33 2

1 1 2 2 3 3
1 

 

yگيـري را كـه بـين   ي انتگرالگيري با اين ترتيب مشكل است، پس ناحيهانتگرال»  1«ـ گزينه 601 x وy 1   قـرار
xدارد و در آن 1 كنيم.گيري، مسأله را حل ميكنيم و سپس با تعويض ترتيب انتگرالاست، رسم مي  

yعبارتند از yحدود 1 و اگر در جهت محورx،ها حركت كنيمx   ورودي و مرزx y   مرز خروجي است. 2
  

  شود:با اين ترتيب، انتگرال به سادگي حل مي
y

x

cos y cos y y
dydx dx dy (cos y ) x dy ycos y dy sin y sin sin sin

x x
           

22 2 21 1 1 1 12 2 2 12 2 1 1
    




  

 
zواضح هستند. در اين ناحيه داريم zهايكران»  1«ـ گزينه 602 y   براي تعيـين حـدود .x وy ي، در صـفحهxoy 

yخطوط x 1،x  1 وy


 yخطوط كنيم.را رسم مي 2 x 1 وy


 xدر 2


 12 كنند.با هم برخورد مي  

xپس در اين ناحيه داريم:


   1 xو  12 y


  1 2  

yy

x x x
I ycoszdzdydx [ysin z] dydx ysin ydydx



     
  

     
        

1 1 12 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

  گيري جزء به جز (روش جدول) داريم:به كمك انتگرال

I (sin y ycos y) dx ( sin(x ) (x )cos(x ))dx x cos(x ) (x )sin(x )
x

 
 

 

 


               
 

 
1 12 2

1 1
11 1 1 1 2 1 1 1 22 2

1 1
  

 
uفرضبا   »2«ـ گزينه 603 sin x duداريم 2 sin x cos xdx sin. از اتحاد مثلثاتي2 x cos x sin x2 du  خواهيم داشت: 2 sin xdx 2  

xبه ازاي   داريمu   و به ازايx


 uاريمد 2 1.  sin x uI e sin xdx e du


  
12 2

 
  

I  است: Aبا استفاده از صورت سؤال حاصل اين انتگرال برابر با A  
 

xدر Aانتگرال  »3«ـ گزينه 604  xسرگي ندارد زيرانا 5  xي مخرج نيست. فقط آن را درريشه 5  كنيم. همگراييبررسي ميA    ،واضـح اسـت
xزيرا مخرج كسر داراي رشد نمايي است. در واقع وقتي  داريم  ي سرعت رشدطبق قاعدهx x xe e e3 312  :بنابراين    

x x
x

dx e
A e dx e

e

    
     

15
3 3

35 5
1

53 3   

xهم در Bانتگرال 1 ناسرگي ندارد. درx  داريم
x

x

e

x xe




واضح است. بـراي توضـيح    Bرا بودنو حالا كه رشد مخرج كسر نمايي است، همگ 1

  توانيم از آزمون مقايسه استفاده كنيم:تر ميكامل
x

x xe
B dx e dx e e

x e

    
        1

1 1
1

1   

 
nكه دانيمكنيم. ميام استفاده ميnياز آزمون ريشه Aبراي سري  »4«ـ گزينه 056 p

n
lim n


1 وn

n
lim Lnn


1 :در نتيجه داريم  

nnهمگراست Aسري
n nn n

n n
L lim lim L

Lnn Lnn 
     



1
2 1 13 13 3

  

nابتدا توجه كنيد كه وقتي Bبراي بررسي سري  :داريم  Ln( n) Ln Lnn Lnn 3 3   

كنيم كه سرياكنون يادآوري مي
p q

n n (Lnn)






2

p)به شرطي همگراست كه 1 )1 ياp )1 و(q 1 باشد. در سريB داريمp   وq 1    پـس ايـن

  سري واگراست.

 

 

x

y
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yتوان به صـورت را مي Aيي مرزهاي ناحيه(البته ايراد تايپي دارد). معادله  »4«ـ گزينه 660

x
2 1،y

x
2 3،x

y
2 xو 1

y
2 گـذاري  نوشـت. بـا نـام    2

yمرزها به صورت
u

x
 xو 2

v
y

 uداريم: 2 1،u  3،v 1 وv      كنيم:. ژاكوبين دستگاه جديد را حساب مي2

x y
xy xy uv

x y xy

y
u u x yx x

J J J
xv v Jx y x y x y

y y



        


2 23 2
2 2 2 2 2 2

2 3

2 1
4 1 3 1

1 2 3
  

x  با ضرب اين عبارت در تابع زير انتگرال داريم: y
xy

xy uv
  

2 21 1 1
3 3 3  

نيز در دستگاه جديد واضح هستند: vو uحدود
D

dydx
I dvdu ( du)( dv) [Lnu] [Lnv] Ln Ln

xy uv u v
          

2 3

1 1
3 2 2 3

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 3 23 3 3 3  

 
gكنيمبسته است. فرض مي Cمرز  »3«ـ گزينه 760 x y z   1 اي از صفحه باشد كهقطعهC كنيم:ي استوكس استفاده ميمرز آن است و از قضيه  

C S
I F.dr curlF.nd   

    

x z

i j k

curlF i j k
x y z

xe y y z ze x

  
   

  

   2

2

2

  

  
  

xيناحيه درون دايره xoyيبر صفحه Sتصوير يعنيAيناحيه y 2 2 pاست. در اين صفحه داريم 1 k 
 :در نتيجه داريم  

g ( , , )dA
n.d dA ( , , )dA

| || g.k |


   


1 1 1 1 1 11


   

curlF.nd  به اين ترتيب خواهيم داشت: ( , , ).( , , )dA ( )dA dA        1 2 1 1 1 1 1 2 1 2
   

(  بنابراين داريم:   2مساحت
A

I dA (A     2 2  
 

z، انتگرال را روي سطحSبا توجه به نتيجه قضيه استوكس، به جاي حل انتگرال خواسته شده روي سطح»  2«گزينه  -608   يم. در اين كنمحاسبه مي
kو رو به خارج آن است كه در اين مورد، برابر Sحالت توجه داشته باشيد كه بردار عمود، در راستاي بردار عمود بر سطح


است. از همين بردار نتيجه  

kهاي اول و دوم را محاسبه كنيم، زيرا هرچه باشند در مؤلفه اول و دوم بردار، لازم نيست مؤلفهFشود كه در محاسبه كرل تابع برداريمي
  ضرب داخلي

 شوند كه حاصل آن صفر است. پس داريم:مي

S S S
curlF.ds curlF.ds curlF.nd

 
    

      

( )k1 1
 +j

ه باشد)+(هرچi
(هرچه باشد)

i j k

curlF
x y z

y x sin(x y z )

  
 
  

 7 8 9

  

  

S S S S

x y
C : z x y , z x y S :

z

curlF.nd ( , , ).( , , )d d d
   

          


          

2 22 2 2 2 99 9

2 1 2 2





   

  

است. در نتيجه حاصل انتگرال اوليه، 3است كه يك دايره به شعاع  Sانتگرال اخير در واقع مساحت سطح   2 9   است. 18
  

yي معكوس تابعكنيم كه ضابطهيادآوري مي  »4«ـ گزينه 960 sinh(x) :به اين صورت استsinh (x) Ln(x x )   1 2 1  

sinhcطبق فرض 
3
sinhپس 4 ( ) c 1 3

)Lnيعني 4 ( ) ) c  23 3 14     نيم:كي خواسته شده را حل مي. حالا معادله4

x x x x xLn(e e ) c Ln( ( ) ) e e ( ) e             2 2 2 23 3 3 3 31 1 1 14 4 4 4 4  

xLne  گرفتن از طرفين داريم: Lnبنابراين با Ln x Ln Ln x Ln Ln      
3 3 4 3 2 24  
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xاگر فرض كنيم  »3«ـ گزينه 106 xf (x) xe e  2 x  ؛ آنگاه خواهيم داشت:1 x x xf (x) e xe e (x )e     2 1  
xfيبا توجه به ضـابطه  (x) (x )e  1   شـويم كـه  متوجـه مـيf (x)  يدر بـازه( , ) )يمنفـي اسـت و در بـازه    1 , )1    مثبـت اسـت. پـسf (x)  در

)يبازه , ) ]ياكيداً نزولي و در بازه 1 , )1 اكيداً صعودي است. پسf (x)     در هر كدام از اين دو بازه حداكثر يك ريشه خواهد داشـت. بـراي اطمينـان از
fوجود ريشه، به علامت (x) كنيم.در دو سرِ بازه دقت مي  

]يدر بازه , )1:داريم  f ( ) , f ( ) e      1 1   
]بر fبنابراين  , )1 يدقيقاً يك ريشه دارد و در بازه( , ] f  داريم: 1 ( ) , f ( ) e     1 1 1   

)بر fپس  , ]   ارد.در مجموع دقيقاً دو ريشه د fدقيقاً يك ريشه دارد، بنابراين  1
fايرادي ندارد. اگر يا ي مقدار مياني براياستفاده از قضيهتذكر:  (a)   وf ( )   باشد، معلوم استf (x) يدر بازه[a , ) .حداقل يك ريشه دارد  

 
    »2«ـ گزينه 611

داريم 1براي عدد روش اول:   وr 1 :در نتيجه  n n n iz z z e       2 2 21 1  

  
i( k )

nz e , k , , , n
 

  
2

2 1 2 2 1   
nاز صفر تا kباشد به همين دليل مقدار جواب مي n2داراي nz2بايد توجه داشت كه 2   باشد.مي1

nكافيست به ازاي روش دوم: 1 هاي داده شده چك كنيم:هاي معادله را در گزينهجواب  z z z i       2 21 1  
nنبا قرار داد 1 ها داريم:در گزينه  

  k z i     ) 1گزينه(  
  k , z i, i    1 ) 2گزينه(  

  k z     ) 3گزينه(  
n) است كه به ازاي2تنها گزينه ( 1 هايجوابz i  دهد.را به دست مي  

 

x  كنيم، لذا:براي حل انتگرال دوگانه داده شده از مختصات قطبي استفاده مي  »3«ـ گزينه 612 r cos
x y r , dxdy rdrd

y r sin

 
      

2 2 2  

  گيري در مختصات قطبي چنين است با:ناحيه انتگرال

     
r  

 
   4




                                             

y

y x

x


  
   




  

I  بنابراين انتگرال داده شده برابر است با: ( r ) r dr d




   
4 2 21
 

  

r  كنيم لذا:از تغييرمتغير استفاده مي u
r u rdr du ,

r u

  
         

2 11   

I  هاي فوق در انتگرال داريم:با جايگذاري تغييرمتغير و كران u du d d ( )
u

 


   
          

4 4

1
2 1 11 4 4 

  
 

)تنهـا نقطـه بحرانـي درون ايـن ناحيـه،       »2«گزينـه  ـ 136 , )       اسـت زيـرا در ايـن نقطـه داريـمxf   وyf    ي. بـا محاسـبهf     در ايـن نقطـه بـه

fمقدار ( , )    كافيست نقاط اكسترمم تابع بر روي مرز ناحيه داده شده يعني رسيم. حالاميx y

a b
 

2 2

2 2   را بيابيم: 1

  x y x b y a
x b y

ba b a b


       

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 21  

fبا جايگذاري اين عبارت در رابطه (x, y) xy :داريم  a
f (y) y b y

b
  2 2  

y  كنيم:ه ميمتغيره فوق را محاسبنقاط اكسترمم تابع تك b b
f (y) b y b y y y y

b y
             



2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
   

fبا جايگذاري اين نقاط در (y) :داريم  b a b b a ab
f ( ) b b

b
          

2
2 2

2 2 22 2 2
  

ab  بنابراين ماكزيمم و مينيمم تابع در ناحيه داده شده برابرند با: ab
M , m  2 2  

 

x

y
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4

xبا فرض »  2«ـ گزينه 146 y t 2 tfبه صورت f، ضابطة2 (t) te آيد. البتهدر ميt   است، پس رفتارf را درt   كنيم:بررسي مي  
fي بحراني:نقطه (t)t t tf (t) e te ( t)e t

         1 1  
  داريم: fبا توجه به جدول تغييرات

t

f (t)

f (t)
e

min max


  

1

1




   
  

  
fدر نتيجه (x , y)  در نقاطي كهt 1 ي به معادلةكه روي دايره باشد يعني نقاطيx y 2 2 ) 1هـاي ( طلق است. پس گزينهواقعند، داراي ماكزيمم م 1

)) نادرست است چراكه2ي () صحيح هستند. اما گزينه3و ( , ) 
2 2

2 در اين نقطه داراي مـاكزيمم مطلـق    fي مذكور قرار دارد، پس تابعروي دايره 2
  ي زيني.است و نه نقطه
tدر fهمچنين تابع   اي كهنيمم است يعني در نقطهداراي ميx y 2 2  باشد (يعني( , ) در اين نقطه داريم ،(f ( )   كه كمترين مقدارf .است  

 
xبه اينكه در مختصات قطبي با توجه»  2«ـ گزينه 156 r cos  وy r sin كنـيم. در اولـين   گيـري را جداگانـه رسـم مـي    ، هر كدام از نواحي انتگرال

انتگرال داريم
   4 وr sec  اين ناحيه را با .R1 دهيم:نشان مي  

r sec r cos x , r ( , )
cosR :

           
    


1

1 1 1

4

  



Ck L¶ Á¾‰£º
  

يدر بازه R1يپس ناحيه
   4 يقرار دارد و حالا ناحيهR2 كنيم:را بررسي مي  

r csc r sin y , r ( , )
sinR :

           
    


2

1 1 1

4 2

   Ck L¶ Á¾‰£º
  

Rبينيم كهمي xoyدر صفحة R2و R1با رسم R1 2 ييك مربع در ناحيهx 1 وy 1 .است  
  
  

f هاي داده شده برابر است با:بنابراين مجموع انتگرال (x , y) dx dy 
1 1
 

  
  

  
nبا توجه به اينكه سري   »4«ـ گزينه 166

n

a





1
nهـا  توان دو مثال زير را در نظر گرفت كـه در يكـي از آن  همگراست مي 

n

a





1
همگراسـت ولـي بـراي     

nديگري سري
n

a





1
nهمگراست   واگراست.  n

n n

a a
n n

 

 
    4 2

1 1

1   براي1

nواگراست  n
n n

a a
nn

 

 
    2

1 1

1   براي1

  ) صحيح است.4ي (باشند و گزينه) غلط مي3) و (2) و (1هاي (بنابراين گزينه
 

uبا استفاده از تغيير متغير  »4«ـ گزينه 761 sin x   داريم: 2
x u

sin x u sin x cos xdx du sin xdx du ,
x u

  
      

  

2 2 2 1
4 2

 
  

du  گرال داده شده داريم:با جايگذاري اين روابط در انت
I tg u | tg

u

   


1
2 1

1 12
2

1
21   

  

مطلقمطلق
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y

x

-11y= sin x
2

D

-1

π–
4

y

x
b

-xf(x)=e

yي محصور به نمـودار حجم حاصل از دوران ناحيه»  2«ـ گزينه 861 f (x)  و خـطy    يدر بـازهx b        بـا اسـتفاده از روش واشـر و بـا فرمـول
b

v f (x)dx  2


  قابل محاسبه است:  

  bb bx x x bV (e ) dx e dx [e ] (e )    
         2 2 2 2 12 2 

     

b  نهايت ميل كند، خواهيم داشت:به سمت بي bهرگاه

b
lim e e 


 2   

  درنتيجه داريم:
b
lim V ( )


 
   12 2  

  
 

)گزينه[ها صحيح نيست. هيچكدام از گزينهـ 196   ]توانست جواب باشد، اما علامت آن اشتباه است.مي 2(
cosصورتتابع زير انتگرال يك متغيره و به yf (y) e cosگيري و نوشتن فرماست، به همين دليل با تعويض ترتيب انتگرال 2 y

D
I e dx dy   محاسـبه   2

  ]شده در صورت سؤال، برحسب توابع مقدماتي قابل حل نيست.ترتيب داده در واقع[شود. تر ميانتگرال ساده
شـده در  كنـيم. طبـق حـدود داده   را رسم مـي  Dيبراي تعيين حدود انتگرال با ترتيب جديد، ابتدا ناحيه

yدانـيم كـه ايـن ناحيـه بـين نمـودار       صورت سـؤال مـي   sin x 11
yطو خ ـ 2


  قـرار دارد و در   4

xآن  1  .است  

yبينيم كه در آنبا رسم اين ناحيه مي


  4   است و اگر در جهت محـورx  يهـا از ناحيـهD   عبـور

xكنيم، مرز ورودي همان sin y xاست و مرز خروجي 2   .است    
  شود:بنابراين انتگرال در ترتيب جديد به اين صورت نوشته مي

  
sin y

cos y cos y cos y
sin y

I e dx dy e [x] dy sin ye dy  
  

      2
2 2 2

2
4 4 4

2
     

  
cos( )cos y cos( )[ e ] [e e ] I (e e ) (e )






       
4

2 121 1 1 1 12 2 2 2
    

  

yمساحت شكل حاصل از دوران منحني  »1«ـ گزينه 206 f (x) حول محورxشود:ي زير حساب ميها از رابطه  
b

a
S y y dx   22  

yدر اين سؤال x 31
yو در نتيجه 3 x  xو2 1:بنابراين داريم ،  S x (x ) x x dx


     

1 13 2 2 3 41 22 1 13 3 
  

xفرضبا  u 41گاه، آنx dx du34 و به عبارت ديگرdu
x dx 3

  و لذا داريم: 4

du
u ( ) u du [ u ] S [ ( x) ] ( ( ) )

    
         

1
1 1 3 3 3
2 2 2 2 22 2 2 2 21 1 13 4 6 6 3 6 3 6 3 3

  حاصل انتگرال

( )


2 2 19( ) ( )
  

    
2 2 2 2 2 2 2 16 3 3 18  

 
fتابع كنيم كه دريادآوري مي  »1«ـ گزينه 216 (x , y) منظور ازf1 همانxf است و منظور ازf2 همانyf .است  

5-y
h h

h
f ( , h) f ( , ) h; f ( , ) lim lim

h h 




  

4
3

5

 

   3x
h h

h
f (h, ) f ( , ) hf ( , ) lim lim

h h 




  

4
3

3

 


     
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Sيمرز قسمتي از صفحه Cكنيم. منحنياز قضيه استوكس استفاده مي  »4«ـ گزينه 226 : x y z  2   است. 7

x z

i j k

curlF k
x y z

y e x cos y e

  
 

  

  
2 22

5

2 3

  


  

nآن گيريم؛پس بردار قائم بردر نظر مي xoyطور كه در صورت سؤال گفته صفحهصفحه تصوير را همان k
 است. تصويرS   بـر صـفحهxoy  درون دايـرهx y 2 2 1  

(مساحت دايره به شعاع يك)5  ناميم. بنابراين داريم:مي Rاست، اين ناحيه را
C S R R

F.dr curlF.ndS k.kdxdy dxdy       5 5 5
     

 

]در بازه fدانيم كه اگر تابع مي  »4«ـ گزينه 236 , ]1 پذير باشد آنگاهانتگرال
n

n i

i
lim f ( ) f (x)dx

n n 
 

1

1

1


 .  

با ضرب صورت و مخرج كسر داده شده در 
n

  داريم: 1

in
xn x

i
nn

i

e ee dxn e
lim e

i Lnxdx (xLnx x)Ln( )
n n







    

 


 



1
1

1

1

11
1 11 11










  

توجه كنيد كه
x
lim xLnx





  .  

 

|انحناي منحني پارامتري با فرمول  »1«ـ گزينه 246 x y y x |

((x ) (y ) )

   
 

 
3

2 2 2

  آيد. با توجه به ضابطه داده شده داريم:به دست مي 

x a cos t x (t) a sint cos t , x (t) a cos t a sin t cost
C :

y a sin t y (t) a cost sin t , y (t) a sin t a sin t cos t

          
       

3 2 3 2

3 2 3 2
3 3 6

3 3 6
  

  رابطه انحنا داريم: با قرار دادن مقادير فوق در

  | ( a sin t cos t)( a sin t a sin t cos t) ( a cos t sin t) ( a cos t a sin t cos t) |

(( a sin cos t) ( a cos t sin t) )

      
 

 

2 3 2 2 3 2

3
2 2 2 2 2

3 3 6 3 3 6

3 3
  

  | a sin t cos t a sin t cos t a cos t sin t a sin t cos t | | a sin t cos t a sin t cos t |

( a sin t cos t a cos t sin t) ( a sin t cos t(cos t sin t))

    
 

 

2 4 2 2 2 4 2 4 2 2 4 2 2 4 2 2 2 4

3 3
2 2 4 2 2 4 2 2 2 2 22 2

9 18 9 18 9 9

9 9 9
    

| a sin t cos t(sin t cos t) | a sin t cos t

| a sin t cos t | | a sin t || ( a sin t cos t) | | a sin t |
(( a sin t cos t) )

 
    

2 2 2 2 2 2 2 2

3 3
2 2

9 9 1 1 2
33 3 23 23 2

  

  

   ها صحيح نيست.كدام از گزينهـ هيچ625

  از دو محدوديت داده شده، داريم: zبا حذفروش اول: 
x y z

y ( x y) y x x y xy
y z

             
 

2 2 2 2
2 2

1
1 1 2 2 2 2

1
  

h(xاين محدوديت جديد را با , y)   هاي مطلقدهيم. اكنون اكسترمومنشان ميw را با قيدh(x , y)   آوريم:دست ميبه  
yx

x y

ww
y x x y x x

h h x y y x
              

   
1 2 4 2 2 4 4 4 2 2 12 2 2 4 2 2  

xبا جايگذاري 1 يدر معادلهh :داريم  y y    2 12 1
2

  

)Aپس نقاط , )
11
2

)Bو  , )
11
2

  هستند.   wنقاط بحراني 

wداريم Aيدر نقطه    
21 1 2
2

wداريم Bيدر نقطه و   1 1عبارتند از wبيشترين و كمترين مقدار 2 1و 2 2.  
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g(xبا فرضروش دوم:  , y, z) y z  2 2 h(xو 1 , y, z) x y z   1دهيم:، تابع لاگرانژ را به صورت زير تشكيل مي  
F(x , y , z , , ) f (x , y , z) g(x , y , z) h(x , y, z) x y (y z ) (x y z )                 2 22 1 1  

  معادلات زير بايد همزمان برقرار باشد، يعني:

x

y

z

y

z

F

F y y y

F z z z

F y z ( ) ( )

F x y z
















        


              

            



                           

      

1

1

1
2 2 2 2 22

1 2 2 2
2

1 1
12 2 2 1 2

12 2 1 2

1 1 1 1 2 1 11 1 1 12 2 2 24 4 4
1

 

  

  

   

 

  

در نتيجـــه اگـــر 
1
2

y، آنگـــاه  
2

zو 2 
2

xو 2 1  اســـت، كـــه در ايـــن صـــورت مقـــدار تـــابعw  در ايـــن نقطـــه برابـــر اســـت بـــا

w x y ( )      
22 1 2 1 . و اگر22

 
1
2

y، آنگاه 
2

zو 2  
2

xو 2 1 مقدار تـابع   است، كه در اين صورتw     در ايـن نقطـه برابـر

w  است با: x y ( )     
22 1 2 1 22  

 

hبا جايگذاري  »2«ـ گزينه 662   فرم مبهم1 يشود. از قاعدهايجاد ميv v(u )u e 1 كنيم:استفاده مي  
cosh( h)

( )
h cosh( )

h
lim e









1 1394 11394


  جواب حد 

  دهيم:را ادامه مي eي حد توانمحاسبه
h

cosh( h) cosh( )
lim

h cosh( )

 


1 1394 1394
1394

  eحد توانِ 

  حالا توجه كنيد كه طبق تعريف مشتق يا با استفاده از هوپيتال داريم:
h

cosh( h) cosh( )
lim sinh( )

h

 


1394 1394 1394


  

)sinhبرابر است با eبنابراين حد توان )

cosh( )

1394
)tghيعني 1394 )tgh  و در نهايت جواب حد برابر است با: 1394( )e   جواب حد 1394

  

x  كنيم:از روش جزء به جزء استفاده مي  »3«ـ گزينه 276
u Ln( x ) du

x
   


2

2
21

1
  

dv dx v x    

x x
Ln( x )dx xLn( x ) dx xLn( x ) dx xLn( x ) ( )dx

x x x

 
          

     
2 2

2 2 2 2
2 2 2

2 1 1 11 1 1 2 1 2 1
1 1 1

  

xLn( x ) (x tg x) c    2 11 2  

I  با جايگذاري حدود انتگرال معين داريم: [xLn( x ) (x tg x)] Ln( ) ( ) Ln  
         

12 11 2 2 2 1 2 24 2
  

  

tبه ازاي  »4«ـ گزينه 286 1 داريمx e

y Ln


    1 1 dy، شيب خط مماس بر منحني برابر با1

m
dx

 :است    

t

dy y (t) tm
dx x (t) ee e

t

 
     



21 1 2 2
1 1

22

  

y  ي خط مماس به اين صورت است:پس معادله (x e) y x
e e

        
2 21 2 1  

yهاxدر محل برخورد با محور   :است، در نتيجه داريم  x x e
e

e

     
2 3 33 2 2  
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uبا استفاده از تغيير متغير  »1«ينه ـ گز962 x y z  3 2،v x y 3 wو 2 z ي اين رويه را به صورتمعادلهu v w  2 2 2  اينويسيم كه كرهمي 9
  يم:كناست. ژاكوبين دستگاه جديد را حساب مي 3به مركز مبدأ و شعاع 

  
x y z

xyz x y z uvw

x y z

u u u

J v v v J

w w w


      

3 2 1
13 2 6 6 12 121


 

  

uيي درون كرهناحيه Dاگر v w  2 2 2 (  باشد داريم: 9 ( )    31 4 3 312 حجم3
W D

I dxdydz dwdudv (D    
1 1

12 12  

  

  كنيم و داريم:استفاده مي sin(n)دار بودناز كران Aدر سري  »2«ـ گزينه 306
n n

sin(n)
| |

n n

 

 
 2 2

1 1

1  

در سري
n n




 2

1

pداريم 1    همگراي مطلق است پس همگرا هم هست.  Aپس اين سري همگراست در نتيجه سري 2

naيدانيم كه اين سري متناوب است و دنبالهمي Bدر مورد سري
n n



  هم همگراست. Bكند پس سرينزولي به سمت صفر ميل مي 1

  
aبردارهاي   »2«گزينه  ـ631 b

 
 وa c

 
 شود.بنابراين ضرب خارجي آنها برابر با صفر مي اند،باهم موازي  

(a b) (a c) a a a c b a b c            
           

   
aضرب خارجي بردار


aدر خودش برابر با صفر است، زيرا 


a  با خودش موازي است. پس داريم:  c b a b c
     

         
bطبق ويژگي ضرب خارجي داريم:  a a b   

   
a  در نتيجه:  c a b b c b c a c a b ( , , ) ( , , ) ( , , )                  1 3 2 1 2 1 2

           
    

  
m  »2«ـ گزينه 326

n m
L lim lim (cosn! x)

 
   

cosuدانيممي  1   ين داريم:تواند عدد صحيح باشد بنابرانمي (n!x)عددي اصم (گنگ) است حاصلضرب nاز طرفي با توجه به اينكه ، 1
  m

m
cos(n!x ) | cos(n!x ) | lim (cos(n!x ))


        1 1   

m  شود پس در ادامه داريم: جواب اولين حد، صفر مي

n m n
L lim lim (cos(n!x )) lim

  
       

 
  هاي صورت سؤال داريم:با توجه به داده  »4«ـ گزينه 633

  df (x)
g(x) f (x) g(x) ( )

dx
   1  

  dg(x)
f (x ) g (x) f (x ) ( )

dx
  2 2 2  

fي مشتقِ دومحالا به محاسبه (x   پردازيم.مي 3(

fدانيم كه مشتقِي مشتق تركيب، ميبا استفاده از قاعده (u) برابر است باu f (u)  :پس  
( )d

f (x ) x f (x ) x g(x )
dx

  
12 2 3 2 33 3  

  ود:شضرب استفاده ميحاصل ي مشتقكنيم. از قاعدهحالا مشتق دوم را حساب مي

  
( )d d d

( f (x )) ( x g(x )) xg(x ) x ( x g (x )) xg(x ) x ( x f (x )) xg(x ) x f (x )
dx dx dx

      
23 2 3 3 2 2 3 3 2 2 6 3 4 63 6 3 3 6 3 3 6 9  

 
  استفاده شده است.  arctgxلورنتوان حدس زد كه از بسط مكبا توجه به وجود اعداد فرد در مخرج كسرها، مي  »4«ـ گزينه 346

x  طبق فرمول داريم: x x
arctan x x    

3 5 7

3 5 7   

xحالا با جايگذاري 1 :خواهيم داشت  x


      
1 1 11 14 3 5 7   

بنابراين مقدار سري برابر
  است. 4
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fتابع زير انتگرال به صورت ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچـ 356 (x) كنيم.گيري را عوض مياست پس ترتيب انتگرال  
(x x)

y

e
I dxdy

x




 
2

9 3
1 1  

  گيري را عوض كرد:توان ترتيب انتگرالبا توجه به شكل مي

  
(x x) (x x) x xx x x xe e e

I dydx y] dx (x )dx I e (x )dx
x x x

  
      

      
2 2 22 2 23 3 3 32

11 1 1 1 11 11 1 1  

  كه اين انتگرال قابل حل نيست.  

در صورت سؤال اشتباه تايپي رخ داده است. توضيح:
x xe

x





2 2

xمورد نظر بوده است و جواب آن 1 x x xI e (x )dx e (e e )      
2 23 2 2 3 1

1
31 11 12   شد.بامي 2

 

  با توجه به نكات گفته شده داريم:  »3«ـ گزينه 366
c
F.dR (F.T)ds (curlF.n)ds ( F).ndx pdx Qdy Rdz             

R  ، يك تابع دو متغيره است بنابراين:Fاما تابع 
Q p

Rdz F.d pdx Qdy ( )dxdy
x y

 
     

      

Fكه (p,Q)  

  Q p Q p
F.dR ( )dxdy dxdy p y , Q x F(x, y) yi x j

x y x y

   
           

        1 2 2   

 

)ر كافيست زاويه بين بردارهاي گراديان دو رويه را در نقطهبراي يافتن زاويه موردنظ  »3«ـ گزينه 763 , , )
1 3
2 2    :بيابيم، لذا  

f ( x, y, ) f ( , , )   2 2 1 3
 

  استوانه:  
g ( x , y, z) g ( , , )     2 2 2 2 1 3
 

 كره:  
  از طرفي براي محاسبه زاويه بين دو بردار فوق داريم:  

f . g | f || g |cos ( , , ).( , , ) cos cos
  

              
1 3 11 3 1 3 2 2 4 2 3

   
   

 
Fداده شد مستقل از مسير باشد بايد تابع برداري براي اينكه انتگرال  »2«ينه ـ گز863

 پايستار باشد يعنيcurl F 

 :باشد  

i j k
ay cy

a c
curlF cx cx c b a

b ax y z
by ay

ay czx y(bx cz) ay cx


                

  2 2 2

2 22 2 222
2

  


  

  
fداريم  »4«ـ گزينه 963 (x) x y  3 2 g(xو 1 , y) x y  2 29 4 از دسـتگاه لاگرانـژ بـه     fهاي مقيد (مشروط) تابع. براي يافتن اكسترمم18

  ضريب لاگرانژ است.) اين شكل استفاده كنيم: (

x x
y gx

y y
x y

f g
ff x

f g y x x ( )x
g g x y

g(x , y)

  
  

                
 

   2 23 2 36 3 99 4 1818 8 24 2 4
18

kÃ¤ nj ÁnHm«ÄI]  

x x , y     2 318 18 1 2  

fدو نقطه اكسترمم مقيد براي (x , y) :يافتيم كه عبارتند ازA( , )
31 )Bو 2 , )

31   كنيم:را در اين دو نقطه حساب مي f. مقدار2

f (A)    3 3 1 7             f (B)      3 3 1 5  

)Bياست و در نقطه 5تحت شرط داده شده fترين مقدارپس كم , )
31   دهد.رخ مي 2
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ي ديورژانس اسـتفاده كـرد و انتگـرال روي    قضيهتوان از پوسته خارجي يك مكعب است. بنابراين مي Sيك سطح بسته است. در واقع S »4«ـ گزينه 406
  ناميم.مي Dرا Sتبديل كرد. ناحيه درون Sرا به انتگرال سه گانه روي ناحيه درون Sسطح

M N P

F(x , y , z) (x yz , y zx , z xy)   2 2 2
   

x y zdivF M N P x y z     2 2 2  

xمكعبي با مرزهاي Dناحيه  5 وy  2 وz  3 .است  

S D

z
F.nd divFdzdydx (x y z)dz dy dx (xz yz ) dy dx ( x y )dy dx                  

5 2 3 5 2 5 22 3 92 2 2 3 32 2      

 


y x
( xy y) dx ( x )dx ( x )dx ( x) ( )              

5 5 52 22 59 62 3 3 2 6 6 9 2 6 15 2 15 2 75 75 32 2 2  
 

 
 

 

kn  اي داريم:ل بسط دوجملهبا استفاده از فرمو »2«گزينه  ـ416 n
n k n k k k

k k

n n
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k k


 

   
       

   
 1 2 1 2 1 1 2
 

  

، از2هاي فرد حاصل خواهد شد. اگر به جايkازايبه nbآيد ودست ميهاي زوج بهkازاي به naدانيم كهمي استفاده كنيم، علامت جملات فـرد   2
  كنيم:به اين صورت عمل مي nbو naيكند. پس براي محاسبهتغيير مي

n n

n n
n n

n nn
n n

n

( ) ( )
a

( ) a b

( ) ( )( ) a b b

   
     

      

1 2 1 2
1 2 2 2

1 2 1 21 2 2
2 2

  

  م:توانيم حد مورد نظر را محاسبه كنيحالا مي
n n

n

n n n nn

( ) ( )a
lim lim

b ( ) ( ) 

    
    

1 1 2 1 22
1 1 2 1 2

2 2

  

2/اكنون توجه كنيد كه 1 4 پس/1 2 4  به عبارتي 1 2 nاست. در نتيجه داريم: 1

n
lim ( )


 1 2  توان نوشت:بنابراين مي  

n

n

n n nn

( )a
lim lim

b ( ) 


 



1 1 22 21 1 2
2 2

  

 

  مفهوم سوپريمم مانند مفهوم ماكزيمم است، با اين تفاوت كه ممكن است تابع يا دنباله مورد نظر به آن مقدار نرسد بلكه به آن ميل كند. »1« ـ گزينه642
nfيدر اينجا دنباله (n) n گيريم. اولين جمله اين دنبالهرا در نظر ميf ( ) 1 nنهايـت نيز در بياست و حد آن  1

n
lim f (n) lim n


 1    اسـت. بـراي
  كنيم.گيري استفاده ميتشخيص بيشترين مقدار اين دنباله، از مشتق

n f (n) Lnn
f (n) n Lnf (n) Ln(n) Lnn Lnn n e

n f (n) n n n

 
            

1

2 2 2
1 1 1 1 1ÁoÃ¬¢Tz¶  

nازايبيشترين مقدار اين تابع به e آيد. امادست ميبهn  جايطبيعي است پس بهيك عددe ترين عدد طبيعي بهبايد نزديكe يعنيn  را در نظـر   3
sup  بگيريم. به عبارتي داريم: f (n) n , , , f ( )   31 2 3 3 3  

 

fبا توجه به اين كه  »4«ـ گزينه 436 div( f )  2  و اين كه تابعf :حقيقي دو متغيره است  
xx yy xxx yyx xxy yyydiv( f ) ( f ) (f f ) (f f , f f )          2     

  دهيم:  اكنون عبارت موردنظر را تشكيل مي

xxx yyy xxx yyx xxy yyy xxx yyy yyx xxy y x
f

div( f ) (f i f j) (f f ,f f ) (f ,f ) (f ,f ) (f i f j)
x y


          

 

2      
  

  باشد، لذا:گراديان تابع در آن نقطه مي ي برداربرابر با اندازه Pبيشترين ميزان تغييرات يك تابع چند متغيره در نقطه   »4«ـ گزينه 644
xz yz

f (x, y,z) ( , ,Ln(x y ))
x y x y

   
   

2 2
2 2 2 2

2 2 1
1 1

  

)pبردار گراديان در نقطه , , f  برابر است با: 111( ( , , ) ( , ,Ln( )) ( , , )   
2 2111 1 2 21 1


   

)pاين بيشترين ميزان تغييرات تابع داده شده در نقطهبنابر , , max  برابر است با: 111( f | f ( , , ) |     111 4 4 8 2 2
  
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  كنيم: را يادآوري مي xeبسط مك لورن  »4«ـ گزينه 456
n

x

n

x x
e x

n! !




    

2
1 2

 

xبه ازاي 1 :داريم  
n

e
n! ! !




      1 1 11 1 2 3

 

  آوريم: حال سري داده شده را با استفاده از اين تساوي به دست مي

  
n n n n n

n n
( ) ( ) e (e ) e e e

n! n! n! (n )! n! ! ! ! !

    

    


                    

    
1 1 1 1 1

2 1 1 1 1 1 1 1 12 2 2 1 1 1 2 1 2 1 11 2 3 2 3    

 

fدر تابعها صحيح نيست.  كدام از گزينههيچـ 466 (x, y) x y  2 47 ,x)كنيمفرض مي 2 y) ( / , / ) 6 98 3 7 و(x , y ) ( , ) 7 3  .  
dx)  در اين صورت خواهيم داشت:  ,dy) (x x , y y ) ( / , / )     2 7      

 f (x , y )     7 2 4 77 3 2 128 2  

x)يرا در نقطه fهاي جزئيمشتق , y )  آوريم و ديفرانسيل كلبه دست ميf كنيم: را حساب مي  

  
x

y

x
f

( ) ( )(x y ) ( )

y ( ) ( ) ( ) ( )
f

( ) ( ) ( ) ( )(x y ) ( )

   
 

   
 

2 4 6 677

3

2 4 6 677

2 14 14 1
7 64 327 2 7 128

4 4 27 4 27 27
7 64 7 167 2 7 128

 

 x y
/ ( ) ( / ) / / / /

df f dx f dy
( ) ( )

         
2 27 7 1 27 26 13

32 7 16 16 16 16 8
          

/
f ( / , / ) f ( , ) df /   

136 98 3 7 7 3 2 2 1628
    

 
D  كنيم: بندي ميحروف داده شده را دسته  »4«ـ گزينه 764 , E , L , V , R , N , AAA 

هايي كه حرف تكراري ندارند و يك اند. دسته اول آنحرفي سه دسته 4توان سه بار استفاده كرد. رمزهاي مي Aهفت حرف متمايز داريم و از حرف

!  ها برابر است با: حرف متمايز داده شده هستند. تعداد آن 7ن حرفي از بي 4جايگشت 
( ) !

!
7

4
74 3 

ها آن اند. تعدادشوند، ساخته شدهحرف انتخاب مي 6در كنار دو حرف متمايز ديگر كه از بين Aو Aدسته دوم رمزهايي هستند كه از دو حرف

!  برابر است با:  !
( )

! ! !
6

2
4 6
2 2 2    

!  شوند. تعداد اين دسته برابر است با: و يك حرف ديگر ساخته مي Aحرف 3و دسته سوم از 
( )

!
6

1
4 243  

!  دسته:  3در نتيجه، جواب برابر است با مجموع اين  !

! ! !
     

7 624 24 84 18 1 443 2 2     

 
با توجه به آن كه  »4«ـ گزينه 864 9512 log  است داريم:  2 ( )2 512 9 

xبنابراين log ( )  21 512 1دانيم كه. حال ميx3 است پسf (x) x x 3 fو6 (x) x  23 xيگذاريو با جا 6  1 :داريم  
  f ( )   1 3 6 24   

 

fفرض كنيم  »4«ـ گزينه 496 (x) Arc tg( x )


 3
xيباشد. در نقطه 4  1  :داريم  f ( )

 
   1 4 4  

dxن نقطه و به ازايرا در اي fمقدار ديفرانسيل / 3  آوريم: به دست مي  /x
dx f (x) dx dx ( / ) /

x
    



3 2

3 2

1
1 13 3 56 21

      

f  بنابراين خواهيم داشت:  ( / ) f ( ) df /   97 1 5     
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  آوريم:ابتدا نقاط تقاطع دو منحني را به دست مي»  1«ـ گزينه 650
y Lnx

y y Lnx x x x x Lnx x
y x x

           
  

1 2 2
1 22

2
1  

xتقاطع خواهيد ديد كه تابع اكيداً يكنواست، در نتيجه با بررسي مشتق معادله 1 :تنها ريشه معادله خواهد بود. پس داريم  

m y ( )
m mx

m y ( ) x

        
    

1 1
1 2

2 2

11 1

1 2 1 1
  

  

پس بردار نرمال صفحه عمود بر  با توجه به اين كه بردار مماس بر بيضي مورد اشاره، بر بردار گراديان هر دو رويه ذكر شده عمود است،»   4«گزينه  - 651
  اين خم (يا همان بردار مماس بر خم) موازي حاصلضرب خارجي دو بردار گراديان است.

fدر واقع با فرض  (x , y , z) x y   2 2 25  وg(x , y , z) x y z   2 3  :خواهيم داشت  
f (x, y, z) ( x , y , ) f ( , , ) ( , , )   2 2 4 3 1 8 6
 

   
g(x, y, z) ( , , ) g( , , ) ( , , )     2 3 1 4 3 1 2 3 1
   
n f ( , , ) g( , , ) ( , , ) n ( , , )        4 3 1 4 3 1 6 8 36 3 4 18
    

y zS : (x ) (y ) (z ) x x              3 4 4 3 18 1 3 12 12 18 6   
 

k     »1«ـ گزينه 526 k k k
k k

k k

(x ) ( ) (x ) ( ) ( ) ( ) x
x x

  

 
     

6 62 6 6 2 6 6 6 3 62 2 2
 

 

kبايد صفر باشد؛ بنابراين به ازاي x، توانxدر جمله فاقد  !  رسيم. به اين جمله مي 2
( ) ( ) x ( ) ( ) ( )

! !
    6 4

2
62 16 15 16 242 4

 جمله فاقدx  

 

fهرگاه فرض كنيم » 4«ـ گزينه 536 (x) f ( x) f (x) f ( x)
h(x) ,g(x)

   
 2 fفرد و hزوج است و gآنگاه 2 g h ؛ بنابراين خواهيم داشت :  

  f ( ) f ( ) ( ) ( )
g( ) ( )

( )( )

           
      

   

2 23 3 1 2 3 2 3 1 2 3 2 3 1 4 4 3 3 4 4 3 33 72 2 2 2 4 32 3 2 3 2 3 2 3
 جواب

 
    »3«ـ گزينه 654

  وقتي دو خط بر هم منطبق هستند، بايد شيب و عرض از مبدأ يكسان داشته باشند. روش اول: 

  
x ay y x

a a
b

x y b y x

      

      

3 23 2

55 2 2 2




 

بنابراين
a


3 5
bو 2

a


2
a. پس2 5 abو 6 a. در نتيجه4 

6
bو 5 

2
6
 .  

  a
/

b
  

6
365 362 1

6

  
 

xشرط منطبق بودن دو خط روش دوم:  ay  3 2  وx y b  5 2  آن است كهa

b
 

3 2
5 aباشد. بنابراين 2 5 bو 6 3 1 .  

  a
/

b
   

6
18 365 361 5 1

3


   

 

 
  براي سازگار بودن دستگاه بايد دترمينان ماتريس زير صفر باشد:   »2«ـ گزينه 655

  det a a a a a

 
              
  

2 3 4
1 5 2 45 4 12 3 1 14 28 2
3 1 1

     
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xهر گاه »3«ـ گزينه 566   داريم
x


1  و به اين ترتيبy | x | | x |
x

 
1 پس خطوط .y x وy x  

  هاي مايل اين منحني هستند.مجانب
xنــيمم ايــن منحنــي توجــه كنيــد كــه بــرايبــراي يــافتن نقــاط مــي   داريــمy x

x
 

yو 1
x

   2
11 .

yمعادله   داراي جوابx 1 است. در ناحيهx   نيز به همين شكلx  1  نقطه بحراني است. تـابعy 
)تابعي زوج است كه در دو نقطه , )1 )و 2 , )1 yنيمم است. خط گذرنده از اين نقاط، خطداراي مي 2    است. 2
yناحيه محدود شده به خطوط x وy x  وy  متر. مساحت آن برابر است با 2متر و ارتفاع  4ي مثلثي است با قاعده 2


4 2 42.  

 
AAA  كنيم: بندي ميحروف داده شده را دسته  »4«ـ گزينه 576 ,HH,S,T, M 

  كنيم. بندي ميحرفي را دسته 3اند. رمزهاي قابل استفاده Hحرف تكراريو دو  Aحرف تكراري 3حرف متمايز داريم.  5
)  اند: حرف متمايز تشكيل شده 3دسته اول: رمزهايي كه از  ) !5

3 3 

!  اند: يك حرف ديگر تشكيل شدهو  Hو Hدسته دوم: رمزهايي كه از
( )

!
4
1

3
2  

!  اند: و يك حرف ديگر تشكيل شدهAو Aدسته سوم: رمزهايي كه از
( )

!
4
1

3
2  

!  فقط يك حالت دارد. باشد كه  AAAدسته چهارم: رمزي كه به صورت !
( ) ! ( ) ( )

! !
        5 4 4

3 1 1
3 33 1 6 12 12 1 852 2 جواب  

 
    »2«ـ گزينه 658

gدو محدوديتروش اول:  : x y z  1 gو 3 : x y z  2 2 3 سازي با تابع ي بهينهاز مسأله به يك مسأله zدهيم تا با حذفرا با هم برخورد مي 12
fييرهدو متغ (x , y) و فقط يك محدوديتg(x , y) c .برسيم  

g

x y z
x y

x y z

  
     

23 3 4 152 3 12 
¾²jI•¶ ·jo¨”μ]  

zحالا با قرار دادن x y     كنيم:آن را هم دو متغيره مي fدر تابع 3
x y

f (x , y) xy (x y ) y f (x , y) x y xy x y


            
2 2 2 21 13 2 3 32 2 2  

fسب لاگرانژ را براي تابع هدفحالا تنا (x , y) و محدوديتg(x , y) 15 نويسيم:مي  
yx

x y

ff x y y x
x y x y y x

g g

   
              

1 3 4 4 4 3 3 9 53 4  

y  دهيم:قرار مي gاين نتيجه را در xx y x x x y          53 4 15 3 4 2 15 5   
x)با قرار دادن , y) ( , ) 5  كمترين مقدارf كنيم:را حساب مي  minf x y xy x y         2 21 1 25 293 3 5 32 2 2 2  
  متغيره روش ديگر است:همان روش اول بوده است. اما حل براساس بحث تابع يك مد نظر طراحروش دوم: 

  

min

x y z
y x , x z

x y z

f [( z ) ( z) ] ( z )( z) z ( z) z z z z

f f ( )

  
       

                 

  

2 2 2

3 6 3 4 32 3 12
1 1 334 3 6 3 4 3 6 3 2 6 3 2 2 22 2 2

292 2

·k{ ´¶oTv¨H ÁHoM  

 

bبرابر با yول محورمساحت جانبي شكل حاصل از دوران ح  »3«ـ گزينه 965

a
S | x | y dx   22   است. 1

  كنيم:را حساب مي yگيري از انتگرال،ابتدا با مشتق
y f (x) sin x sin x y sin x sin x ( sin x ) sin x             2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 1 1 2 1 1  

S  داريم: Sبا جايگذاري در فرمول | x | ( sin x )dx


   222 1


  

xدر اين بازه   :است و قدرمطلق لازم نيست  x cos x
S (x xsin x )dx ( ) (x cos x ) ( )

  


           
2 22 2 222 2 12 22 2 2

 
  

  

2

2

2


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xeبا تغيير متغير»  3«ـ گزينه 606 Lnx u  :داريم  
x

x x

e e e
x e

(xe )
e Lnx u (e )dx du dx du

x x

du e Lne e
I Lnu Ln(e Lnx) Ln( ) Ln( ) Ln(e e )

u e Ln e
 


      

 
        

 1 1
1

1 1

1
1

  

  
  آيد، يعني:ضرب خارجي بردارهاي نرمال آن دو صفحه به دست ميبردار هادي يك خط موازي با دو صفحه متقاطع، از »  2«ـ گزينه 661

nمعادله خط      ( , , ) x y z
u n n ( , , ) || ( , , )

n ( , , )

    
          

   
1 1 2

2

1 1 1 11 1 3 1 1 31 2 1 1 1 3   

  

  آوريم:به دست مي tبراي حل اين انتگرال، ابتدا عبارت زير انتگرال را برحسب پارامتر   »4«ـ گزينه 662
t

C

x(t) sin(x )dx dx sin t dt
I y dx ydy (t sin t t )dt (t sin t )dtdt ty(t) t dy

t

( cos t t) ( cos ) ( )

 



          
  



           


  

2 2
2 2 2

2

1 1
22

2

1 1 1 1 1 12 2 2 2 2 2



 




   

  
uن انتگرال ابتدا از دو تغيير متغيربراي حل اي » 2«ـ گزينه 636 x y  وv x y   انتگرال و ناحيهR كنيم. در اين حالت:را ساده مي   

x y 3  

x yx y  

x y

x

y

1

uu
v

v 3 

v

u

  
x y

xy uv
x y xy

u u
J J

v v J


     

1 1 1 121 1 2  

R R

u
I (x y) ( cos(x y))dxdy u ( cos v) dudv u du ( cos v)dv ( )(v sin v )

   
  



            
53 34 4 41 1 11 1 12 2 2 5  

 
    

5 61 2 222 5 5  

  
zبا جايگذاري »1«ـ گزينه 646 a ib   كنيم.ي طرفين آن، نقاط مورد نظر را پيدا مينامساوي و محاسبهدر  

Re(a bi i ) | a bi | a (a ) b a a b a a a b (a ) b                        2 2 2 2 2 2 2 2 21 12 1 1 1 1 1 2 1 2 4  

  

nfشده از نوع ريماني است، در واقع در اين حد مجموع داريم:حد مجموع داده  »3«ـ گزينه 656 ( )
n


11 3،nf ( )

n


22 و بـه همـين ترتيـب    3
k

nk
f ( )

n
 3 

xfصورتي تابع بهاست. پس ضابطه (x)    خواهد بود. طبق فرمول حد مجموع ريماني داريم: 3

  
n

xn n n
n

n n
lim A lim ( ) f (x)dx dx

n 
      

1 2
1 11 3 3 3 3
 

  

xبراي حل اين انتگرال توجه كنيد كه xLne   است، پس داريم: 33

  xLn xLn Ln
n

n
lim A e dx e (e ) ( )

Ln Ln Ln Ln
      

1 3 3 311 1 1 21 3 13 3 3 3 
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xانتگرال  »4«ـ گزينه 666
I dx

( x)



31

61
xفقط در  1  ،داراي ناسرگي است. شرط همگرايي اين انتگرال آن است كه توان عامل صفرشونده در مخرج

)تر از يك باشد. در حالي كه در اين انتگرال، عاملكوچك x)1 با توانp    واگراست. Iدر مخرج وجود دارد، پس انتگرال 6

xانتگرال
J dx

x


 

31
6
1


xفقط در    داراي ناسرگي است. توان عامل صفرشونده در مخرجp 

1
pست. بنابراينا 6 1    است و شرط همگرايـي برقـرار

  همگراست. Jشود. انتگرالمي
 

fابتدا »1«گزينه ـ 676 (x) كنيم.تر تبديل ميرا به مجموع دو كسر ساده  x
f (x)

( x)( x) x x
  

   
2 1 1

1 1 1 1  

  امُ كسرها داريم:nفرمول مشتق حالا با استفاده از
n

(n)
n n

n! ( ) n!
f (x)

( x) ( x)



 


 
 

1
1 1

1
1 1

  

nهااگر در گزينه روش تستي:   قرار دهيم، بايد خودf (x) چنين است:1ي (به دست بيايد. فقط گزينه (  
n

n n

( ) x x x
n!( ) !( )

x x ( x)( x)( x) ( x) x



 
   

    
     

1
1 1 2

1 1 1 1 1 1 2
1 1 1 11 1 1

  

  

fاگر فرض كنيم »1«گزينه  ـ866 (x) x sin x آنگاهf ( x) x sin( x) x cos x
   
     2 2 2 بنابراين، انتگرال داده شده همان انتگرال  2

f (x)
dx

f (x) f ( x)




 

 2

2


)باشد كه با توجه به فرمول، حاصل آنمي  )
 


1
2 2   باشد.مي 4

  

sinتابع  »2«گزينه ـ 966 x   درx   كنيم.شود. پس، از تعريف مشتق استفاده ميناپيوسته است زيرا مقدار داخل جزء صحيح، عدد صحيح مي  

 دار)(كران
x x x

x sin xf (x) f ( )
f ( ) lim lim lim x sin x

x x  

          

2

  

 


  
sinي تابعبراي توضيح كاملتر درباره توضيح: x   ارزي داريمتوجه كنيد كه با استفاده از همsin x x پسsin x x        حالا حد چپ برابر است

با     1 و حد راست برابر است با     پسsin x   درx   دار است.ناپيوسته اما كران  

  
f)دانيم كهمي »4«گزينه  ـ706 ) (y)

f (x)
  


1 y. از صورت سؤال داريم1   و از حل معادلهf (x)   داريمxe 1 يعنيx   توان نوشت:پس مي  

x x x(f ) ( ) , f (x) e Lne e x f ( ) (f ) ( )
f ( )

            


1 11 1 1 1 1  


  

  
xدقت كنيد كه در» 4«گزينه  ـ716   پذيري در هاي اول و دوم تابع مقدار برابر دارند، پس تابع در اين نقطه پيوسته است. اما براي بحث مشتقضابطه

x  صفر داريم:
x

x

sin x
lim ;x { } ;x { }f (x) f ( ) xf ( ) lim ( )

; xx lim ( x) ; x





             


1
11






   
 

   

fپس ( ) 1 .است  
  

gبراي به دست آوردن  »1«گزينه ـ 726 (x) گيري از انتگرال استفاده كنيم (چرا كه تابع داخل انتگرالبايد از تعميم فرمول مشتقg(x)  برحسب
x(x)  باشد.) و داريم:مي  zو xمتغيرهاي (x) x (x) xz

(x)
g (x) (x)e (x)e z e dz

 


      
2 2 22   

xz  اكنون بايد حاصل انتگرال به دست آمده را به روش جزء به جزء محاسبه كنيم و داريم: xz xz

u z du dz

dv ze dz v ze dz e
x

  



    
2 2 21

2
−Ho«TºH   

(x)

(x)

(x)xz xz x (x) x (x)
(x)

z (x) (x)
udv uv vdu ( e ) e dz e e g(x)

x x x x x





  


 
        

2 2 2 21 1
2 2 2 2 2   

gاكنون حاصل به دست آمده از انتگرال جزء به جزء را در (x) دهيم و سپس حاصلقرار ميg (x) g(x)
x

 
1

  آوريم.را به دست مي 2

x (x) x (x) x (x) x (x) x (x) x (x)(x) (x) (x) (x)
(x)e (x)e e e e ( (x) ) e ( (x) )

x x x x
                    

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2   
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  كنيم، لذا:را محاسبه مي fابتدا تابع  »1«ـ گزينه 736

  )f (x) پذير است)تابعي پيوسته و مشتق
sin x cos x x

f (x) sin x x


   


1 2
1 2

 



  

fگيري از) صحيح هستند. با مشتق3) و (2هاي (دانيم گزينهتا اينجا مي (x) :داريم  f (x) cos x
  12  

f (x) صحيح نيست. 1ي تابعي همواره مثبت نيست پس گزينه  
  كنيد كه:) توجه 4ي (در مورد گزينه

  
f ( )

f (c)
f ( )


  

 2

 



−»n ¾Ã … ¤ ¢L‡  

  ) نيز صحيح است.4ي (بنابراين گزينه
 

yسطح حاصل از دوران منحني  »3«ـ گزينه 746 f (x) يدر فاصلهa x b  حول محورy:ها برابر است با  
b

a
S x y dx   22 1  

x  بنابراين براي خم داده شده داريم: x x xy f (x) e e S x e e dx        
12 2 2 22 22 2 1 2  

x x x xx
S x ( e ) dx x( e )dx (x xe )dx S ( e ) ( e ) e                       

1 1 12 2 2 22
2 11 1 1 12 1 2 1 2 2 22 2 2 2 2  

  
g(x)  ي حد داده شده داريم:براي محاسبه  »4«ـ گزينه 756

x
lim f (x)








1  

  كنيم:براي رفع ابهام فوق به صورت مقابل عمل مي

x
t

xx t
x

lim ( e dt)( )
lim (f (x) )g(x) te dtg(x)

x
lim f (x) e e e













  


 





2 3
5

1
1

  

  از قاعده هوپيتال داريم: با استفاده

x
x

xx x

xe
lim lim e

g(x) xe

x
lim f (x) e e e

  


   



6

5
2

2
2  

  

n) هر دو نادرست هستند. وقتي سري2) و (1هاي (گزينه  »3«ـ گزينه 766
n

a





1
naبا شرط    همگرا باشد، سريn

n

na





1
توانـد همگـرا يـا واگـرا     مي 

naاي مثالباشد. بر
n

 2
nbو 1

n
 3

nرا در نظر بگيريد. 1
n

a





2
nو 

n

b





2
nهر دو همگرا هستند امـا  

n n

na
n

 

 
 

1 1

nواگراسـت و  1

n n

nb
n

 

 
  2

1 1

1 

n)، دقت كنيم كه طبق فرض سري4) و (3هاي (همگراست. اما در مورد گزينه

n

a





1
nهمگراست بنابراين 

n
lim a


  است. وقتيn(a اي همگـرا  دنبالـه  (

nباشد داريم n
n n
lim a lim a
 

1 پس برايnان گفت:توهاي به قدر كافي بزرگ مي  n n n n na a a a a 1   

nو بنابراين n
n

a a




 1

1
nمانند سري 

n

a





1
  همگراست.

 

  اُمِ حاصلضرب دو تابع داريم:nنيتز براي مشتق مرتبهبه كمك فرمول لايب »3«ـ گزينه 677     n
n k n k

k

n
(uv) u v

k




 
  

 



  

uدر اين سؤال x x  2 4 uپس 1 x  2 4،u    برابر با صفر هستند. uهايو ساير مشتق 2
    x x x x(uv) x ((x x )e ) (x x )e ( x )e e

     
               

     
    




1 2 1 21 1 14 1 4 1 2 4 21 2  

    x x(uv) x (x x x )e (x x )e            1 2 24 1 2 4 9 24 131  
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ورانحجم جسم حاصل از د »4«ـ گزينه 876 r f  حول محورxها بين1 و2 :برابر است با  V r sin d





  

2

1

32
3

  

  بنابراين داريم: V a cos sin d
 

    
332 13  

uبا تغيير متغير cos  1 داريمdu sin d   :بنابراين داريم  ( cos )
V a [ ] a ( ) a

    
   




4
3 3 32 1 2 843 4 3 3  

 

xبا جايگذاري »2«ـ گزينه 976   حالت مبهم


uدانيم كهدهد. ميرخ مي  u(a ) u 'a Lna ريم:ي هوپيتال دا، با استفاده از قاعده  
x x(b ) x (b )

(b )
x xx x

a a (b Lnb)a Lna
lim lim (b Lnb)a aLnb

a a Lna 


  

1


 
  

  
با توجه به اينكه Aدر سري  »1«ـ گزينه 806

n
lim

n


1  ارزيتـوانيم از هـم  ميtg( )
n n

1 1     اسـتفاده كنـيم. بنـابراين سـريA   بـا سـري
n n






1

قابـل   1

pي مخرجي حدي است. اين سري واگراست، چون درجهمقايسه 1 است. پس سريA واگراست. در سريB     ابتـدا توجـه كنـيم كـهncos(n ) ( )  1 

است، بنابراين
n

n

( )
B

Ln( n)









1

1
يك سري متناوب است و جمله عمومي آن يعني 1

Ln( n)
1
  همگراست. Bنزولي و همگرا به صفر است. پس سري متناوب 1

 

xدر سمت راست خط  »3«ـ گزينه 816 1 داريمx  1 شده بين نمودارهايي داده و ناحيهy
( x )(x )


 

6
2 1 yو 2     قرار دارد، پس مسـاحت

S  آن برابر است با: ( )dx
( x )(x )


 

 1
6

2 1 2   

  با استفاده از تجزيه كسرها داريم:
( x )(x ) x x


 

   
6 4 2

2 1 2 2 1 2  
  با جايگذاري در انتگرال خواهيم داشت:

  
x

x x
S ( )dx Ln( x ) Ln(x ) Ln [ lim Ln Ln ) [Ln Ln ] Ln

x x x x






 
           

   1 1

4 2 2 1 2 1 32 2 1 2 2 2 2 2 2 1 2 22 1 2 2 2 3  

 

yسطح حاصل از دوران منحني  »4«ـ گزينه 826 f (x)  حول محـورx   هـا بـا فرمـولb

a
S y y dx   22 قابـل محاسـبه اسـت. در ايـن سـؤال       1

x
y cosh( ) 2 xاست، پس 2 x

y sinh( ) sinh( )   
12 2 2 xو درنتيجه: 2 x

y sinh ( ) cosh ( )   2 2 21 1 2 2.  

  x x x
S cosh( ) cosh ( ) dx cosh ( )dx    

2 22 22 2 2 22 2 2 
  

xبا جايگذاري
cosh ( ) ( cosh x) 2 1 12 S  داريم: 2 ( cosh x)dx [x sinh x] S ( sinh )         

222 1 2 2 2 2


  
 

  اده كنيم، يعني داريم:توانيم از قضيه گرين استف، مي Cدرون و روي منحني هموار و بسته  اشيجزئبا توجه به پيوسته بودن تابع و مشتقات  » 2«گزينه  ـ683

   y x xx yyC D D
QP

xx yy D

Q P
I (f dx f dy) ( )dxdy ( f f )dxdy

x y

f f f I ( )dxdy

 
      

 

       

  

2   


  

  

i3ابتدا عدد»  4«گزينه  - 684
i نويسيم:     را به فرم قطبي آن مي 2 i

re r , tan 
 

        1
1

3 3 1 212 4 4 63
2

  

i i i i i ii
( ) ( e ) (e (e e )) (e ) ( i sin ) e i ( sin )

     
       

      
2424 24 24 24 24 24 246 12 12 12 12 1231 1 2 22 12 12  

ie (i ) ( sin ) ( sin ) [ ( cos )] [ ]    
       2 4 6 2 2 12 2 12 12 122 1 1 4 2 1 2 312 12 6  
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ها از بندر ل، ابتدا فاصله بين دو كشتي را به صورت تابعي از فاصله هريك از آنبا توجه به شك  »3«گزينه  -685
  آوريم:نوشته، سپس با توجه به آهنگ حركت هر يك، سرعت مورد نظر را به دست مي

(a,b) ( , )

d
t tdt

t t t t

d a b d d

aa bb ( ) ( )
dd aa bb d

d

       

   
       

3 42 2 2 2 9 16 25 5

3 25 4 22 2 2 315


  

  
  

 

)يك دايره به مركز Cخم »  1«گزينه  - 686 , )2   كه براي ميدانت. با توجه به ايناس 1و شعاعy
F(x, y) ( Arctan ,Ln(x y ))

x
 2 Pرابطه 22 Q

y x

 
 

 
 

F( مبدا داخل ناحيه مورد نظر نيست)، ميدان برقرار است و در داخل اين ناحيه پيوسته است
 ه پايستار است و بنابراين انتگرال مورد نظر روي خم بسته داد

  شده صفر است. در واقع (قضيه گرين):

C D D

P xx
y y x y y Q P

Arctan dx Ln(x y )dy ( )dA ( )dA
x x x y

Q x

x x y

 
             

   

  
2 2 2

2 2
2

2 2

12 2

1 2

2

   

 
fباشد و اين يعني دامنه تابع متقارن است. اگرمي Rباشد پس دامنه تابعاولاً چون فرجه راديكال فرد مي  »3«ـ گزينه 876 ( x) :را به دست آوريم، داريم  

f (x) ( x) ( x)   2 23 31 1   
f ( x) ( x) ( x) f (x)     2 23 31 1   

fچون ( x) f (x)  باشد، اين تابع يك تابع زوج است و نسبت به محورميy.ها متقارن است 

  
fابتدا تابع  »4«گزينه ـ 886 (g(x)) يم:دهيم و داررا تشكيل مي    

g(x)

f (g(x)) g(x)

g(x)


 
 

3

3


 


   

fكه يك تابع خطي است همواره پيوسته است، تابع g(x)چون خود تابع (g(x)) به ازاي نقاطي كهg(x) هاي دهد يعني ريشهها تغيير علامت ميدر آن
fباشد (چون مقدارپيوسته نمي g(x)ساده (g(x)) به ازاي مقاديرg(x)    و به ازاي مقادير 3برابرg(x)    باشد).مي -3برابر  

  را بيابيم. g(x)هاي سادهپس فقط كافي است ريشه
x

g(x) x x x( x ) x

x


        
  

3 21 1
1


     

fپس تابع (g(x)) و  - 1ي در سه نقطه  ناپيوسته است. 1و  

  
cotاينكه با توجه به  »2«ـ گزينه 896 x tg x

sin x
 

2
fپس تابع باشد،مي 2 (x) كنيمصورت مقابل ساده ميرا ابتدا به:  f (x) sin x

sin x

 
2 62
6

   

sinاكنون با استفاده از رابطه زير، مشتق مرتبه دهم تابع x6 آوريم. دست ميرا به  

  (n) n n
y sin ax y a sin( ax)


   2  

x
( ) ( )y sin x y sin( x) sin( x) y ( sin x) ( )sin x ( )( ) ( )




                    1 1 1 1 1 1 1 1216 6 6 6 5 6 6 6 6 6 6 1 62  
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  ابتدا دقت كنيد كه:   »1«ـ گزينه 690


  
1 1 1 1 1

3 3 6 3 6 22 2 2 2 2 2  

  
 

 
1 112 22 2 22  

x  ها خواهيم داشت: با استفاده از اين جايگذاري ( ) ( ) ( ) ( )
           

1 1 5 51 15 2 5 2 5 2 5 2 23 2 2 2 222 2 2 2 2 22 

x  كنيم: ب ميهاي لگاريتم حسارا با توجه به ويژگي 8در مبناي  xحال مقدار لگاريتم xlog log log log


      
2 2 4

3 3
2 2

8 22 2
4 4
3   جواب3

 
fفرض كنيم  »3«ـ گزينه 691 (x) sin x x  3 6 )يباشد. ابتدا دقت كنيد كه در بازه 2 , )  علامت سينوس مثبت است. با توجه به مقدار تقريبي

/  3 ,، اعداد14 ,
5 2 1
6 6 xدر fدر اين بازه قرار دارند. بنابراين مقدار سينوس در اين اعداد، مثبت است. حال به علامت 6 

2
xو  6 

5
  توجه كنيد:  6

  f ( ) sin ( ) ( ) sin ( )    2 2 2 23 6 2 36 6 6 6 

 f ( ) sin ( ) ( ) sin ( )     5 5 5 53 6 2 3 36 6 6 6 

sinنيد كهدقت ك ( )
5 sinاست، به همين دليل 16 ( )

53 fاست. 36 ( )
2
fو 6 ( )

5
]اي در بازهريشه fيالعلامت هستند پس تابع پيوستهمختلف 6 , ]

2 5
6   . دارد 6

 

xfبراي تابع  »1«ـ گزينه 692 (x) x e  
2 44 xداريم 1 / 2 xو 6  dx  آوريم: را بدست مي f. ديفرانسيل2 x x /      6 

 x xf (x ) e x e x
x

       


   


2 24 44 4 382 4 1 126 32 4 1
 

 df f (x )dx ( / ) ( / ) /           38 6 38 2 763 

fدانيم كهمي (x ) f ( )  2 dfاست و چون 3 /  76 پس مقدارf (x) يبه اندازه/ 76  است.  3بيشتر از  
 

fهرجا  »4«ـ گزينه 693 (x)  باشد تقعر نمودارf  .به سمت پايين است 
x dt x

f (x) f (x) f (x)
t x ( x )

     
  

2

3 3 3 2
1 3

1 1 1
 

fعلامت (x) همواره منفي است بنابراين تقعر نمودارf .همواره به سمت پايين است  ( , )  جواب  
 

i   » 3«گزينه  ـ694
z z ( ) ( ) z i

    
              2 2 2 12 2 2 32 4 2 4 1 4 12 1 32 2  

xدر اين نقاط داريم  1 وy     پس در نمايش قطبي داريم: 3

i i
r ( )

z e z e (cos i sin ) z
tg ( )







   

            


22 2
6 6 4 6 63

1

1 3 2
2 2 2 4 4 6423 3

  

 

xرا حول fاگر بسط تيلور تابع » 3«گزينه  ـ695 1 در نظر بگيريد، ضريبn(x )1 برابر با
(n)f ( )

n!

  است: 1
n f ( ) f ( ) f ( )

f (x) x f ( ) (x ) (x ) (x )
! ! !

  
        2 31 1 11 1 1 11 2 3  

xبا قراردادن  n  در طرفين تساوي فوق داريم: 2 f ( ) f ( ) f ( )
f ( )

! ! !

  
    1 1 12 1 1 2 3  

nتوانيم مسأله را به ازايمي روش تستي:  f  اين حالت داريم: حل كنيم. در 2 (x) x f (x) x f (x)     2 2 2  

f  ها صفر هستند پس داريم:و ساير مشتق ( ) f ( )
f ( )

! ! !

 
              21 1 21 1 2 4 21 2 2  

  ) جواب است.3پس گزينه (
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  :ساوي صفر باشد يعنيكه جواب غير صفر داشته باشد. بايد دترمينان ضرايب دستگاه مچون دستگاه معادلات خطي داده شده همگن است، براي آن » 2«گزينه  ـ696

a ( a ( )) (a ) ( a ( )) a a a

a


                    


   2 2
2 1 1

2 1 2 2 5 1 4 1 5 8 4 1 4 5 8
4 5

  

a
(a a ) (a )(a )

a


        

 
 

2
3

6 3 2
2

  

 

xنقاط  »2«ـ گزينه 697    وx 1 :نقاط بحراني تابع هستند. لذا داريم  

x

f ( )

f ( ) min(f (x))

lim f (x)



      

       
  

   3 4 1 2 4
1 3 1 4 1 1 2 1 5 4  

  
  بنويسيم: nاي از ده شده را به صورت مجموع دنبالهكنيم سري داسعي مي  »1«ـ گزينه 698

 
n n

nn n n
f f

S ( lim )
n( n ) n(n ) n n n



  

  

 
 

       
     

 

  
1

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 4 1 4 1 4 1 1 4  

  
xگيري تابع پيوسته وكه در بازه انتگرالبا توجه به اين»  1«گزينه  - 699   :است، داريم  

dx xdxx
Ln(x ) [Ln( ) Ln( )] Ln( ) Ln Ln

x x x
       

  
3 3 2

1 22 2
31 1 1 1 11 1 5 2 222 2 2 5 21

  

 
cosحاصلكند، يبه سمت صفر ميل م xوقتي    »1«ـ گزينه 700 x باشد؛ بنابراينكمي از يك كمتر مي( cos x)2     كمي از يك بيشتر خواهـد بـود و لـذا

  شود. جزء صحيح آن برابر يك مي

cosپس x   2 sin)دهيم و خواهيم داشت:را قرار مي1 x)
f (x)

x

2
برايx  .    

xدر fيچون ضابطه   كند بايد از تعريف مشتق در نقطه تغيير ميx    :استفاده كنيم  

x x x

f (x) f ( ) (sin x) x
f ( ) lim lim lim

x x x  

   
2 2

2 2 1
  

  

 
  توان چنين نوشت: مرز يك لوزي است پس مرز بسته است. به كمك قضيه گرين مي Cمنحني  »2«ـ گزينه 701

C D

Q P
Pdx Qdy ( )dxdy

x y

 
  

    

  بنابراين: 
C D D

( y sin x )dx ( x cos y )dy ( )dxdy dxdy ( )            2 35 2 2 5 3 3 2 6  

D
dxdy  برابر مساحت ناحيه درون مرزC باشد. با رسم مرز ميC است.  2بر خواهيم ديد كه مساحت ناحيه درون آن برا  

 
z  نويسيم:را به فرم دكارتي مي zابتدا عدد مختلط   »3«ـ گزينه 702 x iy I m(z) y ( )    1  

z (x iy) x y xyi ( )    2 2 2 2 2 2  
( iz)(iz) i zz zz (x iy)(x iy) x y ( )        2 2 2 3  

  كنيم:ي خواسته شده جايگزين ميحال عبارات فوق را در معادله
( ),( ),( )Re( i z ) ( iz)(iz) Re( i x y xyi) x y y x x y x x

Im(z) y
                3 2 12 2 2 2 2 2 2 2 2 25 5 2 2    

yياي كه بايد توجه شـود ايـن اسـت كـه نقطـه     باشد، نكتهي فوق ميها جواب معادلهyشود كه نقاط واقع بر روي محورملاحظه مي   وx     جـواب
Im(z)باشد، زيرانمي معادله y باشد ودر مخرج كسر طرف راست معادله ميy   ي آن نيست؛ لـذا تمـامي نقـاط واقـع بـر محـور      جزء دامنهy   هـا بـه

  كند.باشند كه در معادله داده شده صدق ميي مكان هندسي تمام اعداد مختلطي مياستثناي يك نقطه
 

  

1

1
1

1

C

x

y

 ارزيهم
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با فاكتور گرفتن از  »4«زينه ـ گ703
n

مي توانيم حد مجموع ريماني را ايجاد كنيم. براي ايجاد 1
n

  :كنيمضرب و تقسيم مي nپشت پرانتز، جملات را در 1

n n

n n n
I lim ( ) lim ( )

n n n n n n n n 
       

    
1 1 1 1

1 2 3 1 2 2   

  ماني مقدار حد برابر است با:طبق فرمول حد مجموع ري
n

n k

I lim dx
kn x
n

 
 


 
2 2

1

1 1 1
11 

  

kتوجه كنيد كه n 1 nاست پس وقتي 2  داريمk

n
  2 يعنيx  2.  I Ln( x) | Ln( ) Ln( ) Ln     21 3 1 3  

 
]ييد طول قوس را در بازهابتدا با  »3«ـ گزينه 704 , t] توانيم پارامتر حساب كنيم. سپس ميt طول قوس منحني پيدا كنيم: را برحسب  

t t t

t t tS (x ) (y ) (z ) dt S sinh t dt cosh t dt S sinh t            2 2 2 21
  

  

tاز اين تساوي داريم sinh (S) Ln(S S )   1 2   و با جايگزيني آن در منحني داده شده داريم:1
r(S) (Ln(S S ) , , cosh(Ln(S S )))    2 21 2 1  

z(در صورت سؤال ايراد تايپي وجود دارد. منظور طراح »3«ـ گزينه 705

z

4
81

icosاست.) بنابر فرمول اولر:  isin e    :بنابراين .  

i
z cos i sin e


 

   16
16 16  

i i

i i

cos i sin iz e e i
( )

i iz cos i sin
e e

 

 

 
  

     
      

4
4 16 4

8 8
16 2

2 2
2 1 24 4 2 2

1 2 1 21 11 1 2 2

 

 
uبه جزء استفاده كنيم. فرض كنيمجزء گيرياز روش انتگرال  »1«ـ گزينه 706 x وdv ( sin x)dx 1در اين صورت ،du dx وv x cos x و بنابراين:  

I x( sin x)dx x(x cos x) (x cos x)dx ( ) ( x sin x) ( )
  

    
               

 

2 2 2
22 2 11 1 12 22 2 2 4 8 8  

  
yريمدا Dدر ناحيه  »4«ـ گزينه 707   جهت با محورو اگر موازي و همxها از ناحيهD بينيم كه خـط عبور كنيم ميx      مـرز ورودي اسـت و
xخط y مرز خروجي. بنابر اينx y .  

y y
I cos(x y)dxdy sin(x y) dy

[sin( y) sin(y)]dy [ cos( y) cos(y)]

 



   


           

  


1 1 12 2 1 1 22 2 2

  






 

xيربع اول از دايرهCمسير»  3«ـ گزينه 708 y 2 2 )باشد، اين مسير ازمي 1 , )1  شود و تاآغاز مي( , )1    پـارامتري زيـر   ادامه دارد. آن را بـه صـورت

x  نويسيم:مي cos t dx sin tdt
C : ; t

y sin t dy cos t dt


    
     2  

  كنيم:الخط مقدار كار انجام شده را محاسبه ميحال به كمك انتگرال منحني

C C
W F . dr x dx xydy [cos t( sin t)dt cos t(sin t)]dt


       

  2 2   كار22

cos t
cos t( sin t)dt (cos cos ) ( )

 
 

       
3

2 3 32 2 2 22 2 123 3 2 3 3
 


  

uدر آخرين انتگرال با فرض cos t داريمdu sin tdt پسu
u du 

32
  است. 3

  





y 

x 

y x D
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zبا جايگذاري  »4«ـ گزينه 709 x iy  ي داده شده، خواهيم داشت:در معادله  z z x iy (x iy) iy , z z x iy x iy x           2 2  

z  آيد:ي داده شده به اين صورت درميبنابراين معادله z z z x iy
Im( ) Im( ) Im( ) Im( )

z z z z iy x

 
  

 
2 2
2 2  

iكهبا توجه به آن
i
 

ix  است، خواهيم داشت: 1 iy x y
Im( ) Im( ) y x x y (x , y) ( , ) z

y x y x
              2 2 2 2      

zيرسد كه فقط نقطهجا به نظر ميتا اين   شـود.  ي داده شده برقرار نيست؛ زيرا مخرج كسرها صـفر مـي  جواب معادله است، اما در اين نقطه هم معادله
  كند.ن معادله صدق نميپس هيچ عدد مختلطي در اي

 

xeانتگرال  »2«ـ گزينه 710 dx
xبرحسب توابع مقدماتي قابل حل نيست، بنابراين انتگرال دوگانه را با ترتيب 2

T
e dydx

كنيم. با توجه بـه  حل مي 2

xبه صورت xصورت سؤال، حدود   و حدودy به شكلx y x   ياند و نيازي به رسم ناحيهمشخص شدهT .نداريم  
x

x

x x x x x
x

I e dydx I [e y] dx I xe dx [ e ] e e




      


               
2 2 2 2

2 1 1



  

  

 
  كنيم.براي نواحي دايروي از مختصات قطبي استفاده مي »1«ـ گزينه 711
داريم:                                                                                            Dيناحيهدر     وr 1  

  است، داريم: rبا در نظر گرفتن ژاكوبي دستگاه قطبي كه 

D

Ln(x y ) Lnr
I dx dy r dr d Lnr dr d

rx y

 
    


    

2 2 21 1
2 2

2
   

  

Lnrانتگرال dr به روش جزء به جزء با انتخابu Lnr وdv dr شود. همچنين استفاده از فرمول حل مي
n

n r
r Lnr dr (Lnr )

n n


 

 
1 1
1   مناسب است.  1

I r(Lnr ) d ( )d
 

         
12 1 2 1 2

 



  

  
به صورتكنيم. حدودرمول محاسبه مساحت در دستگاه قطبي استفاده مياز ف »1«ـ گزينه 712   2اند:داده شده  

r (e )
S ( )d d e d e (e )


 

    



           2

1

2 242 2 2 2 21 2 12 2 2 2  
  

 

yمنحني»  4«گزينه ـ 137
x


yو خط 1 x يدر نقطهx 1 كنند.با هم برخورد مي  

x(البته  1 شود.)ي ما مربوط نميآيد كه به ناحيههم به دست مي  

xبنابراين داريم 1 yو از پايين به بالا مرز ورودي2
x


yو مرز خروجي 1 x  .است  

x x x

x x x

x
I dydx x y dydx [ x y ] dx

y

x x
( x x )dx [ ]

    

      

    



22 2 22 2 2 11 1 121 1 1

2 42 3 2
11

9
2 4 4

  

  

  ي كسرها داريم:به كمك قواعد تجزيه»  4«ـ گزينه 147
x x x x x

x x x x x x x x

e e e e e

e e (e ) (e ) (e )(e ) e e
   

       2 25 6 5 6 2 3 2 3
  

duدانيم كهاز طرفي مي
Lnu

u
توان نوشت:، پس مي  

x x x x
x x

x x x x x

e dx e dx e dx e
Ln(e ) Ln(e ) C Ln( ) C

e e e e e


        

      2
22 3

5 6 2 3 3
  

  

R
x  2

y x

y
x


1

1
x

y

D

x

y

1 1

1
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yخط  »2«ـ گزينه 157 x 1 در نقاط( , )1  و( , )1 كند.با محورهاي مختصات برخورد مي  
xبا توجه به آنكه انتگرال yf (x, y) ye  نسبت بهx شود، ترتيبتر گرفته ميساده

D
I f (x, y)dx dy  كنيم.مي را انتخاب  

yداريم: Dيدر ناحيه 1 و اگر از چپ به راست حركت كنيم، مرز وروديx y 1 و مرز خروجيx   .است  
  

y
x y y x y x

y y
I ye dx dy ye e dx dy ye [e ] dy


  

 
       1

1 1 1
1 1

  
  

  

  y y yye [ e ]dy ye dy ye dy        
1 1 11 11
  

  
    شود، حل انتگرال دوم هم ساده است:گرال اول با استفاده از جدول جزء به جزء حل ميانت

  y y y
I [ ye e ] [ e ] e

e
          

1 12 1 15 51 12 2 2 
    

 

nفرمول شعاع همگرايي سري  »4«ـ گزينه 167
n

n

a x



 2


  استفاده شده داريم: nx2از nxكه به جاينويسيم. با توجه به آنرا مي 

n n
n n

n nn
n

n

lim a R lim a ( )
R Rlim a 



     2
1

1 1

1 1 1  

Rچون 1 nاست پس داريم: 4
n

n
lim a



1

nnحالا شعاع همگرايي سري 16

n

a
x

n




  1
1

  كنيم:را حساب مي 

n
n

nnn
n

lim aa
lim R

R n



    

 2
2

1 1 161 1 16  
  

  

gكره مبراي ني  »2«ـ گزينه 177 : x y z a  2 2 2 x، المان سطح به صورت2 y
a

dS z z dA dA
a x y

   
 

2 2
2 2 2

كره بر است. تصوير اين نيم1

xيي درون دايرهناحيه xoyي صفحه y a 2 2 ي خواهيم داشتناميم. در دستگاه قطبمي Dاست. اين ناحيه را 2   2 وr a .  

S D
S ds dA

x y
  

 
  2 2

2
2

  مساحت رويه

rdrd r
d dr ( )

r r

 
    

 
   

2 1 2 1

2 2
2 2 2 2 2
2 2   

  

 
  

Fبراي محاسبه تابع پتانسيل ميدان برداري  »4«ـ گزينه 187 P(x, y,z) i Q(x, y,z) j R(x, y,z)k  
    كافي است ابتـدا ازP(x, y,z)    نسـبت بـهx 

,Q(xانتگرال بگيريم. سپس در  y,z) از جملات شاملx  صرف نظر كرده و از عبارت حاصل نسبت بهy گيريم و در نهايـت از جمـلات عبـارت    انتگرال مي
R(x, y,z)،x وy  را حذف كرده و نسبت بهz گيريم.انتگرال مي  xg(x , y,z) e Lnydx ( sin z)dy ( )dz        

xg(x  بنابراين تابع پتانسيل برابر است با: , y,z) e Lny ysin z c    
  

زاويه بين خط مماس و شعاع حامل در اگر  »2«ـ گزينه 197 1 :باشد داريم  f ( )
tg

f ( )

  
    

   2
2 2 11 21

 

tgبنابراين ( ) 
  1 1 4.  

  

fگوييم تابعمي » 3«گزينه  ـ207 (x , y , z) ي همگن از درجهn است هرگاه به ازاي هرnf ( x , y , z) f (x , y , z) :          
fهرگاه قضيه اويلر در باب توابع همگن: (x , y , z) ي همگن از درجهn پذير باشد، آنگاه:ي خود مشتقو در هر نقطه از دامنه  

x y zxf (x , y , z) yf (x , y , z) zf (x , y , z) nf (x , y , z)    

f  است، داريم: 4ي در صورت سؤال يك تابع همگن از درجه fبا توجه به نكات فوق و با توجه به اينكه تابع  f f
x y z f (x , y , z)

x y z

  
  

  
4  

  

y

y

y

y e

e

e






1




 

x
-1

y

1
y-x=1
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ابتدا توجه كنيد كه طبق قانون بزرگترين درجه،  »1«ـ گزينه 217
x

x
lim

x

  


 
4 2 14 اسـت. از   1است، بنابراين حد نمايي داده شـده داراي فـرم مـبهم    8

g(x)ي حديقاعده g(x)(f (x) )f (x) e 1 كنيم:استفاده مي  
x

( x )( ) ( x )
x x

x x
lim e lim e

   
    

   
 

 
4 2 2 86 1 64 8 4   حاصل حد8

xكنيم.ي بزرگترين درجه استفاده مياعدهاكنون از ق x  6 وx x  4 8   ، بنابراين داريم:4
( ) x ( )

x
x
lim e e

   
 


 

2 8 2 8
4   حاصل حد4

طبق صورت سؤال داريم
( )

e
 
 

2 8
4 ). بنابراين1 )    2 و از آنجا كه 8  است، داريم  4.  

 

nدر مورد »1«ـ گزينه 227 n! ارزي استرلينگ استفاده كنيم:توانيم از همميn n
n!

e
 پسn

n n

n
lim n! lim

e 
   .پس، اين دنباله واگراست  

nلات اين مجموع كوچكتر يا مساويي جمهمه ):2بررسي گزينه (

n 2 1
nو بزرگتر يا مساوي 

n n2 :هستند. بنابراين داريم  

n
n n n

n n n n n n n
n n lim lim a lim

n n n n n n n n n n  
         

      

2 2
2 2 2 2 2 2 21 2 1 1

  

n n
n n
lim a lim a
 

    1 1 1  
  پس اين دنباله همگراست.

nي سرعت رشد داريم:طبق قاعده ):3بررسي گزينه ( nn n n

n n
lim lim
 

 3 2 3 3 .پس اين دنباله همگراست  

aيا ):4بررسي گزينه ( b است، ياb a است. اگرa b ي سرعت رشد داريم:باشد، طبق قاعده
n n n

n n nn n

a b a
lim lim

a b a 





1 ي مـورد  پس دنباله

bهم كه التينظر همگراست. در ح aباشد، مقدار حد برابر با1 .است و باز هم دنباله همگراست  
  

 

xكهبا توجه به آن »3«ـ گزينه 237

n
  ها به اين صورت استفاده كنيم:ارزيتوانيم از هممي  

x xx
Ln( ) n nnx

( ) e e
n


 

2
21 21   

  در نتيجه داريم:
x x x x( )n nxnx n nx nxn n n

n n n

x
lim e ( ) lim e e lim e e e

n

    

  
   

2 2 22
2 22 2 21  

  
fاكسترمم مشروط تابع »4«ـ گزينه 247 x y z  2 2 gرا تحت قيد 3 : z x y  2 23  خواهيم.مي  

yx  نويسيم:تناسب لاگرانژ را مي z

x y z

ff f x

g g g x y


      

 
2 2 3
2 6 1  

xاز تساوي

x



2 3
2 xداريم 1 x 6 xيعني الزاماً بايد 2   .باشد  

x
x x

y y

 
    

2 6
12 18
9


  

xبا جايگذاري  وy 
1
zداريم gيدر معادله 9  

3 1
81 )يهپس جواب نقط 27 , , )

1 1
9 27 .است  

  
  با استفاده از تعريف مشتق توابع انتگرالي داريم:  »4«ـ گزينه 725

  
x

x

x

x

sin x sin x t cos xt sin x sin x
f (x) (x ) (x) dt f (x) cos xt dt

x t x xx

                 
2 23 2 3 2

2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2  

    
fيبا حل اين انتگرال ضابطه (x) كنيم:را تعيين مي  

sin x sin x sin xt x
f (x) f (x) ( sin x sin x sin x sin x )

x x xx

              
3 2 2 3 2 3 22 2 2 2 1 2 2 2 2 2  

xحالا با جايگذاري 
1
f  داريم: 2 (x) ( sin x sin x ) f ( ) ( sin sin ) ( )

x

            3 21 1 2 2 23 2 2 2 2 3 2 2 3 2 3 2 42 8 4 2  
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yطول منحني  »2«ـ گزينه 267 f (x) يدر بازهx 1 S  برابر است با: 2 y dx 
2

1
21  

  كنيم:را حساب مي yبراي تابع داده شده

x

x xy [x x Ln(x x )] y [ x ]
x x x


         

  

2 22 2 2
2 2

1
1 1 11 1 12 2 1 1

  

x  سازي عبارت فوق داريم:با ساده x x x
y [ x ] [ x ]

x (x x )( x ) x x

         
     

2 2 22 2
2 2 2 2 2

1 1 1 11 12 21 1 1 1 1
  

  x x x
y [ ] x

x x

       
 

2 2 2 2
2 2

1 1 1 1 12 1 1
  

x  داريم: Sدر فرمول yبا جايگذاري
S ( x ) dx x dx xdx S             

2 2 2

1 1 1

22 2 2 2 1 31 1 1 1 212 2 2  

  
برابر است با Dدانيم كه حجمبناميم. مي Dناحيه مورد نظر را  »4«ـ گزينه 277

D
V dzdydx هاي. ابتدا كرانx وy هاي را تعيين كنيم. رويه

xداده شده و صفحات مختصات، مرزهاي  2 وy  xو 3   وy   را در صفحهxy كنند. بنابراينايجاد ميx  2  وy  3هاي . كران
zنيز از صفحه zبالا و پايين   و رويهz x y 2 21 1

4   آيند.دست ميبه 9

x y x
V dzdydx ( x y )dydx ( x y y ) dx ( x )dx ( x)



   
           

      
2 21 1 33 3 2 2 2 3 24 9

2 2 2 2
31 1 1 1 3 31 2 2 424 9 4 27 4 4 3

   
  




 

يادآوري كنيم كه:  »3«ـ گزينه 287
n

n k

k
lim f ( ) f (x)dx

n n 
 

1

1

1


. در اين سؤال نيز با خارج كردن
n

  مجموع داريم:از  1
n

n k

k
L lim

n k
n

n

 




 21
2

1 2

1
 

fبنابراين يك حد مجموع ريماني داريم كه در آن (x) آيد:دست ميچنين به  k k k
f ( )

n n kk ( )n nn

 


2 2
2

2 12
11

  

xپس:
f (x)

x



2
1

x  در نتيجه: 
L dx ( x ) ( x)dx ( x ) ( )

x


      


 

1 1
1 1 2 22 2

2
12 1 2 2 1 2 2 1

1  
  

 
nتر شود حالتتوضيح مسأله ساده كهبراي آن  »3«ـ گزينه 297   را درنظر بگيريد. 3

aايِهاي چند جملهريشه z3و z2و z1اگر z a z a z a  3 2
3 2 1  توان نوشت:باشند آنگاه مي  

a z a z a z a a (z z )(z z )(z z ) a [z (z z z )z (z z z z z z )z z z z ]              3 2 3 2
3 2 1 3 1 2 3 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3  

a  بنابراين: a (z z z )    2 3 1 2  z2ضريب 3

aها برابر است باپس مجموع ريشه
z z z

a
    2

1 2 3
3

a  . همچنين داريم: a (z z z )   3 1 2 3 جمله ثابت  

aها برابر است باپس حاصل ضرب ريشه
z z z

a
 1 2 3

3
.  

n  داريم: nاي درجهي براي چند جملهدر حالت كلنكته: 
n

n

a
z z

a
    1

1   

n
n

n

a
z z z ( )

a
 1 2 1   

 

|براي »1«ـ گزينه 307 u |1 دانيم كه ميn

n

u u u
u




     

 21 11 
x)، پس با ايجاد )2 :در مخرج كسر داريم  

n

n

x (x ) (x )
f (x) f (x) ( )

x xx x (x ) ( ) ( )





     
           

       


2

2 3
1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 2

2 25 5 2 3 3 3 3 3 3 33 1 13 3

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دانيم كه: مي  »1«ـ گزينه 317
x

x x x x x

e
f (x) sechx

cosh x e e e e e     
  2

1 1 2 2
1

2

  ، پس داريم:  

x x
x

x x

e dx e dx
sech x dx tg (e ) C

e (e )
    

    1
2 2

2 2 2
1 1

  

  ايم:ي انتگرال از تغيير متغير مقابل استفاده كردهكه براي محاسبه
x x

xx

e u e dx du
tg u

(e ) ue dx du


    

 
  1

2 2
2 2 2

1 1
  

 

)يدر بازه  »3«ـ گزينه 327 , )1  :داريمx x x     4 8 41 1 1 x، بنابراين1 x x     4 8 41 1 1   توان نوشت:در نتيجه مي 1

x dx x dx dx x x dx J L K                
1 1 1 14 8 411 1 1 1 1 1 1
   




  

 
nدانيم كهمي  »2«ـ گزينه 337 n(x ) nx   uو 1 u(a ) u a Lna اعد داريم:، بنابراين با توجه به اين قو  

(y y )
x(y y )

y y
y

f (y y )x
f (x, y) x

f ( y)x Lnx

 




    
  

2
2

2

2 1

1 2
  

x y
Ln

f ( , ) f ( , ) ( ) ( ) Ln Ln   
         3 2 1 3 1 3 22 2 2 2 2 2 3 2 2 24 4 4  

 
zبه طور كلي معادله  »4«ـ گزينه 347 z z z a   1 zبه شرطي كه 2 z a 1 zباشد و اگردهنده يك هذلولي ميباشد نمايش 2 z a 1 2 

zمعادله هذلولي  د. حالا در مورد اين سوال:مجموعه تهي خواهد بو z i ( i) i       1 2 2 2 4 4 2  

  
حد خواسته شده از نوع»  2«ـ گزينه 357


  گيري از انتگرال داريم:مبهم است، لذا با استفاده از قاعده هوپيتال و مشتق 

x

x x x

(arc tgt) dt HOP (arc tgx) (arc tgx)
L lim lim lim (arc tg )

x xx
xx

  

        
 



 2 22 2 22
2

2

1
2 2 2 41

22 1

   

  
nه به اينكه طبق سؤال سري داده شده همگراست، بنابراينبا توج  »3«ـ گزينه 367

n
lim a


 نهايت سري مورد ها در بيارزي، از طرفي اگر با استفاده از هم

bباشد. با فرض اين كه اختلاف درجه صورت و مخرج  1سري بنويسيم، بايد اختلاف درجه مخرج و صورت آن بزرگتر از  nاشاره را به صورت  1 :باشد، داريم  
n

n k n b bn n n n n n n n nk n n

n
lim b lim a lim (n lim a ) lim lim lim

b lim bn n        

         
3

1
2

1 1 1    

  
  يافته آزمون مشتق دوم است. عميمدر واقع اين سؤال قسمتي از قضيه ت  »4«ـ گزينه 737

  
)xLn          نويسيم:             ابتدا با استفاده از خواص لگاريتم، انتگرال را به صورت مقابل مي»  1«ـ گزينه 387 x )

I dx
x





22

2
2

2
   

   حالا با يك تغيير متغير ساده داريم:

                       x u xdx du   22 2  

  

 

Lnu
I du (Lnu) (Ln ) (Ln ) (Ln ) (Ln ) (Ln ) (Ln )

u

(Ln )(Ln ) ( Ln )( Ln ) Ln Ln( ) Ln Ln( )

        

     


66 2 2 2

2 2
1 1
2 2

1 1 1 16 2 6 2 6 22 4 4 4
1 1 13 12 3 4 3 3 4 3 3 2 34 2 2
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dSدر واقع خواسته سؤال»  1«ـ گزينه 397

dt
dVاست. با توجه به اين كه سؤال 

dt
  گيريم:اي كمك ميرا داده است، از قاعده مشتق زنجيره 

         دهنده كاهش مساحت است.علامت منفي نشان 

dS dS dV
dSdt dV dt

dS dV RdRS R / /
dVdt dt RR
dRV R

  
          


 


2
2

3

8 14 3 6
44

3

   

  

x               گيريم:                                       مشتق مي xابتدا از طرفين نسبت به »  3«ـ گزينه 407
x

x z
( z )cos(y z)

x z


  


2

2
2 2

2
   

y       گيريم:                                                مشتق مي yحالا نسبت به 
y

z
( y z )cos(y z)

x z
  


2

2
2

2
2

   

  با توجه به دو رابطه فوق داريم:
x

x yx
y x x y x y y x

y x y

y

(x z )
(x z)cos(y z)

z z(x z )
xy xz yz z z z z xy xz yz

z z y z
(x z)cos(y z)

y z

               
   

 

2 2

2 2

2 2
22 2 2 2 22 222

  

  

y  كنيم:ابتدا طول نقاط تقاطع را پيدا مي  »2«ـ گزينه 417 x
x x x x x x , x

y x x

         
  

2
2 2 2

2 4 2 2
4

  

yحال با استفاده از فرمول حجم جسم حاصل از دوران ناحيه محدود بين دو منحني حول خط k :داريم  
b

a
V (y k) (y k) dx (x ) ( x x ) dx ( x x x)dx

( x x x ) ( ) ( )

                    

 
          

  
2 22 2 2 2 2 2 3 2

1 2

2
4 3 2

6 4 6 8 4 48

4 32 384 32 642 24 32 963 3 3 3

 





  
  

  

صورت سؤال در واقع همان  »2«ـ گزينه 427
C

F.dr
  نكه منحني بسته است، بهتر است از قضيه گرين استفاده كنيم:خواهد. با توجه به ايرا مي  

 
C D D D

Q P
F.dr ( )dxdy ( ) dxdy dxdy

x y

 
       

    5 4
   

  انتگرال فوق در واقع همان مساحت بيضي است. با تبديل معادله بيضي به فرم استاندارد داريم:
x y

a , b S ab I             
2 2

1 3 1 3 39 1  
  

براي آن كه ميدان برداري به فرم  »4«ـ گزينه 437 F(x, y) P(x, y),Q(x, y) يك ميدان گراديان (پايستار) باشد، بايدP Q

y x

 


 
  : باشد. در نتيجه داريم 

                                               
P Q

y x

P
ax by

y
a , b

Q
x y

x

 


 

       
    

3

3

2 14 24
   

  

xتدا توجه كنيدبهتر است ابتدا خود را از دست علامت قدر مطلق خلاص كنيم، اب  »2«ـ گزينه 447 2 همواره مثبت است و لذا به راحتي از داخل قدر  2
  آيد و لذا داريم:مطلق بيرون مي

y x x , x x x ; x x ; x
y x | x | y y

x ; xy x x , x x x ; x

                                 

2 2
2

2 2
2 2 4 2 2 2 2 2 2 22 2 4 2 2 22 2 4 2 2 6 2

  

yي اول يعنيضابطه x  2 xيدر ناحيه 2  yيي دوم يعنهميشه مثبت است. ضابطه 2 x  2 xنيز براي 2 1  مثبت است. پـسy  بـرايx 1 
)يدر بازه yمثبت است. بنابراين تابع , )1 .صعودي است  

yصعودي باشد، كافيست yكهظور طراح سؤال، اكيداً صعودي بوده است. براي آندر اين تست من توضيح:   شود پس تابعy يدر بازه[ , )1  صعودي
)يو در بازه , )1  است.اكيداً صعودي  
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  كنيم:بخش تقسيم مي 4حرفي را به  3رمزهاي   »3«ـ گزينه 745
  ندارند: Sهايي كه حرف) آن1  4 3 2 24  
  دارند. Sهايي كه فقط يك حرف) آن2   3 4 3 361  

  دارند: Sحرف 2هايي كه ) آن3  3 4 122  
  باشد. دارد، فقط يك حالت مي Sحرف 3هايي كه فقط ) آن4

    بنابراين تعداد كل حالات برابر است با:
73   24 36 12 1  

 

x  كنيم:ابل تبديل ميابتدا بسط داده شده را به صورت مق  »1«ـ گزينه 467 x (x )
( x ) ( ) ( )*

x x x

 
  



5
2 122 1 1

1 5
1 1 3 3
3 3 3


 

  

x)ايبنابراين كافيست كه در بسط دو جمله )
5

12 3  ضريب جملهx5 ايدانيم كه در بسط دو جملهرا بيابيم. از طرفي ميn(a b)     جملـه عمـومي بـراي

k n   :برابر است باk n kn
a b

k
 

 
 

  

kكافيست كه در رابطه فوق x5بنابراين براي يافتن ضريب جمله    در نظر بگيريم، لذا: 2

  !
(x ) ( ) x ( ) x x x

! !
    

            
   

5
2 1 2 5 8 8 5 8 5 1 521 1 1 1 93 3 3 3 5 32 2 2 8 2

     ضريب جملهx5  

)ري مقدار فوق در رابطهبا جايگذا x  داريم: *(

x

 
 



1 5

1 5
5 3 5

3



  جمله فاقدx  

  
aفرض كنيم  »3«ـ گزينه 477 b c   ها داريم:. با محاسبه حاصل ضرب  

(x a)(x b) (x b)(x c) (x c)(x a) x (a b)x ab x (b c)x bc x (a c)x ac                   2 2 2  
x (a b c)x (ab bc ac)       23 2   

  مثبت است: بينيم كه مقدارمي يبا محاسبه
(a b c) (ab bc ac) [a b c ab bc ac ab ac bc] [a b c ab bc ac]                     2 2 2 2 2 2 24 12 4 2 2 2 3 3 3 4  

[(a b) (a c) (b c) ]      2 2 22   
  بنابراين معادله داراي دو جواب حقيقي است.

abها برابر است باضرب ريشهحاصل bc ac 
3  ها برابر است با. مجموع ريشهپس هر دو ريشه هم علامت هستند(a b c) 


2

3  پس هر دو ريشه مثبت هستند.  

Axدر معادله درجه دوي يادآوري: Bx C  2  اگرx1 وx2 ها باشند آنگاهجوابB
x x

A
  1 Cو 2

x x
A

1 2.  
aوابسته نيست فقط بايد شرط cو bو aها پيداست كه پاسخ صحيح به مقداراز گزينه روش كوتاه: b c    كنيم:رعايت شود پس فرض مي  

(a , b ,c) ( , , ) 3 2 x)  مورد نظر است: مقابلهاي معادله . بنابراين ريشه1 )(x ) (x )(x ) (x )(x ) x x           23 2 2 1 3 1 3 12 11  

xداريم , ( ) ( )( )


     212 12 12 12 11 126  .پس هر دو ريشه مثبت هستند  

  
  

n  با يك فاكتورگيري ساده داريم:  »2«ـ گزينه 487

n

S ( / / / ) ( / )



     

1
297 1 1 1 297 1                     

/سري فوق يك سري هندسي نامحدود با قدر نسبت 1     :است. در نتيجه داريم                /
S

/
   


1 297 11297 1 1 999 37

 
  

  
  

  فاصله اين دو صفحه از هم، در واقع اندازه هر يال مكعب است. از طرفي با توجه به فرمول فاصله دو صفحه موازي داريم:  »3«ـ گزينه 749
d d ( )

d V d
a b c ( )

  
      

    

1 2 3
2 2 2 2 2 2

5 1 6 6 6 6
62 1 1
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  كنيم:بندي استفاده ميبراي حل اين تست از روش دسته  »4«زينه ـ گ750

A) تعداد كلمات چهار حرفي كه با حروف1 A A  و يك حرف ديگر به جزA توان نوشت برابر است با:مي  ! !

! ! !

  
   

 

4 4 4 34 161 3 1 3  

Aحروف) تعداد كلمات چهار حرفي كه با 2 A H H   توان نوشت:مي  !

! !



4 62 2  

Hو دو حرف از بين چهار حرف A) تعداد كلمات چهار حرفي كه شامل دو حرف3 S M T  آيد:باشد به صورت زير به دست مي، مي  
! ! ! !

( )
! ! !( )! ! !

   
          

 
4
2

4 2 3 4 4 2 3 43 4 3 4 3 22 2 2 4 2 2 2
72  

  
Aو دو حرف از بين چهار حرف H) به همين طريق تعداد كلمات چهار حرفي كه شامل دو حرف4 S M T   آيد.به دست مي 72باشد، نيز برابر مي  
S) حالت آخر كلماتي هستند كه با پنج حرف5 M T  ،H وA بدون تكرار)A وH توان نوشت:ها) ميدر آن  

     
12   5 4 3 2  

  شود:بنابراين تعداد كل حالات به صورت مقابل مي    16 6 72 72 12 286  
 

n(xدانيم در بسطمي  »3«ـ گزينه 517 y z) شود:، جمله عمومي به صورت زير نوشته مي  
k k kn!

T x .y .z , k k k n
k !k !k !

   1 2 3 1 2 3
1 2 3

  

nbبا توجه به عبارت
(a ) 2 x، داريم23 a 2،b

y   zو3  aها درو با توجه به توان 2 b2   گونه باشند:ها اينبايد توان 2

n
n

k
n! b

k T a ( ) ( )
! !(n )!

k n




    
  

1
2 2 3

2
3

1
2 21 2 3 33

  

aي موردنظر به صورتدقت كنيد، با توجه به اين كه جملهتوضيح:  b2 256
3
 باشد، لذاميk1 وk2  نوشته شدند و بنابراين با توجـه بـه شـرط     2و  1برابر

k k k n  1 2 k، داريم3 n  31 kو لذا 2 n 3   به دست آمد. 3

aجمله به صورتي حل سؤال، با توجه به اين كه خب حالا برويم سراغ ادامه b2 256
3
 :داده شده، لذا داريم  

n na b n! b a b (n )!(n )(n )(n) b
a a

(n )! (n )!
   

        
   

2 2 2 2 2 2
2 3 2 356 56 3 2 12 23 1 2 3 9 3 2 3 9

   

n n(n )(n )(n) (n )(n )(n)              3 4 36 56 2 1 2 5 6 7 2 2 1 23 2 9 nj ¸Ã oŠJo†  
nبا مقايسه طرفين تساوي، به راحتي    آيد.به دست مي 7

 

zيابتدا از معادله   »2«ـ گزينه 527
z

 
4 zدست آورده و بعد از نوشتن نمايش قطبي آن حاصلرا به zمقدار 2 (z)5   يابيم.را مي 5

z z z z i
z

        24 2 2 4 1 3  
بـه ازاي   كنـد كـدام جـواب را در نظـر بگيـريم؛ پـس      ارن اسـت بنـابراين، فرقـي نمـي    متق ـ zو zدقت كنيد، عبارت داده شده در صورت سؤال نسـبت بـه  

z i 1  كنيم. در اين نقطه داريم:جواب را پيدا مي 3

  r   1 3 tgو 2 ( ) 
  1 3 3  

i i

i i

z i e z e (cos( ) sin( )) i
z (z)

z i e (z) e [cos( ) i sin( )] i

 

 
 

          
   
 

         


553 3
5 5

553 3

5 51 3 2 32 32 16 16 33 3
5 51 3 2 32 32 16 16 33 3

32  

 
  

  جايگشت حروف
  انتحاب دو حرف از 
 چهار حرف ديگر
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fابتدا ضابطه  »4«ـ گزينه 537 (cos x) يابيم:را مي  
f (x) x f (cos x) cos x cos x sin x cos x f (cos x) cos x sin x cos x           2 2 2 2 2 2 22 1 2 1 2 2  

fبنابراين ضابطه (f (cos x)) :برابر است با  f (f (cos x)) f (cos x) cos( x) cos x   2 2 2 4  
fها كافي استxبراي يافتن طول تقاطع با محور  (f (cos x)   :قرار دهيم، لذا  k

cos x x k x
  

      4 4 2 4 8  

 
xxبراي يافتن برد اين تابع از نامساوي »2«ـ گزينه 547 x     1 كنيم:استفاده مي  

x x x x x x x x                      1 1 1 1 1  

  شود:نامساوي فوق به صورت مقابل معكوس مي 
x x

( x x)

      
   

   

1
2

1 11 11
1

  

)f  بنابراين برد تابع داده شده برابر است با: x x) y R [ , )


             

1
21 1 1 1  

 
  يابيم:جمله اول دنباله داده شده را به صورت زير مي 4ابتدا   »4«ـ گزينه 755

a cos , a cos , a cos , a cos
   

         1 2 3 4
1 2 1 4 1 5 1

3 2 3 2 3 2 3 2  
fبا توجه به اينكه دوره تناوب تابع (x) cos x برابر2 د:شوجمله فوق تكرار مي 4باشد بنابراين، مي  

cos n , , , , , , , ,
          

   
1 1 1 1 1 1 1 1

3 2 2 2 2 2 2 2 2   

6باشد، بنابراين مجموعي متوالي برابر صفر ميجمله 4با توجه به اينكه حاصل جمع هر    باشد.جمله اول نيز برابر صفر مي  
 

  كند:گوي مقابل پيروي ميامُ از الnدانيد، مشتق مرتبةگونه كه ميهمان» 1«ـ گزينه 567
n n

(n)
n

ax b ( ) c (ad bc)n!
y y

cx d (cx d)

 


  

  
 

1 1
1

1  

xي بيستم تابعبنابراين مشتق مرتبه
y

x


2 )x  در مبدأ مختصات برابر است با: 1 ) ( ) ( ) !
y y ( ) !

( x )

  
    



19 192 2 19
21

1 2 1 2 2 2
2 1

      

لورنتوانيد از بسط مكاگر فرمول يادتان نيست مي
u

1
    كمك بگيريد:  1

  nضريب 192 x n

n n

x x
y ( x)( x) x x

x x

 


 


       

    1 22 22 1 1 2


 
   

) ( !)  192 2 ضريبy ( ) ! (x 2 22     
  

حــد داده شــده يــك حــد مــبهم»  4«ـــ گزينــه 577


uدانــيم كــه وقتــيكنــيم. مــيارزي اســتفاده مــياســت، بــراي رفــع ابهــام از هــم     آنگــاه

sin u u،u
cos u 

2
1 2 وLn( u) u1 :در نتيجه داريم .  

x x x x

sin x x x x
lim lim lim lim

Ln cos(x x) (x x) (x x)
Ln( )

   




   

2 2 2 2

2 2 2 2 2
3 3 3 6

1 2 2
   

 
x2 ( )(x )


  


22

6 6
11 

  

 
  آوريم:دست ميرا به fofofو fofبا توجه به تعريف تركيب توابع، ضابطة  »2«ـ گزينه 587

x
f (x) (fof )(x) f (f (x)) (fofof )(x) f (fof (x))

xx f (x) x x
x x


         

   


1 1 1 1 1 1
1 11 1 1 11

x
x

x


1

  

xدر fكنيد تابعهمانگونه كه ملاحظه مي 1 و تابعfof درx       شـده اسـت). بنـابراين   ناپيوسته است (زيـرا در ايـن نقطـه تعريـف نfofof در{ , }1 
  ناپيوسته باشند پيوسته نيست. fofو fدر نقاطي كه fofofناپيوسته است، زيرا با توجه به تعريف تركيب توابع، تابع

  

1طرفين نامساوي را به توان
  رسانيممي 2
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  با توجه به تعريف دامنه تركيب دو تابع داريم:»  3«ـ گزينه 597 ggof (x) f (x)
D x D f (x) D 

  1 1
1  

 

x
f (x)

g gof (x)

f (x) f (x) log x D : x

x
g(x) sin x D : x D x log x [ , ]

sin x










    

            


1

1

1
2

1
21

2

1 1
1 1 1 2



  


  

  
dxدر واقع بايد  »4«ـ گزينه 607

dy
 را در مبدأ مختصات كه در بازه داده شده معادلt


  آوريم:است، به دست  2

t
dx

dx sin tdtm tg t m tg
dydy cos t
dt


           22 2 22 2   

 

yاگر معادله خط مجانب را به صورت » 1«ـ گزينه 617 mx n  :فرض كنيم، خواهيم داشت   

x
x x

x x x x x

y xe
m lim lim e , n lim (y mx) lim ( xe x) lim x(e )

x x    
         

1
1 12 2 2 2 2 2 1  

xاز طرفي با توجه به اين كه وقتي   ،
x


1  :پس با استفاده از هم ارزي در صفر داريم  

x
x x

n lim x(e ) lim x( ) y x d
x 

   
            



1

2
1 2 21 22 1 2 1 1 2 2 2

51 2
 

  

  

b       با توجه به فرمول مساحت داريم:                                 » 2«ـ گزينه 627

a
S ydx    

y

x x x x
y ( x x )

x xx x ( x x )( x x )

S ( x x )dx ((x ) x ) (( ) ( ))

   
     

      

             
93 3

9 3 3 32 2

1 16 16 1 1616 1616 16 16

1 1 2 1 88 1116 16 5 3 416 16 3 24 24 3






  

  
  گيري در واقع همان ديفرانسيل متغير است، داريم:و اينكه خطاي اندازه xضلع  با توجه به فرمول حجم مكعبي به » 4«ـ گزينه 763

V x dv x dx dv ( ) ( / ) /     3 2 23 3 16 1 7 68   
 

ي مورد نظر روي منحني فصل ها در نقطهبردار نرمال صفحه قائم بر فصل مشترك دو رويه، از ضرب خارجي بردارهاي گراديان آن رويه»  3«ـ گزينه 764
f. در نتيجه با فرضآيدمشترك به دست مي (x, y, z) x y z    2 2 2 9  وg(x, y, z) x y z    2 7  :داريم 

f (x, y, z) ( x, y, z) f ( , , ) ( , , )
n ( , , )

g(x, y, z) ( , , ) f ( , , ) ( , , )

(x ) (y ) x y

        
        
       

2 2 2 1 2 2 2 4 4 4 2
1 2 1 1 2 2 1 2 1

4 1 2 2 2

 
  

 
  

x) بر صفحه3ها نيز فقط گزينه (( البته اگر از همان اول توجه داشته باشيد، خواهيد ديد كه در بين گزينه y z  2   عمود است) 7

  
xبا توجه به وجود عامل  »1« ـ گزينه765 y2   اي استفاده كنيم:بهتر است از مختصات استوانه zو   2

z x y r
r (r ) r

z (x y ) (r )

       
     



2 2 2
2 2

2 2 2
1 1 11 1 21 12 2

  

  است. در نتيجه: 1يك دايره به شعاع  xoyگيري روي صفحه يعني تصوير ناحيه انتگرال
(r )

D r

r r r r
V dv rdzdrd r( r )drd d ( )dr ( ) ( )

     
                    

2

2

11 3 2 412 1 2 1 2 122 1 1 2 1 1
2 2 2 2 2 4 2 4 4     


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sinhتوان ابتدا فرم نماييجه داشته باشيد كه ميتو  »3«گزينه  - 766 x :را جايگزين كرد، سپس از تابع نمايي حاصل چهار مرتبه مشتق بگيريم. يعني  
x x

x x x x x x x x

xx x ( ) x x ( )

e e
y e sinh x e (e e ) y ( e e ) y ( e e )

y ( e e ) y ( e e ) y ( ) ( )





            

         

2 2 3 3 3

3 4 3 4

1 1 13 92 2 2 2
1 1 127 81 81 1 42 2 2

  
  

 
ناحيـه محصـور شـده     Dگرين استفاده كنيم. طبق اين قضـيه اگـر  ي يك منحني بسته است بنابراين، از قضيه Cمنحني  »4«ـ گزينه 677

  باشد، داريم: Cتوسط منحني
y x yC D

Pdx Qd (Q P )dydx     
  

x

C D

x
x dx xydy (y )dydx ydydx y dx ( x) dx ( x)

 
                 

1 1 114 2 2 31 11 1 1 1 11 12 2 2 3 6  
 

   

)خطي كه از نقاط ي حدود انتگرال:توضيح درباره , )1  و( , )1 گذرد، خطميx y 1 است. بنابراين در ناحيهD  داريـمx 1    و اگـر در امتـداد
yعبور كنيم خط Dها از ناحيهyمحور   مرز ورودي وy x 1 .مرز خروجي است  

 

cosانتگرال  »4«ـ گزينه 687 x
dx

x آيد. ابتدا با استفاده دست ميتري بهشود. با عوض كردن ترتيب متغيرها انتگرال سادهلاينحل است يا مشكل حل مي

xرا تشخيص دهيم. خطـوط  (D)گيريه ناحيه انتگرالهاي داده شداز كران


 xو 2 y  چنـين شـرط  هـمy


  2      را در نظـر بگيـريم. اگـر ترتيـب
  متغيرها را عوض كنيم.

xداريم xابتدا براي


  2 و سپس با حركت از پايين به بالا، مرز وروديy   و مرز خروجيy x .است  

x

R

xcos x cos x cos x cos x
dydx dy dx (y) dx x dx cos x dx sin x

x x x x

    
           2 2 2 2 12     

  جواب

 
x)اگر صورت كسر را برحسب  »2«ـ گزينه 697 )2 )و 2 x )23   شود:تر ميبنويسيم، تفكيك كسر عبارت زير انتگرال ساده 1

  x ( x ) (x )
( )

(x )( x ) (x )( x ) x x

   
   

     

2 2 2
2 2 2 2 2 2

1 3 1 3 1 1 1 1
4 43 3 1 3 3 1 3 3 1

  

x)  بنابراين انتگرال داده شده برابر است با: )dx x
I ( )dx [ tg tg x]

(x )( x ) x x

 
    

    
1 12 1 1

2 2 2 2
11 1 1 1 1 3 3 34 4 3 333 3 1 3 3 1  

  

  I [ tg tg ] ( ) I       
           1 11 3 3 3 3 3 3 3 334 3 3 3 12 6 12 3 12 6 3 12 2 24  

duبراي حل هر دو انتگرال از فرمول u
tg ( )

a au a


 1
2 2

  ايم.ه كردهاستفاد 1

  
yنمودار »2«ـ گزينه 707 f (x) نسبت به خطx a   كـه تقارن دارد، بـه شـرط آنf (a x) f (a x)       تـوان بـه صـورت    باشـد. ايـن تسـاوي را مـي

f ( a x) f (x) 2 نوشت: هم  f ( a x) f (x) ( a x) ( a x ) x x         3 33 32 2 2 2 2  
aشويم كه اين تساوي برايها متوجه ميكردن گزينهامتحان با  1 :برقرار است  

x x (x ) x x x x x                 3 3 33 3 3 332 2 2 2 2 2  
  ) صحيح است.2ي (پس گزينه

)اي دلخواه مانند راه حل تستي استفاده از حذف گزينه است، براي اين كار نقطهروش تستي:  , ) 1 نسبت  fگيريم، اگر نمودار را در نظر مي fاز نمودار  2
xبه خط   2  قرينه باشد، بايد( , )3   شود. ) حذف مي1ي (صدق كند كه اين طور نيست، بنابراين گزينه fي در معادله 2

xنسبت به خط  fاگر نمودار  1 ينه باشد، بايد قر( , )3   شود. ) نيز حذف مي3ي (كند، در نتيجه گزينهصدق كند كه نمي fي در معادله 2
yتقارن نسبت به  x  يعني اينكه معكوس تابعf خودش است و چون ،f       همـواره پيوسـته اسـت بنـابراين، نمـودارf     بگـذرد كـه   بايـد از مبـدأ مختصـات

  شود. ) هم حذف مي4ي (گذرد. پس گزينهنمي
  رسيم. ) مي2ي (ي صحيح يعني گزينههاي غلط به گزينهبا حذف گزينه

 

C

1

1

y

x
D

y

y x

2



2



 D

x
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x)كنيمفرض مي  »3«ـ گزينه 717 , y) ي مركز ثقـل تـا محـور   مركز ثقل اين ناحيه باشد. فاصلهy  هـا

D                 است. طبق فرمول داريم: xر بابراب

D

xdydx
x

dydx




  

yمنحني x yو خط 3  xاي به طولدر نقطه 8   Dيكننـد، پـس در ناحيـه   با هم برخورد مي 2
xداريم  2 و اگر از پايين به بالا حركت كنيمy x yمرز ورودي و 3    مرز خروجي است. 8

x

x

x

x

x
xdydx [xy] dx ( x x )dx [ x ]

x x x /
xdydx ( x )dx[y] dx [ x ]

 
        

 

   

  

8 2
3 3

8 2
3 3

52 8 2 2 4 2

2 8 2 42 3

8 4 48 45 86 58 8 4





  

 




  

 
  ) را صحيح اعلام كرده است كه نادرست است.] 4باه كرده و گزينه ([طراح سؤال در محاسبه جواب اشتها صحيح نيست.  كدام از گزينههيچـ 772

 3تكرار است. رمزهـاي   2داراي  Nتكرار و حرف 3داراي  Eحرف متمايز داريم كه حرف 6ابراين . بنEEE،F،R،C،I،NNحروف اين كلمه عبارتند از
  كنيم:بندي ميحرفي را به اين صورت دسته

!  حرف متمايز: 6ز حرف ا 3ها برابر است با جايگشت حرفي بدون تكرار حروف كه تعداد آن 3رمزهاي دسته اول: 
!

!

 
      

 

6 63 4 5 6 123 3   

حـرف   5باشند و در كنار آنها يك حـرف متمـايز از    NNيا EEحرف تكراري ممكن است 2حرفي فقط با دو حرف تكراري كه آن  3رمزهاي دسته دوم: 

!  گيرد:قرار مي

!

 
      
 

5 32 2 5 3 31 2   

  ي حروف آن تكراري هستند.توان نوشت كه همهمي EEEفقط يك رمز به صورتدسته سوم:    12 3 1 151 جواب  
  

xشود. مثلاً به ازاي ) معلوم مي4با استفاده از مثال نقض به راحتي نادرست بودن گزينه (  »4«ـ گزينه 737 / 2   داريم:  5
| / | / , [ / ] | |            2 5 2 5 2 2 5 3 3  

 
yاگر نمودار  »1«ـ گزينه 747 f (x) يرا به اندازه(a ,b) :انتقال دهيم خواهيم داشت  y b f (x a) y f (x a) b        

f  طبق صورت سؤال داريم: (x a) b g(x) (x a) (x a) b x x x ( a )x (a a b) x x                 2 2 2 2 22 4 2 2 2 4  

  ريم:بنابراين دا
( a ) a

a a b b

     


     
2
2 2 4 3

2 3
  

)ياي به اندازهپس هر نقطه , ) 3   كند.انتقال پيدا مي 3
xبه ازاي  fدر تابع 3 (x) داريمy   9 6 )يپس از انتقال، نقطه 3 , )3 )يبه نقطه 3 , )  شود.تبديل مي  

 
fگونه مسائل ابتدا بايد يك تابع مناسب تعريف كنيم و بعد با استفاده از فرمولدانيم در اينمي  »4«ـ گزينه 757 (x) f (x ) f (x ).dx   مقدار تقريبي

fرا پيدا كنيم، تابع مناسب براي اين سؤال (x) Arctg x :است  xf (x) Arctg x f (x) , x / , x x /
x

       


1
2 1 2 1 21     

Arctg / (Arctg ) ( )( / ) / Arctg / /
  

      
1 11 2 1 2 5 1 2 54 4 2 4 4          

 
  

 
x)ي يك تابع برحسباگر ضابطه» 1«گزينه ـ 767 a) xنوشته شود، خط 2 a :محور تقارن آن است. در اين سؤال با استفاده از اتحادها داريم  

(x x ) (x )
f (x) f (x)

(x x ) (x )

    
  
      

2 2
2 2

2 2 1 3 2 1 3
2 1 4 1 4

  

xپس خط  1 محور تقارنf (x) توانيداست. در واقع براي اطمينان از اين مطلب ميf ( x) 1 وf ( x) 1 :را محاسبه كنيد  
( x ) x

f ( x)
( x ) x

    
   

      

2 2
2 2

2 1 1 3 2 31
1 1 4 4

  

fبينيم كهمي ( x) f ( x)    1 xپس، 1  1 محور تقارن است. حالا با برخورد دادن خطx  1 و تابعy f (x) :داريم  
( )

x y
( )


    

 

2
2

2 3 31 44



  
  

y 8

x
2

3y x(x,y)


y

D
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xبا جايگذاري »3«گزينه ـ 777 1 به حالت مبهم


  رسيم:مي 
x

x x x
lim

x

       
 

 

2 16

1
16 1 1 1 16

1 1 1
  


  

  كنيم:از هوپيتال استفاده مي
x

x x x
lim


    
       

2 15

1
1 2 3 16 16 171 2 3 16 1361 2

 جواب حد  

  
g(x)تابع » 1«گزينه ـ 787 Ln(x x )  2 fدر واقع، تابع معكوسِ 1 (x) sinh x .استsinh x است بنابراين معكوس آن هم فرد است. حدود  فرد

Ln(x  انتگرال هم قرينه هستند. در نتيجه: x )dx


  
1 2
1 1   

  
rصورتمعادله را به  »1«گزينه ـ 797 sin( )


 14 دانيم كهنويسيم. ميميr sin y  وr cos x  هاي مثلثاتي داريم:اده از فرمولاست. با استف  

sin( ) sin cos sin cos (sin cos ) r sin( ) (r sin r cos ) (y x) y x
   

                  
2 2 2 1 24 4 4 2 4 2 2  

mپس اين معادله مربوط به خطي با شيب  1 .است  
  

  آوريم:دست ميرا در اين نقطه به zابتدا مشتقات جزئي  »3«گزينه ـ 807

xz ( x)( x y y) ( )
 

       
2 2

2 2 3 31 2 2 1 54 2 5 643 3 3 16 12
   

yz ( y )( x y y) ( )
 

        
2 2

2 2 3 31 9 1 32 5 2 5 64 33 3 16 16  

x  دست مي آيد:ديفرانسيل كامل يا همان ديفرانسيل كل به اين صورت به ydz z dx z dy / ( / ) /       
5 3 1215 2 2512 16 48   


  

  

  است. yمماس در هر نقطه از منحني برابر با شيب خط »4«گزينه ـ 817
( x ) x( x)x

( )
( x )xm y m

x x
( ) ( )

x x

 


   
 

 

2
2 22

2 2
2 2

2 1 2 22
11

2 21 1
1 1

  

xكردن عبارات كنيم،سادهكه وقت زيادي صرف بدون آن 
3
m  كنيم:را جايگذاري مي 4

( )

 




2

2

2 7 16
25

241 25

  

)  در عبارت زير راديكال با استفاده از اتحاد مزودج داريم: )( )  
   

2 2 2
2 2 2 2

24 25 24 25 24 25 24 491
25 25 25 25

  

m  بنابراين خواهيم داشت:

 


  
2

2 7 16
2 16 3225

7 25 25
25

  

  
rسؤال طبق صورت» 2«گزينه ـ 827 (x , y,z)

 پس| r | x y z  2 2 2 :است. در نتيجه  f (x , y,z) (x y z )
| r |


   

1
2 2 2 21

  

x  كنيم:را حساب ميfبردار گراديان y zf (f ,f ,f ) 
  

xf ( x)(x y z ) x | r |
      

3
2 2 2 321 22

  

yfبه همين ترتيب y | r |  3 وzf z | r |  3 ها داريم:آيند و با جايگذاري آنبه صورت مشابه به دست مي  

f ( x | r | , y | r | , z | r | ) (x , y,z) r
| r | | r |

          3 3 3
3 3

1 1    
   
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  »3«ـ گزينه 837
x

x x
x

x x (e )
y cosh ( ) cosh y x cosh y f (x) cosh x e e

e

    
            

21 12 2 12 2 2 2 22 2   

  

f  »4«ـ گزينه 847 (x) x x
x x

   2 4
2 4

1 1  

 x (x ) x ( ) x (x ) (x )( ) f (x)
x xx x x x

                  2 2 2 4 2 2 2 2
2 4 2 2

1 1 1 1 1 12 3 2 7 2 7 2 47 7 47 54   

  

dyيك مشتق مرتبه دوم از يك تابع پارامتري روبرو هستيم. ابتدا با  »2«ـ گزينه 857

dx
  كنيم:را محاسبه مي 

t

t

dy
d( )tdy dy dxd( )dy d y d ytdt dx dtt t

dx dxdx dxdx dx
dt dtt t







                

 

32 22 2 2
2 2 3

2 2 2

2
1 3 12 1 1 11 1 4 2

1 1

  

  
  كه منحني داده شده در اين بازه فاقد صفر و قطب است، داريم:با توجه به اين  »2«ـ گزينه 786

x (x ) (x )dx dx
S dx dx

x x (x ) (x ) (x )

x
Ln (x ) tan ( ) Ln (tg tg Ln  

   
   

       

                 

   
3 3 3 3

2 2 2 21 1 1 1

3 232 1 1 1
1 1

2 1 2 1 1 2 1
2 5 1 4 1 4 1 4

1 1 2 4 11 4 1 22 2 4 2 8


  

  

  ها، خواهيم داشت:xبا استفاده از فرمول حجم حادث از دوران سطح بين يك منحني پارامتري و محور »  4«ينه ـ گز787
t

t

t t t
V y (t)x (t)dt (t t) ( t )dt ( t t t )dt ( )

                2
1

16 5 31 12 2 2 5 4 2 32 1 2 3 3 5 3 15  
  

  

  است. بنابراين به سادگي داريم: xeلورن تابعواضح است كه سري داده شده در واقع همان بسط مك  »2«ـ گزينه 887
x xf (x) e f (x) e f ( ) e     1 

  توان به پاسخ رسيد، به اين صورت كه:البته اگر نكته بالا را ندانيد هم مي
n n n n

x

n n n n

x nx x x
f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) ce

n! n! (n )! n!

    

   

         
   

1 1

1 1 1 
  

  كنيم:ابتدا بسط تابع را باز مي cحالا براي به دست آوردن ضريب ثابت 
n n

x

n n

x
f (x) f ( ) f ( ) ce c f (x) e

n! n!

 

 
             

1 1
1 1 1 1 1   

  يديم.با اين روش نيز به نتيجه روش قبلي رس
  

    »3«ـ گزينه 789

xبا قرار دادنروش اول:    در كسر به فرم مبهم


  رسيم.مي 
x

x x
lim

x

  


4 4 2
2

1 1





  

براي رفع ابهام


  گيريم:با استفاده از قضيه هوپيتال از صورت و مخرج مشتق مي 

x x x x

x x x

(x ) x (x ) xx x (x ) (x )
lim lim lim lim

xx x   

 
         

     

3 2
1 1

4 4 3 2 4 3 24 2 4 2 4 44 2
2 2

1
1 1 1 11 1 1 1 1 1

2 2 2 2   

  

nارزياز هم روش دوم: u
u

n
 1 1 كنيم:استفاده مي  

x x

x x
lim lim ( x )

x 

  
   

4 2
2

2

1 11 1 1 1 14 2
4 2 2 

جواب حد  
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)Lnكهبا توجه به آن »4«ـ گزينه 907 )   است، هر جا كه عبارت داخلLn يك مجانب قائم خواهيم داشت: مقدارش صفر باشد  
x x x( x) x x       28 8 8   »  

xبا جايگذاري   وx  yي خطدر معادله 8 x 2 )Aنقاط 5 , ) 5 وB( , )8   آيند.دست ميبه 11
( ) ( ) ( )         2 2 2 2 2 28 5 11 8 16 8 1 2 8 5 فاصلهA وB  

 
   »3«ـ گزينه 791

  شرط سازگار بودن آن است كه دترمينان ماتريس به دست آمده از ضرايب دستگاه و مقادير ثابت آن صفر باشد: روش اول:

( ) ( a) ( a) a a

a


                



2 1 3
31 2 4 2 4 4 1 2 4 3 1 2 15 1 21 2

     

  آوريم:دست ميرا به yو  xاز دو معادله اول مقادير ابتدا با استفاده  روش دوم:
x y x y

x x y y
x y x y

      
                     

2 3 4 2 6 5 1 2 2 2 4 12 4 2 4
 

  
 

  

x  با جايگذاري مقادير فوق در معادله سوم داريم:
y

ax y a a


         2
1

32 2 1 2 2   
 

yMها همان طول مركز ثقل يعنيyفاصله مركز ثقل از محور  »2«ـ گزينه 927
x

M
 ي واحد داريمباشد. در ربع اول از دايرهمي

   2  وr 1.  

D
M dA x ydxdy M r cos .r sin .rdrd


           

12 2 22
 

ÂL‰¤ RI ~ Th¶جرم  

cos
( cos .sin d )( r dr) cos .sin d ( )

   
           

2312 4 22 21 1 1
5 5 3 15  

  

y D D
M x dA x ydxdy r cos .r sin .rdrd


         

13 3 32
 

ÂL‰¤ RI ~ Th¶  

  5
8

cos
( cos .sin d )( r dr) cos .sin d ( ) x

   
               

2413 5 32 2

1
1 1 1 1524

16 6 4 24 24
15

  
  

  

xحجم حاصل از دوران شكل محدود به منحني »1«گزينه ـ 937 g(y) محور ،oy و دو خطy a وy b  حول محورy:ها برابر است با  
b

a
V x dy  2  

yبه صورت yدر اين مثال يكي از حدود  
3
xها هم داريمyداده شده است. روي محور  2   يعنيy  

1
V  . پس داريم:2 x dy


 

3
22

1
2

  

x  از رابطه داده شده داريم: y x | y | y      21 2 1 2 1 2  

yيدر بازه  
1 3
2 y1علامت2 V  مثبت است. 2 ( y)dy (y y) V ( )

 
             

3 3
22 2

1 1
2 2

9 3 1 11 2 44 2 4 2  

  
  ها داريم:به كمك نمودار ون و قوانين نظريه مجموعه » 3«گزينه  ـ794

(A B ) A B B A B A :

A B (A B) (B A) (A B) (A B):

      
      

  
  

·I¬n¼¶j ·¼º I¤ ¢LŠ
·nI£T¶ ®†IŸU œÄo•U

  

(A B ) (A B) (A B) (A B) (A B) A B             
 

  دانيم كه:مي » 1«گزينه  ـ957
n

e
n! ! ! ! ! !




        1 1 1 1 1 11 1 2 3 4 5

  

  در نتيجه:
n

e ( ) e
(n )! ! ! ! ! !




         


1

1 1 1 1 1 1 512 3 4 5 1 2 2  

 

 از معادله دوم داريم جمع
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xبا انتخاب»  4«ـ گزينه 967  2 مقدار تابع برابر ،tg


 1 33 4 1   خواهد:را در اين نقطه مي dfخواهد بود. بنابراين سؤال همان مقدار  3
dx x x x / /

xdf f (x )dx x ( / ) /
( x )

      

    
  2

2 3 2 3
2 1

2 2 1 33 3 3 751 31 2 1





  

   
  

  
دلات سازگار باشد، لازم است دترمينان ماتريس ضرايب، صفر باشد و همچنين اگر ستون مقادير را جايگزين براي آن كه يك دستگاه معا  »4«ـ گزينه 797

  شود. پس:هر ستون (مثلاً آخرين ستون) ماتريس ضرايب كنيم نيز دترمينان ماتريس صفر مي
a

a

a a
a a( a ) ( ) ( a) a a

a

 


              



2

3
1
3 1

3 7 2
1 1 8 1 3 8 3 7 1 3 8 2 8 1
3 1 8 2


 


 



   

  

  با توجه به آزمون مقايسه داريم:    »3«ـ گزينه 987
n Ln n n



1 1  

بنابراين
n Ln n

 xeواگراست، لذا 1  1 xeبازه همگرايي  دهد: كه نتيجه مي 1 x Ln ( , Ln )     2 2 2  

  

Rتوان فهميد كهبه راحتي مي »3«ـ گزينه 997 R3 1
3
RANK(A)    م مستقل خطي هستند، پس:     . از طرفي سطرهاي اول و دو 2  2   

  

fدر اين سؤال با تابع»  2«گزينه  -800 (x, y) Ln x y Ln(x y )   2 2 2 21
x)يو مقدار تقريبي آن در نقطه 2 , y) ( / , / ) 3 2 97   .سروكار داريم

x)ت بهدر واقع خواسته سؤال مقدار تقريبي ديفرانسيل تابع در اين نقطه نسب , y ) ( , ) 3 1  :است. پس داريم 

x x x / x / , y y y / x /              3 2 2 97 3        

x yLn ( / ) ( / ) Ln ( ) ( ) f (x , y ) x f (x , y ) y      2 2 2 23 2 97 3 1       
x y / /

x y ( / ) ( / ) /
x y x y


        

   2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 6 32 3 313 1 3 1

 

   

         


  

 
xfابتدا معادله داده شده را به صورت  »2«گزينه  ـ801 (x) xe x   2 1  نويسيم. تابعميf (x) يازهدر ب[ , ]1 پيوسته و در( , )1 پذير است و داريممشتق:  

f ( )
f ( )f ( )

f ( ) e

  
    

1 11 2 2
 

 


   

fطبق قضيه مقدار مياني (x)   حداقل يك ريشه در بازه[ , ]1 دارد. از طرفي با محاسبهf (x) :داريم  x xf (x) e xe   2 2 1   
xبا توجه به اين كه به ازاي 1 هموارهf (x)   است، بنابراين تابعf (x) .در اين بازه اكيداً صعودي است  

fگوييم تابعپس مي (x) در بازه[ , ]1 .دقيقاً يك ريشه دارد  
  

xبا توجه به اين كه  »1«گزينه ـ 802 [x]  1 باشد و جزءصحيح اين عبارت همواره برابر صفر است، تابعميf (x) [x [x]]   يك تابع هم زوج و
  هم فرد است.
fچرا كه اگر (x)    بشود اين تابع يك تابع هم زوج و هم فرد است (توجه داشته باشيد كه دامنه تابع بايد متقارن باشد تا بتوانيم راجع به زوج و فرد

  باشد و اين يعني دامنه تابع متقارن است.مي Rدر اين مثال دامنه تابع برابر .بودن تابع صحبت كنيم)
  

y  آوريم:نويسيم و سپس برد را به دست ميتابع داده شده را ابتدا به صورت مربع كامل مي  »3«گزينه ـ 803 x x y ( x )     21 1
2 4   

)عبارت x ) 21
)تر يا مساوي صفرتر يا مساوي صفر است كه اگر به نامساوي بزرگهمواره بزرگ 2 )

1
]را اضافه كنيم برد تابع 4 , ) 

1
  باشد.مي 4
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A

HB C

O

nي مشخصهباشد كه طبق قضيه هميلتون در معادله nيك ماتريس مربعي مرتبه Aاگر  »2«گزينه ـ 804 n
n na a a a

       1
1 1    صدق

nكند يعني داشته باشيم: n
n na A a A a A a

    1
1 1   همواره داريمna

tr(A)
a


 1


nو 

n

a
det(A) ( )

a
 1 . پس در اين مثال چونx4 

aنداريم پس 4  باشد وميa 5 aو 1  8 داريم:باشند و مي  det(A) ( ) , tr(A) ( )       5 81 81 8
    

det(A)پس حاصل tr(A) :برابر است با     8 8   
  

x  با استفاده از فرمول مشتق تابع پارامتري داريم:  »3«گزينه ـ 805

dy
dy tg t sec t sec tdt cos ty csc t

dx sin tdx (sec t)(tgt) (sec t)(tgt) tgt sin t
dt cos t

        
2 2

1
1 1   

cscاكنون دوباره از t سبت بهبايد نx مشتق بگيريم، ولي چونcsc t برحسبt باشد، دوباره بايد مشتق پارامتري بگيريم، يعني در مخرج كسر هم ازميx 

x  .گيريممشتق مي tنسبت به , x
d y d dy ( csc t)(cot t) cos t

y ( ) cot t
dx dx (sec t)(tgt)dx sin t

       
2 3

3
2 3   

)در مرتبه سوم نيز دوباره بايد مشتق پارامتري بگيريم. از عامل cot t)   و داريم: 3
t

x , x , x x , x
d y d cot t( cot t) ( )

y (y )
dx sec t(tgt)dx


        



3 2 2
4

3
3 1 3 1 1 3 2 3 2

2 1 2
   

  

a2برابر است بامساحت مثلث همواره  aالاضلاع به طول ضلعدر يك مثلث متساوي  »3«گزينه ـ 806 3
aو ارتفاع مثلث برابر است با 4 3

2.  
  الاضلاع همچنين ميانه و ارتفاع و نيمسازها بر هم منطبق هستند.در مثلث متساوي
مقابل به ي اين نقطه تا ضلع كنند كه فاصلهاي قطع ميهاي مثلث همديگر را در نقطهدر هر مثلث ميانه

    باشد. پس داريم:مي 2به  1ي اين نقطه تا رأس هر رأس نسبتش به فاصله
a a

OH AH OH    
1 1 3 3
3 3 2 6

½oÄHj “I • {  

a  پس مساحت دايره محاطي مثلث برابر است با: a a
S R ( )

 
     

2 2
2 23 3

6 36   دايره 12

a  مساحت مثلث نيز برابر است با:
S 

2 3
  مثلث 4

  يره محاطي به مساحت مثلث برابر است با:پس نسبت مساحت دا
a

S

S a


  

    

2

2
4 3 312

912 3 3 3 33
4

½oÄHj
W±X¶

   

  

sinبا توجه به اين كه  »3«گزينه ـ 807
x

sinو 1
y

xدار هستند و هنگامي كههر دو كران 1   وy   حاصل حدx sin ysin
y x


1 برابر صفر  1

شود، پسمي
(x,y) ( , )

Lim f (x , y)



 

 باشد. مي  

yتوجه داشته باشيد كه چون به ازاي   ياx   مقدار تابعf (x , y) باشد، پس تابعنيز برابر صفر ميf (x , y) در نقطه( , )  باشد.پيوسته هم مي  
  

fمقدار ميانگين تابع  »1«ـ گزينه 808 (x) در بازه a, b  :برابر است با  b

a
f (x)dx

b a


 
  مقدار ميانگين 1

dx  دهيم: پس قرار مي
x





3
2

2
1 1

3 9
2




  مقدار ميانگين 

duبا استفاده از رابطه u
Arcsin

aa u



 2 2

x  داريم:  
(Arcsin ( )) (Arcsin ( ) (Arcsin ( )) ( )

 
     

3
22 2 1 2

3 3 3 2 3 6 9  مقدار ميانگين  
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  ي با توجه به رابطه منحني داريم: راحتبه»  1«گزينه ـ 809
x y sin t cos t

z(t) (sin t,cos t) x sin t

y cos t

    
   


 

2 2

2 2 2

2

1




 

xبينيم كه نمودار آن قسمتي از خط، ميy-xبا رسم منحني مربوط به اين روابط در صفحه  y 1  است
  صحيح است.» 1«است. يعني گزينه  2به طول خطپارهيك  درواقعكه در ربع صفحه اول قرار دارد كه 

  

داراي  مبدأتك جملات مخرج دارند، تابع در صورت يك درجه بيشتر از تك، تنها ريشه مخرج است و هريك از جملات مبدأكه با توجه به اين»  1«گزينه ـ 810

x  داريم: xfپيوسته است. اما در مورد جهيدرنتحد صفر است و 
(y yx)(x y ) x(xy yx ) y y x x y

f (x, y)
(x y ) (x y )

     
 

 

2 2 2 2 2 4 3 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2  

  نيز با توجه به فرمول اصلي مشتق جزئي داريم: مبدأمورد  مختصات داراي حد است. در مبدأ جزبهدرجه بودن صورت و مخرج، در هر نقطه كه با توجه به هم

x
h h h

f ( h, ) f ( , ) hf ( , ) lim lim lim
h h h  




     
2

3  

  
         

  دارد ولي در همسايگي آن حد ندارد، پس ناپيوسته است. مقدار در مبدا  xfپس
  

  »3«ـ گزينه 811
tr(ABA  :1گزينه  ) tr(A AB) tr(B)  1 1  
tr(A  :2گزينه  B) tr(A) tr(B)    
Aنادرست است: مثلا ً 3گزينه  I  وB I 2  nde (A B) det( I)   3 3  

  n n ndet A det B det(A B) det A det B        1 2 3 1 2  
t  :4گزينه  t t t * T * T * * * *det (AB)t det(B A ) det(B )det(A ) det (B ) det(A ) det(B )det(A ) det(A )det(B )        

  نادرست است. 3پس گزينه 
 

 مسئلهتوان فهميد كه نيازي به حل و در همان نگاه اول نيز مي شده اعلامگزينه درست  عنوانبه» 3«در كليد سازمان سنجش، گزينه » 4و 3«گزينه ـ 812
يادگيري، ساير  منظوربهدهد ولي سمت راست يك عدد (ضرب داخلي) است. ولي ، سمت چپ تساوي يك بردار را نشان مي»3«نيست، زيرا در گزينه 

  زير تعريف كنيم: صورتبهها را در روابط گزينه كاررفتهبهبردارهاي  است يكافكنيم. ها را نيز بررسي ميگزينه

a (a ,a ,a ) , b (b ,b ,b ) , r (x, y, z) , ( , , )
x y z

  
    

  1 2 3 1 2 3
  

 

  پردازيم:ها ميحال به بررسي هريك از گزينه
i j k

) (a r) a a a (a z a y,a x a z,a y a x)

x y z

i j k

(a a ,a a ,a a ) (a ,a ,a ) a
x y z

a z a y a x a z a y a x

        

  
      

  
  

1 2 3 2 3 3 1 1 2

1 1 2 2 3 3 1 2 3

2 3 3 1 1 2

1

2 2

  
   

  



  

  صحيح است.» 1«پس گزينه 
) .((a.r)b) .{[(a ,a ,a ).(x, y, z)](b ,b ,b )} .[(a x a y a z)(b , b , b )]

( , , ).(b a x b a y b a z,b a x b a y b a z,b a x b a y b a z)
x y z

b a b a b a (a ,a ,a ).(b , b , b ) a.b

      

  
      

  

    

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3 3 1 3 2 3 3

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

2
   



  

 هم نشان داده شد.» 2«زينه پس صحت گ

) .((a.r)r) .{[(a ,a ,a ).(x, y, z)](x, y, z)} .[(a x a y a z)(x, y, z)]      1 2 3 1 2 34
      
( , , ).(a x a xy a xz,a xy a y a yz,a xz a yz a z )

x y z

( a x a y a z) (a x a y a z) (a x a y a z) ( a x a y a z) (a ,a ,a ).(x, y, z) a.r

  
      

  
             

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 32 2 2 4 4 4 4 4 
  

  گزينه صحيح دارد! 2 سؤالرسد نيز نادرست است. پس به نظر مي» 4«بينيد، گزينه طور كه ميهمان
  

y

x
0 1

1
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sinكه هموارهبا توجه به اينبراي بررسي همگرايي سري اول، »  2«گزينه ـ 813 n 1 وcos n  1  ،و همچنين با كمك آزمون مقايسه و سرعت است

  كنيم:زير بازنويسي مي صورتبهها، آن را رشد دنباله
n n n n

sin n

n cos n n n n

   

   


  

   
   2 2 2 2

1 1 1 1

1 2 2 1
2 1 2 1 1 2

  

  مگرا خواهد بود.نيز ه تركوچكاز يك است، همگراست؛ پس سري  تربزرگدر مخرج كه  nبا توجه به توان  Pاز طرفي اين سري 
sin)براي اين كار از اين موضوع كه همواره .كنيم كه حد جمله عمومي چه مقدار استدر مورد سري دوم، قبل از هر چيز، محاسبه مي n) 2 1  بوده، و

  پوشي است؛ خواهيم داشت:در صورت قابل چشم nنسبت به عامل 
n n

(sin n) n n
lim lim

n n 


 

2
1  

 كه شرط لازم همگرايي هر سري، همگرا بودن جمله عمومي آن به سمت صفر است، اين سري واگراست.ه اينبا توجه ب

  
با توجه به توضيحاتي كه در تست آمده است، معادلـه مـورد نظـر همـان       »1«ـ گزينه 814

هسـتند،   Aمقـادير ويـژه مـاتريس    باشـد و  مـي  Aمعادله مشخصه مربوط به ماتريس
det(Aبنابراين براي يافتن معادله مشخصه كافي است معادله I)   يابيم:را مي  

det(A I)

( )(( )( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ( ))

 
    

 

                

       3 2

3 1 3
3 1 2
1 3 6

3 1 6 2 3 1 3 6 2 1 3 3 3 1 1
8 15 8 

  

  
  
  

  

  است، لذا داريم: 1صورت مبهمحد به با توجه به اينكه »4«ـ گزينه 158
f (x x) f (x x) f (x)

lim ( ) lim ( )
f (x) f (x)e e 

  


  

11
  حاصل حد  

  گيريم:ي هوپيتال كمك ميدر صورت كسر از قاعده
xf (x x) f (x)

lim x
f (x) f (x)e e

 

  حاصل حد 

  

aكافي است قرار دهيم  »4«ـ گزينه 168 b صورتدر اين
nn

n

b
lim b


 
  

 

2
  كند.) را رد مي3) و (2( )،1هاي (كه گزينه2

  
)دهد كه بردارشرط موردنظر در واقع نشان ميها صحيح نيست.  هيچكدام از گزينه  ـ178 , , , )1 2 5 :بايد تركيب خطي سه بردار داده شده باشد، يعني    

( , , b , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )          1 1 1 1 1 1 1 1 3 2 1 2 5    
  پس داريم:

( )

( )

b ( )

( )

    
   
   
   

1 1
2 2
3 3
2 5 4


   

  ) داريم:2( ) و1از (    
43 4 3   

  ) داريم:2از (
           

4 4 2 22 23 3 2 3   

  ) داريم:1پس در (          
2 4 2 51 13 3 3 3   

  به دست بيايد. bدهيم تا مقدار) قرار مي3اكنون مقادير به دست آمده را در (
b

b ( ) b b
 

            
2 5 4 2 5 7 73 4 2 73 3 3 3 3 3 2   

  

2
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Aبا توجه به اينكه  »4«ـ گزينه 188 I3 A، لذا2 I O 3 2.  
A)  حال با استفاده از تجزيه داريم: I)(A A I) O   23 3 32 2 4  

گيريم كهحال نتيجه مي  3   باشد.مي Aيك مقدار ويژه ماتريس  2
A  ) داريم:4(ي اما در مورد گزينه A A(A I)  2 3 32 2  

Aحال اگر بخواهيم مقادير ويژه ماتريس A2 3 را محاسبه كنيم مشخص است كه 2   مقدار ويژه اين ماتريس است. زيراA I O 3 و با توجه به  2
  ) صحيح است. 4ناپذير است. لذا گزينه (ماتريسي صفر باشد، آن ماتريس واروناينكه اگر يكي از مقادير ويژه 

  
fكند، پس هموارهبا توجه به اين كه طبق قضيه كيلي ـ هميلتون هر ماتريس در معادله مشخصه آن صدق مي  »2«ـ گزينه 198 (A)    باشـد و ايـن   مـي

  ) صحيح نيست.2يعني گزينه (
ضرب مقادير ويژه يك ماتريس برابر است با دترمينان مـاتريس و ايـن يعنـي    باشند كه حاصلبه اين دليل صحيح مي 4و  3هاي شته باشيد كه گزينهتوجه دا
 روي قطر اصلي ماتريس است.هاي كه همان مجموع درايه tr(A)) صحيح است و مجموع مقادير ويژه يك ماتريس برابر است با اثر ماتريس يا3گزينه (

  
  كنيم:داريم، از آزمون ريشه استفاده مي mبا توجه به اين كه تواني از   »1«ـ گزينه 820

 m mm m mm m

a b R a
R alim a lim    R max a, b

R a b
a b R b

R b

 

 
          

        

1 1
1 1

1 1

      =

      

  

  
!آوريم:را به دست مي ابتدا نقاط بحراني   »3«ـ گزينه 821

  x

y

f y x
       x    ,    y

f x y

         

2 6 1 3
2 1 2 16 16


   

A( , )
1 3

16   باشد.بحراني مي نقطه 16

نقطه زيني 
xx

yy

xy

f

f                      ( )( ) ( )        

f

  
          
 

2
6

1 6 1 2 64
2
    

  
xدقت كنيد كه بيضي» 4« گزينه ـ228 y 2 24 9 x)در نقاط 36 , y )  2 و(x , y ) 3  كند. خطبا محورهاي مختصات برخورد مي 

x y 2 3 برابر  Dبناميم، مساحت  Dاز همين نقاط گذشته است. به همين خاطر تصوير اين ناحيه مانند شكل زير است. اگر اين ناحيه را  نيز دقيقاً 6
  كنيم. اما چون اين ناحيه درون يك بيضي قرار گرفته از تغيير متغير بيضوي استفاده مي dydxاست با

xي اين بيضي به صورتمعادله y
 

2 2
19 aشود. پس شعاع افقينوشته مي 4  و شعاع  3

bعمودي  xاست. با استفاده از تعيير متغير بيضوي داريم 2 r cosθ
y r sinθ


 

3
و ژاكوبين براي اين  2

abrتغيير برابر است با r  است: يرزگيري در مختصات قطبي به صورت حدود انتگرالو  6

  πθ  ,   r
sinθ cosθ

   

1 12  

  پس مساحت ناحيه مورد نظر برابر است با:
π

sinθ cosθ

S dA rdrdθ rdrdθ ( )dθ
(sinθ cosθ)





    
    

12 21 2
16 6 3 1

 
   

π
sinθ π π

 (θ ) ( ) ( )
sin θ cosθ

           

1 33 3 32 2 1 2
 


  

  

2

y

3

2x+3y=6

x

D
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nابتدا شعاع همگرايي سري  »4«گزينه  ـ238

n

( n )
x

( n )





   
    1 4 7 3 1

1 5 9 4 1
  كنيم:آوريم و در نهايت جذر آن را حساب ميرا به دست مي 

n

n n nn

( n ) ( n )
a n( n ) ( n )

lim lim lim
( n )R a n
( n )


  

     
     

   
    
   


1

1 4 7 3 1 3 4
1 3 4 31 5 9 4 1 4 5

1 4 7 3 1 4 5 4
1 5 9 4 1

  

R  R R     
4 2 2 3
3 33
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x

x

e x
f (x)

e x

  





   

  حالا خواهيم داشت:   

مماس بر هم عمودند دو خط     
x

x

x

x

m( ) f ( ) e
m( ) m( )

m( ) f ( ) e





 
  

  


  
    

     


1
1

1




 
 

 
   

  

متناظر با نقطه مورد نظر  tنوشته و آن را در معادله صفحه قرار دهيم تا پارامتر  tكافي است نقاط روي خط را برحسب پارامتر مشترك   »2«ـ گزينه 825
  به دست آيد. يعني داريم:

x t
x y z

y t x y z ( t ) ( t ) ( t ) t t

z t

(x , y , z ) ( , , )

  
                        

   
 

2 1
1 2 3 3 2 15 2 1 3 2 4 3 9 6 15 12 3 4 4 3

3 5 7  
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y x

 
 

 
 پس ميدان ،F

  پايستار است و فقط كافي است تابع پتانسيل را به دست آورده

  مقدار آن را در نقاط آغازي و پاييني محاسبه كرده و از هم كم كنيم:

  f (x, y) x y dx dy x y   3 4 4 41
4  

s s

f f

t (x , y ) ( , )
I f ( , ) f ( , )

t (x , y ) ( , )

   
        

4 4 4 41 1 11 2 1 1 2 1 41 1 2 4 4
 

   

  

  است. در نتيجه داريم: 2و  1هاي كره بالايي به شعاعگيري معادل فضاي بين دو نيمبا استفاده از دستگاه مختصات كروي، ناحيه انتگرال  »3«ـ گزينه 827

W

I (x y )dxdydz ( sin ) sin d d d sin d d ( ) sin d
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( ) sin d
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  





                   

      
       

   

      



252 2 22 2 2 2 2 3 4 32 2 2
1 1

1

32

2 2 5

1232 1 62 1 31 1 12422 1 3 15 5 2 5 152 2 2 2

   
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I     كنيم:                   نويسي ميابتدا انتگرال را به صورت روبرو باز  »1«ـ گزينه 288 x ( x) dx


 
1 1

1 2 21


   

m       حالا با استفاده از تعريف تابع بتا خواهيم داشت:   nI x ( x) dx (m, n)    
1 1 11


   

         شود:    از مقايسه اين دو انتگرال نتيجه مي
( ) ( )

m , n I ( , )
!( )

     
       

 

3 1 1
3 1 3 1 2 2 2

3 12 2 2 2 1 2
2 2
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  آوريم:دير ويژه ماتريس را به دست ميابتدا مقا » 1«ـ گزينه 829

   I A ( ) ( )( ) ( )

      
                      
     

2 1 1 1
1 8 2 1 2 8 1 8 1 1

1 1 2 5
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پس  AXبزرگترين مقدار ويژه ماتريس است. براي به دست آوردن بردار ويژه بايد دستگاه 5 X  :را حل كنيم  
x y z x x y z

AX X y z y y z (a, a,a)

x y z z x y z

       
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       
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
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xyحل اين انتگرال، ابتدا بايد حد پايين انتگرال را، كه نقطه تقاطع دو منحني براي » 4«ـ گزينه 308 1 وy x :است، به دست آوريم  

xy
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y x
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1 11
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 
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x

D x x

x dy x x
I dxdy x dx x ( )dx x (x )dx (x x)dx ( ) ( )

y xy y
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1
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xطهدر بسط تيلور يك تابع حول نقروش اول:  x هاي عبارت، برحسب توان(x x ) ضريب ،n(x x )  برابر است با
(n)f (x )

n!
. در نتيجه خواهيم داشت        :  

x)ضريب                         ) 51    
( )f ( )

c
!

 
5

5
1

5   

( ) ( )

( )

f (x) Lnx f (x) f (x) f (x) f (x) f (x)
x x x x x

f ( ) c

             

    

4 5
2 3 4 5

5
5

1 1 2 6 24

24 11 24 12 5

  

fابتدا تابعروش دوم:  (x) را به صورتf (x) Ln( (x ))  1 xنويسيم. در هنگام نوشتن بسط تيلور حول نقطهمي 1 1 لورن در واقع همانند بسط مك

)Lnبعتا x)1                    :ضريب  خواهد بود، يعني (x ) (x )
f (x) Ln( (x )) (x ) (x )

 
           

2 5
51 1 11 1 1 12 5 5   

  

رأس وجه موازي آن باشد؛ درنتيجه فاصله اين نقطه از  4روي صفحه داده شده قرار ندارد، پس بايد يكي از  Aبا توجه به اينكه نقطه »  3«ـ گزينه 832

)  ال مكعب است، يعني:صفحه، همان اندازه ي ) ( ) ( )
d V d

( )

  
     

  

3
2 2 2

3 4 2 3 6 5 1 35 5 12573 2 6
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